Ubungen zur Ingenieur-Mathematik III WS 2014/15

Blatt 4 31.10.2014
Aufgabe 11: Es seien u, v € R” mit u # v und ||u|| = [|[v||. Weiter sei n := u — v.
a) Zeigen Sie, dass fiir die durch S,z := 2Hf1 ﬁl n definierte Spiege-
lungsmatrix S, gilt S,u =v und Snv = u.
1 *
b) Sei u = —1 |. Bestimmen Sie v der Form v = [ 0 | mit
0 0
|lu|| = ||v||. Berechnen Sie die Matrix S,_, aus Aufgabenteil (a).

¢) Multiplizieren Sie diese Matrix von links an die Matrix

1 2 3
A= -1 0 -3
0 -2 3
LOSUNG:
a)
2u - (u—w)
Spu = u—2 n=u————=(u—wv)
In? lu = o]
2u-(u—v) = 2ul*—2u-v.
e —vl* = Jlull® = 2u- v+ [Jof* = 2lull* — 2u- v wegen |lu] = [lv]|.
= Su = u—(u—v)=u—u+tv="0.
Ebenso gilt:
Spv =u,
wegen 2v-n = 2v- (u—v) = 2uv —2||v||? und ||ul]? — 2uv+ ||[v]|* = 2||v||? —2uv =
lu = o]
b)
«
= 0
0
s J/I2E(-1)? = o
& \/5 = |af
V2
= v = 0

0
Um die Matrix S,_, berechnen zu koénnen, fithren wir zuerst ein paar Neben-
rechnungen durch:
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u—v=| -1 | — 0 = -1
0 0 0



|

o O O

(1-v2) v2-1
V2-1

)(1\/5, ~1, 0)(

1—+2
—1

(u—v)(u—v)" = (

)

0
- (1—\/§)Z+(—1)2
= 1-2vV2+2+1

1—-+v2
-1
= 4-2V2

(

2

[ — o

(u—v)(u—2v)"

—
|

i
S

o
))
o o
o pNREN

a Shoe L]

<

! i

o\

ANNURE

<=
|
™

S O

So s

10

%




Aufgabe 12: Berechnen Sie die QR-Zerlegung der folgenden Matrizen mit Hilfe von
Spiegelungen. Berechnen Sie dabei nur die Matrix R und die Matrizen
Q™. Die Matrizen Q*) kénnen sie entweder explizit oder in der Form
Q¥ =1 — cov” mit ¢ € R, v € R™ angeben.

0a=(33)

1 2 3
by B=| -1 0 -3
0 -2 3

¢) Geben Sie den Rang der Matrizen A und B an.

d) Verwenden Sie die QR-Zerlegung, um die Gleichungssysteme Az =
b und Bx = d mit

5 9
bz(l) und d= —11
11

zu 10sen.

LOSUNG:

ba(32)

Wir nehmen

B 1

Uy = 9

ur]| = V5
a; = —sign (un)|lwi ]| = —v5

hierbei sorgt das negative Vorzeichen fiir Stabilitat, vgl. Skript

o (3)-()

T
2
M _q_oMm™m _ ¢ 2 .7
“ ml? =T o aa ™
1

5+V5
_ 1 (-1
- Vi —2 1
Anschlielend berechnen wir R; = Q(I)TA, indem wir die Matrix Q(I)T nachein-
ander auf die Spalten der Matrix A anwenden.
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Daraus ergibt sich

4
T, —5 ~F Y _ 1 (-5 —4
R =Q A_< o 2 )=%0 -3

Man sieht, dass

1 2 3

by B=| -1 0 -3
0 -2 3

Wie oben, setzen wir

1
uy = -1
0

|| = V2,
ap = —sign (u)|lui || = —v2

q 1++2

ny =uy — O = -1
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Wir wenden Q" auf die Spalten der Matrix B an:

. 1 ) 142
QU -1 | = | -1 ] - -1 | (2+v2)
0 0 2 ++/2 0
—V/2
= 0
0
o2 2 . 14+42
o[ o) = [ o |- -1 | (2+2v2)
—2 ) 242 0
—V2
= V2
—9
3 3 1++2
1
Q(l)T -3 = -3 | - -1 (6 + 3\/5)
3 3 242 0
3 3+ 3v2
= -3 | - —3
3 0
—3v2
= 0
3
. V2 —V2 —3V2
= Q" B = V20
0 -2 3
e V2
2 — _2 )
[uz|| = V6.

Wir nehmen vy als Ergdzung von us mit 0 in der ersten Zeile um einen Vektor
im R? zu bekommen.

0

Uy = \/§ )
-2



ozl = VG,

g = —sign (vag)||va|
0 0
0 —2
T
1

|2 | 2 (3+V3)
) V3 0 0
= 0 —1 V2

[ 4)

Um R = Q(2)TQ(1)TB zu berechnen, wenden wir Q(2)T einzeln auf die Spalten
der Matrix Q" B an:

@ V2 V2 1 ’
AR A D BT CR AR
-2
= 0
()
@7 Na Na 1 " V3
Q@ fg = g —m \/5(1_42-@) 2<3+ 3)
—V2
_ ﬁ)
0
T —3v/2 —3v2 ] 0
) (V) (i)
_3\/§
= V6
V3
-2 —V2 -3V2
:R:Q@)TQ(UTB: 0 —6 V6
0 0 V3

¢) Nach Berechnung der QR-Zerlegung 1a83t sich einfach bestimmen, ob eine qua-
dratische Matrix vollen Rang hat oder nicht, denn eine Matrix hat genau dann



vollen Rang, wenn sie invertierbar ist und eine Matrix ist genau dann inver-
tierbar, wenn ihre Eigenwerte ungleich Null sind. Des weiteren ist das Matrix-
produkt zweier Matrizen nur dann invertierbar, wenn beide einzelnen Matrizen
invertierbar sind. Da die Matrizen Q) grundsitzlich invertierbar sind miissen
wir nur noch priifen, ob die Diagonaleintrage der Matrix R ungleich Null sind.
Ist das gegeben, so hat die Matrix QR vollen Rang.

Rang(A) = 2, Rang(B) =3

Um ein Gleichungssystem Az = b mit Hilfe einer QR-Zerlegung zu l6sen, formt
man das Gleichungssystem wie folgt um
Ar = b
& @QRx = b

= Rx = Q7b
Wir berechnen also

Qb= Qb= QWb = (f

(-

und 16sen das Gleichungssystem
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Die Losung des Gleichungssystems Az = b lautet also x = ( _31 )

Das Gleichungssystem Bz = d l6sen wir auf die gleiche Weise. Zuerst berechnen
wir

QTd = Q¥PQWd

9 . 1++2
QO 11 | ———— | 1 | Vv2 (10\/§+ 9)
11 V2(1+v2) 0
9 14++/2
10v/2

11 1+v2 0



—10v2

- Q| -z
11
—10v/2 ] 0
- —ve |- [ vraeve) | (~2vB (a3t
) | 20 | (alvae)
—10v2 0
1+43
= —V2 + 2(14++v3
el Rl RELE)
11 2
—~10v2
— 46
3v3
Anschlieiend 16sen wir das Gleichungssystem
V2 V2 -3V2 1 ~10v2
0 —v6 V6 w | = 46
0 0 V3 3 3v/3
T = _\/Li (—10\/§ + \/§l’2 + 3\/§ZL’3)
& i) = _% (4\/6 — \/6353)
I3 = 3
I = 2
4 i) = —1
T3 = 3
2
Die Losung des Gleichungssystems Bz = d lautet also v = | —1
3

Aufgabe 13: a) Schreiben Sie eine Matlab Funktion QRSolve(A,b), die unter Ver-
wendung der Funktion QRDecomposition aus der Vorlesung das
Gleichungssystem Ax = b 16st.

b) Testen sie diese Funktion anhand der Beispiele

(1)) = ()

und
1 2 3 T 9
-1 0 -3 To = —11
0 -2 3 T3 11

LOSUNG:

a) function x = QRSolve( A, Db)



% solves the system Ax=b by using QR decomposition
[m,n]=size(A);

% auxiliary function: apply Q
function x = ApplyQ( k, alpha, v, x )
s = 0;
n = size(v);
for 1 = k:n
s =s + v(1)*x(1);

s = s / (alpha*xv(k));
for 1=k:n
x(1) = x(1) + sxv(1l);

end

% QR decomposition
[A,alpha]l=QRDecomposition(A);

% we have to solve the system Rx=Q"Tb, thus we have to compute Q~Tb
for i = 1:n-1

b = ApplyQ(i, alpha(i), A(:,i), b);
end

[alphaM,alphaN] = size(alpha);

% now we solve the system Rx=Q"Tb
x(m) = b(m) / A(m,m);
for k = m-1:-1:1

s = b(k);

for j = k+1:n

s = s - A(k,j)*x();

end

x(k) = s/alpha(k);
end
end
ABI@&mg&%QXQGbkhm@g@%msmgmﬁmhx::(_; und als Losung

2

des 3 x 3 Gleichungssystems ergibt sich x = | —1

3



