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Aufgabe 27: Betrachten Sie einen durch

h cos ¢
z(p,h) = | hsing
h

mit ¢ € [0,27) und h € (0, 1] parametrisierten Kegel.
In welchem Winkel schneiden sich die “Breitenkreise”

b:[0,27) = R®:  b(t) = x(t, ho) fiir festes ho € (0, 1]
mit den “Meridianen”
m:(0,1] = R*:  m(t) = x(¢go,t)  fiir festes ¢o € [0,27)?
Tipp:Verwenden Sie die Metrik.
LOSUNG: Zuerst berechnen wir die Metrik G = (Dx)? Dz
G = (Dx)"Dzx

—hsing hcos¢p 0 —hsing Cf)sgb
= . hcos¢ sing¢
cos ¢ sing 1

0 1
B h* 0
B 0 2
Da die beiden Kurven sich im Punkt x(¢g, ho) schneiden und b(t) = < }f ) und
0

m(t) = ( Qio > die zugehorigen Kurven im Parameterbereich sind, berechnen wir

%5(1&) L = <(1))
%m(t) = <(1))



Daraus ergibt sich

cosa =

= 0,
d.h. die beiden Kuven auf der Hyperfliche schneiden sich im Winkel o = 7.
Aufgabe 28: Betrachten Sie einen durch

h cos ¢
z(p,h) = | hsing
h

mit ¢ € [0,27) und h € (0, H] parametrisierten Kegel.
Berechnen Sie die Oberflache des Kegels (abhéangig von H).

LOSUNG: Zuerst berechnen wir die Metrik G = (Dz)T Dz

G = (Dx)"Dzx

—hsing coso

—hsing hcos¢ O .
( cos ¢ sin ¢ 1) h088¢ SHll¢

B h? 0
N 0 2 )’
VdetG = V2h
Nun gilt fiir die Flache

2 H
Flicheninhalt(Kegel) = / / V2h dh d¢
0 0
1
= 27?\/551-12 = V2rH?.

Aufgabe 29: Betrachten Sie die Fliche S, welche durch z : Q — R3 mit

(R+rcosw) cosv
z(v,w)=| (R+rcosw)sinv |,
7 sinw

und Q := [0, 271]? parametrisiert (mit Radii R > r > 0).
Berechen Sie den Flacheninhalt von S.



LOSUNG:
Es gilt G = Da” Dz, wobei
—(R+ rcosw) sinv —rcosv sinw

Dz(v,w) = <8U$ | wa> = (R+rcosw) cosv —rsinv sinw
0 T COSW

also

Da(v, ) Da(v, w) = ( (R+rcosw) 0 ) |

0 r?

Also ist y/det G(v,w) = r(R + r cosw).

27 2T
Flécheninhalt(S) = / da = / / Vv det G(v, w) dv dw
S o Jo

2m 2m
:/ / r(R + rcosw) dv dw
o Jo

2T
= 2w (2rrR + / r? cos w dw)
0

= 47°rR.

Aufgabe 30: Berechnen Sie den Inhalt der Flédche, die von der Kurve

(t) [ 2cost + cos2t
=\ 2sint —sin2t )

0 <t < 27 eingeschlossen wird.
Tipp:

1 ) ) ) ) 1
costcos 2t = Z—l(e?’” +e M pett pemt) = §(COS 3t + cost)

LOsuNG: Die Kurve beschreibt eine sog. Hypozykloide:
71 () 2cost + cos 2t
1 (72@) ) ( 9sint —sin2t )0 O SES2W
1
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Gesucht: Voly(Q) = [, 1dx

Vol ()

cost = L(et +e7¥

2

also costcos2t =

= Vol,(9)
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T

ldx = / div Fdz dy mit div F =1, z.B. F(z,y) = ( 0
Q

F-Ndl nach Gauf}, wobei N &duflere Normale

@) () ) 1 o
( 0 ) (—w))|w<t>||””<t)”dt’ N=Eo

2

1 (8)32(t) di

3

(2cost + cos 2t)(2cost — 2 cos 2t)dt

2

(4cos®t — 4 costcos 2t + 2 cost cos 2t — 2 cos® 2t)dt
= cos’t = (e 4 ¢ 2" 4+ 2) = L cos 2t + £,

, A o
(63175 + 673115 + ezt + efzt) — §<COS 3t + cos t)

2m

/ [(2cos2t 4 2) — (cos 3t + cost) — (cos4t + 1)]dt
0

O+47r—-0—-0—-0—-27

27

)
(

Ya(t)
—(t)

)



