Ubungen zur Ingenieur-Mathematik III WS 2014/15
Blatt 10 12.12.2014

Aufgabe 34: Betrachten Sie die Funktion f : R* - R

f(@,y) = sin(z) cos(y)
und finden Sie im Intervall [0,27) x [0,27) Minima, Maxima und Sat-
telpunkte von f.
LOSUNG: Kritische Punkte von f sind diejenigen Punkte (z,y) mit V f(z,y) = 0.
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Die verschiedenen Moglichkeiten sind:
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Es ist
DQf(m y) = (% aangy) B (— sin(z) cos(y) — cos(z) sin(y))
) - a2f 2 f =\ _ . o
e oo cos(x)sin(y) —sin(z) cos(y)
D*f (g, 0) = ( _01 _01 ) ist negativ definit, d.h. A; ist ein Maximum
D? (g,w> = (1) (1) ) ist positiv definit, d.h. Ay ist ein Minimum
D*f SW,O = (1) (1) ) ist positiv definit, d.h. Az ist ein Minimum
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0 —1 ) ist indefinit, d.h. Ag ist ein Sattelpunkt



Aufgabe 35: a) Berechnen Sie die kritischen Punkte der Funktion
falz,y) = * — y* + 3azy

in Abhéngigkeit von a € R\ {0} und entscheiden Sie jeweils, ob
ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt vorliegt.

b) Bestimmen Sie die lokalen Maxima und Minima der durch
flr,y) =2 +9* — 30— 12y +20, (z,y) € R?
gegebenen Funktion.

LOSUNG:

Py =1(0,0), P = (a, —) : D2fa($ay) = ( gz _?)gy )

Fiir By = (0,0) gilt Df.(0,0) = ( oo ) |

Eigenwerte von D?f,(0,0): charakteristische Gleichung:

M—-92"=0 < A+3a)(A=3a)=0
@)\1 = —3a, )\2 = 3a

= Fiir o # 0 gilt: M =—9a%2 <0

D.h. A\; und )y haben verschiedene Vorzeichen, also ist D?f,(0, 0) indefinit und
(0,0) ein Sattelpunkt.

Im Fall @ = 0 reicht die Hessematrix nicht aus, um eine Aussage machen zu
kénnen, ob es sich um ein Minimum, ein Maximum oder einen Sattelpunk han-
delt. Dazu benétigt man Ableitungen héherer Ordnung.

3a 6o

Eigenwerte von D?f,(a, —a): charakteristische Gleichung:

Fir P, = (o, —a) gilt D*f,(a, —a) = ( ba 3a )

(6o — A)? —9a? =0 < 60 — A = V902
S A =3a, A =9%



= D?f,(a, —a) ist positiv definit fiir @ > 0 und negativ definit fiir o < 0.
D.h. (o, —a) liefert fo(a, —a) = a® + a® — 3a® = —a® und ergibt ein (lokales)
Minimum fiir & > 0 und ein (lokales) Maximum fiir & < 0. (Fiir & = 0 siehe
oben.)

322 -3 r (0
gradf(m,y) - ( 3y2_12 ) - ( 0 )
N 22 =1 s dr= +1
W2 = 4 Y= 42
:>P0 = (_17 _2>7 P1 = <_172)7 PQ(L _2)7 P3(172)

D?f(x,y) = ( gx 62 )

i) Fir Py = (—1,-2) gilt: D*f(—1,-2) = ( 0 0 ) ist negativ definit.

0 —12

f(=1,-2) = -1 -8+ 3+ 24 + 20 = 38 = (lokales) Maximum.
—6 0., . :

0 19 ) ist indefinit.

f(—=1,2) = =1+ 8+ 3 — 24+ 20 = 6 = Sattelpunkt.

Fiir P, = (1,—2) gilt: D*f(1,-2) = ( g

i) Fir P, = (—1,2) gilt: D2f(—1,2) = (

0\... .
19 ) ist indefinit,
f(1,-2)=1-8—-3+24+20=34
= Sattelpunkt.

iii) Fiir Py = (1,2) gilt: D2f(1,2) = ( 0 19

60 ) ist positiv definit.

F(1,2)=1+8-3-244+20=2
= (lokales)Minimum.

Aufgabe 36: Sei 2o € R? und
Z ={rx e R’|z]+ 25 =1}.

Finden Sie x5 € Z, so dass
[0 — w2]| < [z — ]|
fiir alle x € Z.

a) Stellen Sie xy und ein beliebiges x € Z in Zylinderkoordinaten dar.

b) Geben Sie den Abstand ||z — z||* als Funktion d(¢p, z) an.

)
)
¢) Bestimmen Sie die kritischen Punkte der Funktion d(¢p, z).
d) Berechnen Sie die Hessematrix von d(yp, z).

)

e) Bestimmen Sie das Minimum der Funktion d(¢p, ).



LOSUNG:

a)

70 COS P cos ¢
o= | 7rosineo |, r=| singp
20 z
b)
d(p,z) = [lzo — |*
T COS (g — COS P
= o SIN Yo — Sin ¢
20 — R
= (19 cos @y — cos )’ + (rosin g — sin@)” + (20 — 2)°
c)
Oyd(p, z) = 2 (1 cos gy — cos @) sin ¢ + 2 (1 sin ¢ — sin ¢) (— cos @)
= 27( COS Yo sin ¢ — 2 cos @ sin ¢ — 2r( sin Yy cos ¢ + 2 sin p cos @
= 2rq (cos g Sin @ — sin g €os )
= 2rq (cos (—¢p) sin ¢ + sin (—pg) cos @)
= 2rgsin (¢ — o)
azd(907 Z) = —2 (ZO - Z)
Betrachte nun
Vd(p,z) = 0.
Fiir ro # 0 ist dies dquivalent zu
2rosin (¢ = o) =0 & @ = g oder po+ 7 und z = 2z
2(z — z)
= (o, 20) und (@g + 7, z0) sind kritische Punkte der Funktion d(y, 2).
Im Fall ry = 0 gilt
2rosin (¢ = @o) ) _ 0 _ _
( 2(z — z) =0 < 2(z— z) =0 < 2=
Kritische Punkte sind in diesem Fall also alle Punkte (¢, 29) mit ¢ € [0, 27].
d)

2 _( 2rocos (v —¢o) O



e) T()?AO

D2d(g00,zo) = ( 260 g ) ist positiv definit = Minimum
D?d(py + T, 20) = ( —?)7“0 g > ist indefinit = Sattelpunkt
Im Fall rq # 0 gilt
COS (g
Tz = | singg
20

Im Fall 7 = 0 ist die Matrix D?d positiv semidefinit, so dass wir keine allgemeine
Aussage machen konnen. Allerdings gilt in diesem Fall

d(p, z) = cos® ¢ +sin? g + (2 — 2)°
=14 (29— 2)%,

d.h. der Abstand héngt nicht mehr von ¢ sondern nur noch von z ab. Da fiir
d(z) = d(p, z) die zweite Ableitung d”(z) = 2 grofler Null ist, handelt es sich bei
allen kritischen Punkten um Minima. Es gibt in diesem Fall also nicht nur einen
Punkt z., der auf dem Zylinder Z liegt und minimalen Abstand zum Punkt zy hat
sondern eine Menge My von Punkten, die alle auf Z liegen und minimalen Abstand
zum Punkt z haben.

Mz = {(907 ZO) ’ pEe [0727]}
Aufgabe 37:  a) Bestimmen Sie fiir die Funktion
[z f(x) =cos(z)

die Taylor-Entwicklung an der Stelle 2o = 5 mit Restglied
O(|x — zo|*™).

b) Bestimmen Sie fiir die Funktion
g: (z,y) = g(a,y) = cos(x) cos(y)

die Taylor-Entwicklung an der Stelle (xg, y9) = (0, 0) mit Restglied
der Ordnung 3.

LOSUNG:

a) Die Formel fiir die Taylor-Entwicklung bis Ordnung n an einem Punkt z ist:
- 1 % % n
f@) =37 5O @o) @ = o) + Oz — o)
=0

= f(eo) + 3 57O z0) + Ol — ol
i=1



wobei f@(z,) die ite Ableitung an der Stelle x ist.

und dann fir alle t € IN

Fiir zo = 7,
FH0(E) = (1)
@)
f#(5) =0

und die Taylor-Entwicklung bis Ordnung (2n — 1) an der Stelle z = Z ist:

[\

n

f(2) = Z ﬁ(—l)t(ﬂc =@ 40 (|- ™)

Die Taylor-Entwicklungsformel fiir g an der Stelle z ist:

g(zo + & o + €) = g(x0, o) +ZZ a,@xy) o (@0, Y0) (€, () +O(H(§>

n |al=n
wobel

a = (o, as)
al = aqlay!
0% B a\alg
Ow,y)*  Orory™
(& Q" =M™

Daraus folgt:

9(€.0) = 9(0,0) + 2 g(0,0)¢ + %gm, 0)¢

9
(9:1:g

1 o2 , 1 o2 , ¢
+ 500,06 + 500,006+ 5 200,063 + 0 (H( ‘)

)




dg B
2(0,0) =0

dg
5,00 =0
0%g
022
0%g
0xdy
0?g
2y

(0,0) = —1

(0,0) =0
(0,0) = —1

und somit

oo ()

Aufgabe 38: Sei a € R™ gegeben. Entwicklen Sie die Funktion f(x) = ||z — al| nach
Taylor an der Stelle x( bis einschlieBlich Terme zweiter Ordnung.

LOSUNG:

D=

f(x) =z —al = ((a:‘l —ay)? + (g —ax)®* + ..+ (2, — an)Q)

setze © = 29+ h,h € R"

Flao +h) = fxo) +rad f(zo) - h+ 5D (o) b+ ()

9 5, 5, g
arad 1(0) = (G 0) g @) 5 (0))

1 1 1 1 4
= (é'm'2($1—a1),---,§'m'2(%—%))
_(a:l—cn xn—an)T: 1 (z — a)

e —all” " flz — all |z — al
w2 @) Gl f@) o 5% f (@)
H(zx) = ' s
oz [ (@)
82 o 3 (Iz — ai)
3x3f(x> - O0n f(2)

 f@) f(x)




1 1

= To—al Toc a||3(xi —a;)
92 1 1 2
o2/ = 7~ Fap )
Rark 8xi8xjf<x) - T%W
1
B _W(%’ — a;)(z; — aj)
B (x; — a;)(x; — a;))
Iz = alf?
. (r—a) (@—a)
= H(x) |z — al| (]1 |z — al| ||$—CLH)

Insgesamt ergibt sich

(x —a) (x —a)T

lz = all [l — all

(o —a) 1 <
xo+h) =||zg —al| + ~h+ 1
fleoth) = lleo =al 2 =2 "+ 3z —a

Zusitzliche Erlduterung: (Nicht Teil der Losung!)
Mit der Bezeichnung g = grad f(zg) erhalten wir

)hh+omw%

f@o+h) = f(zo) +g-h+ (IAl1* = (g - 1)*) + (1)

1
2||zo — all

Dabei ist offenbar ||g|| = 1, also ist ¢ der Einheitsvektor, der von a in Richtung x
zeigt. Der lineare Term (also die Approximation der Anderung in erster Ordnung) ist
daher die Projektion von h auf die Gerade durch zy und a. Hier spielt also nur der
Anteil von h eine Rolle, der auf a zu oder von a weg zeigt, nicht der Anteil , seitwérts*.
In dhnlicher Weise erklirt sich der quadratische Term: Mit s* = ||h]|> — (g - h)? ist s
der , Seitwirts-Anteil von h (Pythagoras!). Der Term zweiter Ordnung beriicksichtigt
also die Anderung , seitwirts®.

Die Skalierung iiberlegt man sich beispielweise folgendermafien: Mit a = (0,0)7, 2y =
(1,0)" und h = (t,s)" erhélt man f(zo+h) = 14+ t+ 15>+ O(||h||*). Zu zo = (L,0)"
erhilt man die skalierte Gleichung £&ot) — 1 4 141 (%)2 + O(]|h||*). Multiplikation

L
mit L = ||zg — al| ergibt schliefllich die obige Form.




