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Aufgabe 43: Es sei f : R3 → R eine stetig differenzierbare Funktion mit∇f(x, y, z) 6=
0.

a) Bestimmen Sie für die durch f(x, y, z) = 0 gegebene Fläche die
Tangentialebene in einem Punkt (x0, y0, z0) mit

f(x0, y0, z0) = 0,
∂f

∂z
(x0, y0, z0) 6= 0,

indem Sie die Fläche als Graph einer Funktion über der xy-Ebene
darstellen und den Tangentialraum an die Graphenfläche in Nor-
malenform berechnen (Tipp: Ohne Normierung der Normalen ist
die Rechnung einfacher). Verwenden Sie den Satz über implizi-
ten Funktionen, um die auftretenden partiellen Ableitungen dieser
unbekannten Funktion durch partielle Ableitungen von f auszu-
drücken.

b) Was ergibt sich für das Ellipsoid mit der Gleichung

f(x, y, z) =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1 = 0

an der Stelle (x0, y0, z0) = 1√
3
(a, b, c)?

Aufgabe 44: a) Betrachten Sie das Gravitationspotential

U(x) = U(x, y, z) :=
mG

||x− a||
=

mG√
(x− a1)2 + (y − a2)2 + (z − a3)2

eines Punktes a ∈ R3 der Masse m > 0. Die positive Konstante
G mit dem Wert G = (6672 ± 4)10−14m3s−2kg−1 ist die Gravita-
tionskonstante. Zeigen Sie, dass die Niveauflächen

Fc := {x ∈ R3 : U(x) = c}

von U für jedes c > 0 zweidimensionale Flächen sind. Um welche
Flächen handelt es sich?

b) Das Gravitationspotential zweier Punkte a, b ∈ R3 (a 6= b) der
Massen m1 = m2 = m > 0 lautet

V (x) = V (x, y, z) :=
m1G

||x− a||
+

m2G

||x− b||

Sind die Niveauflächen Sc := {x ∈ R3 : V (x) = c} von V wiederum
für jedes c > 0 zweidimensionale Flächen?



Aufgabe 45: Bestimmen Sie denjenigen Punkt P0 = (x0, y0, z0) auf dem Rotationshy-
perboloid H := {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 − z2 − 1 = 0}, der vom Punkt
(1,−1, 0) den kleinsten Abstand hat.

Aufgabe 46: Sei x0 ∈ R3 und
Z = {x ∈ R3 |x2 + y2 = 1}.

Finden Sie mit Hilfe des Satzes über Extrema unter Nebenbedingungen
xZ ∈ Z, so dass der Abstand zwischen xZ und x0 minimal ist.


