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Aufgabe 12 4 Punkte

Wenden Sie das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die Spalten-
vektoren einer reguldren n X n Matrix A = (a,-]-)i,jzll_._,n an. Interpretieren Sie dieses
Verfahren als QR - Zerlegung von A und geben Sie die Matrizen Q, R an.

Losung

Wir bezeichnen die Spaltenvektoren der Matrix A mit a; = (a;j);—1,..,,) mit j =
1,...,n. Da die Matrix A reguldr ist, sind die Spaltenvektoren linear unabhédngig und
das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren folglich anwendbar und ist
rekursiv gegeben durch:

j—1
5] = El]' — Z%(a] . Ui)vi
1=
U.
U]' = _
kAl

furj=1,...,n
Da die Vektoren v; eine Orthonormalbasis von R" bilden, ist

Q - (Ull-'-/vn)

eine orthogonale Matrix.
Weiterhin ergibt sich aus der rekursiven Formel:

j—1 -1
a; = 5 + ;(a]- -0;)v; = ||9j]|vj + ;wj 0i)0;
i= 1=

Daher ergibt sich eine QR - Zerlegung von A mit

1’]']‘: ||Z7]|| ijl,...,n
rij=aj-v; V1<i<j<m.
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Bestimmen Sie die exakte Anzahl der Multiplikationen des Gram-Schmidtschen
Orthonormalisierungsverfahrens bei der Anwendung auf die Spaltenvektoren von
A € R"",

Losung

Die Berechnung von Zl 1 (a] v;)v; benotigt 2n(j — 1) Multiplikationen/Divisionen,
fiir das Normieren sind 2n Multiplikationen/Divisionen notwendig. Insgesamt wer-
den also

n

2 (j—1)+2n=n*n+1)

Multiplikationen benoétigt.
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Zeigen Sie, dass zu A € R™" mit Rang A = n = min (1, m) eine Matrix A" existiert,
so dass ATA = 1 gilt. Geben Sie ein Beispiel dafiir an, dass im Allgemeinen AA™ # 1
ist.

Losung
Zuerst zeigen wir, dafs
Rang(ATA) = Rang(A) (1)
gilt. Dies folgt fiir x € R" aus
ATAx=0= xTATAx=0= |Ax]*> =0,
also sind die Kerne identisch. Aus Griinden der Dimension gilt daher (1). Setze nun
At = (ATA)IAT,

Weiterhin ist fiir

10
:01,A+:<10
00 01

AAT £1.
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Berechnen Sie unter Benutzung des Householder-Verfahrens die QR-Zerlegung der
Matrix
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Losung

Schritt 1:

v = (2,0,0,0,v12)T +2(1,0,0,0,0)" = (6,0,0,0,v/12)T

—1 00 0 —V3
5 1 0 200 0
leﬂ—Evlvszi 0 020 0
0 002 0
V3000 1
—4 0 -2
0 2 7
HA=| 0 6 0
0 3 0
0 0 O
Schritt 2:

v = (2,6,3,00T +7(1,0,0,00T = (9,6,3,0)T

2 —6 =3 0
B 1 + 1| -6 3 —20
Hy=1-2m0 =51 3 5 ¢ o
0o 0 0 7

7 2

0 —6

0 0

Schritt 3:

v3 = (—6,—-3,0)T —v45(1,0,0)" = (-6 —3+v/5,-3,0)T
1 -2 -1 0

Hy;=—| -1 2 0 .
V5l o o0 5

()
H3Aj3 = 0
0



Zusammenfassung:
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