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Aufgabe 1: a) Es sei V' ein reeller Vektorraum. Definieren Sie, wann k& Vektoren

v1,...,V, aus V eine Basis von V' bilden.
(2 Punkte)
b) Gegeben sind die 3 Vektoren
-2 -2 3
v = 4 , Uy = -3 , U3 = 1
2 2 -2
Zeigen Sie, dass die Vektoren eine Basis des R? bilden.
(4 Punkte)
LOSUNG:
a) Eine Menge von k Vektoren {vy,...,v;} bildet eine Vektorraum-Basis von V falls
v1, ...,V linear unabhéngig sind und span ({vq,...,vx}) = V.
b) Da dim(R*) = 3 geniigt es zu zeigen, dass vy, v, v3 linear unabhiingig sind. Dazu

betrachtet man das Gleichungssystem

-2 =2 3 (0%}
4 —3 1 (67%) =
2 2 =2 Qs

o O O

Dieses Gleichungssystem kann nun gelost werden (zum Beispiel mit dem GaufBschen
Eliminationsverfahren), um festzustellen, dass a; = as = a3 = 0 gilt. Alternativ kann
auch einfach bemerkt werden, dass die Determinante der Matrix 14 # 0 ist.
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Aufgabe 2: a) Vervollstindigen Sie die folgenden drei Eigenschaften (D1) — (D3), durch
die die Determinante det: R™"™ — R eindeutig bestimmt ist.

(D1) Fiir o, 5 € R gilt

=det | — aa; + Ba; —
—_— an —_—
wobei ay, ..., a, und q; die Zeilen der jeweiligen Matrizen aus R™"
bezeichnen.
(D2)
(D3)
(2 Punkte)
b) Berechnen Sie die Determinante der Matrix
-2 2 0 3 1
1 =30 0 0
A= -1 1 -1 3
-1 0 0 0 O
5 =2 0 3 0
(4 Punkte)
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LOSUNG:

a) (D1) Fiir o, B € R gilt

— a — — a — — a —
— Q-1 — — Q-1 — — aj—1 —
adet | — a; —[|+PBdet|— a —|=det|— aa;+pa;, —|,
— Gj+1 — — Qj+1 — - Aj+1 —
—  a, — — a, — — an —
wobei ay, ..., a, und a; die Zeilen der jeweiligen Matrizen aus R™" bezeichnen.

(D2) Fiir eine Matrix A € R™" mit Rang(A) < n gilt det(A) = 0.
(D3) Fiir die Einheitsmatrix 1 € R™" gilt det(1) = 1.

b) Fiir n» = 1 und jede Spalte ; gilt

det(A) = Z (—1)i+ja,-j det Ai]’,

i=1

wobei A;; € R™=1D:("=1) diejenige Matrix ist, die sich ergibt, wenn man die i-te Zeile
und j-te Spalte der Matrix A streicht. Fiir n = 1 gilt det A = A. Eine analoge Entwick-
lung existiert auch fiir die Zeilen. Wir berechnen die Determinante indem wir zuerst
nach der 3-ten und dann zweimal nach der letzten Spalte entwickeln (es bestehen aber
auch andere Moglichkeiten):

-2 2 31 L 30
det(A) =1-1det _11 _03 8 8 =1-1((=1)-1det | =1 0 0})
5 —230 o203
L 1((=1) - 1(1 - 3det (_11 _03))):1((—1)(3 (-3)))
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Aufgabe 3: a) Geben Sie ein Kriterium zur Definition fiir die Stetigkeit einer Funktion
f: R — R im Punkt ¢ € R an, das ohne die Verwendung von Folgen
auskommt.

(2 Punkte)

b) Ist die folgende Funktion an den Stellen x; = 0 und x5 = 7 stetig ergédnz-
bar?
(cos(z) —1)2
cos?(z) — 1

fz) =

Tipp: Nutzen Sie die dritte binomische Formel: (a* —b?) = (a—0b)(a+D).
(2 Punkte)

c) Gegeben ist die stiickweise definierte Funktion f: R — R mit

—V—-1—xz—-1, fallsz < —1,
f(x) =< —|z, falls z € [—1,1],
cos(m(z — 1)), fallsz > 1.

1. Skizzieren Sie die Funktion f(z).
2. Ist die Funktion f(z) stetig? Geben Sie eine Begriindung an!
(4 Punkte)
LOSUNG:

a) Cauchy-Kriterium zur Definition der Stetigkeit (Definition 2.14): Eine Funktion f: R —
R ist stetig in a € R, genau dann wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass fiir
alle |z —a| < 0 gilt | f(x) — f(a)| < e.

b) Wir erhalten durch Umformung fiir alle = # 2k7
_ (cos(x) — 1)? B (cos(z) —1)* _cos(z) -1

Jw) = (cos?(z) —1)  (cos(z) — 1)(cos(z) +1)  cos(z) +1°
Im Punkt z; = 0 gilt also

lim cos(x) —1=0 und lim cos(z)+ 1 =2
Tr—T1 T—T1

und damit lim,_,,, f(z) = 0. Also ist f in x; = 0 stetig ergénzbar durch den Wert 0.
Im Punkt x5 = 7 dagegen gilt

lim cos(x) —1=—-2 und lim cos(z)+1=0.
T—IT2 T—T2

In der Folge gilt lim,_,,, f(z) = —oo, sodass f in x5 nicht durch einen Wert ¢ € R
stetig ergdnzt werden kann.

c) 1. Skizze der Funktion f:
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. Die Funktion f istin 2 = 1 nicht stetig. Dazu betrachte man die Grenzwerte lim, ~ f(x)
und lim,\; f(x). Es gilt

lim f(2) = lim |z} = —1

und

9131{% f(x) = glgl\ni cos(m(z —1)) = 1.

Also lim, ~ f(x) # lim,~g f(2). Demnach ist f in = 1 nicht stetig.
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Aufgabe 4: a) Berechnen Sie die LR-Zerlegung der Matrix

1 4 6
A=12 10 17
3 16 31
(4 Punkte)
b) Berechnen Sie die Determinante der Matrix A basierend auf dieser Zerle-
gung.
(2 Punkte)
LOSUNG:
a)
1 4 6
AV = 2 10 17| 1-21
3 16 31 |II-31
1 4 6 1 00
A= 0 2 5 (L™= 21 0
0 4 13 |II-21I 3 01
1 4 6 1 00
R=A®= 0 2 5 (LHt=10 1 0
0O 0 3 0 2 1
Es gilt L = (LM)~1(L™®)~! und somit
1 00 1 46
L=12 1 0JudR=1[0 2 5
3 21 0 0 3
b) Es gilt

det A =det Ldet R =1det R = 6.
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Aufgabe 5: Betrachten Sie die Potenzreihen

22 3 A P 2 n
exp(x):1+x+§+§+z+§+...zzm,
n=0
? 2 2t 2 = W 2"
e(x):1_2$+§$2—§$3+I$4—§x5+...22(—1) mx”

n=0

a) Bestimmen Sie jeweils die erste Ableitung von exp(z) und e(z) mit Hilfe
der Potenzreihe. Welche Zusammenhénge stellen Sie fest?

(3 Punkte)
b) Zeigen Sie fiir alle x € R, dass
e(x)exp(2x) = 1.
Nutzen Sie dafiir die Erkenntnisse aus Aufgabenteil a).

(4 Punkte)

LOSUNG:

a) Es gilt
%(exp(w)) :0+1+x+2—j+§—j+i—?+...:;g:eXp(x),
und

% (e(x)) = 0 — 2 +2(2z) — 2 (2—2'12) +2 (z—?;x?’) -2 (i—?x“) +o

Zusammengefasst bedeutet dies:

exp’(x) = exp(x),
e'(x) = —2e(x).

b) Zunichst definieren wir die Funktion

f(x) = e(x) exp(2z).

Fiir z = 0 erhalten wir dann durch einsetzen in die Reihe, f(0) = 1-1 = 1. Des
Weiteren gilt wegen der Produkt- und Kettenregel und den Ergebnissen aus Teil a)

f'(z) = € (x) exp(2z) + 2 e(x) exp’(27)
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= —2e(x)exp(2z) + 2e(x) exp(2x) = 0.
Folglich ist die Funktion f konstant und es gilt

f(z) =e(z)exp(2z) =1 firallez € R.
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Aufgabe 6: a) Seien die Funktionen f1,..., f, : R — R stetig differenzierbar. Zeigen
Sie durch vollstdndige Induktion, dass

(f1f2f3fn)lzf{f2f3fn
+hefs faoifa
+ ...
+fiofafao fasi e S

Verwenden Sie dabei die Produktregel (fg) = f'g + fq'. (2 Punkte)

b) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

g(z) = (sin(z)) (exp(3z)) (22 — 1) .

(2 Punkte)
LOSUNG:
a) Induktionsanfang: Fiir n = 2 beschreibt
(fi-fo) =f-fot fr- 1
die bekannte Produktregel fiir das Produkt zweier Funktionen.
Induktionsschritt: Gelte die Aussage fiir n, dann
(fl'f2'f3 """ fn'fn+1)/
=(fi-fo-fso S fomr+(fr-forfaroo fa) Frin
:f{'fQ'f3""'fn'fn+1
+f1féf3fnfn+l
+ ...
+fiofofa fuci S i F i o fae e fn'fn+1

b)

g'(x) = (cos(x))(exp(3))(22° — 1)
+ (sin(x)) (3 exp(3x))(22% — 1)
+ (sin(z)) (exp(3z)) (4x)
= cos(z)(exp(32)) (22 — 1) + sin(z) exp(3z) (4z + 62* — 3)
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Aufgabe 7: a) Geben Sie den Sinussatz und den Kosinussatz an!

b) Gegeben sind die Lange und Winkel
|la]] =5, =30,y =45°.

Berechnen Sie ||b|| und ||c||.

C

c) Gegeben sind die Liangen und der Winkel
a=2,b=3,7y=060".

Berechnen Sie c.

C

A

c B

d) Gegeben sind die Lingen und Winkel

b=5  c¢=5 «a=60°, §=30°, e=45".

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Daten ¢ und e.
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Hinweis: Die Werte fiir sin und cos fiir einige Werte « finden Sie in der fol-
genden Tabelle. Sie bendtigen nicht alle angegebenen Werte fiir die Losung der

Aufgabe!
a (in Grad) sin(a) cos(«)
0 0 1
/s
30 : v
1 1
60 Y
1+v/3 V3-1
105 s T ovs

LOSUNG:
a) Sinussatz:

sin(a)  sin(B)  sin(y)

a b c
Kosinussatz:

2abcosa = a® + b? — @

b) Mit dem Sinussatz erhidlt man

a b ¢
sin(a)  sin(B)  sin(y)
o 10- b B c
~ sin(105°)  sin(45°)
also
1
b:—5+5\/g und c= Y

V2 V2
¢) Der Kosinussatz liefert
¢ =a® +b* — 2abcos(y)

1
& 02:4+9+12-§

s A=Tsc=VT.

d) Mit dem Kosinussatz erhilt man zundchst a = 5.
(Alternativ: Das Dreieck ABC' ist ein gleichseitiges Dreieck, also ist a = 5.)
Anschliefend erhilt man mit dem Sinussatz

a 3
= & HV2=2b
sind5°  sin30° v2=2,
_ 5
also b = 7
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Aufgabe 8: Sei g : R” — R differenzierbar.
a) Geben Sie die Definition der Ableitung am Punkt x € R™ an. (1 Punkt)

b) Spezifizieren Sie die Eintrdge der Jacobi-Matrix und des Gradienten von
g am Punkt x € R". (3 Punkte)

¢) Berechnen Sie fiir

.TQ y2 Z2
flay ) =\5+5+3

mit a,b,c € R\ {0} den Gradienten am Punkt (z,y, z) € R?\ {0}.
(2 Punkte)

d) Was sind die Niveaumengen der Funktion f(x,y, z) aus Teilaufgabe c)?
(1 Punkt)

LOSUNG:

a) Die lineare Abbildung a mit g(z) = g(z°) 4+ a(x — 2°) 4+ o(z — z) heiBt die Ableitung

von g in 2°.

b) Die Jacobi-Matrix ist definiert durch

Az) = (8xlg(x) Onyg() ... (’Lng(x)) ,

der Gradient durch
0, 9(2)
grad g(z) = | %97
0, 9()
c)
a2 %i%-ﬁ-%

grad f(z,y,2) = |

d) Es handelt sich um Ellipsoide.
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Aufgabe 9: Geben Sie folgende lineare Abbildungen in Matrizenform an, d. h. finden Sie zu
der angegebenen linearen Abbildung R3 — R? eine Matrix in R? so, dass die
Multiplikation eines Vektors aus dem R? mit dieser Matrix der Anwendung der

linearen Abbildung auf den Vektor entspricht.

a) f sei die lineare Abbildung, die einen Vektor aus dem R3 um 120°

beziiglich des Ursprungs in der y—z—Ebene dreht,
(2 Punkte)

b) g sei die lineare Abbildung, die einen Vektor aus dem R® um 45°

beziiglich des Ursprungs in der z—y—Ebene dreht,
(2 Punkte)

¢) h(z) = (go f)(z).
(3 Punkte)

LOSUNG:

a) Die Matrix F zur linearen Abbildung f ist

1 0 0 1 0 0

F=10 -1 -] oder F=([0 -1 ¥
V3 1 V3 1
0 % —2 0 =% —3

b) Die Matrix g zur linearen Abbildung g ist
1 1 1 1

LR, LE

G = 75 -3 0 oder G = —75 ) 0

0 0 1 0 0 1

¢) Unter Verwendung der Varianten in den Teilaufgaben a) und b) gibt es 4 mogliche
Losungen:

1) Variante 1 und Variante 1:

11 V3
2 3 3
22 22
GoFoy=|4% 1 21,
0 ¥ _1
2 2
11) Variante 1 und Variante 2:
1 1 V3
2 3 3
22 22
GoFoy=|-% -1 —2|.
0 V3 1
2 2
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iii) Variante 2 und Variante 1:

1 1 _V3

2 3 3

22 22

GoFo=|4% 1 -4
0 —¥3 _1
2 2
iv) Variante 2 und Variante 2

1 _1 V3

2 3 3

22 22
GoFo = -2 -1 ¥
0 -—¥v3 _1
2 2
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