Klausur zum Modul Ingenieurmathematik II (B22) 17. August 2016
fiir den Bachelorstudiengang Geodisie und Geoinformation

In der Klausur konnen 10 Punkte pro Aufgabe, also insgesamt 100 Punkte erreicht werden.
Zum Bestehen sind mindestens 42 Punkte erforderlich.

Priifer: Dr. M. Lenz, Prof. Dr. M. Rumpf
Klausurdauer: 180 Minuten

Bitte Namen, Vornamen und Matrikel-Nr. einsetzen.

M atr e - N . .o

Bitte Schliisselwort (zur Veroffentlichung der Klausurergebnisse im Netz) eintragen:

SCNIUSSEIWOIT: . .ottt e e e e e e e
Aufgabe: 1 2 3 4 5 6
Punkte:
Aufgabe: 7 8 9 10 >
Punkte:
Gesamtzahl der Punkte Note Datum Unterschrift

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1: a) Berechnen Sie das Integral

/ 22Inzde.
1

(5 Punkte)
b) Berechnen Sie das Integral
T sinx
——dx.
_xVcosx + 2

(5 Punkte)

Losung: a)

e e 1 e 1 1 1 .
/ 2?nzder = [=23Inx| — —/ 2. Zdr = (_63 —0)— = [ﬁ]
1 1 2
—§63—§(63—1>:§€3+—
Alternativ:

/x21nxdx:[x2(xlnx—x)]i—2/ x(azlnx—x)dle—Z/ x2lnxdx+2/ z? dx
1 1 1 1
also
c 2 c 1 2 1
3/ Phnrdr=1+Z(e*-1) = /wQInxdx:—qL—(e?’—l):—e +-.
) 3 ) 379 9

b) Mit Substitution z = cosx + 2, d.h. dz = —sinx dx:

i sinz

—1
1

T ge=— [ ——d:=—o0.
_-Vcosx + 2 /_1 N



b)
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Aufgabe 2:
a) Sei z = /3 + i € C. Berechnen Sie die Polarkoordinaten-Darstellung
(re?) von z. (2 Punkte)

b) Sei z = 2¢% € C. Berechnen Sie 23 in Polarkoordinaten und kartesi-

schen Koordinaten (x + 7y). (3 Punkte)
c) Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung 2* = —4 in C. Skizzieren Sie
die Lage der Losungen in der komplexen Ebene. (2 + 2 Punkte)

d) Geben Sie zwei verschiedene komplexe Zahlen a # b € C an, fiir die
e? = e’ gilt. (1 Punkt)

ol

Losung: a)r = |z| = /3 +1=2,singp = %, also 7 = eiaresing — 9pi

b) 2% = 23351 = 8e2M = 8

¢) z* = —4 hat vier Losungen: z? = —4 = 4e™ = 4¢3™ = 4¢5™ = 4¢™™, also
p=V2eit, =V2eTl, z=\2e%!, z=+\2e7l,

d)a =imund b = 3im,da —1 = '™ = %7,
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Aufgabe 3: Betrachten Sie die Funktion f : R? — R,

flx,y) = (32° — x) exp(—y?) .

a) Bestimmen Sie die Menge der Nullstellen von f. (2 Punkte)
b) Bestimmen Sie die Menge der kritischen Punkte von f. (3 Punkte)

c¢) Klassifizieren Sie die kritischen Punkte von f nach Minima, Maxima oder
Sattelpunkten. (3 Punkte)

d) Zeichnen Sie die Nullstellenmenge sowie die kritischen Punkte von f.

(2 Punkte)
Losung:
a) f(z,y) = 0 falls 32® — xz = 0, d.h. falls z = 0 oder x = +4/1/3. Die Nullstellenmenge ist
also gegeben durch drei Geraden parallel zur y-Achse bei z = —/1/3,x = OQund x = /1/3.
b) Berechne

Vf(z,y) = exp(—y?) < _ng;;i 2) ) :

Aus Vf(z,y) = 0 folgt dann 92° = 1 und y(32® — z) = 0, d.h. z = £1/3 und y = 0.
Mogliche kritische Punkte sind also gegeben durch (3,0) und (—3,0).

¢) Berechne
18 —2y(92% — 1
Hessf(way) = exp(_?JQ) ( —2y(9xg§ _ 1) (3:1}3 _y(x>x<4y2 _) 2) )

Also

1 6
Hessf(g,O) =1- < 0

ol O

) — pos. definit — Minimum
0

Hessf(—%,O) =1 < _06

4 ) — neg. definit — Maximum
9
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Aufgabe 4: Losen Sie mittels des QR-Verfahrens (und nicht unter Verwendung der Norma-
lengleichung) das Ausgleichsproblem

1 0 N 6\ |°
-2 =2 ( > — 3 — min!
92 -1 Y 0

Geben Sie die Minimalstelle (x, y) und das Quadrat des Residuums (den Wert
der obigen quadrierten Norm an der Minimalstelle) an.

(10 Punkte)
Losung:
1 0
A=AV = =2 2 | oy = _Sgn(all)\/12 + (=2)? + (—2)? = -3
-2 -1
4 vl
= -2 W=q-_22L1 —1 T
") o~ 1T 12"
1 1 1 4 1 4 -3
QW -2 | = -2 | - 5 -2 |- -2 -2 | = 0
-2 -2 -2 -2 -2 0
0 0 1 4 0 4 -2
QW —2 | = —2 | - o -2 |- -2 -2 | =1 -1
-1 -1 —2 -1 -2 0
6 6 1 6 4 4 0
QW 3 =13 |- o 311 -2 -2 | =16
0 0 0 -2 -2 3
A® st schon obere Dreiecksmatrix, daher kénnen wir direkt einsetzen:
-3 =2 0
A=A = 0 -1 |, v¥W=16s6 = (z,y) = (4,-6).
0 0 3

Das Quadrat des Residuums ist gegeben durch 3% = 9.
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Aufgabe 5: Sei 0 C R? beschriinkte und offene Menge und deren Rand 902 durch eine

glatte Kurve «y : [a,b] — R? parametrisiert, N : 9Q — S* die duBere Normale
und F': Q — R? eine stetig differenzierbare Funktion.

a) Geben Sie den Satz von Gauss an.

(2 Punkte)
b) Geben Sie an, wie man mit Hilfe das Satzes von Gauss die Fliche von ()
durch ein Integral iiber die Kurve 7 : [a, b] — R? berechnet.

Geben Sie dazu eine geeignete Funktion /' an.

(4 Punkte)
¢) Berechnen Sie die Fliche (2, die durch die Kurve v : [-F, 7] — R?,

7))\ cost
y2(t) )\ sintcost
berandet ist mit Hilfe der Methode aus Teil b). (4 Punkte)
Losung:

a)
/didex:/ F-Nda.
Q a0

b) Mit divF = 1 gilt

v(t)

VOIQ(Q):/Qld:c:/ﬂdidex:/mF~Nda:/ F(y()) - N(v(0)) 152 dt

wobel das duBere Normalenfeld entlang der Kurve gegeben ist durch

vow = (Mo ) = e (i )

-n(t)

Wihle dazu F(z,y) = 3 ( g ) oder F'(z,y) = ( g ) oder F(x,y) = ( 0 )

)
c) Fiir das angegebene -y gilt
o @) —sint
() = ( () )\ cos’t —sin®t
Fiir F(z,y) = ( 2 ) gilt divF = 1, also gilt
b
vola(€) = = [ 2a(t) Na(a(0) [5(0)

- /_2 Yo(t) - (=71 () dt = / sin?(t) cos(t) dt L

jus
2

Wl

INIE]
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Aufgabe 6: Sei
f(z1,29) = xo In(xy + 1)

a) Berechnen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f. (2+2 Punkte)

b) Betrachten Sie eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : R — R. Geben
Sie die Formel fiir die Taylor-Entwicklung 2-ter Ordnung (d.h. mit Restglied 3-
ter Ordnung) von f um dem Punkt z € R an.

(3 Punkte)

c) Berechnen Sie die Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung (d.h. mit Restglied
dritter Ordnung) der Funktion f aus Teil a) um den Punkt (21, xz2) = (0,0).
(3 Punkte)

Losung: a)
(Ol _ [ =
Vf(z1,22) = ( o, f ) - < ln(fElJrJlr 1) ) ’

o2 f o2 f T2 _1
2 12T xr122 — (Il-f—l) zr1+1
D f - ( agﬂl 82 f 1 0

T2X2 r1+1

b) Sei f : R? — R 3-mal stetig differenzierbar, dann gilt

fle+8 =72, %@E +O(ll*).-

<2

bzw, alternativ

Fla €)= f(x) + VF() €+ 5D f()e- €+ O(e]).

c¢) Nach a) gilt

Vf(o,()):<8), sz(O,O)I((l) (1)>

also

ro=0+0r5( 1 o) (&) (& )+ouem-aq+one.
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Aufgabe 7: a) Losen Sie die das Anfangswertproblem

3 3
§(1) = SV () + exp(e?)
y(0) =2.
(6 Punkte)

b) Berechnen Sie drei Schritte des Eulerschen Polygonzug-Verfahrens mit
Schrittweite 7 = % fiir das Anfangswertproblem

ty(t) —t+1,

Nl
—~
~
~—
I

(4 Punkte)

Losung: a) Variation der Konstanten:

y(t) = alt) - y(t) + b(t) .

Homogene Losung von #(t) = a(t)z(t) mit z(0) = 1:

2(t) = 2(0) - exp (/Ota@) d5> ~1-exp (/Ot g\/§d5> — exp(t})

Ansatz: y(t) = w(t) - z(t) mit

w(t)—/Ot%ds+y(0)—/otlds+2—t+2.

Also

b)
1 . 1 3
x(g):x(0)+Tx(0):1+§(O 1—0+1):§
. 3 11 3 1 17
v =2 +7i) =5 +5G 533+ U=F
. 17 1. 17 51
2(§) =a(1) +ri(l) = 5+ 51 5 —1+1) =
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Aufgabe 8: Gegeben sei die Menge

3 3\"
M = {(z,y) € R*|2°+y*~2—y—22y = 0}  und der Punkt p = <1 , Z) :
gesucht ist der Punkt (z,y) € M, dessen Abstand von p minimal ist.

a) Begriinden Sie, warum man anstelle des Abstandes den quadrierten
Abstand betrachten kann. (1 Punkt)

b) Finden Sie alle kritischen Punkte des quadrierten Abstands ||(z,y) — p||?
unter der Nebenbedingung (z,y) € M. (7 Punkte)

c) Bei welchem Punkt bzw. welchen Punkten handelt es sich um die globale
Minimalstelle? Was ist der minimale Abstand? (2 Punkte)

Losung:
a) Monotonie der Funktion z +— 22 auf R=°.

ren=|(2)-(30)

g(z,y) =2*+y* —x —y— 2y

b) Definiere

2

= (z—=3/4)" + (y = 3/4),

Lagrange-Funktion L(z,y, \) = f(z,y) + A g(x, y) und Ableitung:

oz —3/4) + A (2 — 1 — 2y)
4+ —x—y— 2y

D.h. D, , »L = 0 ist dquivalent zu

(1) 0=2(x—3/4)+ X2z —1—2y)=2x—3/24+2 x — X —2)\y

(2) 0=2(y—3/4)+A2y—1—22)=2y—3/24+2\y — A —2\z
(1) =(2) 0=20@—-y)+2\z—y)+2Az —y) = (z—y) (2+4})

3) 0=a*+y*—2—y— 21y

Aus (1) — (2) = 0 folgt x = y oder A = —1/2.
Setzt man z = y in (3) ein folgt 0 = 22+ 2? —x —x — 22? = —2x, alsox = Omity = z = 0.
Setzt man A = —1/2 in (1) ein, folgt

1
0:2x—3/2—x+§+y=x+y—1 = y=1—=x
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Setzt man y = 1 — z in (3) ein folgt:
O=z2’+1—-22+2>—0—1+4+2—2x+ 22> =42° — 4z,

dhz=0(mity=1—x=1)oderxr =1 (mity =1—x = 0).
Kritische Punkte von f unter der NB dass g = 0 ist, lauten also (0,0), (0, 1) und (1, 0).

¢) Uberpriife Funktionswerte an den kritischen Punkten:

(l’,y): (070)7 —>f(0,0) :2(3/4)2:2
(2,y) = (0,1), — f(0,1) = (3/4)% + (1/4)* = %
(0.) = (1L0), = F(1,0) = (1/4)7 + (3/4)" = 1

Bei den beiden Punkten (1, 0) und (0, 1) handelt es sich um globale Minimalstellen, da f(x,y) —
oo falls ||(z, y)|| — oo. Der minimale Abstand von p zu M betréigt 1/10/16.
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Aufgabe 9: Betrachten Sie die Kurve
t4t!
vo=(1T0 ) rena,

a) Berechnen Sie  und #. (2 Punkte)

b) Geben Sie eine Formel zur Berechnung der Kriimmung eine ebenen Kurve

(mit Vorzeichen) an. (2 Punkte)
c¢) Berechnen Sie die Kriimmung der Kurve v (mit Vorzeichen). (4 Punkte)
d) Geben Sie eine Kurve mit Kriimmung Null an. (2 Punkte)
Losung:
a) Es gilt

. A1(¢) 1—t2 . A1 (¢) 2t~3
t) = X = t)=1 . =
7( ) ( 72(15) ) ( 1 + t_2 ) 7( ) 72(75) _2t—3
b) Fiir eine zweimal differenzierbare Kurve z : [a,b] — R? mit i:(¢) # 0 fiir alle t € (a, b) gilt

T (t) 2o (t) — Zo(t)Z1(2)

w(t) = EOLE

firalle ¢t € (a,b).

¢) Nach a) gilt || 5(2)|| = /(1 — t72)2 + (1 +¢72)%2 = v/2 + 2t4, also nach b)

/i(t):%i (-t 2070 (1477 V2

3
(2 +2t-4)2 £3(1 4 t4)

3
2

d) Jede gerade Kurve v, d.h. ¥ = 0, also z.B.

0= (o)
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Aufgabe 10: Betrachte die durch

v+ 2sinu + 2cosu
z(u,v) = | 2v+sinu—2cosu |, ,ve0,H|,uce€]l0,2n]
2v — 2sinu + cosu

parametrisierte Fliche M.

a) Berechnen Sie die Metrik.

(5 Punkte)
b) Geben Sie eine Formel zur Berechnung des Fldacheninhalts von M an.

(2 Punkte)
c¢) Berechnen Sie den Fldcheninhalt von M.

(3 Punkte)
Losung:
a)

2cosu — 2sinu 1 9 0
Dx(u,v) = | cosu+2sinu 2|, G(u,v):DxTD:c:<O 9>,
—2cosu —sinu 2
da fiier G = (GZ])” gllt
G11 = 4(cosu — sinu)® 4 (cosu + 2sin)? + (2 cosu + sin u)?
= 4cos?u — 8cosusinu + 4sin?u + cos® u + 4 cosusinu + 4sin? u
+ 4 cos® u + 4 cos usin u + sin®
= (4+4+1)(cos®u +sin*u) =9
Gp=1"+224+2=9

Gi1a =Gy =2cosu — 2sinu + scosu + 4sinu —4cosu — 2sinu = 0

b) Sei Q = {(u,v) : we [0,27),v € [0, H]}, also M = z(£2). Dann gilt

|/\/l|:/ da:/ da:/|detG(u,v)|1/2dudv

¢) Mit a) folgt det G(u, v) = 81, also folgt mit b)

27 H
M| :/]detG(u,v)ll/Qdudv:/ / 9dudv = 18Hr
0 o Jo
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