Klausur zum Modul Ingenieurmathematik II (B22) 7. Mirz 2016
fiir den Bachelorstudiengang Geodisie und Geoinformation

In der Klausur konnen 10 Punkte pro Aufgabe, also insgesamt 100 Punkte erreicht werden.
Zum Bestehen sind mindestens 42 Punkte erforderlich.

Priifer: Dr. M. Lenz, Prof. Dr. M. Rumpf
Klausurdauer: 180 Minuten

Bitte Namen, Vornamen und Matrikel-Nr. einsetzen.

M atr e - N . .o

Bitte Schliisselwort (zur Veroffentlichung der Klausurergebnisse im Netz) eintragen:

SCNIUSSEIWOIT: . .ottt e e e e e e e
Aufgabe: 1 2 3 4 5 6
Punkte:
Aufgabe: 7 8 9 10 >
Punkte:
Gesamtzahl der Punkte Note Datum Unterschrift

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1: a) Berechnen Sie das Integral

/ exp(z) sin(z) dz .
0
(5 Punkte)
b) Berechnen Sie das Integral
Ve—4
dz .
\/;1 1‘2 - 4 v
(5 Punkte)

Losung: a)

/07r exp(z) sin(z) dx = [exp(x) sin(x)]; — /07r exp(x) cos(x) dx
=0- ([exp(ac) cos(x)]g + /DW exp(x) sin(x) dx)

also

/O7T exp(z) sin(z) dr = —= [exp(z) cos(z)]; = exp(n)

b)

1 1 1 1
r—4 z—4 1 1 3 1
de — dy = —= dz + 2 d
/_1332—4 o /_1(x—2)(x+2) . 2/_19[;—2 $+2/_1x+2 o

1 1
=-3 [In|z— 2", + g In|z+2]", = —5 (In1—1n3) — ; (In1—In3)=2In3



b)
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Aufgabe 2:

Losung: a)

b)

(v

-2

1 =e€
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a) Geben Sie fiir eine komplexe Zahl z = a + ¢b mit a,b € R den Ausdruck fiir
2~! an. Berechnen und skizzieren Sie dies konkret fiir = 1 +4. (3 Punkte)

b) Geben Sie fiir eine komplexe Zahl 2z = re’ mit 1,0 € R, r # 0 den
Ausdruck fiir z=! (in Polarkoordinaten) an. Berechnen und skizzieren Sie dies

konkret fiir z = /2 - %, (3 Punkte)

c¢) Geben Sie 7,72, i3, i* sowie :° und ¢~' in Polarkoordinaten an und skizzieren

Sie diese. (4 Punkte)
1 1 a—b a b .
— = = — 1
a+ib a2+ a?+b2 a4+ b?
1
(144 ==(1—1)
2
1 .
Zil — _6719
r
- -1 1 .
QZZ> = — e "2
V2
¢) In Polarkoordinaten ist i = ez, also
251 — o™i 3 = 35 = pFi A AR 2 0
- e*i% = e%l

Ferner i = 1 und nach b) i~
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Aufgabe 3: Betrachten Sie die Funktion

flx,y) =zy(x+y—3).

a) Bestimmen Sie die Menge der Nullstellen von f. (2 Punkte)
b) Bestimmen Sie die Menge der kritischen Punkte von f. (3 Punkte)

c¢) Klassifizieren Sie die kritischen Punkte von f nach Minima, Maxima oder
Sattelpunkten. (3 Punkte)

d) Zeichnen Sie die Nullstellenmenge sowie die kritischen Punkte von f und
kennzeichnen Sie die Gebiete, wo f ein positives Vorzeichen hat. (2 Punkte)

Losung:
a) f(z,y) =zy(x+y—3) =0falls x = 0 oder falls y = 0 oder falls y = 3 — x.

b) Berechne
’ z(x+y—3)+ay z(x + 2y — 3) x? + 22y — 3z
Dann folgt aus V f(z,y) = 0:
e x=0undy =0
e r=0undy#0,dh.0=y+2xr—3=y—3,alsoy =3
e y=0undz #0,dh.0=x+2y—3=x—3,alsor =3
e y#0undx #0,dh.0=y+2r—3=y—3und0=x+2y—3=x—3,alsox =1

undy =1
¢) Berechne
2y +2x —3
Hessf(z,y) = (2y+2x— 9 )
Also
0 -3
Hessf(0,0) = 3 0 — indefinit — Sattelpunkt
6 3
Hessf(0,3) = 30 indefinit — Sattelpunkt
0 3
Hessf(3,0) = 36 indefinit — Sattelpunkt
21
Hessf(1,1) ( 1 9 ) — pos. definit — Minimum
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Aufgabe 4: Berechnen Sie den ersten Schritt der QR-Zerlegung von

2 -3 6
A=[6 -6 -6 |,
3 0 —6

d.h. die Matrizen Q™) und A® = QW A.
Dabei miissen die Eintrige von Q") nicht explizit ausgerechnet werden.

Losung:

Sei A = (a1|ay|as). Gesucht ist eine Matrix Q) € R33 mit QMa; = oy ey, wobei
T

QW =1 — 2% eine Spiegelung an der Ebene {x - v; = 0} darstellt. Dazu muss v; im

Span von a; — ajeq liegen, 0.B.d.A. v1 = a1 — aq€4.

Da QW orthogonal, gilt || = |ler]| = ||Qai| = |la1| = 7, laut Skript ist o, =
—sgn(Aq1)|ag| = —7 eine stabile Wahl.

Es folgt also v; = a; — aje; = (9,6,3)T und somit vl v; = 126 = 2-63. Dann berechnet sich
die Matrix QWA = (al" | ol | a{") wie folgt

T 2 9 2 9 -7
63
3 ' 3 3 3 0
T -3 9 -3 9 6
—63
agl) = az — 261122%1 v = 6 - 2m 6 = 6 + 6 = 0
0 ' 3 0 3 3
T 6 9 6
) a3 U1 0
as’ = a4 — 2 v = —6 | —2——1| 6 = —6
126 6 2-63 ( 3 6
Also
-7 6 6 0 —6
QUA={ 00 =6 |, AW :=(a"|d}") = ( 3 —6 >
0 3 —6
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Aufgabe 5: a) Geben Sie den Transformationssatz fiir die Integration in Zylinderkoordinaten
im R? (einschlieBlich der konkreten Transformation) an.

(3 Punkte)
b) Betrachten Sie die Menge
H={(x,y,2) e R® : 2+ <1,y >0, || < 1}.
Um welche geometrische Figur handelt es sich? (3 Punkte)

c) Berechnen Sie die Masse von A (mit konstanter Dichte p = 1). (4 Punkte)

Losung:
a) Transformation:

7 COS @ cos¢p —rsing 0
gr,p,z)= | rsing |, Dg(r,¢,z) =1 sing rcos¢p 0
z 0 0 1

Da |det Dg(r, ¢, z)| = r folgt fiir Q = {(r,¢,2) : 0<r < R,a< ¢ < f,a <z <b}

b B R
[ Hwde = / F(9(r, 6, 2))| det Dg(r, 6, 2)) dz = / / / Flg(r, 6, 2)) rdrdg dz .

OFirQ={(r¢0,2):0<r<1,0<¢ <7, —1<z<1}giltg() = H. Daher folgt:

vol(H):/Hp(x)dx:/j/OW/olrdrdgbdz -
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Aufgabe 6: Sei

a) Berechnen Sie ¢/, ¢” und ¢"”. (2+1+1 Punkte)
(Hinweis: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

b) Betrachten Sie eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : R — R. Geben
Sie die Formel fiir die Taylor-Entwicklung k-ter Ordnung (d.h. mit Restglied
k + 1-ter Ordnung) von f um dem Punkt z;, € R an.

(3 Punkte)

c) Berechnen Sie die Taylor-Entwicklung dritter Ordnung (d.h. mit Restglied
vierter Ordnung) der Funktion ¢ aus Teil a) um den Punkt zy = 0.
(3 Punkte)

Losung: a)

g (z) = cos(a?)
J"'(z) = =2z sin(2?)

g"(x) = =2 sin(z?) — 42 cos(x?)

k

b) f() = 32 270} — ) + Ol — o).

1=0

¢) Mit a) wissen wir ¢’(0) = 1, ¢”(0) = ¢"'(0) = 0, also

1 1
g(x):1-x+§-0~x2+6~0~x3+0(\x|4):x+O(|x\4)
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Aufgabe 7: Losen Sie das System gewohnlicher Differentialgleichungen

()= (7 2) G)

mit den Anfangsdaten

Losung: a) Sei A die Matrix in der DGL. Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losung eines
solchen Differentialgleichungssystem gegeben ist durch

y(t) = exp (Al —to)) y(lo) = exp (At) y(0).
Um exp (At) zu berechnen, miissen wir die Matrix A diagonalisieren.
Berechnung der Eigenwerte von A:

0 =det(A—Xid) = (N2 +1)> + 1
= No=—14+v-1=—-1+i

Berechnung des Eigenvektors zum Eigenwert \; = —1 + 4:
— —1 Zo . 0 To . 1
(s)E)=G) = ()-0)
Berechnung des Eigenvektors zum Eigenwert Ay = —1 — i:

() =0) = (2)=()

Inverse Matrix:
i1\ 1 =i 1
1 4 92 1 —i
1 7 1 -1+ 0 -7 1
;XA_i(l z)( 0 —1—@)( 1 —i)



1 1 e(—1+i)t
2 i 0

v 1 e’

1 z)( 0 e
zt+e—zt
—ze”—&—ze‘” )

Zi}?&) )
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Aufgabe 8: a) Minimieren Sie die Funktion

2

T 1
f(ZL‘, Y, Z) = Y - 0
z 0
unter der Nebenbedingung g(z,y,2) = 2* + y* — 22 = 0. (8 Punkte)

b) Welche geometrische Figur wird durch

{(z,y,2) e R*| g(z,y,2) = 0}

beschrieben. (2 Punkte)
(Hinweis: Losen Sie nach z auf.)

Losung:
a) Lagrange-Funktion L(z,y, z,\) = f(z,y,2) + A g(x,y, z) und Ableitung:

20— 1)+ A2z

2y 4+ A2y

Deiyenl(,y,2,4) = 22— X2z
2% 4y — 22

D.h. D, , . L = 0 ist dquivalent zu

(1) 1=01+Nz
(2) 0=(1+MNy
(3) 0=(1-X)z
(4) 0=a%+y* - 2?

Aus A\ = —1 folgt mit (1) ein Widerspruch.
Aus A = 1 folgt mit (2) dann y = 0 und mit (1) x = %, also mit (4) dann z = i%.

Fir A ¢ {—1,1} folgt mit (2) und (3) y = z = 0, also mit (4) dann = = 0, was ein Wider-
spruch zu (1) ist.

Da f(%,(), %) = % = f(%,O, —%), sind (z,y,2) = (%,0, %) und (z,y,2) = (%,0, —%) Minima.
b) Kegel
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Aufgabe 9: Betrachten Sie die Kurve

(t) = < sin(E(I;))SQC(éi(t) > '

a) Zeigen Sie, dass v nach Bogenlidnge parametrisiert ist.

(4 Punkte)
b) Zeigen Sie, dass die Kriimmung von ~y konstant ist.
(4 Punkte)
¢) Um welche Kurve handelt es sich?
(2 Punkte)
Losung:
a) Es gilt

W):< —2cos(t) sin(t) )

cos?(t) — sin®(t)

also

17(t)||? = 4 cos®(t) sin(t) + cos*(t) + sin*(t) — 2 cos?(t) sin?(t)
= (cos?(t) +sin*(t))* = 1

b) Da v nach Bogenlédnge parametrisiert ist, gilt

st = 1501 = | (7 e )|

= \/4 cosi(t) + 4sin(t) — 8 cos?(t) sin?(¢) + 16 cos?(t) sin?(t)

= 2\/0084(t) + sin*(t) + 2 cos?(t) sin®(t)
— 24/ (cos?(t) + sin?(1))? = 2

¢) Kreis mit Mittelpunkt (3, 0) und Radius 1
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Aufgabe 10: Die Sphire sei parametrisiert durch

cos /1 — 22
z(p,2) = | sinpv/1—22 |, ¢€0,2n), ze€(—=11).
z

a) Berechnen Sie ||z(¢, 2)|].

(2 Punkte)
b) Berechnen Sie die Metrik.

(5 Punkte)
c) Berechnen Sie die Oberfliche der Sphire mit Hilfe dieser Parametrisierung.

(3 Punkte)
Losung:
a)

(¢, 2)[|* = cos® ¢ (1 — 2%) +sin ¢ (1 = 2°) + 2% = (cos” ¢ +sin? §)(1 — 2%) +2° = 1
b)

—sing 1 — 22 cos =
Dx(¢,z) = | cosp/1—22 sin ¢ =
0 1

o (1=2 0
G(¢,2) = Dx Dx—( 0 2

1—22
c) Mitb) det G(¢,z) = 1.Sei Q2 = {(¢,2) : p €[0,2m),2z € (—1,1)}, dann

21 1
A= /|det G(¢, 2)|"? du dv :/ / dzdp = 4w
Q 0 -1
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