Ubungen zur Ingenieur-Mathematik I11 WS 2015/2016
Blatt 2 30.10.2015

Aufgabe 5: Berechnen Sie den Schwerpunkt des halben Ringes mit innerem Radius
1 und &uBlerem Radius 2 sowie konstanter Dichte 1:
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LOSUNG: Polarkoordinaten: 1 <r <2und 0 < ¢ <
Berechnung der Masse:
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Berechnung der y-Koordinate des Schwerpunktes:
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Aus Symmetriegriinden ist die xz-Koordinate des Schwerpunktes zg offensichtlich 0,
siehe auch die folgende Rechnung:
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Aufgabe 6: Gegeben sei ein Kegel der Hohe 5 mit einer Grundfliche von Radius 1
und konstanter Dichte 1. Berechnen Sie den Schwerpunkt dieses Kegels.

LOsuNG: Angenommen die Grundfliche des Kegels liegt in der z1, zo-Ebene und die
Spitze zeigt nach oben, d.h. in Richtung der positiven z3-Achse. Um den Schwerpunkt
x, = (1,79, 73)7 dieses Kegels K berechnen zu konnen, miissen wir als erstes seine
Masse Mg berechnen. Dies geschieht mit Hilfe von Zylinderkoordinaten, wobei der



Radius in Abhéngigkeit von der Hohe angegeben werden muss.
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Anschlieend berechnen wir komponentenweise, unter Benutzung der Zylinderkoor-
dinaten, den Schwerpunkt.
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Da der Kegel achsensymmetrisch zur x3-Achse ist, gilt

Ty — T =0.



Wir miissen also nur noch die dritte Komponente des Schwerpunktes berechnen:
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Die Koordinaten des Schwerpunktes lauten also
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Der Schwerpunkt liegt also auf der Symmetrieachse in der Hohe 751 iiber dem Boden.

Aufgabe 7: Wir betrachten ein Rohr

R = {(m,y,z) e R?

z €10,10] und /2% +y? € [1,2}},

bei dem das Wandmaterial die Dichte
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hat. Berechnen Sie die Masse des Rohres

/ p(x,y, z)de dy dz.
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LOSUNG: Unter Verwendung von Zylinderkoordinaten und r? = 2% + y? ergibt sich:
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Aufgabe 8: a) Weisen Sie, unter Verwendung von Resultaten aus der Vorlesung,
nach, dass das Trégheitsmoment O einer Kugel der Masse M mit
Radius R und Dichte p = 1 gegeben ist durch:

O, =2MR’

b) Berechnen Sie das Trégheitsmoment eines Rotationsellipsoids mit
Dichte p = 1 beziiglich der z-Achse. Dabei entstehe das Ellipsoid

durch Rotation der Ellipse {( 2) | % a2 +% 2 < 1} um die z-Achse.

Tipp: Verwenden Sie eine Transformatlon um das Ellipsoid auf
eine Kugel abzubilden. Nutzen Sie anschlieend geeignete Koordi-

naten zur Integration.
Es gilt sin®z = %sinx — }Lsin 3.

¢) Verwenden Sie das in der Vorlesung berechnete Volumen des Ro-
tationsellipsoids, um nachzuweisen, dass man das Tragheitsmo-
ment eines Rotatiosellipsoids mit konstanter Dichte folgenderma-
Ben schreiben kann:

@L = %Moﬂ
LOSUNG:

a) Nach Vorlesung ist O = %WR5. Das Volumen einer Kugel ist §WR3. Wegen
p = 1 ist dies auch die Masse. Also gilt

0, =24RR2=2M R’

b) Die Transformation g(x,y, z) = (ax, ay,bz) bildet die Einheitskugel K; auf das
gegebene Rotationsellipsoid E ab, also g(K;) = E. Hierzu ist det Dg(z,y, z) =
a?b. Zur Integration iiber die Einheitskugel werden Kugelkoordinaten verwen-



det.
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(Pythagoras: Abstand eines Punktes in der x,y-Ebene vom Ursprung)
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(Abstand von der z-Achse héngt jetzt von r und o ab)
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Bemerkung: Im Falle der Kugel in Teil a) ist @ = b = R und man erhélt die
bereits bekannte Formel.

Das Volumen des Rotationsellipsoids (und wegen p = 1 auch die Masse) ist

%mﬂb. Zusammen mit dem obigen Ergebnis ergibt sich sofort

O = %%71‘@2()&2 = %Ma2



