Ubungen zur Ingenieur-Mathematik I11 WS 2015/2016

Blatt 5 20.11.2015
Aufgabe 17:  a) Seien g : [0,v/2] x [0,v27] — R2, g(r,0) = (;Z?ﬁgg;) Polark-

kordinaten im R?. Skizzieren Sie die Fliche g(U) C R?, wobei
U = [0,/2] x [0,v/27] und berechnen Sie ihren Flicheninhalt.

hcos(y)
b) Sei z : [0,1] x [0,27] — R3, z(h,¢) = | hsin(p) | die Parame-
h
trisierung einer Fliche K C R3. Skizziere Sie die Fliche K und
berechnen Sie deren Oberfléche.

¢) Welche geometrische Bedeutung hat es, dass die Fléchen den glei-
chen Oberflicheninhalt haben?

LOSUNG:

a) Es gilt

0= (Gl vesitr)

und det(Dg) = r. Der Flicheninhalt des Kreissektors g(U) (, Tortenstiick®)
berechnet sich nun wiefolgt:

V2 V2
Flacheninhalt(g(U)) —/ dx —/ / det(Dg)dfdr
9(U) o Jo

V2 pVor V2 1
= / / rdfdr = / V2rrdr = \/§7T[§7’2](\)/§ =or
o Jo 0

b) Es gilt
cos(p) —hsin(p)
Dz = | sin(p) hcos(yp)
1 0
und damit

2 0
Da' Dy = (O h2) .

Der Oberflicheninhalt des Kegels K berechnet sich nun wiefolgt:

1 2m
Oberﬂéicheninhalt(K):/ da:/ / Vdet(DxT Dx)dpdh
Kl 27 ’ ’ 1 1
= / V2hdpdh = / 2V/2mhdr = 2\/577[5}12](1) %
o Jo

0

¢) Kleben wir die den Kreissektor g(U) aus Teilaufgabe a) an den Enden (d.h.
g(.,0) und g(.,+/27)) zusammen, so erhalten wir genau den Kegel K aus Tei-
laufgabe b).



Aufgabe 18: Berechnen Sie das Integral
3
/ ( °, ) Ndi
)
oK

iiber den Rand des Kreises K = {(z,y) | 224+ y? < 1} einmal direkt mit
Hilfe einer geeigneten Parametrisierung von 0K als Kurve und einmal,
indem Sie es mit Hilfe des Satz von GauB in ein Integral iiber K um-
schreiben. Dabei bezeichnet N die &uflere Normale.

Tipp:

it —it\ 4 it —it\ 4
4 .4 e’ +e e’ —e 1 3
t+ t=| ——— | + | —— = - 4t 4+ —
o8 S ( 2 ) ( 21 > 4COS 4

LOSUNG:

a) Um das Integral auf direktem Weg zu berechnen, geben wir als erstes eine
Parametrisierung von 0K als Kurve an:

v [0,27) = R, A(t) = ( cost )

sint

Bei der Kurve handelt es sich um eine geschlossene Kreiskurve um den Ursprung

mit Radius 1. Der Normalenvektor an die Kurve ist der Vektor N = ( M > =

Ny
( CQSt ) Somit ergibt sich
sint

x3 2 cos t cost —sint
[(5)va = int || 4,
ok \ Y 0 sin® ¢ sint cost

2w
= / cos’ t + sin® t)dt
0

27 3
= / (— cos 4t + —) dt
0 4

3
2
b) Alternativ kann man das Integral auch mit Hilfe des Satz von GauBl berechnen.

Danach gilt
3 3
/ (x3)~Ndl = /div(xg ) da dy
ok \ Y K Y

= / 32% + 3y* da dy
K



Unter Verwendung von Polarkoordinaten folgt

3
/ (53)-Ndl = // (rcos ) —|—3(rsincp)2)rdrdg0
oK
= // 3r® dy dr
o Jo
1
= 67r/ 3 dr
0

3
= -7

2

Aufgabe 19: Berechnen Sie den Inhalt der Flédche, die von der Kurve

(t) ([ 2cost + cos2t
=\ 2sint —sin2t )

0 <t < 27 eingeschlossen wird.
Tipp:

1, . 1
costcos2t = Z—l(e?’” +e M pett p ety = 5 —(cos 3t + cost)

LOsunG: Die Kurve beschreibt eine sog. Hypozykloide:

() = ( 8) (2008254—008215)7 0<t<om
~1

2s8int — sin 2t

Gesucht: Voly(Q) = [, 1dx

Voly(2) = ldr = / div Fdedy mit div F =1, z.B. F(z,y) = ( - )
Q

0
F-Ndl nach Gauf}, wobei N duflere Normale

(767) (2% ) i~ = ( 26
t)a(

= /0”%( t)dt

/
/



2m
(2cost + cos 2t)(2cost — 2 cos 2t)dt

2m
(4cos*t — 4 cost cos 2t + 2 cost cos 2t — 2 cos® 2t)dt

—

cost = 1(e' + e7") = cos’t = (e 4 e + 2) = L cos 2t + 3,
also cost cos 2t = 1(63” +e Pt pet et = §<COS 3t + cost)
2m
= Vol(©2) = / [(2cos2t 4 2) — (cos 3t + cost) — (cos4t + 1)]dt
0
= 04+47—-0—-0—-0—-27
= 2r

Aufgabe 20: Sei 7 : [0, 27] — R? mit

o= (719

r(¢p) sin ¢

eine Kurve in R? mit 7(0) = r(27) und 7(p) > 0, d.h. es ist eine ge-
schlossene Kurve, die gegen den Uhrzeigersinn einmal um den Ursprung
verlduft und zu einem Winkel ¢ den Abstand r(¢) zum Ursprung hat.
Zeigen Sie mit Hilfe des Gaufi’schen Integralsatzes, dass die eingeschlos-
sene Flache gegeben ist durch

F=y [0t
. . . _ (o) \ _ [ r(p)cosp
LOsuNG: Kurve I' : y(¢) = ( () ) = ( () sin )
ormale N — 1 ale) y_ 1 r'(p)sin @ + () cos
Nommale N = < —7(p) ) 17 ()] ( —1'(i) cos o + () sin ¢ )

Sei ) die von I' eingeschlossene Fléche.

Gesucht: Voly(§2) = / ldz dy
Q

1
Setze F(z,y) = 3 ( z ) Dann gilt div £ = 1 und der GauBlsche Integralsatz liefert:

/1d:cdy = /didea:dy
Q Q
= /F-Ndl
r

<30 ) e (e, ) o
/

(r(p)cos p(r'(p)sin g + r(p)cos ¢)



