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Aufgabe 21: Gegeben seien zwei Matrizen A, B € R™". Zeigen Sie:

a) Sind beide Matrizen A und B orthognal, so ist auch die Matrix
AB orthogonal.

b) Ist die Matrix A orthogonal, dann gilt | det A| = 1.

LOSUNG:
a) Wir wollen zeigen, dass die Matrix AB orthogonal ist, d.h. (AB)T = (AB)~!.
(AB)TAB = BTATAB
Aorthogonal 7y o
= BB
B orthogonal o

= (AB)' =(AB)™!

b) Da die Matrix A orthogonal ist folgt, dass sie auch diagonalisierbar ist.

A1
= A=Q! Q
An
Die Determinante von A 14t sich also schreiben als
A1
det A = detQ 'det . det @
An
= (det Q)" Ap--- A, detQ

— AN\,
Aus der Vorlesung wissen wir, dass fiir die FEigenwerte \; einer orthogonalen
Matrix gilt [A\;| = 1.

= |detA|=1

Aufgabe 22: Betrachten Sie die Spiegelungsmatrix

A:<COSO./ S & )’ o € R.

sinae —cosa

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A.

LOsuNG: Um die Eigenwerte der Spiegelungsmatrix A zu berechnen, berechnen wir
zuerst das charakteristische Polynom
Ps(A) = det(A— A1)
_ det ( cos a — A sin o )
sin v —cosa — A

= (cosa—\)(—cosa — \) —sin”a

= —cos’a—+ Acosa — Acosa+ A2 —sin® o

= N - (cos2 o + sin® a)

= -1



und bestimmen dessen Nullstellen
PN =0 & XN-1=0 & AX=4=+I

Die Eigenwerte der Spiegelungsmatrix A lauten also A\; = —1 und A\ = 1.
Nun berechnen wir die zugehérigen Eigenvektoren

Ax = )\172.T
-~ (A — )\1,2]1) T = 0
<cosa:t1 sin o > (ml) _ 0
sin «v —cosa =+ 1 T
N (cosa+£1)x; +29sinae = 0
0= P

Setzt man z; ein, so erhélt man

(cosaxt 1)y + z9sina = 0

& (cosa+1)Ely, 4 gposina = 0

= %xz + x9sina = 0

& —Tosina + xasina = 0

& 0 =0

Der Eigenraum zum Figenwert A\; = —1 ist also gegeben durch

O Jreny = (5 ) oeny
- P oeny

denn mit Hilfe der Additionstheoreme 148t sich zeigen

cosa—1  cos (2+2)— (cos*2 +sin® 2)

3 : « o
S o 81n(2—|—2)
2a _ gn2a 2 a _ qin2
cos” 3 sin” 5 cos” 35 Sin

: o «
2sin 5 Cos 5

2«
2 sin 5

a
COS 3

el
2

[+1

2 sin 5

a
= —tan —.

2

Der Eigenraum zum FEigenwert A\, = 1 ist gegeben durch

() [rem) = {o( 17 ) |oen}
cos &
- {r(85) [ren}.

wobei man ebenfalls mit Hilfe der Additionstheoreme zeigen kann, dass

cosa+ 1 a
——— = cot —.
sin «v 2



Aufgabe 23: Betrachten Sie eine Drehmatrix der Form

A:<cosa —sma)7 weR

sina  cos«

und Spiegelungsmatrizen der Form

B — (CQSB sin 3 )7 BeR

sinff —cospf

o= (=1 1), en
siny —cos7y

a) Berechnen Sie die Matrix AB.

b) Berechnen Sie die Matrix BC'

¢) Da A, B und C in O(2) liegen, sind auch die beiden Matrizen AB
und BC orthogonal. Handelt es sich bei AB bzw. BC' jeweils um
eine Drehung oder Spiegelung?

LOSuUNG:
a)
AB — cosa —sina CQSﬁ sin 3
sina cos«a sinf —cospf
B cosacos S —sinasin 3 cosasin 3 + sin « cos 3
- sina cos § + cosasin B sinasin f — cos « cos 3
cos(a+ B)  sin(a + f)
sin(a + B)  —cos(a + )
b)
BC — cosfS  sinf cosy  siny
sinff —cosf siny —cos~y

B cos B cosy +sin Bsiny cos Fsiny — sin [ cosy
smﬁcosv — cosﬁsm7 sin 3 siny + cos 3 cosy
cos (3 cos —sin #sin(—7y) —cos fsin(—y) — sin 3 cos(—7)
sin 3 cos( —i— cos fsin(—y) —sin B sin(—y) + cos 5 cos(—7)
( cos (3 — 7) —sin(8 — ) )
sin(f —~)  cos(f —7)

c) Bei der Matrix AB handelt es sich um eine Spiegelung und bei der Matrix BC'
handelt es sich um eine Drehung.



Aufgabe 24: Welche Aussagen sind richtig?

LOSUNG:

2)

b)

Die Eigenwerte einer Drehmatrix sind stets £1.
ja nein []

Die Eigenwerte einer Spiegelungsmatrix sind stets +1.
ja nein [J

Die Eigenwerte einer beliebigen orthogonalen Matrix sind stets £1.
ja nein [J

Die Determinante einer beliebigen orthogonalen Matrix ist 41.
ja nein [

Jede ldngentreue (d.h. orthogonale) lineare Abbildung ist auch
winkeltreu.
ja nein [J

Jede winkeltreue lineare Abbildung ist auch langentreu.
ja nein [

a) Nein! In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Eigenwerte einer Drehmatrix
komplex sein kénnen.

b) Jal Siehe einleitendes Beispiel im Kapitel Diagonalisierung.
Alternativ: Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Spiegelungsmatrix eine or-
thogonale Matrix ist. Zudem wissen wir, dass der Betrag der Eigenwerte einer
orthogonalen Matrix jeweils 1 ist. Da die Spiegelungsmatrix zudem symme-
trisch ist und nur reelle Eintrdge hat, kann sie nur reelle Eigenwerte haben.
Somit miissen die Eigenwerte £1 sein.

C

€

f

Nein! Wie im Fall der Drehmatrix kénnen die Eigenwerte auch komplex sein.

)

d) Jal Siehe Vorlesung.
) Ja! Siehe Vorlesung.
)

Nein! Die Matrix A = 21 ist zwar winkeltreu aber nicht lingentreu.



