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Aufgabe 25: Es sei A = ( _(1) é )

a) Berechnen Sie B = !4,
b) Bestimmen Sie B™'. Welche Matrix erhalten Sie?
¢) Zeigen Sie B~ = A" = (AT,

LOSUNG:

a)

0 1 0 1 1 0
A = (—1 o><—1 0>:( 0 —1):_17
A = AA’=A-(-1)=-A
AY = A=A (—A)=—A%=
A = AA'=A.1=A.

Ab hier wiederholt sich alles!

A fir k=4+1,1=0,1,2,..
oAk —1 fir k=4+2,1=0,1,2,.
—A fir k=41+3,1=0,1,2,.

1 fir k=4l+4+4,1=0,1,2

=

0 tk‘Ak‘ ( 1) t2l 0 ( 1) t2l+1

= B = 4= = (Z + (Z A
— k! l (2l) P (2l+ )

cost sint >

= cost-1+sint-A=
—sint cost

Alternativer Losungsweg:
0

Die Eigenwerte der Matrix A = 10

sind Ay = —7 und XAy = 7. Die

zugehorigen Eigenvektoren sind v; = ( _12 ) und vy = ( 1 ) Demnach lasst

sich die Matrix A schreiben als
—3 0
oy
/11
o —1 1
Lt € 0o
- O eit

_ cost sint
~ \ —sint cost
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b) Man rechnet leicht nach, dass

gl o_ cost —sint _pr
sint cost )



c) Es gilt B~! = BT, also ist B orthogonal.

T 2. th Ak g
= BilZBT == (etA) - Z—‘ -
— k!
k

it (f]j'T)k _ otAT A (etA)—l '

k=0

Aufgabe 26: Es scien u, v € R” mit u # v und ||u|| = [|[v||. Weiter sei n := u — v.

xr-n

a) Zeigen Sie, dass fiir die durch S,z =z — 2H Zn definierte Spiege-
lungsmatrix S5, gilt S,u =v und S,v = u.

1 *
b) Sei u = | —1 |. Bestimmen Sie v der Form v = [ 0 | mit
0 0
|lu|| = ||v||. Berechnen Sie die Matrix S,_, aus Aufgabenteil (a).

¢) Multiplizieren Sie diese Matrix von links an die Matrix

1 2 3
A= -1 0 -3
0 -2 3
LOSUNG:
a)
2u - (u—)
Spu = w— 2o =u— ———= - (u—v)
I ||2 [l = wlf?
2u-(u—v) = 2ul*-2u-v.
lu—vl* = Jlull® = 2u- v+ [Jof* = 2ful* = 2u- v wegen |lu] = [lv]|.
= Su = u—(u—v)=u—ut+v=u.
Ebenso gilt:
Spv=u,
wegen 2v-n = 2v- (u—v) = 2uv —2||v||* und ||ul|? = 2uv+||v||* = 2||v||* — 2uv =
lu = wlf*.
b)
a
= 0
0
& /2 (=12 = |aof
& \/§ = o
V2
= v = 0

0
Um die Matrix S,_, berechnen zu kénnen, fithren wir zuerst ein paar Neben-
rechnungen durch:

1 V2 1—2
u—v=| -1 | — 0 = -1
0 0 0



1-+2 (1-v2? v2-1 0
(u—v)(u—v)T = —1 ( 1—+v2, -1, 0 ) = V2 -1 1 0
0 0 0 0

1—-v2\ |
Ju— | = —1
0

- (1- \/5)2 +(—1)2

= 1-2v2+4+2+1
= 4-2V2
=S, . =1 plu—v)u—v)"
|u — v
1 (1-v2)? v2—-1 0
= 1- V2 -1 1 0
2-V2 0 0 0
1_(1—\/5)2 _ V21 0
2—/2 2—/2
= SRVEES U (P S
2—v/2 2—/2
0 0 1
V2-1 1-/2 0
2—v/2  2—v2
— 1-v2  1-V2 0
2—v/2  2—v2
0 0 1)
1 1
oY
i
0 0 1
c)
% —5 0 1 2 3
_ 1 1
S, yA = -% —5 0 -1 0 -3
0 0 1 0 -2 3
V2 V2 32
= 0 —/2 0
0 -2 3

Aufgabe 27: Losen Sie mit Hilfe der QR-Zerlegung das lineare Gleichungssystem

Az = b mit
-3 2 1

LOSUNG: Sei A = (a; | ay). Gesucht ist eine Matrix QY mit

Q(l)al =Aqa1€é1,

wobei Q) = 1 — 2% eine Spiegelung an der Ebene {z - vy = 0} darstellt.

[EAIS




Dazu muss v; im Span von a; — «aqe; liegen, 0.B.d.A. v; = a1 — aqe;.

Da QW orthogonal, gilt |a;| = |lue| = [|Qai| = |lai]] = 5, laut Skript ist
a; = —sgn(Ai1)|as| = 5 eine stabile Wahl.

Es folgt also v; = a; — aje; = (—8,4)" und somit
T 2 64 —32 2 4 =2
W1 o0 _q 2 —1-=

@ |12 80\ —32 16 5\ -2 1

Anwendung auf das LGS Az = b:
5
D), —
Q" ay ( 0 )

ctnmn g (1) G0 ()-()

QWp = ( ; ) (es gilt QWb =10, da b L v))

Dann folgt
5 —2 1
—0A=0WA = (0Wa, |0Wa,) — _Oh—
R=QA=QW4a=(Qa|Q aQ)_(O 1), y_Qb_(2>

Lose Rx = y durch Riickwirtseinsetzen:

() ()

Also o =2 und 5z; —4 =1, d.h. z = (1,2)T.

I
7 N
DN =
N———

Aufgabe 28: Bestimmen Sie < z ) € R? so, daB
1 -2 N 2
2 7 )\ 45

minimal wird.

Berechnen Sie den Wert der Funktion f an dieser Stelle.

LOSUNG: Verwende das QR-Verfahren fiir Ausgleichsprobleme mit

1 —2 0
A= 2 6 b= 0
2 7 45
Schritt 1:
1
o = —sign() ||| 2 |||=-V1I+4+4=—-V9=-3
2
1—(=3) 4
(] = 2 = 2
2 2



Q(l) :]1+a11U1U1: _E 2 (4 2 2)
1 1 1 4 -3
2 2 2
-9 -9 1 4 -2 3 4
QY| 6| = 6 |- Sl 2= 6]-5|?2
7 7 2 7 2
—2 6 —8
= 6 |- 3 | = 3
7 3 4
-3 -8
QWA = 0 3 |=A4®
0 4
0 4 0 4
1 15
WW=QWp = 0 |- S| 2 ]0= -5 | 2
45 2 45 2
Schritt 2:
0
an = —sign(3) 3 V9416 =—V25 =
4
(%) )
Q(Q) =1-— ) 0 8 4
-8 -8 1 -8
QU 3| ={ 3|5 8 O0+24+16)=( 3
4 4 4
-3 —8
0@ A@) — o = A®
—30 -30
b3 = Q@pd = | —15 40 8 (0—1204120) = [ —15
30 4 30

Damit f(z,y) minimal wird, muss (z,y)

-3 -8 x\ ([ =30
0 =5 y )\ —15
16sen. Durch Riickwértseinsetzen ergibt sich y = 3 und x = 2.

Fiir das Residuum ergibt sich f(2,3) = ||(30)|> = 900.

—30
—15
30



