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Aufgabe 33: Betrachten Sie die Graphen der beiden Funktionen

LOSUNG:

z(r,y) =2y und w(u,v) =u® —v?

Skizzieren Sie einige Niveaulinien der beiden Funktionen, also eini-
ge der Mengen N, = {(z,y) € R? | 2(z,y) = 2y = ¢ = const}
bzw. Ny—e := {(u,v) € R?* | w(u,v) = u* —v* = ¢ = const}, zum
Beispiel fiir ¢ = 1,4, 16.

Mit welchen Transformationen bildet man Niveaulinien von w auf
Niveaulinen von z ab und umgekehrt?

Welche 2 x 2-Matrix A erfiillt folgende Bedingungen:
1 1 /1 0 1/ -1
()3 (1) a() = ()
Setzen Sie <u> :A(x).
v ()

Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen Df, Dg der Parametrisierungen
x u
(,y) = f(z,y)=| v ;o (u,0) = g(u,v) = v
xy u? — v?

Bestiétigen Sie mit der Kettenregel die Beziehungen

D(go A)(x,y) = Dg(u,v) - A (U>ZA<§)

D(f o A™Y)(u,v) = Df(z,y) - A~ ( Z”j > N

a) N{:=¢y sind Hyperbeln der Form y = £. Ny,— sind Kurven der Form v =

+vu? —c.
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Die Graphen der beiden Funktionen sehen wie folgt aus:

Lo
gosdteranag

b) Die Niveaulinien gehen auseinander hervor, indem man

T=u-—v
y=u+v
=2y = (u—v)(u+v)=u®— v

ausdriickt. Das entspricht

Umgekehrt ist

u:%@+@
v= %(y — )
und somit y LN N
(v> - (—2% ;) (y) - (y)
Es ist

1 1
Azl(l 1>:L oA

und somit entspricht A einer einer Rotation um 45 Grad gefolgt von einer Ska-

. 1
lierung um den Faktor 7
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u? —v? 2u  —2v r+y T—y

Aufgabe 34: Welche Aussagen sind richtig fiir eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion f: R"™ — R?

a) Hat f ein globales Minimum an der Stelle a, dann gilt V f(a) = 0.
ja nein [

b) Hat f ein globales Minimum an der Stelle a, dann ist die Hesse-
Matrix D?f(a) positiv definit. ja O nein [

c¢) Gilt Vf(a) = 0 und hat D?f(a) nur positive Eigenwerte, dann hat
f bei a ein lokales Minimum. ja Ul nein [J

LOSUNG:



a) Hat f ein globales Minimum an der Stelle a € R™, dann gilt V f(a) = 0.
Die Antwort lautet: Ja!

Denn ein globales Minimum von f ist ein kritischer Punkt von f und ein kriti-
scher Punkt von f ist charakterisiert durch die Bedingung V f(a) = 0.

b) Hat f ein globales Minimum an der Stelle a, dann ist die Hesse-Matrix D? f(a)
positiv definit.

Die Antwort lautet: Nein!

Im allgemeinen gilt dies nicht. Dazu folgendes Gegenbeispiel: Fiir die Funktion
fla,y) = 2? gilt

fo =22, f, = 0, also gilt V/(z,y) = (22,0),
. 2 0
fmx - 27f:vy - fyx - fyy - 07 also gllt sz(l‘,y) - < 0 0 ) .
Die Bedingung V f(x,y) = (0,0) ist hier also dquivalent mit z = 0. Wegen

f0,y) =0< 2" = f(z,y) V(z,y) €R?

hat f in allen Punkten (0, y) mit y € R ein globales Minimum, die Hesse-Matrix
D?f(z,y) ist aber nur positiv semidefinit, da

e (3)-(2)-(18) () )
() (5)-e

e (1) (1)

Ein dhnliches Gegenbeispiel liefert die Funktion g(x,y) = 2% + y*, wie man
durch nachrechnen sieht!

Man erkennt auch, dass

gilt.

c¢) Gilt Vf(a) = 0 und hat D?f(a) nur positive Eigenwerte, dann hat f bei a ein
lokales Minimum.

Die Antwort lautet: Jal

Denn wenn D?f(a) nur positive Eigenwerte hat, so ist D?f(a) positiv definit
und die Aussage folgt aus einem Satz der Vorlesung.

Aufgabe 35: Berechnen Sie den kritischen Punkt der Funktion
f(z,y) = 32* — 5oy — 2y* + 3

und entscheiden Sie, ob ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt vor-
liegt.

LOSUNG: Gesucht wird der kritische Punkt der Funktion f(z,y) = 32%—5xy—2y*+3.



a)

Notwendige Bedingung: grad f(z,y) = ( 8 ) Es gilt

fe(z,y) = 6x — by,
fy(z,y) = —bx — 4y .

Dies liefert ein eindeutig losbares lineares Gleichungssystem vom Rang 2:

(_g :i)(i):(8> ,det(_g :i)=—24—25:—497é0.

= Der einzige kritische Punkt liegt bei: z = y = 0 und lasst sich leicht mit
Hilfe des GauB-Algorithmus oder der inversen Matrix berechnen.

Zur weiteren Untersuchung des kritischen Punktes betrachtet man die Hesse-

Matrix: o -
pren=(12 ) =(5 )=

Bestimmung der Eigenwerte von A: Die charakteristische Gleichung von A lau-
tet

(6—A)(—4—X)—25=0< )\ -2\ =49,
SA=1)2 =50 Ay =1+50.

Es gilt deshalb: Ay = 1+v50 =1+5v2>0bzw. Ay =1—-+50=1-5V2 <

0 und, da die Eigenwerte verschiedenes Vorzeichen haben, liegt in (0,0) ein

Sattelpunkt mit dem Wert f(0,0) = 3 vor.

Man kann dies auch wie folgt einsehen: Die Hesse-Matrix von f an der Stelle (0,0)

ist indefinit, denn es gilt ja

D?£(0,0) = ( _g :i )

w00 (1) (3)-(£)-(3)-oo0
mon (1) (2)- (%) (1) -0

Also liegt ein Sattelpunkt vor, fiir den gilt

und

sowie

f(0,0) =3,
f(t,0)=3t"+3>3,
f(0,t) = —2t* +3 < 3,

wobei t # 0 sei.



Aufgabe 36: a) Berechnen Sie die kritischen Punkte der Funktion
falz,y) =2 =y’ + 3azy

in Abhéngigkeit von a@ € R\ {0} und entscheiden Sie jeweils, ob
ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt vorliegt.

b) Bestimmen Sie die lokalen Maxima und Minima der durch
flz,y) =2> +9* =32z — 12y + 20, (x,y) € R?
gegebenen Funktion.

LOSUNG:

a)

a0
Eigenwerte von D?f,(0,0): charakteristische Gleichung:

Fiir Py = (0,0) gilt D2f,(0,0) = ( 0 3a ) .

M—-92=0 < (A+3a)(A—3a)=0
S A =-3a, M\ =3«

= Fiir a # 0 gilt: My = —9a% <0
D.h. A\; und )y haben verschiedene Vorzeichen, also ist D?f,(0,0) indefinit und
(0,0) ein Sattelpunkt.

Im Fall @ = 0 reicht die Hessematrix nicht aus, um eine Aussage machen zu
konnen, ob es sich um ein Minimum, ein Maximum oder einen Sattelpunk han-
delt. Dazu bend6tigt man Ableitungen héherer Ordnung.

Fir P, = (a, —a) gilt D*f,(a, —a) = ( gz Zg )

Eigenwerte von D?f,(a, —a): charakteristische Gleichung:

(6o —N\)? —9a% =0 & 6 — A = £V 9a?
S A =3a, A\ =9%

= D?f,(a,—a) ist positiv definit fiir & > 0 und negativ definit fiir a < 0.
D.h. (o, —a) liefert  fo(a, —a) = a® +a® —3a® = —a® und ergibt ein (lokales)
Minimum fiir & > 0 und ein (lokales) Maximum fiir o < 0. (Fiir a = 0 siche
oben.)



2 _ !
e (5752 ()

:>P0 = (_1, _2>7 P = <_172)7 PQ(]-a _2)7 P3(]"2)

D*f(x,y) = ( Sx 62 )

i) Fiir Py = (—1,-2) gilt: D*f(—1,-2) = < 0_6 _13 > ist negativ definit.
f(—=1,-2) = =1 -8+ 3+ 24 + 20 = 38 = (lokales) Maximum.
i) Fiir P, = (—1,2) gilt: D2f(—1,2) = ( 56 1(2) ) ist indefinit.
f(—=1,2) = =148+ 3 — 24+ 20 = 6 = Sattelpunkt.
Fiir P, = (1,-2) gilt: D*f(1,-2) = ( g _1(2) ) ist indefinit,
f(1,-2)=1-8—-3+24+20=34
= Sattelpunkt.

i) Fiir Py = (1,2) gilt: D2f(1,2) = < 0 19

60 ) ist positiv definit.

F(1,2)=1+8-3-24+20=2
= (lokales)Minimum.



