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Aufgabe 41: Betrachten Sie die Gleichungen:

h(ﬂj‘,y,Z) = ($—2>2+y2+22—4207
g(r,y,z) =x—1=0,

h(z,y, z) ) ( 0 )
f(x,y,2):= e = :
(®:5.2) (g(x,y,Z) 0
a) Geben Sie eine geometrische Interpretation der Situation an. Wel-

che Figuren schneiden sich hier? Was ist die Schnittmenge dieser
Figuren?

b) Beschreiben Sie die Schnittmenge vollstiandig (in insgesamt 4
Stiicken) als Funktionen iiber z bzw. iiber y.

Tipp: Fertigen Sie eine Skizze der Situation an!
LOSUNG:

a) h(z,y,z) = (x —2)> + 9>+ 22 — 4 = 0 beschreibt eine Kugel Bg(M) C R? mit
Radius R = 2 (R? = 4!) und Mittelpunkt M = (2,0,0)7.

g(x,y,z) = x—1 =0 beschreibt die Ebene x = 1, die parallel zur y-z-Ebene ist
und den Abstand 1 von dieser Ebene hat.

f(x,y,2) = 7 =
(z,2) (g(w,yvz) 0
beschreibt die Schnittmenge beider Figuren:

Die Schnittmenge ist ein Kreis in der Ebene x = 1:

0="h(ly,2) =(1-27%+y* +2°—4

=1—-4+y +2°
=y’ +2°-3
2 2 _
& Yy =3

Dies ist ein Kreis vom Radius R = v/3 mit Mittelpunkt M = (1,0,0)” im R3.

b) Offensichtlich gilt:

=3y = z=2(y) =+/3 -y fiir |y <V3

(sowie z(y) = 1)

Entsprechend:

P =3-22 = y=y(z) =+V3—22 fiir |2|] < V3.

(sowie z(z) = 1)

Beachte: Wegen der + erhalten wir in der Tat 4 Funktionen und damit die
gesuchten 4 Stiicke!



Genauer gilt: Die Schnittmenge wird parametrisiert durch folgende 4 Stiicke als
Graph jeweils einer Funktion von einer (geeigneten) Variablen:

1 0
nz)=| vV3-22 )=\ —m= fiir |2] < V3,
z 1
1 0
Yo(2) = | —V3—22 Yo(2) = == fiir 2] < V3,
z 1
1 0
v3(y) = Y Y3(y) = 1y fiir [y| < v/3,
3 — y2 - 3—y2
1 0
ly) = y Auly) = 1 fiir [y < v/3.
Y
—/3 =12 -

Aufgabe 42: Betrachten Sie die Gleichungen:

h(z,y,2) =y* +22—4=0,
g(a:,y,z) :.T+y— 1 :O>
hz,y, z) ) ( 0 )
f(x,y,z2):= e = :
(., 2) (g(:v,y,Z) 0

Geben Sie eine geometrische Interpretation der Situation an. Welche
Figuren schneiden sich hier? Was ist die Schnittmenge dieser Figuren?
Beschreiben Sie die Schnittmenge vollstdndig und geben Sie den Tan-

gentialraum an.
Tipp: Fertigen Sie eine Skizze der Situation an!

LOSUNG: h(z,y,z) = y*> + 22 — 4 = 0 beschreibt einen Kreiszylinder, dessen Grund-
fldiche durch einen Kreis mit Radius 2 (Mittelpunkt auf der z-Achse) dargestellt wird.
g(x,y,z) = x +y — 1 = 0 beschreibt die affine Ebene x + y = 1, jeder Punkt p in
dieser Ebene hat eine Darstellung

1 1 0
O |+ -1 | +s| O fiir gewisse r, s € R.
0 0 1

Folglich beschreibt
_( hlzy.z) N _ (0
f(l‘,y,Z) - ( g(:U,y,Z) ) - < O ) (1)

die Schnittmenge M beider Figuren, es ist eine Ellipse in der affinen Ebene. Diese
kann lokal mit den Funktionen 7,7 : [—2,2] — R? wie folgt parametrisiert werden:

1% 1%
M(t) = t ’ Y2(t) = ¢

VI—E -

Diese Parametrisierungen ergeben sich, indem man in Abhéngigkeit von y die Ko-
ordinaten z und z aus (1) bestimmt. Der Tangentialraum kann aus den Gradienten



(der Rang der Matrix (Vh Vg) ist fiir alle Punkt in M 2!)

0 1
Vh(xz,y,z) = | 2y Vy(r,y,z)=1| 1
2z 0

mit Hilfe des Vektorprodukts wie folgt berechnet werden:

Tiey,-)M = span{Vh x Vg} = span z
-y
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Aufgabe 43: Es sei f : R® — R eine stetig differenzierbare Funktion mit V f(z,y, 2) #

LOSUNG:

0.

a)

Bestimmen Sie fiir die durch f(x,y,z) = 0 gegebene Fliche die
Tangentialebene in einem Punkt (zg, o, z0) mit

0
f (20,0, 20) =0, a—JZC(%o,?/o, 20) # 0,

indem Sie die Flédche als Graph einer Funktion iiber der zy-Ebene
darstellen und den Tangentialraum an die Graphenfliche in Nor-
malenform berechnen (Tipp: Ohne Normierung der Normalen ist
die Rechnung einfacher). Verwenden Sie den Satz {iber implizi-
ten Funktionen, um die auftretenden partiellen Ableitungen dieser
unbekannten Funktion durch partielle Ableitungen von f auszu-
driicken.

Was ergibt sich fiir das Ellipsoid mit der Gleichung

IQ y2 22
flayz)=—5+53+5-1=0

an der Stelle (zo, Yo, 20) = \/ig(a, b,c)?



a) Nach Voraussetzung gilt:

f(xm?/o, Zo) =0 und azf@o, Yo, Zo) # 0

daher kann lokal (d. h. in einer geeigneten Umgebung des Punktes (zo, o, 20))
z = g(z,y) geschrieben werden und die durch ,, f(x,y, z) = 0 definierte Fliache
wird lokal als Graph der Funktion z = g(z,y) gegeben. Wir suchen also die
Tangentialebene an den Graphen

T
Gy(z,y) = Yy
g(x,y)
Aus der Vorlesung wissen wir
T 1 0
Tiay 9@y Gg = Y +v|v € span 0 , 1
g(x,y) deg(z,y) dy9(7,y)
Der Vektor
1 0 —0.9(0, Yo)
0 X 1 = _83/9(5507 yO)
029(0, Yo) 9y9(o, yo) 1

steht also senkrecht auf der Tangentialebene an den Graphen G, im Punkt
(20, Yo, 20). Daraus folgt

xr
T(xo,y07Zo)G9 = Y eR’
4

— 029(x0, Yo) * — Oyg(xo, o)y +2=d p ,

wobei d noch zu bestimmen ist. Da der Punkt (¢, 4o, z0) auf der Tangentialeben
liegt, gilt
d = —0.9(0, yo) o — 9y9(0,Yo) Yo + 2o-

Hh
= T(Io,yo,ZO)Gg = ) e R’
V4

2 — 20 = 0.9(%0, Y0) (x — x0) + 0yg(x0, yo) (¥ — Yo)

Aus 0 = f(z,y, g(z,y)) folgt nach der Kettenregel (und dem Satz iiber implizite
Funktionen):

_ Ouf (20, Yo, 20) 9y f (20, Yo, 20)
3zf(5507 Yo, Zo) azf(%, Yo, Zo)

Setzt man dies ein und multipliziert mit 0, f (¢, Yo, z0) (was nach Vorausetzung
# 0!), ergibt sich

0:9(o, yo) = und  9y9(zo,y0) =

z a;rf(lhu Yo, Zo) T — Zo
T(a:o,yo,zo)Gg = Yy e R’ é)yf(ﬂfm Yo, Zo) : Y —Yo =0
z azf<x0a Yo, Zo) Z— 20

Bemerkung;:
Im Graphenfall wird die Tangentialebene an den Graphen meinst wie oben



x
angegeben definiert, doch es gibt auch Definitionen ohne Aufpunkt Yy

9(z,y)
In diesem Fall gilt d = 0, so dass der Abschnitt zur Berechnung von d wegfallt
und sich folgende Losung ergibt:

T 0z f (0, Yo, 20) x
T(xo,yo,zo)Gg = Y e R’ ayf(l‘o,yo, ZO) : ) =0
Z 0. f (o, Yo, 20) z
b) Wir setzen natiirlich a, b, ¢ > 0 voraus.
2 2 2
f(l’,y,Z)_ 2+ﬁ+_2_1_07
a b ¢ 1 1 1
= -4 -1=0 V,
/ (\/5 V3 ﬁ) 37373
2v 2y 2z
vf(x7yvz) = (?7 b_27 02) )

il(x_i +ll( _i)+il<2_i)_o
Ba\""v3) T \Y T B T e U B T
@1(a>+1(b)+1(c)0
— |l —— — - — —|z——=] =

3a V3 3b Y 3 3c V3
< ! x + ! + ! 2—14—1—1—1—1

V3 T3 T e 37373
N R

a b c

v Yy
_ 3| J A
T upoCa = Z €R’| =+ o+ V3

ist damit die Tangentialebene im Punkt \/Lg(a, b, ¢) an das Ellipsoid.

Bemerkung:

Analog zum vorherigen Aufgabenteil gibt es auch hier eine zweite Mogliche
Losung. Diese lautet

T 1 T
Ti(abc)Gg = ) S R3 i % () =0
e z \/g 1 Z
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Aufgabe 44: a) Betrachten Sie das Gravitationspotential

mG _ mG
lz—all /(. —a1)2+ (y — a2)? + (2 — a3)?

U(x) =U(z,y,z2) :=

eines Punktes a € R? der Masse m > 0. Die positive Konstante
G mit dem Wert G = (6672 4+ 4)10~"m3s 2kg! ist die Gravita-
tionskonstante. Zeigen Sie, dass die Niveauflachen

Fo={r€eR*: U(x) =c}

von U fiir jedes ¢ > 0 zweidimensionale Flichen sind. Um welche
Flachen handelt es sich?

b) Das Gravitationspotential zweier Punkte a,b € R® (a # b) der
Massen m; = me = m > 0 lautet

mG moG
+
||z — b]|

V(z) =V(x,y,2) =
||z — all
Sind die Niveauflichen S, := {z € R? : V(z) = ¢} von V wiederum
fiir jedes ¢ > 0 zweidimensionale Flachen?

LOSUNG:

a)

mG

Ulx)=ce ||z —a| = =R

& |lz —al* = R?

Dies sind Kugeloberflichen vom Radius R = mTG > 0 und Mittelpunkt M =
a€R3.

Wegen
T —a
VU(z) = —mG—=
| — alf®

gilt VU (x) # 0 fiir alle ¢ > 0. Der Satz iiber implizite Funktionen besagt daher,
dass es sich bei F, um eine zweidimensionale Flachen handelt.

fir x # a

Bemerkung: Der Satz iiber implizite Funktionen wére/ist hier nicht absolut
notig, da man die Auflosungen explizit (s. oben) vornehmen kann und damit
auch explizit Tangentialvektoren ausrechnen kann!

b) Zuerst zeigen wir, dafi diese Menge nicht leer ist. Da m; = my = m gilt

V() = mG (Hx - AT - bH>

und

V(z) — 0 fir ||z]| — oo
V(x) = 4o0o fir x — a,b.

Also gibt es fiir alle ¢ > 0 Punkte x € R?, die in der Niveaumenge

F.={xeR*|V(z) =c}



liegen. Sei

mlG m2G
+ _
[l — 0]

90) = ) ‘

1 1
=mG + >—c
QW—MIIM—W

die Funktion, die die Niveaumenge V' (z) = ¢ als Null-Niveaumenge beschreibt.

boa), eob))

[ —all> ~ flz = bl]°

Vg(z) = —mG (

Die Niveaumenge ist keine Flache, falls

Vg(x) =0
(x —a) (x —b)
& - - ~0
|z —al®* |lz— bl
o a—xr z—>
|z —al® [z—0b]?

Da zwei Vektoren genau dann gleich sind, wenn sie in Lénge und Richtung
iibereinstimmen, gilt

Vg(z) =0
Sa—x=x—0b
<:m:a—kb

2

Solche Punkte gehoren zu der Niveauflichen V(z) = ¢y wobei

mG mG 4mG

152l lla = bl

Somit sind alle Niveaumengen
F.={zreR*|V(z)=c}

mit ¢ # cg Flachen. F,, ist hingegen keine Fléche.

Bemerkung;:

Aus den Voriiberlegungen zu Beginn dieses Aufgabenteiles, weil Vg nur an einer
Stelle Null ist, und weil die Niveaumengen sich nicht schneiden, kann man sagen,
dass:

e Fiir ¢ < ¢ ist die Niveaumenge V(x) = c ist eine Hyperfiiche in R3, das
heifit eine geschlossene 2D Fléache;

e Fiir ¢ = ¢y hat die Niveaumenge V() = ¢ einen singuldren Punkt (Siehe
Abbildung 1)

e Fiir ¢ > ¢y besteht die Niveaumenge V(z) = ¢ aus zwei Hyperfiachen in
R3, das heifit zwei geschlossene 2D Flichen.



c <

Abbildung 1: Skizze der Niveaufichen in 2D



