A Review of Unified A Posteriori Finite
Element Error Control (Teil 3)(David Knapp)

1. Gemischte Formulierungen

1.1 Poissonproblem: Fiir f € L?(Q2) finde ein Tupel (p,u) € Q x V := L2(;R") x H(Q),
so dass Vu = p und -div p = f.
1.2 Stokesproblem: Fiir f € L?(2) finde ein Tupel (p,u) € Q x V := L3(Q) x H}(Q;R™),
sodass —Au+Vp=f inQ
divu=0 in
u=20 in 02
Bei einer vektorwertigen Funktion u kann die Symmetrie von
e(u) == 2(Vu+ VuT) € L2(Q;R7") genutzt werden. Dies fiihrt zur symmetrischen

sym
Formulierung mit Viskositatsparameter u:

divpe(u) +Vp = f in Q
divu=0 in 0
u=20 in 0Q

Die Stokesgleichung beschreibt den stationdren Fluss inkompressibler Fliissigkeiten.
1.3 Laméproblem: Fiir f € L*() finde 0 € Q := L*(;RZ") und u € V := Hg (% R"), sodass
f + divCe(u) =0 in
Clo—e(u)=0 in
wobei u und der symmetrische Drucktensor o die Verzerrung und den Druck auf einen
Korper Q beschreiben. C : R™*™ — R™*"™ beschreibt die kontinuierliche Relation zwischen
Druck und Verzerrung.

2. Darstellung der Residuen

2.1 Poissonproblem: Nutze Formel (5) und Isomorphie zwischen L2(2) und L?(Q)*, somit gilt
IRese(@ll. = Ipi - Viulle.
Nutze, dass f+divp; die Rieszsche Darstellung von Resy ist, somit gilt
[Resy () v+ = |f+divpi] 1o

2.2 Stokesproblem: Nutze Formel (5) und Isomorphie, somit gilt |[Resq(q)|lg« = ||diviulq.
Durch Umformung gilt fiir [|[Res(v)|lv = 2uller(wi) — (i) || 2 (qirnxn |€(0) || 2 (@rmxm
+ UQf ~de+fﬂal : Vvda?|.

2.3 Laméproblem: Fiir das Konsistenzresiduum gilt: ||Resq(q)| o« = lle(@) — C oyl
Fiir das Equilibriumsresiduum gilt: [|[Resy (v)||v. = [, f - vdz — [, e(v) : oyde.

3. Fehlerschatzer
3.1.1 Poissonproblem, konforme Finite Elemente Methode:
Konforme Methoden approximieren p = Vu durch p; := V. Somit gilt ResconsResg = 0.
Durch Anwendung einer Greenschen Identitdt und Satz 5.2 erhélt man den Fehlerschétzer
m = ||hg’* Re| r2ue, mit Re := [py - vee.
3.1.2 Poissonproblem, nicht-konforme Finite Elemente Methode (CR1(7;)):
Satz 5.1 liefert uns die Aquivalenz der Konsistenzfehlerschitzer fiir @ ¢ R

m = Hh}l(ul — Aqu| 2
1/2

n2 = [lhe*[Vu - 7ele, |l 22 uen
~1/2

n3 = |lhg ™ “luile |2 ey

Der Equilibriumsfehlerschétzer vom konformen Fall kann fiir V; = CR;(7;) verwendet werden.



3.1.3 Poissonproblem, gemischte Finite Elemente Methoden (RTy):

Fiir den Konsistenzfehlerschétzer erhilt man n; := |[hycurlip||z2(q) + ||hé/2[pl “Tele L2 e
Fiir den Equilibriumsschétzer erhélt man ||Reseq|lo+ S osc(f,T;) oder alternativ durch
Anwendung von Satz 5.2 [|Reseqllo S Osc(R7, Ki).

3.2.1 Stokesproblem, gemischte konforme Finite Elemente Methoden:
Im konformen Fall erhdlt man fiir den Konsistenzfehler |[Rescons |+ = [|div wl|12(q)-
Mit Anwendung des Satzes 5.2 lasst sich der Fehlerschétzer
Neq = Osc(R7,K;) + ||hé/2[al -velg ||z ue,) fiir den Equilibiriumsfehler definieren.
3.2.2 Stokesproblem, nicht-konforme Finite Elemente Methoden(CR1(7;)):
Fiir V; = CRy o(Ti; R?) und Q; = Py(7T;) definiert man mit Satz 5.1 die Konsistenzfehlerschitzer

m = lhe? [V - 7ele | e me)

Z1/2
me = [|hg )| 2 ey ze)-
Der Equilibriumsfehlerschatzer ist derselbe wie aus 3.2.1.

3.3.1 Laméproblem, konforme Finite Elemente Methoden:

Fiir beliebige konforme Finite Elemente Methoden verschwindet das Konsistenzresiduum

und fiir den Equilibriumsfehler lasst sich der gleiche Fehlerschitzer wie aus 3.2.1 definieren.
3.3.2 Laméproblem, nicht-konforme Finite Elemente Methode:

Mit V} := Py o x CR1(T;) ist neq analog zu 3.2.1. Das Konsistenzresiduum verschwindet jedoch

nicht und kann mit Satz 5.1 durch aquivalente Fehlerschéatzer

1/2

m = |he " [V - 7ele || L2 e

Ny = “hgl/Q[ul]gl||L2(Ugl) abgeschétzt werden.
3.3.3 Laméproblem, gemischte Finite Elemente Methode, Plane Elasticity Element with
Reduced Symmetry(PEERS):

Der Fehlerschéitzer fiir den Konsistenzfehler ist definiert durch p := gneu‘l/ le(d;) — C™F sym oy|g

uy

und lésst sich durch eine Helmholtzzerlegung umformen zuy = ||CurlCurlg||g

Der Equilibiriumsfehler kann wie in 3.1.3 mit ||Resy ||y« < osc(f, T;)/m abgeschétzt werden.
3.3.4 Laméproblem, Arnold-Winther Finite Elemente:

Mit V := H(div; Q;R22) und Q := L*(Q; R?) und ihren diskretisierten Riumen kann das

Equilibriumsresiduum durch osc(f, T;) abgeschitzt werden. Der Konsistenzfehler wird analog zu

3.3.3 mit pu = ||CurlCurlf||q geschétzt.



