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Problem: Finde Eigenpaare {u, λ}, wobei u ein Eigenvektor und λ ein Eigenwert ist, sodass

−∆u− λu = 0 in Ω, u = 0 auf ∂Ω (0.1)

Dabei ist Ω ⊂ Rd (d ≥ 1) ein beschränktes Gebiet.

Das Problem (0.1) lässt sich mittels klassischer FEM diskretisieren. Die diskrete Formulierung ist: Finde
uh ∈ Vph und λh ∈ R sodass a (uh, v)− λ (uh, v) = 0 für alle v ∈ Vph, wobei a (v, w) := (∇v,∇w).

Frage: Inwiefern approximieren das Spektrum und der Eigenraum des diskreten Problems die entsprechen-
den Objekte des kontinuierlichen Problems?

Wir gehen davon aus, dass es einen linearen Operator π : H1
0 → V

p
h gibt, sodass für eine Konstante c > 0 gilt

‖hl−kDl
i (v − πv) ≤ c‖Dkv‖, v ∈ Hk ∩H1

0, 0 ≤ l ≤ p+ 1 (0.2)

Sei {λi}∞i=1 das Spektrum von −∆ und Λ ⊂ {λi}∞i=1 eine Menge von Eigenwerten. Es bezeichne E (Λ) den
von allen Eigenvektoren zu Eigenwerten λ ∈ Λ aufgespannten Raum, und E (λ) den Eigenraum des EW λ.

Definition 1 (Fehler). Sei {uh, λh} ein Eigenpaar des diskretisierten Problems, wobei ‖u‖ = 1 sei und λh
einen Eigenwert λ von −∆ approximiere. Der Fehler eΛ in uh bzgl. E (Λ) sei definiert durch

eΛ = (I − PΛ)uh = QΛuh

wobei PΛ die L2-Projektion auf E (Λ) bezeichne, und QΛ = I − PΛ.

1 Fehlerdarstellung und Stabilitätsanalyse

Fehlerdarstellung
A posteriori Abschätzung basieren auf verschiedenen Darstellungsformen für den Fehler in Abhängigkeit der
diskreten Lösung {uh, λh} und Lösungen ϕ des dualen Problems

−∆ϕ− λϕ = ψ in Ω, ϕ = 0 auf ∂Ω (1.1)

für verschiedene Daten ψ. Es gilt

(uh, ψ) = a(uh, ϕ)− λ(uh, ϕ)

= (uh, ϕ− πϕ)− λh (uh, ϕ− πϕ) + (λh − λ) (uh, ϕ) (1.2)
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Das Residuum besteht aus zwei Teilen, einem inneren und einem Kanten-Teil.

Definition 2 (Residuum). Definiere für jedes Dreieck T ∈ Th den inneren Teil Ri und den Kanten-Teil Re
des Residuums durch

Ri(uh, λh)|T := |∆uh + λhuh|, Re(uh)|T := (h vol(T ))
−1/2

(∫
∂T\∂Ω

|1
2
n · [∇uh] |2da

)1/2

wobei [∇uh] der Sprung des Gradienten entlang von ∂T ist. Das Residuum ist dann definiert durch

R(uh, λh) := Ri(uh, λh) +Re(uh).

Lemma 1.1. Sei γ ∈ R, v ∈ Vph, w ∈ Hk ∩H1
0. Dann existiert eine Konstante c > 0, sodass

|a (v, w − πw)− γ (v, w − πw)| ≤ c‖hkR(v, γ)‖‖Dkw‖ 1 ≤ k ≤ p+ 1.

Stabilitätsanalyse
Wir nehmen an, dass ein t ≥ 0 und Konstanten Cr,s existieren, sodass

‖D2+sv‖ ≤ Cr,s‖∆v‖Hs , v ∈ H2+s ∩Hs0, 0 ≤ s ≤ t (1.3)

Es sei zudem bemerkt, dass daraus folgt, dass es Konstanten Ce,s gibt, sodass für alle v ∈ H2+s ∩ H1
0 mit

∆jv|∂Ω ≡ 0 (wobei j < (2 + s)/2) gilt

‖D2+1v‖ ≤ Ce,s‖(−∆)(2+s)/2v‖, 0 ≤ s ≤ t (1.4)

Wir zerlegen die Lösung ϕ von des dualen Problems in ϕ = ϕ0 + ϕ1, wobei für ϕ0, ϕ1 gelte

−∆ϕ0 = ψ in Ω, ϕ0 = 0 auf ∂Ω (1.5)

gilt und ϕ1 erfülle

−∆ϕ1 − λϕ1 = λϕ0 in Ω, ϕ1 = 0 auf ∂Ω (1.6)

Im Folgenden sei der Stabilitätsfaktor SΛ,s,m definiert durch

SΛ,s,m = max
λi /∈Λ

λλ
(s+m)/2
i

|λi − λ|
m = 0, 1 (1.7)

Lemma 1.2. Mit den Annahmen bzgl. der Triangulierung und (1.3) gilt für den Fehler eΛ = QΛuh, dass

(1− δ)‖DmeΛ‖2 ≤ a(uh, ϕ− πϕ)− λh(uh, ϕ− πϕ) m = 0, 1

wobei ϕ orthogonal zu E(Λ) ist und eine Lösung des dualen Problems mit rechter Seite ψ = (−∆)meΛ.
Desweiteren ist ϕ = ϕ0 + ϕ1, mit ϕ0, ϕ1 ∈ H1

0, und

‖D2−mϕ0‖ ≤ Cm‖DmeΛ‖

‖D2+sϕ1‖ ≤ Ce,sSΛ,s,m‖DmeΛ‖ 0 ≤ s ≤ min(t, 2−m)

mit C0 = Ce,0, C1 = 1, dem in (1.7) definierten Stabilitätsfaktor SΛ,s,m für m = 0, 1 und t wie in (1.3). Für
den Fehler des Eigenwertes gilt

(1− δ)(λh − λ) ≤ − [a(uh, ϕ− πϕ)− λh(uh, ϕ− πϕ)]

wobei für ϕ = Puh

‖D2+sϕ‖ ≤ Ce,sλ(2+s)/2, 0 ≤ s ≤ t
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2 Hauptresultate
Satz 2.1. Für eine entsprechende Triangulierung Th und mit den Annahmen (0.2), (1.3) haben wir die
folgende a posteriori Abschätzung für den Fehler des diskreten Eigenvektors

‖DmeΛ‖ ≤ cSm‖h2−mR(uh, λh)‖, m = 0, 1

mit dem Stabilitätsfaktor Sm = Cm+Ce−βm
SΛ,βm−m,mh

βm
max, βm = min (t+m, p+m− 1, 2). Für den Fehler

des diskreten Eigenwertes haben wir die a posteriori Abschätzung

λh − λ ≤ cS3‖hkR(uh, λh)‖, k ≤ min (2 + t,+p1)

mit S3 = Ce,k−2λ
k/2.

Sei Λh die Menge der diskreten eigenwerte, welche die Eigenwerte in Λ approximieren, und es sei Eh(Λh)
der von allen Eigenvektoren zu EW aus Λh aufgespannte Raum. Ein Maß für den Fehler zwischen E = E(Λ)
und Eh = Eh(Λh) ist definiert durch

δm = sup
ξ∈Eh,‖ξ‖=1

‖DmQΛξ‖ m = 0, 1

Seien {λh,j}j=1,...,m die zu Eh(Λh) assoziierten Eigenwerte. Das Residuum R(Eh,Λh) ist die vektorwertige
Funktion R(Eh,Λh) = (R(uh,j , λh,j))j=1,...,m

Korollar 2.1. Vor. wie in Satz (2.1) und S4 = maxλ∈Λ Sm(λ), dann gilt für den Fehler in Eh
δm(E,Eh) ≤ cS4‖h2−mR(Eh)‖

Um uns nun einer a priori Abschätzung zuzuwenden führen wir zwei weitere Konstanten ein. Es existiere
eine Konstante µ, sodass für je zwei Dreiecke τ1, τ2 ∈ Th mit einer gemeinsamen Kante oder Knoten gilt
|1− (h1/h2)

2 | ≤ µ. Für α = 1, 2, ... definieren wir

Cα =

1 α ≤ 2(
hmax

hmin

)α−2

α ≥ 3.

Wir müssen zudem verlangen, dass falls α ≥ 2 gilt zusätzlich µCαCe,0 ≤ γ für ein hinreichend kleines γ.

Unter diesen Voraussetzungen und denen von Satz (2.1) erhalten wir die folgende a priori Abschätzung.

Satz 2.2. Ist λhCαS0h
2
max hinreichend klein, dann gilt für 1 ≤ k ≤ min (2 + 1, p+ 1)

‖hαR(uh, λh)‖ ≤ c
∑
λj∈Λ

λhλ
−1
j ‖h

α+k−2DkPλj
uh‖

also inbesondere für Λ = {λ}

‖hαR(uh, λh)‖ ≤ C2‖hα+k−2DkPλuh‖

mit C2 = cλhλ
−1.

Bemerkung 2.1. Da Pλjuh = αjuj ist (wobei uj ein Eigenvektor von −∆ mit zugehörigem Eigenwert λj
ist, mit ‖uj‖ = 1, also αj ∈ R mit |αj | ≤ 1) handelt es sich bei bei obigem Satz in der Tat um eine a priori
Fehlerabschätzung.

Unter Kombination der Sätze (2.1) und (2.2) erhalten wir die folgende a-posteriori-a-priori Abschätzung.

Korollar 2.2. Es gilt für 1 ≤ k ≤ min(2 + t, p+ 1) für den Fehler des Eigenvektors

‖Dmeλ‖ ≤ cSm‖h2−mR(uh, λh)‖ ≤ cC1Sm‖hk−mDkPλjuh‖ m = 0, 1.

Und für den Fehler des Eigenwertes gilt

λh − λ ≤ C2S3‖hkR(uh, λh)‖ ≤ cC1S3‖h2k−2DkPλuh‖

mit C2 wie in Satz (2.2).
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