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Problem: Finde Eigenpaare {u, A}, wobei u ein Eigenvektor und X ein Eigenwert ist, sodass
—Au—Au=0 inQ, u=0 auf 9Q (0.1)
Dabei ist  C R? (d > 1) ein beschriinktes Gebiet.

Das Problem (0.1 ldsst sich mittels klassischer FEM diskretisieren. Die diskrete Formulierung ist: Finde
up, € VP und A, € R sodass a (up, v) — A (up,v) = 0 fiir alle v € VI, wobei a (v, w) := (Vv, Vw).

Frage: Inwiefern approximieren das Spektrum und der Eigenraum des diskreten Problems die entsprechen-
den Objekte des kontinuierlichen Problems?

Wir gehen davon aus, dass es einen linearen Operator 7 : Hf — Vi gibt, sodass fiir eine Konstante ¢ > 0 gilt
| kDL (v — o) < c||DFv|, veH NH,, 0<Ii<p+1 (0.2)

Sei {\;}$2; das Spektrum von —A und A C {\;}$2; eine Menge von Eigenwerten. Es bezeichne E (A) den
von allen Eigenvektoren zu Eigenwerten A € A aufgespannten Raum, und E ()\) den Eigenraum des EW A.

Definition 1 (Fehler). Sei {up, An} ein Eigenpaar des diskretisierten Problems, wobei |Ju|| = 1 sei und Ap
einen Eigenwert A\ von —A approximiere. Der Fehler ep in wuy, bzgl. E (A) sei definiert durch

ern = (I — Pn)up, = Qaup

wobei Py die £L2-Projektion auf E (A) bezeichne, und Q5 = I — Py.

1 Fehlerdarstellung und Stabilititsanalyse

Fehlerdarstellung

A posteriori Abschétzung basieren auf verschiedenen Darstellungsformen fiir den Fehler in Abhéngigkeit der
diskreten Losung {up, Ap} und Losungen ¢ des dualen Problems

—Ap—Ap=1 inQ, p=0 auf o (1.1)
fiir verschiedene Daten . Es gilt

(un, ) = alun, @) — Mun, )
= (un, ¢ — 1) = A (Un, o — m0) + (An = A) (un, ¢) (1.2)
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Das Residuum besteht aus zwei Teilen, einem inneren und einem Kanten-Teil.

Definition 2 (Residuum). Definiere fiir jedes Dreieck T € T, den inneren Teil R; und den Kanten-Teil R,
des Residuums durch

1/2
_ 1
Ri(un, M)l := |Aup + Apug, Re(up)|r = (h vol(T)) /2 (/ \§n~ 1 2da>
15}

T\ON

wobei [Vuy] der Sprung des Gradienten entlang von 9T ist. Das Residuum ist dann definiert durch
R(up, An) := Ri(up, Ap) + Re(up).

Lemma 1.1. Seiy e R, ve V), we H* NH}. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass

la (v, w — 7w) =5 (v,w — 7w)| < | R, ||| D] 1<k<p+l.

Stabilitatsanalyse

Wir nehmen an, dass ein ¢ > 0 und Konstanten C, s existieren, sodass
| D*F5v|| < Cp s || Av]| 3¢, v € HTENHS, 0<s<t (1.3)

Es sei zudem bemerkt, dass daraus folgt, dass es Konstanten C, s gibt, sodass fiir alle v € H*** N H} mit
Alvlga =0 (wobei j < (2 + 5)/2) gilt

ID* 10| < Colll(—A)ED 20, 0<s<t (1.4)
Wir zerlegen die Losung ¢ von des dualen Problems in ¢ = ¢ + (1, wobei fiir (g, ¢1 gelte
—Apg =1 inQ, wo =0 auf 90 (1.5)
gilt und ¢, erfiille
—Ap; — Ap1 = Ao in Q, w1 =0 auf 9N (1.6)
Im Folgenden sei der Stabilitatsfaktor Sx s, definiert durch

Ay (stm) /2
Shsm = —_— =0,1 1.7
Rom T35 i " 4o
Lemma 1.2. Mit den Annahmen bzgl. der Triangulierung und (1.3)) gilt fiir den Fehler ey = Qauy,, dass
(1_6)HDmeAH2 SG;('U;}“()O—TFSO)—A}L(U}“QD—WQD) m:071

wobei ¢ orthogonal zu FE(A) ist und eine Losung des dualen Problems mit rechter Seite ¢ = (—A)™ey.
Desweiteren ist ¢ = g + ¢1, mit g, 1 € Hg, und

ID*~" o]l < Crnl| D™ ex

||D2+Sg01|| < Ce sSA,sm|[D™enll 0 <s<min(t,2 —m)

mit Cy = Ce 9, C1 =1, dem in (1.7)) definierten Stabilitdtsfaktor Sp s, fir m = 0,1 und ¢t wie in (1.3]). Fir
den Fehler des Eigenwertes gilt

(1 - 5)(Ah - A) < - [G(U}L, Y = 7T§0) - )‘h(uhv Y — 7Tg0)]
wobei fiir ¢ = Puy,

||D2+S§0|| < Ce,s>\(2+s)/2, 0<s<t
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2 Hauptresultate
Satz 2.1. Fiir eine entsprechende Triangulierung 7, und mit den Annahmen (0.2), (1.3) haben wir die
folgende a posteriori Abschétzung fiir den Fehler des diskreten Eigenvektors
[D™enll < eSplh*~™ R(up, M), m=0,1

mit dem Stabilitétsfaktor Sy, = Cp+Ce—p, SA g, —m.mhor ey Bm = min (t +m,p +m — 1,2). Fiir den Fehler
des diskreten Eigenwertes haben wir die a posteriori Abschitzung

A — A< eSsl[hFR(up, \n)l, k< min (2 +t, +pl)
mit Sz = Cp 2 \*/2.

Sei A, die Menge der diskreten eigenwerte, welche die Eigenwerte in A approximieren, und es sei Fp(Ap)
der von allen Eigenvektoren zu EW aus A, aufgespannte Raum. Ein Maf fiir den Fehler zwischen F = E(A)
und Ej, = Ep(Ay,) ist definiert durch

O, = sup  ||[D™"QAE|| m=0,1
EEE,|I€]=1

Seien {Ap j}j=1,..m die zu Ey(Ay) assoziierten Eigenwerte. Das Residuum R(E}p, Ap) ist die vektorwertige
Funktion R(Ep, Ap) = (R(’U,hﬂ‘, )‘hxj))j=1,.i.,m

Korollar 2.1. Vor. wie in Satz (2.1) und S; = maxyep S (), dann gilt fiir den Fehler in E},
5 (E, En) < cSa||h* ™ R(Es)|

Um uns nun einer a priori Abschétzung zuzuwenden fithren wir zwei weitere Konstanten ein. Es existiere
eine Konstante p, sodass fiir je zwei Dreiecke 71,70 € T, mit einer gemeinsamen Kante oder Knoten gilt
|1 — (hy/h2)?| < p. Fiir a = 1,2, ... definieren wir

1 a <2

Ca = a—2
<h7naz) o Z 3

hmin

Wir miissen zudem verlangen, dass falls o > 2 gilt zusétzlich uC,Ce ¢ < v fiir ein hinreichend kleines ~.

Unter diesen Voraussetzungen und denen von Satz (2.1)) erhalten wir die folgende a priori Abschétzung.
Satz 2.2. Ist \,C,Soh?,,, hinreichend klein, dann gilt fiir 1 < k < min (2+ 1,p+1)
1B R(up, An)l| < ¢ Y ApATH[ROTET2DEPy |
A €A
also inbesondere fiir A = {A}
1A R(up, An)l| < Col| T2 DF Pyuy,|
mit Cy = cAp AL,

Bemerkung 2.1. Da Py u; = aju; ist (wobei u; ein Eigenvektor von —A mit zugehdrigem Eigenwert \;
ist, mit [Ju;|| = 1, also o; € R mit |oy;| < 1) handelt es sich bei bei obigem Satz in der Tat um eine a priori
Fehlerabschatzung.

Unter Kombination der Sétze und erhalten wir die folgende a-posteriori-a-priori Abschétzung.
Korollar 2.2. Es gilt fiir 1 <k < min(2 +¢,p+ 1) fiir den Fehler des Eigenvektors
[D™ex|l < eSm|[h* " R(up, An)|| < cC1Spl||R*"D*Pyupl|  m=0,1.
Und fiir den Fehler des Eigenwertes gilt
An = A < C2S5||WFR(up, Ap)|| < ¢C1S5)|h* 2 DF Pyuy||
mit Cy wie in Satz (2.2)).
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