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1 Definitionen

Problem 1 Finde eine Funktion u mit Randwerten g mit mittlerer Krümmung H/d, d.h. finde u, so
dass

−div

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
= H in Ω ⊂ Rd, u = g auf ∂Ω

Problem 2 (Schwache Formulierung) Finde u ∈ U , so dass

∀v ∈ V

∫
Ω

a(∇u) · ∇v =

∫
ω

Hv

Problem 3 (Diskrete Formulierung) Finde uh ∈ Uh, so dass

∀vh ∈ Vh

∫
Ω

a(∇uh) · ∇vh =

∫
Ω

Hvh

Definition 1 Als Fehlerbegriff verwenden wir im folgenden

eω(u, v) =

(∫
Ω

|N(∇u)−N(∇v)|2A(∇u) +A(∇v)

2

)1/2

für ω ∈ Ω und u, v ∈ H1,1(Ω).

Definition 2 Das Residuum Rh ∈ V
′

von uh ist definiert durch

∀ϕ ∈ V 〈Rh, ϕ〉 =

∫
Ω

a(∇uh) · ∇ϕ−
∫

Ω

Hϕ

2 Ergebnisse

Satz 1 Sei u ∈ H1,∞(Ω) eine Lösung der obigen schwachen Formulierung und uh eine Lösung des
diskreten Problems. Dann

(i) Lokale untere Schranke: Für jedes T ∈ Th

ηh(T )

supωT
Λ(∇u)1/2)

� eωT
(uh, u) +

||h(H̄ −H)||0,2,ωT

supωT
Λ(∇(u)1/2)

(ii) Bedingte globale obere Schranke: Falls

||∇(u− uh)||0,∞,Ω ≤M

für ein festes M > 0, dann gilt

eΩ(uh, u) �

(∑
T∈Th ηh(T )2

infΩλM (∇u)
+ sup

Ω
Λ(∇u)||∇(ĝh − ĝ)||20,2,Ω

)1/2

,

wobei λM (p) := [1 + (|p|+M)2]−3/2 und ĝh bzw. ĝ H1(Ω)-Erweiterungen von gh bzw. g sind.
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Satz 2 Sei u eine Lösung der obigen schwachen Formulierung, uh eine Lösung des diskreten Problems
und H ∈ Ld(Ω) und es gelte ∃ε > 0∀v ∈ V

∫
Ω
Hv ≤ (1− ε)

∫
Ω
|∇v|. Dann

(i) Lokale untere Schranke: Für jedes T ∈ Th

η̃h(T )

Λh(T )1/2
� eωT

(uh, u) +
||hd/2(H̄ −H)||0,d,ωT

Λh(T )1/2

(ii) Bedingte globale obere Schranke: Es existiert eine Konstante C, die nur von der Regularität des
Gebiets abhängt (d.h. von γh := max

T∈Th
hT

ρT
), so dass

Mh := max
T∈Th

Qh(T )h
−d/2
T η̃h(T ) ≤ C

impliziert, dass

eΩ(uh, u) �

(∑
T∈Th

η̃h(T )2

λh(T )
+

∫
Ω

|∇(ĝh − ĝ)|2Λ (∇uh)

)1/2

wobei ĝh bzw. ĝ H1(Ω)-Erweiterungen von gh bzw. g sind.

3 Notation

A(p) :=
√

1 + |p|2, A : Rd → R γh := max
T∈Th

hT

2ρT

a(p) := ∇A(p) = p√
1+|p|2

, a : Rd → Rd Qh(T ) := sup
ω̃T

Q(∇uh)

λ(p) = (1 + |p|2)−3/2(minimaler Eigenwert von D2A(p)) λh(T ) := Qh(T )−2(inf
ω̃T

√
1 + |∇uh|2)

Λ(p) = (1 + |p|2)−1/2(maximaler Eigenwert von D2A(p)) Λh(T ) := sup
ωT

Λ(∇uh)

Q(p) = Λ(p)
λ(p) = 1 + |p|2 →

|p|→∞
∞ N(p) := (p,−1)√

1+|p|2
∈ Rd+1für p ∈ Rd
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