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Seien @, V' R-Vektorrdume mit Normen ||.|q, [|-[[v und A: Q x V — (Q x V)* der lineare Operator.
Wir wollen Probleme der Form A(p,u) =1 mit [ € (Q x V)* 16sen.

Mita:QxQ —=R,c:VxV =R Ilg:Q—=Rly:V-RA:V>Qundbdb: QxV =R,
b(q,v) = a(g, Av) haben wir

A(p7 U) (Qa U) = a‘(pa Q) + b(p7 U) - b(Q) U) + C(’LL, U) (1)
lg,v) =lq(q) +1v(v) (2)
Die gemischte Formulierung lautet somit: Suche (p,u) € Q x V, sodass
Vg€ Q: alp,q) —blg,u) =lg(q) (3)
YvoeV: bp,v)+clu,v) =ly(v) (4)

Definition. Fiir die Losung (p,u) € @ x V eines wohlgestellten Problems A(p,u) = [ und eine Appro-
ximation (p;,u;) € @ x V ist der Fehler e = (p,u) — (p — w;) = (p — pi,u — w;) und das Residuum
Res = A(p —pP,u— al) = A(pa U) - A(pla ﬂl)

Dann ist Res(g,v) die Summe der Partialresiduen

Resg =lg —a(p,.) +b(., %) € Q" (5)
Resy = ly — b(pl, ) — C(ﬂl, ) evr® (6)

Theorem. 3.1

i) Eine Bilinearform A : (Q x V) x (@ x V) — R mit Bilinearformen a, b, ¢ ist symmetrisch gdw. a und
¢ symmetrisch sind und b = 0.

ii) Eine Bilinearform B : V xV — R, B(u, v) := A(Au,u)(Av,v) mit Bilinearformen a, b, ¢ ist symmetrisch
gdw. a und ¢ symmetrisch sind und b(Au,v) = b(Av, u).

Theorem. 3.2
Sei A das Skalarprodukt im Hilbertraum % mit Res = A(e,.) = A(e) fir e € 5. Dann gilt Vv € ¢
mit ||v]| =1, dass
el #» — Res(v) 1 € 9
e = 5o = =%
lefl 2 lell.z
Lemma. Es gilt:
1. (¢, : z € K)) ist eine Lipschitz-stetige Zerlegung der Eins auf :
ZzEICz 1, = 1 fast tiberall auf Qund Vz € ;: 0 < ¢, <9, <1

2. Mit ¢, # ¢ folgt &(7Ti(2)) N &(0Q) # 0 bzw. Fi(Ti(z)) N F(0) # 0
3. Die Triger suppt, haben endliche Uberschneidungen: max,cq en |[{z € K : € suppy, }| S 1

Definition. Sei g, das Integralmittel von g € L?(w, R™) und .# eine Menge von messbaren Teilmengen
w von 2 mit Durchmesser h,,, dann ist die Oszillation von g auf .# definiert als

{1 S CEF

1 .
osclg, ) = (3 Wil = gullta)? mitg =4 7 =2

wes
Die Oszillation auf K; ist definiert als Osc(g, ;) = osc(g, {suppy. : z € K;}).
Es gilt osc(g, T;) < Osc(g, Ki)
Definition. 4.1

Sei g € L*(Q). Dann definiere den gewichteten Interpolationsoperator Jig € Py o(T;) fir J; : L*(Q) —
Pl,o(Q) mit

Jig = Z (jing/}:dix ) o

Theorem. 4.2
Fiir alle f € L?(Q2) und g € H'(2) mit Interpolationsoperator .J;g und der Menge der freien Knoten K,
von 7; in Q gilt
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