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Seien Q,V R-Vektorräume mit Normen ‖.‖Q, ‖.‖V und A : Q x V → (Q x V )∗ der lineare Operator.
Wir wollen Probleme der Form A(p, u) = l mit l ∈ (Q x V )∗ lösen.
Mit a : Q x Q → R, c : V x V → R, lQ : Q → R, lV : V → R, Λ : V → Q und b : Q x V → R,
b(q, v) := a(q,Λv) haben wir

A(p, u)(q, v) := a(p, q) + b(p, v)− b(q, u) + c(u, v) (1)
l(q, v) := lQ(q) + lV (v) (2)

Die gemischte Formulierung lautet somit: Suche (p, u) ∈ Q x V , sodass

∀q ∈ Q : a(p, q)− b(q, u) = lQ(q) (3)
∀v ∈ V : b(p, v) + c(u, v) = lV (v) (4)

Definition. Für die Lösung (p, u) ∈ Q x V eines wohlgestellten Problems A(p, u) = l und eine Appro-
ximation (pl, ul) ∈ Q x V ist der Fehler e := (p, u) − (pl − ul) = (p − pl, u − ul) und das Residuum
Res := A(p− pl, u− ũl) = A(p, u)−A(pl, ũl).
Dann ist Res(q, v) die Summe der Partialresiduen

ResQ = lQ − a(pl, .) + b(., ũl) ∈ Q∗ (5)
ResV = lV − b(pl, .)− c(ũl, .) ∈ V ∗ (6)

Theorem. 3.1
i) Eine Bilinearform A : (Q x V ) x (Q x V )→ R mit Bilinearformen a, b, c ist symmetrisch gdw. a und
c symmetrisch sind und b = 0.
ii) Eine Bilinearform B : V x V → R, B(u, v) := A(Λu, u)(Λv, v) mit Bilinearformen a, b, c ist symmetrisch
gdw. a und c symmetrisch sind und b(Λu, v) = b(Λv, u).
Theorem. 3.2
Sei A das Skalarprodukt im Hilbertraum H mit Res = A(e, .) = A(e) für e ∈ H . Dann gilt ∀v ∈ H
mit ‖v‖H = 1, dass

‖e‖H −Res(v)
‖e‖H

= 1
2‖v −

e

‖e‖H
‖2H

Lemma. Es gilt:
1. (ψz : z ∈ Kl) ist eine Lipschitz-stetige Zerlegung der Eins auf Ω:∑

z∈Kl
ψz = 1 fast überall auf Ω und ∀z ∈ Kl : 0 ≤ φz ≤ ψz ≤ 1

2. Mit ψz 6= φz folgt El(Tl(z)) ∩ El(∂Ω) 6= ∅ bzw. Fl(Tl(z)) ∩ Fl(∂Ω) 6= ∅
3. Die Träger suppψz haben endliche Überschneidungen: maxx∈Ω,l∈N |{z ∈ Kl : x ∈ suppψz}| . 1
Definition. Sei gω das Integralmittel von g ∈ L2(ω,Rm) und S eine Menge von messbaren Teilmengen
ω von Ω mit Durchmesser hω, dann ist die Oszillation von g auf S definiert als

osc(g,S ) := (
∑

ω∈S

hq
ω‖g − gω‖2L2(ω))

1
2 mit q =

{
1 S ⊂ E ,F
2 S ⊂ T

Die Oszillation auf Kl ist definiert als Osc(g,Kl) := osc(g, {suppψz : z ∈ Kl}).
Es gilt osc(g, Tl) ≤ Osc(g,Kl)
Definition. 4.1
Sei g ∈ L2(Ω). Dann definiere den gewichteten Interpolationsoperator Jlg ∈ P1,0(Tl) für Jl : L2(Ω) →
P1,0(Ω) mit

Jlg :=
∑

z∈Kl

(∫
Ω gψzdx∫
Ω φzdx

)
φz

Theorem. 4.2
Für alle f ∈ L2(Ω) und g ∈ H1(Ω) mit Interpolationsoperator Jlg und der Menge der freien Knoten Kl

von Tl in Ω gilt ∫
Ω
f(g − Jlg)dx . Osc(f,Kl)‖∇g‖L2(Ω)


