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Aufgabe 33: Betrachten Sie die beiden Funktionen

LOSUNG:

r<0
r =

r >0

f(l’l,m) = rnax(]:c1|, ’552|)
3 (|z1] + |zo| + [|z1] — |22|[)  und
g(w1,02) = || + |22 .

a) Bestimmen und beschreiben Sie die Niveaumengen

N.(f) = {(z1,22) € R*| f(x1,20) =7} und
N(g) = {(z1,22) € R? | g(z1,20) =7} .

Fertigen Sie auch eine Skizze einiger Niveaumengen an.
b) Bestimmen und beschreiben Sie den Graphen der Funktionen f und

g. Skizzieren Sie die Graphen ebenfalls.

¢) In welchen Punkten sind die Funktionen f, ¢ differenzierbar bzw. in
welchen Punkten sind sie nicht differenzierbar?

Tipp: Man kann dies anhand des jeweiligen Graphen erkennen!

N(f) = {(z1,22) € R?| f(a1,20) =7}
= {(z1,22) € R* | max(|z1], |z2]) =1}

N(f)=0

N (f) =A{(0,0)} (klar!)

Fall 1: max(|a1], [22]) = |wo| =7

d.h. xzo=roderazy=—rund —r<z; <r
wegen |z1| < |xo| =71

Fall 2: max(|xy|, |x2|) = |x1| =7

= x; =r oder x1 = —r und x5 € [—r,7]!

NAf) = {(anw2) €R?| (2 € [~r,r) und 2y =)
oder (z1 € [=r,r] und o = —7)
oder (ZEI =r und To € [_Tu T])
oder (1 = —r und x5 € [—7,7]) }

Es handelt sich also um den Rand eines Quadrates mit Mittelpunkt (0, 0)

und Seitenldnge 27!
Eckpunkte in: (r,r), (—=r,r), (=r,—r), (r, —r).

Ni(9) = {(z1,22) € R : |a| + |wa| =1}
—_———

g(z1,22)



r<0 : N.J(g)=10

F=0 ¢ Nilg) = {(0,0)}

r>0 : Falll: 21,290 >0
g(r1,x0) =21+ 20 =71 &
Gerade durch (0,7) und (r,0)
Fall 2: 1 < 0,22 >0
g(x1, ) = —21 + 22 =7 &
Gerade durch (0,7) und (—r,0)
Fall 3: x1, 20 <0
g(T1,x9) = —x1 — T =T & ’IQZ —r—xl‘
Gerade durch (0, —r) und (—r,0)
Fall 4: 7y > 0,25 <0
g(r1,m0) =21 — T =71 & ’wQZ—T+fE1‘

Gerade durch (0, —r) und (r,0)

Es handelt sich also um den Rand eines Quadrates: Mittelpunkt (0,0),
Seitenlinge v/2r

Eckpunkte in (0,r), (—r,0), (0, —r), (r,0)

(gedrehtes und skaliertes Quadrat gegeniiber f,

wenn man gleichen Wert fiir » wihlt!)

Links sind die Niveaumengen N, (f) fiir » = 1,2,3 abgebildet und rechts die
Niveaumengen N, (g) fir r = 1,2, 3:

N (f) Ni(g)

b) Graph von f:
Gf = {(I1,$27$3) S R3 | Z3 = f(mbe)}

setzt sich aus Niveaumengen N,.(f) (=,Hohenlinien*) zusammen:

Aus Aufgabenteil a) wissen wir, dass nur Niveaumengen mit 7 > 0 Sinn ergeben,
d.h. fiir x3 muss gelten x3 > 0!

Des weiteren wissen wir, dass eine Niveaumenge N,(f) einem Schnitt einer
Ebene, parallel zur 1 — x5 Ebene in der Héhe 7 > 0 mit Gy entspricht. Dieser
Schnitt entspricht dem Rand eines Quadrates mit Seitenldnge 2r. Der Graph
von f ist also eine auf dem Kopf stehende Pyramide mit Spitze in (0,0, 0).

Der Graph von g sieht dhnlich aus, wie der Graph von f. Es ist ebenfalls eine
auf dem Kopf stehende Pyramide mit Spitze in (0,0,0), die im Vergleich zum



Graph von f um 45° (= 7/4) gedreht und zusétzlich skaliert ist. Die Seitenldnge
dieser Pyramide ist kiirzer.

Man beachte: Wenn z € R? auf der ,,Mantelfliche® von Graph f bzw. g liegt,
dann liegt Az fiir A > 0, A € R ebenfalls auf der Mantelfliche und damit auf
Graph f bzw. g (Kegeleigenschaft!)

Links ist der Graph der Funktion f(z1,xs) abgebildet und rechts der Graph der
Funktion g(x1,x2):

Nicht partiell differenzierbar und damit auch nicht total differenzierbar ist f in
den Punkten, die eine ,Kante“ von Graph f sind/bilden:

|z1| = |22| & 21 = x5 oder xy = —x9

Fall 1: z1,29 > 0 und 1 = x5
wahle 0 < h < 14
= f(x) = f(x1,22) = 21 = 22
h>0 = z1+h>2y>0
= f(z+he) = f(zr+hyxy) =21+ h
= f(il'l—i‘h,ilig)—f(l'l,xg):xl—i‘h—l'l:h
1
= (f(371+h’$2)—f(951,$2))‘ﬁ:1—>1 (h —01)
OSthl :>$22$1—h20

= S (fl— hoa) — f(r1,2)) = 3 (2 — 1) = 0 O(h = 0)

Der ,,Grenzwert“ ist von der einen Seite also 1 und von der anderen Seite 0
~~ nicht differenzierbar!

Fall 2: 1 = x5 und 0 > z1, x5 entsprechend!

Fall 3: 1 = —x5 und x; < 0,25 > 0 entsprechend!

Fall 4: 1 = —x5 und x; > 0, 25 < 0 entsprechend!

Nicht partiell (nach beiden Variablen) differenzierbar und damit auch nicht total
differenzierbar ist g in den Punkten der Menge

{(z1,29) € R?| 1 = 0 oder 29 = 0}.



Fiir beliebiges, festes x5 = ¢ ist hat die Schnittfunktion in Abhéngigkeit von
x1 die Darstellung g(x1) = |z1| + ¢, welche an der Stelle 1 = 0 nicht nach z4
differenzierbar ist.

Fiir beliebiges, festes x1 = ¢ ist hat die Schnittfunktion in Abhéngigkeit von
x9 die Darstellung g(x2) = ¢ + |z3|, welche an der Stelle x5 = 0 nicht nach s
differenzierbar ist.

Daraus folgt, dass g an einer Stelle der Form (x,0) nicht partiell nach der
zweiten Variablen differenzierbar ist und an einer Stelle der Form (0, x2) nicht
partiell nach der ersten Variablen differenzierbar ist.



