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Aufgabe 8: Fiir das Polynom p(r) = 223 — 422 — 10z + 12 berechne man mittels
HORNER-Schema den Wert p(—1) sowie die Zerlegung in Linearfaktoren.
Welches sind die Nullstellen von p?

LOsuNG: Wir werten das Polynom
p(z) = 22° — 42* — 102 + 12
an der Stelle zo = —1 mit dem Hornerschema aus:

2 —4 —10 12
-2 6 4
2 6 —4 ] 16

Wir erhalten somit
p(z) = (v +1)(22* — 62 — 4) + 16
und damit p(—1) = 16.

Eine Nullstelle x = 1 sieht man mit Hingucken. Hornerschema mit x = 1 ergibt dann

2 —4 —10 12
2 -2 -12
2 -2 —12 | 0

und folglich 223 — 42? — 10z + 12 = (z — 1)(22? — 22 — 12). Die Nullstellen von
222 — 22 — 12 sind die Nullstellen von 22 — = — 6 und damit

1 1 1 25
Y Sy Y
1237 5 17073 A

Damit gilt o = 3 und z3 = —2. Es folgt also

p(z) =2(zx = 1)(z = 3)(z +2)
Aufgabe 9: Sind die folgenden Funktionen stetig auf ihrem Definitionsgebiet?

a) f(z)= { SOS (z) 2* : ?ﬁrffl{g}

b) f(z) =%+ = auf R\{0,1}
c) f(x) =]z -1+ |z + 1] auf R
d) f(z) = /]a| auf R

{%—1 yr <2

23 auf R

e) flz)=

LOSUNG:

a) Ja! Die Cosinus-Funktion sowie die Funktionen 1 und #? sind stetig auf R\{0}.
Da die Verkettung sowie das Produkt stetiger Funktionen stetig ist, ist cos (%) x?



stetig auf R\{0}. Wir miissen also schauen, ob die Funktion f(z) stetigin 2 = 0
ist. Dazu betrachten wir den Grenzwert von cos (%) 2? fiir z — 0.

1
cos(—)x2§x2—>0 flir x — 0,
x

1
cos <—) 2> -2 =0 firz—0.
x

D.h. cos (%) 2? — 0 fiir  — 0 und somit ist die Funktion f(z) stetig auf ganz
R.

b) Ja! Zunichst wissen wir, dass 22 und 1 — x stetig sind. Thr Nullstellenmengen
sind N,2 = {0} und N,_, = {1}. Aus der Vorlesung wissen wir, dass = stetig
ist auf R\ N,z und ﬁ stetig ist auf R\N;_,. Da sie Summe zweier stetiger
Funktionen auch stetig ist, ist f(z) stetig auf R\{0, 1}.

c) Jal Da die Betragsfunktion auf R stetig ist und die Summe zweier stetiger
Funktionen auch wieder stetig ist, ist f(z) stetig auf R.

d) Jal f(x) 1aBt sich umschreiben zu

F() = Vel = VIl

Die Betragsfunktion ist auf R stetig und bildet auf R{ ab. Da die Wurzelfunk-
tion auf Ry stetig ist und die Verkettung stetiger Funktionen stetig ist, ist f(z)
stetig auf R.

e) Jal %2 — 1 und —% + 3 sind stetig auf R. Da

22 23
——1=1=——+4+3
2 4+

besitzt die Funktion f(z) keinen Sprung an der Stelle z = 2 und ist somit stetig.

Aufgabe 10: Welche der folgenden Funktionen lassen sich an der Stelle x = 1 stetig
ergénzen, welcher Funktionswert ergibt sich:

W fa)= TR ) gy = YL
2
M) = g ) k) =
LOSUNG:
a) Es gilt:
?—3r4+2=(r—1)(r—2)
und daher

TS 0 1 fiir a1
r—1
Also ist die Funktion f(x) an der Stelle z = 1 stetig ergénzbar mit dem Funk-
tionswert

f(1):=-1



b)

Wir beachten, dass

t—1=(Vo—-1) (Vz+1)

gilt und erhalten daher

Ve —1 Ve —1 w1 1 1 1 B
= = - ——=— f — 1.
-1 (Vi—-1(Vz+1) Jz+l Ji+t1l 2 of

Also ist die Funktion g(z) an der Stelle x = 1 stetig ergénzbar mit dem Funk-
tionswert

o) =

Hier gilt:

2 -5 :17—\/5 x+\/5

(r—1)2 z-1 x-1°
Fiir 2 | 1 (z.B. fiir die Folge z, := 1+ 1) ergibt sich:

z—+/5

- 1
r—1 T (1)
5
“\(—>+oo, 2)
;E_

(1) und (2) ergeben zusammen

2 =5
(x —1)

— —oo fiir x| 1.

Fiir 2 11 (z.B. fiir die Folge z, := 1 — 2) ergibt sich dagegen:
-5

— +00 3
r—1 + (3)
z+5 o n
r—1

(3) und (4) ergeben zusammen

2 =5

—_— — fii 1.
1) — —oo fiir 1

Also ist die Funktion A(x) an der Stelle z = 1 nicht stetig ergénzbar. Als
Funktionswert ergébe sich (die Formel ist formal, d.h. symbolisch zu verstehen):
—4
h(l) = — = —o0.

()= =
Man sagt, die Funktion h(z) besitzt an der Stelle z = 1 eine Polstelle ohne

Vorzeichenwechsel.

Die Funktion k(x)

20 — 2 ¥ >
’ { 1 firz>1 ist stetig fiir x # 1 und

2z -2 | -1 fire<l1
hat an der Stelle x = 1 eine Sprungstelle mit einem Sprung der Héhe 2 von —1
auf +1 als Unstetigkeit. Sie ist an der Stelle x = 1 also nicht stetig ergédnzbar.
— Skizze anfertigen!



