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Aufgabe 11: (f,), sei rekursiv definiert durch f; = a, f,41 = a+ f? mit a = %. Wir
wollen nun den Grenzwert bestimmen. Dazu gehen wir wie folgt vor.

a) Man berechne die ersten fiinf Folgenglieder.

b) Man zeige mittels vollstdndiger Induktion, dass die Folge durch i
nach oben beschrénkt ist.

¢) Man zeige, dass die Folge monoton wachsend ist.
Tipp: Zeigen Sie f,11 — fn > 0.

d) Man zeige, dass f, einen Grenzwert besitzt und berechne diesen.

LOSUNG:

a)

3
fl - ? — 0,1875
3 32 32¢4+3% 57
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b) (IA): Firn = 1:
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(IAn): f, < i fireinn €N
(IS): n~n + 1:
Beh.: fni1 < %
Bew.:
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¢) Man betrachte die Differenz f, 1 — f, und zeige, dass diese groer als 0 ist:

fun=fo= 2= fot 55 = (1= 3) (8-3)

Nach Aufgabenteil b) sind nun die beide Terme in den Klammern kleiner als 0
und somit ist das Produkt grofler als 0.

d) Die Folge ist nach oben beschrinkt und zudem (strikt) monoton wachsend.
Somit besitzt sie einen Grenzwert (Satz aus der Vorlesung). Es gilt also lim,, o, f,, =



f und somit:

3
hm Jrog1 = hm 2+ 6

= f:fQ‘i‘E
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Losungen dieser Gleichung sind 1 und 2, wobei zweitere nach Aufgabenteil b)
ausscheidet.

Aufgabe 12: Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz
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Tipp: Zeigen Sie n! < 2 (g)n fiir allen > 1

a)
R v = D O

n=

Die Reihe lasst sich also nach unten durch die harmomsehe Re1he abschatzen
und ist somit genau wie diese divergent.

b) In dieser Aufgabe greifen wir auf den gegebenen Tipp zuriick. Dafiir formen
wir ihn wie folgt um:

n'§2(g> Vn>1
n! 1
@ESQn_l Vn>1

Nun beweisen wie dies per vollstdndiger Induktion:

(IA): n=1:
1! 1
(IAn): 2 < -L; fiirein n € N.
(IS):n~n+1:
Beh.:
(n+1)! < 1
(n_|_ 1)(n+1) — 9n
Bew.:
n—+1)! n+ 1)n! n n n
( nto 1)n! n (12) 1 n< 1 1 "<1
(n+1)+D g (n4 1)) T 2t \p 1) T o2nt 144 ) T oon
Damit gilt fiir die Reihe:
nl = 1 = (1\" 1
SreY =3 (5) ~rr -2
= n=1 n=0 2



Die geometrische Reihe ist eine Majorante und somit konvergiert die betrachtete
Reihe.

¢) Verwende das Quotientenkriterium:

lany|  (n+1)010" 1 1\ "

Somit konvergiert die Reihe.

d) Es handelt sich hierbei um die geometrische Reihe Y .~ ¢* fiir ¢ = % < 1.

Nach Satz 1.14 aus dem Skript konvergiert die Reihe somit gegen 1_1 — — 1. Das
vz

erste Glied der Reihe (also 1) muss abgezogen werden, da der Grenzwert aus

Satz 1.14 fiir Y 77 ¢" gilt.

e) Wir stellen fest, dass alle Folgenglieder > 0 sind und verwenden das Quotien-

tenkriterium:
22(k+1)+1
EICEEy sy B GRS D x? -1
s [T RE D) + DL PR+ 3)k+2) =%
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fiir ein hinreichend grofles k. Somit konvergiert die Reihe.

Aufgabe 13: Bestimmen Sie Supremum und Infimum der folgenden Mengen:
a) A={z| —2<ax <5},
b) B={z|2* <5},
c) C={x|3<2x+5<8}.

Welche Mengen haben ein Maximum bzw. ein Minimum? Schreiben Sie
die Mengen jeweils als Intervall.

LOSUNG:
a) Fir die Menge A = {z| —2 <z <5} gilt:
supA=5=max A

und

inf A= -2,

aber —2 ist kein Minimum von A. Zur Begriindung beachten wir, dass nach
Definition der Menge A gilt:

z <5 firallezc A.

D. h. 5 ist obere Schranke von A. Ausserdem gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein x € A derart, dass

Hh—e<x <5



Denn wir konnen ja zum Beispiel x = 5 — 5 € A wihlen, um die gewiinschte
Ungleichung zu erhalten. Also ist 5 kleinste obere Schranke von A. Da 5 € A,
gilt demnach sogar

max A =5 = sup A.

Entsprechend sieht man die Aussage fiir —2 ein:

e —2 ist untere Schranke von A nach Definition von A.

e —2ist grosste untere Schranke von A, da es zu jedem € > 0 ein z € A gibt
derart, dass
—2<r<-2+c¢.

Wiahle z. B. . = -2 + %

e —2 ist kein Minimum von A, weil —2 ¢ A.
A= (-2,5]
b) Fiir die Menge B = {z | 2% < 5 } gilt:
supB=+v5 und infB=—5,

aber /5 ist kein Maximum von B, weil V5 ¢ B. Entsprechend ist —/5 kein
Minimum von B, weil —v/5 ¢ B. Dazu beachten wir, dass gilt:

B={z|2?<5}={z| —Vs<z <5}

und benutzen die gleiche Argumentation wie in a)!
7— (-
c) Fiir die Menge C' = {z |3 < 2x + 5 < 8 } gilt schliesslich:
3 . .
supC’:maXC’:§ und infC' =minC = —1.

Denn es gilt:
3<2x+5<8 & 0<2x+2<5

&S 2<2xr<3 & —1§x§;,

woraus mit der Argumentation von a) die Behauptung folgt.

-]

Aufgabe 14: Wie muss a gewihlt werden, damit gilt:

h
(2+h)>=2%+ah+o(h) mit O—h)uw?



LOSUNG: Wir rechnen (2 + h)? aus:

(24+n)? = 2+h)*2+h)
= (4+4h+h*)(2+h)
= 8+ 8h+2h*+4h+4h* + h?
= 8+ 12h+6R*+ 13

2
8+ 12 h+ h2(6+ h)
a =o(h)

o =12]!

oder f(x) = a3, f'(x) = 32
f2)=28=8, f(2)=3.-22=3.4=12
= a = 12 (Def. der Ableitung/MWS!)



