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Aufgabe 15: Berechnen Sie die ersten Ableitungen:

a) p(r) = z* — 922 + 4z + 12, b) q(u) = (u? — 5)%
0) r(z) = Yo, d) en(z) = (1+2)".

LOSUNG:
a)
p'(z) = 42° — 18244

Denn: (z") = na™ ! fiir n € N und (af + 89) = af’ + B¢ fir o, € R und
differenzierbare Funktionen f und g.

b)
¢ (r) = [(z* - 5% = 8(2* = 5)" - 22 = 16x(2* — 5)”

nach der Kettenregel: [f(g(x))]' = f'(9(x)) - ¢'(x) und den Regeln in a)!
c)
m@:(_ﬂ—l)’ (VZ 1) VP +1- Va2 — 1 (Va? +1)

= uotientenregel!
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Beachte: va2 — 1 ist nur definiert fiir 22 —1 >0 & 22>1 & |2/ >1 &

z>1oderaxz < -—1.

Beim Ableit it“ a2 — Lin den N (=) = 2 1
eim Ableiten , geri 22 — 1 in den Nenner: (\/xQH) = GErpiavars o also

alles ,richtig® fiir || >1 < x> 1 oder z < —1




nach der Kettenregel!

Bemerkung: Spéater sehen wir:
en(T) = (1 + —) — e” fiir n — 400
Obige Formel legt also
(61’)/ — ex
nahe, da (1+ £) — 1 fiir n — +o00 und = € R beliebig, aber fest.
Problem: Gilt: lim, €}, (x) = (e*) ?

Vertauschen von zwei Grenziibergéngen!

Aufgabe 16: a) Bestimmen Sie die drei lokalen Maxima und die zwei lokalen Minima

der Funktion
W(x) = (2 — 1)

auf dem Intervall [—2, 2].
b) Welche lokalen Extrema ergeben sich fiir die Funktion

f(x) = |2* — 22| ?
Skizzieren Sie jeweils den Graphen der Funktion!

LOSUNG:
a)

W) = (@*-12=2"-222+1>0 VreR.
W(£l) = 1-12*=0!
Wi(x) = 2(2*-1) -2z =4dx(2* - 1) =4daz(z — 1)(z + 1)

4o — dx

Nullstellen von W': = —1,2 = 0,2 = +1.
i)
wW'(0)=0.
O<h<l= 0<h®’<1l = W(h)=4h(h*-1)<0
~1<h<0 = 0<h’<1l = W(h)=4_h (R*—-1)>0
N ———

<0 <0



D.h. fir =1 < h < 0ist W/(h) > 0, d.h. Steigung der Tangente an den
Graphen von W im Punkt (h, W (h)) ist positiv, W/(h) =0 ~» horizontale
Tangente, dann W’(h) < 0 fir 0 < h < 1 ~» Tangentensteigung negativ.
= W(0) =1 liefert lok. Maximum.
Entsprechend:
if)
W'(+£1) =0

W/ (£1+£h) = 4(£1+£h)((£1E£h)*—1)
= 4(F1+h)(1£2h+h*—1)
= 4(+14h)(h* £ 2h)

4(+£1 4 h)h(h £ 2)

+ -Fall:
W'(14+h) =4(14+ h)h(h+2) >0 fiir h >0

W'(1—h)=4(1-h)h(h—2)<0fir0<h<1!
— -Fall:

W' (=14 h) =4d(—1+ h)h(h—2) =4(h — Dh(h—2) > 0 fir 0 < h < 1

W’(—l—h)
W (+1) =

iii) Wegen W (z) = ' (1 — % + L) gilt

4(—1—h)h(h+2) = 4(=1)(1+h)h(h+2) < 0 fiir 0 < h(< 1)!
01

liefern lok. Minimal

W(x) — 400 fiir x — £o0!
W(£2) = (4 —1)? = 3* = 9 — Maxima auf [-2,2]!
Beachte: W (+£2) = 9 sind Randextremal

W'(2)=4-2.3=24>0, W (-2)=—-24<0!

Alternativ kann man die Art der Extrema im Innern des Intervalls auch wie
folgt bestimmen:

W(£l) = 0 (s.0.)
W) =1
W"(x) = 122° —4 =4(32° — 1)
W(+£1) = 12.1-4=8>0
wW"0) = —-4<0
W'(£1) = 0und W"(£1) =8> 0 = =1 liefert lok. Min. (Schule!)
W'0) = 0und W"(0) =—-4<0 = 0 liefert lok. Max.

flz) = [2° 22| >0 VzecR
|z (z = 2)]

= f(0)=0=f(2)



Erwarten: z =0, x = 2 liefern Minima!

Um die Funktion f(x) mit Fallunterscheidung zu schreiben, schauen wir uns die

Ungleichung
r? — 21 >0 & r(x—2)>0

an. Sie ist erfiillt in den folgenden beiden Féllen:

x>0 und x> 2

und
z <0 und r <2,

d.h. in den Féllen x > 2 bzw. z < 0. Da diese beiden Félle nicht ganz R

abdecken miissen wir drei Félle unterscheiden.
2?2 —2x =x(x—2) firx>2
flx) = —2*+2z=(—z)(z—2) fir0<z<2
22 =2z =x(x—2) fiirzx<O0

2 —2=2(x—1) firx>2
= fllz)=¢ —20+2=(-2)(x—1) fir0<z<2
20 —2=2(x—-1) firz<0

Problem: f nicht differenzierbar in x = 0, z = 2 wegen Betrag!

Man erkennt aber: f'(z) =0 & z =1

f(1)=0, fl(1+h)=(-2)h<0fir h>0
f(A1=h)=(=2)(-h)=2h>0fir0<h<1
= f(1) =1 lok. Max.
ii) f(0)=0
O0<h<1l f(h)=h(h—2)]=(=h)(h—2)
f'(h) = (=2)(h=1) >0
—1<h<0 f(h)=h(h—-2)
f'(h)y=2h—-1)<0
= f(0) =0 lok. Min.

O<h<1l fl24+h)=22+h—-1)=2(1+h)>0
f2=h)=(=2)2-h-1)=(-2)

= f(2) =0 lok. Min.
Wegen f(z) = |22 — 2z| = 2?|1 — 2| — +oo fiir z — Fo0 gilt:

r>2 : f(r)=2*—2r ~ Parabel
0<z<2 : f(r)=—2"+21r ~ Parabel
r<0 : f(r)=2>—2r ~ Parabel

Beachte: f’ springt bei z = 0 von —2 auf 2 und bei x = 2 ebenfalls von —2

auf 2.



Aufgabe 17: Die Sinus-Funktion ist gegeben durch die Reihe

sin(z) = ;(—WW.

Beweisen Sie, dass diese Reihe fiir alle x € R konvergiert. Benutzen Sie
fiir den Beweis das Quotientenkriterium.

LOSUNG: Zuerst nennen wir die Summanden a,,, so dass sich die Reihe schreiben 14t
als

0 2n+1
;(_1) @n+1) Z fin-

Da die Voraussetzung fiir das Quotientenkriterium fordert, dass a,, # 0 fiir n > N
mit n € INy miissen wir zwei Félle unterscheiden:

i) Fall z = 0: Da

> 02n+1
(1
; (2n+1)!

ist die Konvergenz der Reihe in diesem Fall kein Problem.

ii) Fall z # 0:
In diesem Fall gilt grundsétzlich a,, # 0. Des Weiteren gilt
a1 z2(nHD+1
‘an—i-l‘ ‘(_1) i (2n+1)! |

A S

23 (2n + 1)!
(2n + 3)! x2n+l

$2

(2n+2)(2n + 3)

$2

4n? 4+ 10n + 6

x2

< |2
—  |4n?
1

< = fiir n>ax
S ] >

Fiir jedes x € R mit z # 0 148t sich also ein n € INy finden, fiir das

’an+1’

fiir n>
||

<

A~ =

gilt. Damit konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.



Aufgabe 18: Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion, d.h. die Funktion
f selber ist differenzierbar und ihre erste Ableitung f’ stetig. Welche
Aussagen sind richtig?

a) Gilt f'(z) > 0 fiir alle z, dann hat f an der Stelle z = a ein
Minimum.

b) Ist f streng monoton wachsend, dann gilt fiir alle = die Ungleichung
f'(z) > 0.

c) Hat f ein Minimum an der Stelle o mit a < zo < b, dann gilt
f’(l’o) = 0.

d) Hat f ein Minimum an der Stelle xy € [a, b], dann gilt f'(z¢) = 0.

e) Wenn f(a) = f(b) gilt, dann existiert ein £ € (a,b) mit f'(£) = 0.

f) Wenn f(a) = f(b) gilt, so ist f entweder konstant oder es gibt
ein £ € (a,b), so dass f an der Stelle £ ein Maximum oder ein
Minimum hat.

LOSUNG:

a) Jal
f'(x) >0 fur alle x € [a,b] = f ist streng monoton wachsend =- Beh.

b) Nein!
f(x) = 2? ist auf [—1, 1] streng monoton wachsend, aber f'(0) =0 (f'(z) > 0
folgt aus dem Mittelwertsatz, jedoch nicht f'(x) > 0)
c) Jal
siehe Vorlesung.
d) Nein!
sieche a): ¢ konnte a oder b sein.
e) Jal
Satz von Rolle.

f) Jal
Vgl. Beweis zum Satz von Rolle.



