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Aufgabe 19: Betrachten Sie die folgende gewohnliche Differentialgleichung:
y'(x) +4y'(x) + 5y(x) = cos(3)
Zeigen Sie, dass

2 [ey cos(a) + ez sin(a)] + = sin(3x) — — cos(3a)

y(w) = e 10 40

eine Losung dieser Differentialgleichung ist. Hierbei sind ¢; und ¢y zwei
beliebige Konstanten aus R.

LOSUNG: Zunéchst sind die erste und die zweite Ableitung auszurechnen.

y(x) = e " [c1 cos(x) + cysin(x)] + % sin(3z) — % cos(3x)

Y (2) = e **(=2) [c1 cos(z) + ez sin(x)] + e > [~y sin(x) + ¢o cos(w)]

3 1.
+ 0 cos(3x)3 + 0 sin(3z)3

y'(x) = e **4 ¢ cos(z) + cosin(z)] + e 2“4 [—¢; sin(x) + ¢ cos(w)]
+ e #(=2) [—ey sin(z) + ¢y cos(z)] + e [—c; cos(z) — ¢ sin(z)]
3 1.
10 cos(3x)9 + 0 sin(3x)9
Damit gilt:

y'(x) + 4y (z) + 5y(z) = e > [4ey cos(x) + 4egsin(z) + 2¢; sin(z) — 2¢; cos(z)
+ 2¢q sin(x) — 2¢5 cos(x) — ¢ cos(x) — co sin(z)
— 8¢y cos(x) — 8cgsin(x) — 4eg sin(zx) + 4ey cos(z)
+ 5¢; cos(x) + e sin(z)]
) 27 12 15 9 36 5
+ sin(3x) [_E + 10 + E] + cos(3z) {E + 0 E]
= cos(3z) v
Aufgabe 20: Die Funktionen fi, fo, fs, ..., fn seien stetig differenzierbar. Zeigen Sie
durch vollstdndige Induktion die Formel (Produktregel fiir n - Faktoren):

(fl'fZ'fE ..... fn)’ = f{f2f3 ..... fn
tho Sy S
th b Sy fa

Tipp: Wie lautet die Formel fiir n = 3 und wie kann sie auf den Fall
n = 2 guriickfithren? Der Induktionsschritt im allgemeinen Fall 148t sich
dann entsprechend durchfiihren.

LOsuNG: (TA):n=2:
(fi-fo) = f1- fo+ fi- [y Produktregell — Vorlesung/Skript!

Zwischenbemerkung (nach Tipp): n = 3:
(fi-fo-f3) =f-fa- ot fi-fo ot fi-forfs




Beweis: Setze: fi1 - fo=:¢g

= (fi-fa-f3) = (9-fs)
g f3+g-f3 (Produktregel!)
= (fi- ) fs+fi-forfy
= (fi-fot+fi-fo) fs+ fi-forf3 (Produktregel!)
= fi-fa-fsth-fo-fs+h-forfs V

(IAn): Formel ok. fiir n € N:
(freooof) =fforo ot i S

(IS): n~»n+1:
Beh.:

(flfnfn+1)l:f{f2fnfn+1++f1f”f’f,l"rl

Beweis: g:= f1-...- fa

(freooo fu for1) = (9 farr)

= g'-fn+1+g-f7’l+1 (Produktregel!)

= (fi-forooo ) fon H Ao for oo e foa

= (fi-foriiifat ot S S fo) S F i for oo o o
Fleforooi foe fasn

+ fi-fo S far o+
+ fioo fl fan
+ ficforoi o frn ¥V aed
Folgerungen:
a) (f(x)) =n-fO V() f'(x)
(filz) = fa(z) = ... = fulz) = f(2))
b) (a") = na"!
(

Aufgabe 21: Die an den Graphen der Funktion f(z) = 1 (z > 0) im Punkt (zo, f(0))
gelegte Tangente bildet mit den Koordinatenachsen ein Dreieck. Man
zeige, dass der Flacheninhalt des Dreiecks unabhéngig von der Wahl von
xo ist und gebe diesen konstanten Wert des Flidcheninhalts an!

LOSUNG:

e Losungsidee: Katheten des rechtwinkligen Dreiecks = Achsenabschnitte x4,y

1 1
o Tangentengleichung: y = t(x) = f(zo) + f'(@o)(x — 20) = — — (. — x) =
Zo T
2 x "
rg al
: : : 2 0 2
e Tangente schneidet y-Achse in (0,y4) mit y4 =£(0) = — — 5 = —
Zo Ty o
e Tangente schneidet z-Achse in (x4,0) mit 0 = t(z4) = — — x—‘;‘ = T4 = 279



1 1 2
e — Fldcheninhalt = —x y4 = = - 229 - — = 2 = const.
2 2 Zo

Aufgabe 22: Zeigen Sie, daB fiir die Funktionen
1 B ) 1 _
coshz = §(ex +e ) und sinhz = 5(6” —e )

gilt:

a) (coshzx) =sinhz, b) (sinhz) = coshuz,

¢) cosh’z —sinh®*2 =1 fiir alle 2 € R.

Tipp(zu c)): Erinnern Sie sich hierzu an die Herleitung der Formel
cos? z + sin® x = 1!

LOSUNG:

a)

(coshz) = (%(ew + e””)) = %(e"” +e - (-1)) = %(em —e*) =sinhzx

xT

Ableitung mit Kettenregel und (e”) = e
b)

(sinhz)" = <%(e’” - e_z)> = %(em —e " (—-1)) = %(ez + e *) =coshx

xT

Ableitung mit Kettenregel und (e*) =e

c)
f(z) :=cosh’z —sinh®z, f(0) =1, da

1 1 1
cosh 0 = §(eo+€_0) = 5(1 +1)=1, sinh0 = 5(60 —e 9 =0.

f'(z) L) 9 coshz - sinhz — 2sinhzcoshz =0 Vo € R.

= f(r)=const VzeR = f(z)=1 VzeR, da f(0)=1.



