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Aufgabe 23: Berechnen Sie die ersten beiden Ndherungen der folgenden Funktionen
nach dem Newton-Verfahren z, ., := z, — J{c,(é’;)), (n € IN).
a) Fiir die affin-lineare Funktion f(x) = 2z + 6 im Intervall [—4, 0] mit
ro = —1 als Startwert.
b) Fiir die quadratische Funktion ¢(z) = z*> — 4 im Intervall [0, 3] mit
zo = 1 als Startwert.
c¢) Fiir die kubische Funktion k(x) = 2® — 52% — 2z + 24 im Intervall
[—3,4] mit zo = 1 als Startwert.

LOSUNG:

a) Um das Ergebnis nach den ersten beiden Iterationen mit der wirklichen Null-
stelle vergleichen zu kénnen, berechnen wir diese zuerst auf herkémmliche Weise:

fz)=0 & 20+6=0 < [z=-3].

Nun zum Newton-Verfahren:

fl)=2z+6, fl(x)=2>0

Startwert xg = —1
o fl@) o f(=1)
= I = Iy f/(xo) - f/(—l)
= —1—%2—1—2:—3.
T2 = xl_;/((i‘ll)):— _@2—3,daf(—3):0!
= T1 =Ty =x3=...=x, fur allen > 1

b) Auch diesmal berechnen wir zuerst die Nullstellen, um einschétzen zu kénnen
wie gut das Ergebnis des Newton-Verfahrens nach zwei Iterationsschritten ist.

0=qr) & 22 -4=0 & (2+2)(2-2)=0 & x,=-2, 15=2.

() =2 -4, ¢(z) =22 >0in [0, 3]



Startwert xg =1,

q(1) = 1—-4=-3
q¢(1) = 2
q(zo) -3 3 5
= — _ — 1 _ = —
= N ¢ (o) 2 t373
25 25 —-16 9
q(x1) = q(5/2)=— —4= = -

5 9/4 25-2-9/4
¢(x) 2 5 10
25—-9/2 50-9 41

= = _—:2
10 20 20 05

q(zy) = 2,052 —4 =4,2025 — 4 = 0,2025
¢ (z3) = ¢(2,05)=2-2,05=4,1

~ 2,00060975 . ..

k(r) =2 -5 =20 +24 = (2 +2)(z — 3) (v — 4) = (z + 2)(2* — Tz + 12)

K () = 32* — 10z — 2
O0=k(z) & 11=-2, 29=3, x3=4.
Startwert g =1,
k(1)=1-5—-2+424=25—-7=18
K(1)=3-10—2=3—-12=—9
T Zo /{;/(]}0> 9 + 9 +
= 1y = x1, dak(z) =k(3) =

Wie bei a) z, =2, 1 =... =23 =29 = 21!
Nullstelle schon erwischt!

Aufgabe 24: Zeigen Sie, dass gilt:

sin (z 4+ y) = sin () cos (y) + cos (z) sin (y) fiir alle z,y € R,
und  cos (x4 y) = cos (z) cos (y) —sin (z)sin (y) fir alle z,y € R.

Tipp: Vergleichen Sie hierzu die Herleitung der Formel e*t¥ = e* - e¥
aus der Vorlesung und definieren Sie

g(x) = sin(z +y) — (sin (z) cos (y) + cos (z) sin (y))
h(x) = cos(x + y) — (cos (x) cos (y) — sin () sin (y) .)

Betrachten Sie beide Gleichungen gemeinsam und verwenden Sie: Gilt
fiir zwei Funktionen g(x) und h(x): g(x)*+h(z)? = 0, dann folgt g(x) =
0 und h(z) = 0.



LOSUNG:
g(x) :=sin (x 4+ y) — sinx cosy — cosx siny

g(0) = siny—0—siny-1=0, da cosO=1, sin0 =0

g (x) = cos(x+y)—coszcosy+sinzsiny
h(x) := cos (x +y) — cosxcosy +sinzsiny = ¢'(z) !

h(0) = cosy—cosy+0, da cosO0=1, sin0=0

h'(z) = —sin(zr+y)+sinzcosy + coszsiny
= —g(@)
Zusammen haben wir ¢’ = h und &' = —g. Wir zeigen nun ¢?(z) + h*(x) = 0 fiir alle

r e R.

Fiir z(z) := g*(x) + h*(z) gilt 2(0) = 0 (s.oben).

und 2’ = 2gg’ + 2hh =2(gh — hg) =0 = z(xz) =0!
= ¢(z) =0 und h(z) =0 = Beh.!

Aufgabe 25: Faltet man ein Stiick Papier im DIN-Format mehrfach langs einer Mit-
tellinie, so liegen erst zwei, dann vier Schichten iibereinander. Es wird
dabei immer kleiner und dicker. Wie oft miisste man es falten konnen,
um einen Turm zu erhalten, der bis zum Mond reicht? (Entfernung des
Mondes: 384000 km, Papierdicke 0,2 mm)

LOsunG: Nach n faltungen haben wir eine Papierdicke von 0, 2 - 2" Millimetern. Wir
16sen daher die Gleichung

384000000000 = 0,2 - 2"

und erhalten
1,92-10% =2

Mithilfe des Logarithmus erhalten wir dann

log(1,92 - 10'%)
n =
log(2)

Nach 41 Faltungen ist die gesuchte Hohe erreicht (auch wenn das Experiment natiirlich
nicht durchfithrbar ist).

~ 40, 80



