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Aufgabe 42: Rechnen Sie nach, dass sich die Determinante einer Matrix A € R*? mit
folgender Regel berechnen lésst:

ail G2 013
det Q21 G22 (23 = (11022033 + Q12023031 + Q13021032
az1 az2 asg
—a31a22013 — 32023011 — 433021012

LOsuNG: Um die Regel nachzurechnen, entwickeln wir die Determinante nach der
ersten Spalte
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det A = Z(—l)iﬂaudetflﬂ
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= (~1)"lagdet [ 2 9% ) 4 (C1)PHay det | 128
( ) 1 az2 as3 ( ) 21 Q32 a3z
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+(—=1)*"as; det
( ) 31 Q22 Qa23

_ 141 2+1
= (—1) a11(a226l33 - a32a23) + (—1) Cl21(0l12a33 - a32a13)
3+1
+(_1> CL31(CL126L23 - a22a13)
= (11022033 — Q11032023 — 21012033 + G21032013 + A31A12023 — A31022013
= Q11022033 + G12G23031 + A13021032 — Q31022013 — A32A23011 — A330A21A12
Achtung: Die Berechnung von 4 x 4-Determinanten funktioniert nicht vollig analog,

hier ergeben sich insgesamt 24 Summanden (mit einer nicht ganz so regelméfBigen
Struktur) mit je 4 Faktoren.

Aufgabe 43:  a) Man bestimme f, und f, fir f(z,y) = 5 — 5.

b) Man bestimme [, ., fy4, fzy und f, . fiiv f(z,y) = 22% — bry +y°
und f(z,y) = sin(3x) cos(4y).

Hinweis: Dabei ist f, die partielle Ableitung nach z, f,, die zweite
partielle Ableitung, wobei zuerst nach z und danach nach y abgeleitet
wird usw.

LOsUNG:
a) fu(z,y) = y% + i—%’ und f,(z,y) = _;12 — i_:g
b) Fiir die erste Funktion gilt f,(z,y) = 42 =5y, fy(v,y) = 2y =52, fou(w,y) = 4,

fvaJ(x?y) = 2 und fﬂc,y(xay) = fy,z(xay> — _5'

Fiir die zweite Funktion gilt f,(z,y) = 3 cos(4y) cos(3z), f,(x,y) = —4sin(3z)sin(4y),
Joz(z,y) = —9cos(4y) sin(3x), f,,(x,y) = —16sin(3z) cos(4y) und schlieBlich
Jow(@,y) = fyz(x,y) = —12sin(4y) cos(3z).



Aufgabe 44: Gegeben sind die Funktionen
a) f(wy,w2) = af + 23
b) g(x1,m5) = Jat + 3

Zeichnen Sie die 1—Niveaulinie. Berechnen Sie die Gradienten der Funk-
tionen an den vier Stellen der Form (x4, 0), (0, z2) und an den vier Stellen
der Form (xy, x;), (x1, —x1), die auf der 1—Niveaulinie liegen. Skizzieren
Sie jeweils die 8 Gradienten als Vektoren, die in den zugehérigen Punk-
ten starten.

LOSUNG:
a) Die 1—Niveaumenge ist gegeben durch
Ni(f) = {(21,22) € R?| f(1,20) = 2} + 25 = 1}

und ist ein Kreis mir Radius 1.
Die Stellen, an denen der Gradient berechnet werden soll werden wie folgt er-

mittelt

f(z1,00=1 < 21=1 & 2,=—1oderaz =1,

f(0,z)=1 <& a3=1 <& a9=—1oderz =1,

1 1 1
=1 & 22422=1 & ’=- & =——od - —
f(zq, 1) ri+a] 7= 5 T 7 oder 7
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flxy,—r) =1 & 224+(-1)=1 & 2i= 5 € mi= 7 oder z; =

Der Gradient der Funktion f an der Stelle (z1,x2) ist

arad f(21,22) = ( 20 ).
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gradf(%r%) = ( _\{/55 ) , gradf(—%,%) = ( _\/\?)
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b) Die 1—Niveaulinie ist gegeben durch

1
Ni(g) = {(x1,22) € R? | g(a1,22) = Zx% +ay =1},

1
9(z1,0) =1 < Zx%zl & 1 = —2 oder xy = 2,

2

9(0,29) =1 & ax5=1 <& wx3=—1oderazy=1

Bei N;(g) handelt es sich also um eine Ellipse mit den Halbachsen 2 und 1.
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g(x,11) =1 & Zx%+$% =1 & 1= :
1 2 2 2 4
gler, —m) =1 & Jait(-n) =1 & ai=<

Der Gradient der Funktion g an der Stelle (z1, z3) ist
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