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Ubungsblatt 2. Abgabe am 25. Oktober vor der Vorlesung.

Bitte beachten: Die Abgabe der I“Jbungsbléitter soll in Gruppen von jeweils
3 Studierenden erfolgen.

Aufgabe 1. a. Berechnen Sie die QR-Zerlegung folgender Matrix mittels
Householder-Transformationen:
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Geben Sie Q, R sowie die verwendeten Householder-Transformationen an.

b. Nutzen Sie die QR-Zerlegung aus Aufgabenteil a) um Aufgabe 3¢) von Ubungblatt
Nr. 1 nocheinmal zu l6sen.

(342 Punkte)

Aufgabe 2. (Kondition des linearen Ausgleichsproblems I)
Essei A € R™*"™, b e R™, m > n und A habe vollen Rang n.

a. Zeigen Sie, dass die relative Konditionszahl fir die Abhdngigkeit von b des QR-
basierten Losungsverfahrens fiir das lineare Ausgleichsproblem

min|| Az — b||2

durch ~(R) beschréinkt ist, wobei ¢ der Winkel zwischen b und im(A) ist und E(R)

cos ¢
die relative Konditionszahl von R bezeichnet.

b. Vergleichen Sie Thr Ergebnis aus Aufgabenteil a) mit der relativen Konditionszahl
fiir die Abhdngigkeit von b des Losungsverfahrens mittels Normalengleichung.

Hinweis: Die relativen Konditionszahlen sind hier im Bezug auf die euklidische Norm
|I||2 definiert.
(343 Punkte)

Aufgabe 3. Sei a € [0,27). Zeigen Sie, dass
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eine orthogonale Matrix ist und bestimmen Sie ggf. vorhandene (reelle/komplexe) Eigen-
werte.

Ist jede orthogonale 2 x 2-Matrix von dieser speziellen Gestalt?
(2 Punkte)



Aufgabe 4. (Kondition des linearen Ausgleichsproblems II)

Es sei A € R™*™ b € R™, m > n und A habe vollen Rang n. Im Folgenden definieren
wir die Konditionszahl x(A) fiir solche nicht-quadratische Matrizen als

max| |1 || Az||
A== ——M—
~4) mingj,— || Az||

a. Zeigen Sie, dass obige Definition der Konditionszahl fiir invertierbares A mit der
alten Definition aus der Algorithmischen Mathematik I/II {ibereinstimmdt.
Zeigen Sie ferner, dass k(A) = k(R) gilt, wobei A = QR die reduzierte QR-
Zerlegung von A ist.

b. Die relative Konditionszahl des linearen Ausgleichsproblems fiir die Abhdngigkeit
von A, d.h. die relative Konditionszahl der Abbildung

g :R™" 5 R A 2yin(A) := argmin|| Az — b||3 = (AT A)~1 ATD,
z€R™
ist definiert durch

A
'%Ausgl(A) = H ||2

Zeigen Sie, dass

[AZmin(A) — bl
KAusel(A) < k(A) + k(A)?
e [A[l2/|2min (A)ll2
gilt, wobei k(A) die Konditionszahl der Matrix A (siehe oben) bezeichnet.

Hinweis: ||-||2 steht hier simultan fiir die euklidische Norm von Vektoren, die induzierten
Matrixnormen bzw. die von diesen Matrixnormen induzierten Normen auf Rdumen li-
nearer Abbildungen zwischen Matrizen.

c. Zeigen Sie
| AZmin(A) — b2

|Al2]|2min (A)ll2
wobei ¢ der Winkel zwischen b und im(A) ist.

Interpretieren Sie dies im Bezug auf b).

tan ¢ >

(24342 Punkte)



