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NORMIERTER VEKTORRAUM

Sei X ein R-Vektorraum. Dann heif3t die Abbildung ||-|| : X = R
Norm auf X, falls fuir alle x, y € X und alle o € R gilt

o [[x||=0<x=0

o ||ax|| = |al||x]| (Homogenitat)

o [[x+yll <|x|l+ |yl (Dreiecks-Ungleichung)
Hieraus folgen die weiteren Eigenschaften

o ||x|| > o0firallex#0

o [[IxIl = llylll < lx + yll

Falls fiir alle x, y # 0 € X fir die |x + y|| = ||x]| + ||y]| gilt, folgt
dass g = \f, so heifdt X streng normiert bzw. ||| eine strenge Norm.



VOLLSTANDIGKEIT

CAUCHYFOLGE

Eine Folge (xn)nen heifit Cauchyfolge, falls gilt

Ve>0 INEN Vmn>N |um—un <e

VOLLSTANDIGKEIT

Ein normierter Vektorraum (X, ||-||) heif3t vollstandig, falls jede
Cauchyfolge (xp)nen in X (gegen ein x, € X) konvergiert.



BEST-APPROXIMATION

ProxiMmum

Sei (V,||-||) ein normierter Vektorraum, T C V eine beliebige
Teilmenge. Zu einem beliebigen Element v € V bezeichnet man ein
Element t € T als beste Naherung oder Proximum zu v, falls fiir
jedes Element s € T gilt

v =t < lv—sl

Die Existenz eines solchen t ist nicht selbstverstandlich!

APPROXIMATION IN NORMIERTEN VEKTORRAUMEN

Ist U C V ein endlich-dimensionaler linearer Unterraum des
normierten Vektorraums V, dann existiert zu jedem Element v € V
ein Proximum u € U.

Ist V streng normiert, dann ist das Proximum u € U in einem
beliebigen endlich-dimensionalen Unterraum an ein beliebiges

v € V eindeutig bestimmt.



INNENPRODUKT/SKALARPRODUKT &@ ORTHOGONALITAT

Eine Abbildung (-,-) : V X V — R iiber einem R-Vektorraum V
heifit Innenprodukt oder Skalarprodukt auf V, falls fur alle f, g € V
und alle o, 5 € R gilt

° {f,8) = (&f) (Symmetrie)
o (af +pBg, h) = alf,h) + B(g, h) (Linearitat)
o (f,f) >0furallef #0 (Definitheit)

Eine Abbildung die nur die ersten beiden Bedingungen erfullt heifit
symmetrische Bilinearform.

ORTHOGONALITAT
Zwei Elemente f # 0 und g # 0 heiflen orthogonal zueinander, falls
gilt (f,g) = 0.

INDUZIERTE NORM
Ein Innenprodukt (-, ) : V x V — R induziert eine Norm |||| auf V

vermoge
= V{5



CAUCHY-SCHWARZSCHE UNGLEICHUNG

CAUCHY-SCHWARZSCHE UNGLEICHUNG

Fir ein Innenprodukt gilt die Ungleichung

<f’ g>2 < <f’f> ’ <g7 g>
Sei g # 0, dann gilt fir alle o € R

0< <f - Oég,f - ag> = <f=f> - 2a(f,g> + a2<g7g>

_ 8

@ erhalt man

Wahlt man nun o

(f.8)°

OSUJ%_@m




RAUME

BANACHRAUM

Ein vollstandiger normierter Vektorraum heifit Banachraum.

PrRA-HILBERTRAUM

Ein Vektorraum mit Innenprodukt heifit Pra-Hilbertraum.

HIiLBERTRAUM

Ein Vektorraum mit Innenprodukt, der vollstandig ist, heif3t
Hilbertraum.



BEST-APPROXIMATION IN PRA-HILBERTRAUMEN

CHARAKTERISIERUNGSSATZ

Sei (V, (-, -)) ein Pra-Hilbertraum mit der induzierten Norm und U
ein endlich-dimensionaler Unterraum. Dann ist u € U genau dann
das eindeutige Proximum an v € V, wenn fir alle w € U gilt

(v—u,w)=0

Sei (v — u,w) = 0 fiir alle w € U. Betrachte w = u+ w’ € U. Dann
gilt
lv = wl* =llv —u—w]*=lv—ul® + W]
Sei u das Proximum. Angenommen es gibt ein w* € U, so dass
(v — u,w*) = ¢ # 0. Betrachte W := u + c%. Es gilt

IIW*II
2c c?

lv = w|f* = [lv — ul|* - (Whv—u)+1—p5
w7 w12

Und somit
v —w[* < [lv—ul)?



NORMALENGLEICHUNG

Sei U aufgespannt durch die Basis {wy, ..., wy}, dann gilt fir das
Proximum u = 3% a;w; dass sein Koeffizientenvektor i = (o)
die Normalengleichungen

N N
f — Zaiw,-, wj) =0 bzw. Zoz,-(w;, wj) = (v, wj)
i=1 i=1

fur alle j = 1,..., N erfillt.

GRAMSCHE MATRIX
Die Matrix

G:= (Gl mit Gij:= (wi, w)

heilt Gramsche Matrix zur Basis {w1, ..., wy}. Diese ist
symmetrisch positiv definit.



ORTHONORMALBASIS

ORTHONORMALBASIS

Eine Basis {v1, ..., v} des endlich-dimensionalen Unterraums

Vn C V heif3t Orthogonalbasis, falls fiir alle i = 1,..., N und alle

j # igilt (vi,v;) = 0. Gilt zudem ||v;|| = 1firallei=1,...,Nistes
eine Orthonormalbasis. Die Gramsche Matrix zu einer
Orthonormalbasis ist die Identitét.

EIGENSCHAFTEN (FOURIERKOEFFIZIENTEN)

Sei {v1,..., vy} eine Orthonormalbasis des endlich-dimensionalen
Unterraums Vy C V.

O Fiiralle f € Vy gilt die Entwicklungsformel f = S"N (f, v;)vi.
@ Fur alle f € V) gilt der Satz von Pythagoras
IFIl = S0 4F, v
@ Die Best-Approximation fy € Vi zu beliebigem f € V ist
gegeben durch fy = SN (f, vi)v;.
Q Fiir alle f € V gilt die Besselsche Ungleichung

(o) < IFIP



BEWEIS

Q f € Vy, daher f = Ef; a;vi. Somit gilt
N N
/> S <Z Q;Vi, Vj> = ZO[,‘<V,‘, Vj) = O[j
i=1 i=1
@ Hieraus folgt auch mit ||f|| = (f,f)* = <Z, 1 Qi ZJN:1 ozjvj>

N N
\f[l = ZO‘/ Zaj (Vi vj) Z Z(fa vi)?

=1

© Die Gramsche Matrix ist die Identitat.
© Es gilt offensichtlich

0<lf - Z(f viyvill* = HfH2—2Z(f i)+ ) (f,vi)?



GRAM-SCHMIDT-VERFAHREN

Der folgende Algorithmus berechnet zu den linear unabhingigen Vektoren {w, ..., wy} ein
Orthonormalsystem von N normierten, paarweise orthogonalen Vektoren, das denselben
Untervektorraum erzeugt.

Die einzelnen Vektoren {vi, ..., v} des Orthonormalsystems erhilt man, indem zuerst
jeweils ein orthogonaler Vektor berechnet und anschlieflend normalisiert wird:

wi

o= T (Normalisieren des ersten Vektors wq)

v, = w2—(wo,v1) v (Orthogonalisieren des zweiten Vektors w,)
/

v, = H:—Z/H (Normalisieren des Vektors vj)
2

vi = wi— (ws,vi) - vi— (w3, )1 (Orthogonalisieren des dritten Vektors ws3)
’

v; = H:3,H (Normalisieren des Vektors v})
3

vy = Wy — Zf\:] (wn, Vi) - vi (Orthogonalisieren des N-ten Vektors wy)

W = H:’)/” (Normalisieren des Vektors vy
N

HiNwEIS

Orthogonalisierungsverfahren sind teuer!
Das Gram-Schmidt-Verfahren ist nicht robust gegen
Rundungsfehler!



