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Aufgabe 1. (Skalarprodukte, Gramsche und positiv-definite Matrizen)

Es sei X ein reeller n-dimensionaler Raum. Gegeben seien zwei Skalarprodukte (auch
'innere Produkte’ genannt) (-,-) und [-,-] auf X und eine Basis {gi1,...,9,} von X.
Ferner seien o = (aq,...,a,)" und 8 = (B1,...,Bn)" zwei Vektoren. Zeigen Sie:

a) Die Gramsche Matriz G € R™" zum Skalarprodukt (-, -), mit

<Z @i, Z Bigi) = aTGpB
=1 =1

ist eindeutig definiert, symmetrisch und positiv-definit.

b) Es existiert eine Matrix A € R™*" mit
O igi Y Bigi) = (Aa)" (AB).
i=1 i=1

c) Es gibt eine lineare Abbildung S € £(X, X) mit

[z, y] = (Sz,y).
Die Abbildung S ist invertierbar.
d) Es gibt eine lineare Abbildung 7' € £(X, X) mit

[,y] = (T'z,Ty).
(6 Punkte )

Aufgabe 2. (Gerade und ungerade polynome)
Eine Funktion f: R — R heisst

gerade, falls f(z) = f(—z), VzeR
ungerade, falls  f(—z) = —f(z), VzeR.

Wir bezeichnen mit P"[—a, a] den Raum der Polynome bis zum Grad n auf [—a,a]. Es
sel w(z) eine gerade, nicht-negative Funktion (Gewichtsfunktion). Dann ist ein inneres
Produkt auf P" gegeben durch

a

(f,9) = | [@)glx)w(x)de, Vf g€ Pnl-a,al.

—a



a) Zeigen Sie, dass durch
G"={f € P"l—a,a]: [ gerade}

und
U" ={f € P": g ungerade}

Untervektorraume von P"[—a, a] definiert sind. Zeigen Sie ausserdem, dass

f J_<.7.> g=0, VfelU"Vgeg".

b) Zeigen Sie, dass die Gramsche Matrix G™ zum Skalarprodukt (-,-) Blockdiago-
nalgestalt hat, wenn wir die Monome aus P™ so anordnen, dass zuerst die geraden
und dann die ungeraden kommen, also

[bo bn}:[l 22 ot oz 2P ]

c) Berechnen Sie die Gramsche Matrix mit der Umordnung der Monombasis wie in b)
fira=1n=4w=1.
(3 Punkte )

Aufgabe 3. (Gram-Schmidt und QR Zerlegung)

Hinweis: Die QR Zerlegung einer Matrix A € R™*" ist eine Zer-
legung der Form

A=QR,

wobei () eine orthogonale Matrix und R eine obere Dreiecksmatrix ist.
Die QR Zerlegung existiert auch fir komplexe Matrizen. In diesem
Fall ist () eine unitdre Matrix.

Sei A € R™™ eine regulare Matrix mit den Spaltenvektoren aq,...,a, € R™. Mit
q1,---5qn € R™ bezeichnen wir die durch das Gram-Schmidt-Verfahren gewonnene Or-
thonormalbasis, d.h.

j—1

- r .
qj:aj—z<aj,qk>qk, und gj = 7——¢;, firj=1,...,n.
2 A

a) Essei R = [r;;]{;,_; € R"™" die obere Dreiecksmatrix mit

<a3,%>, fur: < ]
rij =9 [gll2, firi=j

0, sonst

Zeigen Sie, dass R bereits die obere Dreiecksmatrix aus der QR Zerlegung von A ist,
d.h. dass A = QR gilt.

b) Die vorherige Beschreibung liefert IThnen einen konstruktiven Algorithmus zur Berech-
nung der QR Zerlegung. Benutzen Sie ihn, um die QR-Zerlegung der Matrix

A=

—_ o =
NN N

4
4
0

zu berechnen.

(2 Punkte )



Aufgabe 4. (Gram-Schmidt-Verfahren)

Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren ausgehend von der Monombasis 1, x, 22

von P? auf [0, 1] eine Orthonormalbasis zum Skalarprodukt

1
(f.9) :/O fgdz, Vf.geP.
(2 Punkte )



