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Aufgabe 26. (Givens Rotationen)

a) Zeigen Sie, dass jede reelle, orthogonale 2 x 2 Matrix @ die Form

le[z _ab}, 0d€1"Q2=[Z _b]

a
mit a,b € R so dass a® 4+ b> = 1 gilt, hat.

b) Aus der Identitit cos? a+sin? o = 1 fiir a € [0, 27) folgt, dass es genau ein « € [0, 27)
gibt, mit
a=cosa, b=sina,

d.h. die orthogonalen Matrizen @ € R?*? aus a) haben die Form

o-|

cosa —sino cosa  sino
) or QQ -

sina  cos« sina —cosal

Skizzieren Sie Abbildungen T; : R? — R? z +— Q;x fiir i = 1,2.

c) Es sei
a

Q(a,b) = [b _ab], mit a,b € R,a® +b* = 1.

Zeigen Sie, dass es zu einem beliebigen Vektor u € R? eine Matrix Q(a,b) gibt, so
dass
Q(a,b)u = ceq,

wobei ¢ € R und e; = [1 ()]T. Geben Sie a,b in Abhéngigkeit von u und ¢ an.
Nutzen Sie anschliefflend die Freiheit in der Wahl von ¢, um die Bedingungen

a=cosa, b=sina
fiir ein « € [0, 27) zu erfiillen.

d) Generalisieren Sie die Idee aus c): Es sei A € R™" eine reguldre Matrix und
k,0e€{l,...,n}, k< /¢und a,b € R mit a® + b> = 1. Definiere die Matrix

(1, i=j, wenni#k,j £/
a, i1=j=koderi=j5=1¢

[Q%ij = —b, i=k,j=1
b, i1=L0j=k
0, sonst



Zeigen Sie, dass die Matrix Q** orthogonal ist. Interpretieren Sie die durch diese
Matrix beschriebene lineare Abbildung z — Q%2 geometrisch.

e) Welche Zerlegung von A kann mittels dieser Transformationen konstruiert werden?
Wie miissen hierzu die Eintriige a und b der einzelnen Matrizen Q®* gewihlt werden?
(3 Punkte )

Aufgabe 27. (Krylovrdume)
Es sei A € R™™ und b € R™. Der k-te Krylovraum zu A und b sei definiert als

KF(A,b) = span{b, Ab, ..., A¥"1b}.

Es sei x € R™ die Losung des Gleichungsssystems Az = b.
Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen dquivalent sind.

1) Die Vektoren b, Ab, ..., A*b sind linear abhingig.

3) Es gilt AKF(A,b) C KF(A,b)

4) Es existiert ein linearer Unterraum M C R" fiir den gilt dimM < k,; b € M und

der invariant beziiglich A ist.

(1)
(2) Es gilt KF(A,b) = KF1(A,b)
(3)
(4)

(5) Es gilt z € K*(A,b).

Tipp: Zeigen Sie die Aquivalenzen in der Reihenfolge (1) = (2) = (3) = (4) = (1)
und (1) = (5) = (1).

(3 Punkte )
Aufgabe 28. (Gerschgorin und Eigenwerte)
Es seien
1 01 -01 100
A=102 2 0 |, D=]0 s 0|, firein0#seR.
0 -04 3 0 0 s

Wenden Sie den Satz von Gerschgorin auf A an, d.h. geben Sie die Gerschgorin-Kreise
an. Die Transformation A — D7'AD lisst die Eigenwerte der Matrix unverindert.
Verbessern Sie Thre Abschétzung fiir den Eigenwert der im Gerschgorin-Kreis um 1 liegt
mit dieser Transformation. Geben Sie auflerdem den Wert fiir s an, der dazu fiihrt, dass
der Kreis um 1 und der Kreis um 2 sich beriihren.

(3 Punkte )

Aufgabe 29. (QR Zerlegung)
Berechnen Sie mit Hilfe von Householder Spiegelungen die QR-Zerlegung der Matrix

1 1 2
A=12 -3 0
2 4 -4

Sie miissen die Matrix @ nicht explizit ausrechnen aber eine Darstellung angeben.
(3 Punkte )

Aufgabe 30. (Jacobi und Gauss-Seidel Verfahren)

Es sei

A:[4 a], a €R.
a 1

2



Betrachten Sie das Jacobi und das Gauss-Seidel Verfahren zum Losen des linearen Gle-
ichungssystems Az = b mit b € R%2.  Geben Sie die Iterationsmatrizen der beiden
Verfahren, sowie deren Spektralradius an. Fiir welche Werte von a konvergieren die
Verfahren jeweils?

(3 Punkte )

Aufgabe 31. (Energiefunktional)
Es sei A € R™™™ eine positiv-definite und symmetrische Matrix, und b € R™. Das
Energiefunktional £ ist gegeben durch
1
E:R" >R, E(zx):= §<Ax,33> — (z,b),

wobei (z,y) = 2Ty das Standardskalarprodukt in R™ bezeichnet. Zeigen Sie, dass jedes
Minimum von £ des Energiefunktionals die Gleichung Az = b erfiillt.

(3 Punkte )

Aufgabe 32. (Eigenwerte von Rotationsmatrizen)
Es sei a € [0,27). Zeigen Sie, dass die Matrix

Q=

cosa —sina
sinaw  cos«

eine orthogonale Matrix ist. Bestimmen Sie ggf. vorhandene (reelle / komplexe) Eigen-
werte in Abhéngigkeit von o und deuten Sie geometrisch, was reelle Eigenwerte bedeuten.
(3 Punkte )

Aufgabe 33. (Eigenwerte komplexer Tridiagonalmatrizen)

Gegeben seien die komplexen Tridiagonalmatrizen A, B € C™*" mit

dl C2 0 —d1 Co 0
A= b2 d2 . 7 B— b2 —d2
Cp, Cn,

Zeigen Sie, dass A genau dann ein Eigenwert der Matrix A ist, wenn —A\ ein Eigenwert
der Matrix B ist.
(3 Punkte )

Aufgabe 34. (Strikt normierte Rdume)

Zeigen Sie, dass der Vektorraum Cla, b] der stetigen Funktionen zusammen mit der Supre-
mumsnorm || - ||ec nicht strikt konvex ist.

(3 Punkte )
Aufgabe 35. (Kondition und lineare Gleichungssysteme)

Es seien die beiden folgenden Matrizen gegeben.

101 99 101 99
A= [99 101}’ b= {—99 101]‘

a) Berechnen Sie die Konditionszahlen conds(A) und conde(B).

b) Berechnen Sie fiir die Vektoren

=[] w=[] #=[]]

mit einer kleinen reellen Zahl § > 0 die Losungen der Gleichungsssysteme

Az =b, A(x+Az)=b+Ab, Az +AZ)=b+ Ab.



c¢) Die folgende allgemeine Fehlerabschatzung gilt:

N
ol

| Ao

|00

onds(A)

Berechnen Sie die relativen Fehler

Azl AZ| s
1Al AT

[l 1lloo -

und bewerten Sie die Giite der allgemeinen Abschéitzung (*) in beiden Stérungsfillen

b b+ Abund b+ b+ Ab.
(3 Punkte )

Aufgabe 36. (Arnoldi Verfahren)

Die Matrix A € R™*"  der Vektor v € R™ \ {0} und k¥ € N,k < n seien gegeben. Es
sei angenommen, dass das Arnoldi-Verfahren nicht vorzeitig abbricht. Zeigen Sie, dass
die Spalten ¢1,...,qr von @ aus dem Arnoldi-Verfahren eine Orthonormalbasis des
Krylovraums

Ky, == span{v, Av, ..., A¥ 1y}

bilden.
(3 Punkte )

Aufgabe 37. (Rayleigh-Quotient und Eigenwerte)

Es sei A € K eine symmetrische (fir K = R) bzw. hermitesche Matrix (fiir K = C). Die
Eigenwerte von A seien aufsteigend sortiert, also Ay < --- < A,. Mit X; bezeichnen wir
die j dimensionalen Unterrdume von K", fir j =1,...,n.
Zeigen Sie, dass die folgende obere Schranke zur Abschitzung der Eigenwerte gilt:
min max M > M-
XeXy z€X,a#0 (x,T)
(3 Punkte )



