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1 Einleitung

Motivation

Die numerische Molekiildynamik ist ein aktuelles Forschungsgebiet und beschéftigt sich mit der
Simulation von chemischen und physikalischen Experimenten durch Hochleistungscomputer.
Bemerkenswert an der Moglichkeit, Computersimulationen durchzufiihren ist, dass aufwendige
Laborexperimente unterstiitzt werden kénnen. Damit hat sich die numerische Simulation neben
der Theorie und experimentellen Versuchen als dritte Sdule der modernen Wissenschaft eta-
bliert.

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Molekiildynamik ist das Materialdesign, welches sich mit
der Entwicklung neuer Materialien beschéftigt. Mit Simulationen kann die Synthese neuer Ma-
terialien durch Laborexperimente vereinfacht oder sogar erst ermoéglicht werden. Es lassen sich
zahlreiche Anwendungen auffithren, beispielsweise Fortschritte in der Medizin durch Entwick-
lung von Medikamenten. Aulerdem kénnen auch Vorgénge im Bereich von Zellen in Organismen
simuliert werden, wodurch das Verstéindnis fiir Zusammenhénge auf diesem Gebiet verbessert
wird. Eine andere Anwendung des Materialdesigns ist die Verbesserung von Batterieleistungen.
Forschungen in diesem Bereich halfen zum Beispiel erheblich bei der Entwicklung der Elektroau-
tomobile. Dies verdeutlicht, wie grofi die Bedeutung von molekiildynamischen Simulationen fiir
unsere Gesellschaft ist, da viele Probleme dadurch verringert und unterschiedliche Forschungs-
gebiete erheblich unterstiitzt werden koénnen.

Entscheidend fiir all diese Anwendungsbereiche ist die Berechnung von atomaren Bewegungen.
Fin wichtiges Hilfsmittel ist dabei die sogenannte Schrdidingergleichung, mit der die auf atomarer
Ebene wirkenden Krifte approximativ ermittelt werden kénnen. Allerdings ist die analytische
Losung der Schrodingergleichung bis auf wenige Ausnahmen nicht bekannt und folglich muss sie
niherungsweise gelost werden. Das Ziel dieser Arbeit ist es ein neues, numerisches Approxima-
tionsverfahren zur Losung der zeitabhingigen Schrédingergleichung zu entwickeln.

Problemstellung

Erwin Schrodinger stellte die nach ihm benannte Schrédingergleichung auf, deren Losung das
zentrale Problem dieser Arbeit darstellt. Es handelt sich um eine partielle Differentialgleichung,
deren Losungen Wellenfunktionen sind, welche die Wahrscheinlichkeiten fiir den Aufenthalts-
ort von Teilchen bestimmen, wobei wir uns nachfolgend auf Aufenthaltswahrscheinlichkeit von
Elektronen fokussieren werden. Hauptbestandteil der Schrédingergleichung ist der Hamilton-
Operator, welcher die Energiemesswerte und den Zustand des Systems beschreibt. Er besteht
aus der Summe von kinetischer Energie, der Bewegungsenergie, und potentiellen Energien, wie
zum Beispiel dem Coulomb-Potential, welches einem elektrischen Potential entspricht. Je nach
betrachtetem Modell kénnen dariiber hinaus Potentiale von auflen auf das System wirken, bei-
spielsweise Laser, die elektrische Impulse abgeben. Besonders der Grundzustand, der Zustand mit
minimal moglicher Energie, ist von Bedeutung. Fiir eine genaue Losung des Bewegungsproblems



1 Einleitung

von Atomen miisste nun die zugehorige, zeitabhéngige Schrodingergleichung berechnet werden.
Aufgrund der Komplexitédt bei der Losung der Schrédingergleichung ist dies mit tiblichen nu-
merischen Approximationsverfahren nur ineffizient realisierbar. Schon eine Simulation fiir ein
mittelgrofles System wiirde mehr Zeit in Anspruch nehmen als die restliche Zeit, die unsere Son-
ne noch scheinen wird.

Konkret hat die Schrodingergleichung die Form

0
z’a—‘f(x,t) = Hy(z,t), firz cR3undt > 0. (1.1)
Hierbei bezeichnet ¢ (z,t) die Wellenfunktion. Das Betragsquadrat von 1 entspricht der Wahr-
scheinlichkeitsdichte, ein Elektron in einem betrachteten Gebiet zu finden. H = —%A + V ist

der Hamilton-Operator. Der Laplace-Operator korrespondiert hierbei mit der kinetischen Ener-
gie und Potentiale werden in V' zusammengefasst, beispielsweise auch das Coulomb-Potential.
Wir werden spéter zeigen, dass diese partielle Differentialgleichung einem Eigenwertproblem
entspricht, das bedeutet, dass Hy = E1 zu losen ist, wobei F mit einem Energieeigenwert kor-
respondiert. Dem kleinsten Eigenwert wird der Grundzustand zugeordnet. Bei einer stationéren,
d.h. zeitunabhéngigen, Schrodingergleichung diirfen sich die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von
einem Zeitschritt zum néchsten nicht verdndern, falls keine weiteren Krifte auf dieses System
einwirken.

FEine Schwierigkeit bei der Losung der Schrédingergleichung ist, dass die Potentiale teilweise Sin-
gularitdten aufweisen, so beispielsweise im Fall des Coulomb-Potentials. Zur Behebung dieses
Problems gibt es eine Reihe von physikalischen Modellen, die allerdings auch nicht analytisch
gelost werden konnen. Ein weiteres Problem ist, dass eine starke Dimensionsabhéingigkeit vor-
handen ist. Dies bedeutet, dass sich die Kosten zur Berechnung einer Lésung durch das Zufiigen
eines einzelnen Elektrons um drei zusétzlich zu 16sende Gleichungen vergréfert. Dies fiithrt zu ei-
ner exponentiellen Abhéngigkeit des Rechenaufwands von der Anzahl der betrachteten Teilchen.
Schon fiir wenige Atome ist eine enorm hohe Anzahl Rechnungen von Néten. Dieses Phénomen
der exponentiellen Dimensionsabhéngigkeit wird als Fluch der Dimension bezeichnet.

Es wird also ein Verfahren bendétigt, welches diese Probleme behebt und dabei trotzdem so
genau wie moglich bleibt. Fiir eine gute Approximation des auf atomarer Ebene betrachteten
Problems ist eine genaue Losung der Schrodingergleichung besonders wichtig, da so die Poten-
tiale vergleichsweise genau sind und dadurch die fiir die Newton-Gleichung genutzten Kréfte
annidhernd exakt sind. Dies bedeutet, je besser die Naherung ist, desto préziser konnen die Be-
wegungen der Atome simuliert werden. Dies bildet die Voraussetzung fiir verwertbare Ergebnisse.

Losungsansatz

Fiir die Losung der Schrodingergleichung ist die Born-Oppenheimer-Niherung von grofler Bedeu-
tung. Die Idee dabei ist, dass die Bewegung der Kerne von der Bewegung der Elektronen getrennt
werden kann. Da die Kerne im Vergleich zu den Elektronen eine viel gréflere Masse haben, werden
diese zunéchst als ortsfest betrachtet. Rechtfertigen lésst sich die Born-Oppenheimer-N&dherung
damit, dass die Kerne im Vergleich zu den Elektronen wesentlich trédger sind und sich daher
deutlich langsamer bewegen. In einem spéteren Schritt werden dann auch die Kernbewegungen
betrachtet. Die Annahme ortsfester Kerne wird lediglich zur Berechnung der Potentiale der Elek-
tronen, die spéter zur Kernbewegung bendtigt werden, getéitigt. In der Simulation wird davon



ausgegangen, dass die Elektronen untereinander und mit den Kernen durch Coulomb-Potentiale
wechselwirken. In der Born-Oppenheimer-Naherung ist die Wechselwirkung mit den Kernen al-
lerdings nur einseitig, die Kerne beeinflussen die Elektronen, allerdings werden die Kerne nicht
von den Elektronen beeinflusst. Diese Annahmen erlauben es, die Schrédingergleichung appro-
ximativ zu berechnen, dennoch ist diese Losung immer noch zu aufwéndig, als dass sie fiir alle
von der Simulation betrachteten Atome in jedem Zeitschritt bestimmt werden konnte.

Die Schrédingergleichung wird daher nur fiir eine Reihe von Standardsituationen gelost, d.h. es
werden unterschiedliche Kombinationen von Atomen betrachtet und es werden die Energiewerte
fiir verschiedene Abstédnde zwischen den Kernen berechnet. Mithilfe dieser Werte lassen sich
dann Energiekurven erstellen. Anschliefend wird eine Zeitintegration durchgefiihrt. Die Idee ist
nun, dass wie bei Festkorpern zur Berechnung der Bewegung der Atome die Newtonschen Be-
wegungsgesetze benutzt werden. Dazu benétigen wir die Kraft, die auf die Atome wirkt. Diese
erhalten wir nun mittels der eben erwéhnten Energiekurven, indem die Energien, die im betrach-
teten Fall wirken, differenziert werden. Von Zeitschritt zu Zeitschritt kann so die Bewegung der
Atome mittels Newtonscher Gesetze beschrieben werden, was den Rechenaufwand erheblich ver-
ringert.

Doch selbst fiir Elektronen-Kern-Kombinationen der Standardsituationen kann die Schrédinger-
gleichung mit naiven Verfahren nicht ohne erheblichen Aufwand gelost werden und so miissen
bereits an dieser Stelle der Simulation numerische Approximationen entworfen und verwendet
werden.

Eben die Entwicklung eines neuen Approximationsverfahrens wird in dieser Arbeit themati-
siert. Hierzu wurde in Kooperation mit dem Nanoscience Center der University of Jyvéskylé,
Finnland eine neue Approximation der Schrodingergleichung entwickelt. Eine der wesentlichen
Ideen dabei ist, dass die Elektronen nun als eindimensionale Teilchen betrachtet werden und die
Schrodingergleichung auf einem sogenannten Diinngitter gelost wird, um dem Fluch der Dimen-
sion entgegen zu wirken. Bei unserer Approximation werden auflerdem die Singularititen der
Potentiale ausgesondert.

Wir betrachten wieder einen Hamilton-Operator, ndmlich H = —%A + V. Im Falle von M Ker-
nen und N Elektronen, ist das Potential durch

N M N
V=S (s — Ryll) + 7 ol — ) + ;vm,t) (12)

i=1 j=1 i
gegeben. Die Kernpositionen werden mit Ry, ..., Ry; bezeichnet und die Elektronen sind eindi-
mensional mit den Koordinaten z1, .., z. Das Elektron-Kern-Coulomb-Potential wird als

2 2
re 4+ aj
und das Elektron-Elektron Coulomb-Potential wird als
Zee

mit Z., = 1 gesetzt. Z;, welches ein Modellparameter fiir die Kernladung ist, wird im Verlauf
dieser Arbeit dem dreidimensionalen Problem entsprechend optimiert. r bezeichnet hier je nach

ve(r) =
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betrachtetem Potential den Kern-Elektron- oder den Elektron-Elektron-Abstand, das bedeutet
entweder r = ||z; — R;|| oder r = ||z; — x;||. Der Nenner des Quotienten der Potentiale wird also
um eine reellwertige Konstante a, welche die Singularitédt im Punkt r = 0 verhindert, modifiziert.
Es ist zu bemerken, dass Vg ein externes Feld ist, welches direkt von der Zeit abhingt. Dies
konnte beispielsweise ein Laser sein, der elektrische Impulse an die Atome abgibt.

Zur numerischen Umsetzung bedarf es sowohl einer Ortsdiskretisierung als auch eines iterativen
Verfahrens zur Berechnung der Zeitintegration. Fiir die Ortsdiskretisierung werden wir einen
klassischen und einen adaptiven Diinngitteransatz mit einer Fourier-Basis anwenden, wofiir wir
die am Institut fiir Numerische Simulation entwickelte HCFFT-Bibliothek (Hyperbolic Cross
Fast Fourier Transformation)[16] nutzen. Das daraus resultierende Eigenwertproblem kann nun
leicht durch bereits implementierte Routinen gelost werden, was zu einem diskretisierten An-
fangswertproblem fiihrt. Dieses werden wir mit dem Strang-Splitting-Verfahren, welches auf der
Variation der Konstanten basiert, 16sen.

Ziel dieser Arbeit ist es, beide Verfahren moglichst effizient auf das Ausgangsproblem anzuwen-
den und dabei den Diskretisierungsfehler zu minimieren.

Eigenen Beitrige

An dieser Stelle wollen wir die eigenen Beitrége dieser Arbeit zusammenfassen.

e Optimierung der Parameter im verwendeten Coulomb-Potential.

e Analyse der Konvergenz des Eigenwerts mit verschiedenen Gitteransétzen, dabei wurden
Schwerpunkte auf Diinngitter und adaptive Gitter gesetzt.

e Implementierung der Zeitintegration mit der Strang-Splitting-Routine und anschlieBender
Analyse der Stabilitdt besonders in Bezug auf die Zeitschrittweite.

Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit ist wie im Folgenden beschrieben strukturiert. Wir beginnen im Kapitel 2 mit ei-
ner kurzen Erlduterung der physikalischen Hintergriinde der Schrodingergleichung, wobei wir die
Schrodingergleichung und die Wellenfunktion sowohl motivieren als auch definieren und erkliaren
werden.

Fiir die Diskretisierung im Ort analysieren wir in Kapitel 3 die Theorie der Gitterdiskretisierun-
gen. Hierbei erlautern wir zunéchst den Vorteil der Wahl einer Fourier-Basis, um anschlieflend
die Idee des Diinngitteransatzes zu betrachten. Insbesondere stellen wir hier auch die bendtigte
Theorie vor, um ein Diinngitter konstruieren zu kénnen. Zusétzlich wollen wir uns in diesem
Kapitel die Grundlagen der Konstruktion Adaptiver Gitter ansehen, welches zu einer Verbesse-
rung gegeniiber dem regulédren Diinngitter fithren soll.

In Kapitel 4 werden wir das Strang-Splitting-Verfahren zur Zeitintegration vorstellen.
Abschlieflend werden wir in Kapitel 5 die vorher theoretisch diskutierten Verfahren anhand nu-
merischer Beispiele auswerten. Mithilfe der betrachteten Ergebnisse werden sowohl Probleme
bei der Implementierung als auch Vor- und Nachteile der einzelnen Verfahren verdeutlicht.
AbschlieBend werden wir im letzten Kapitel unser Vorgehen und wie auch unsere Ergebnis-
se zusammenfassen, um dann einen Ausblick auf Aspekte, welche den Umfang dieser Arbeit
iibersteigen, zu geben.
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2 Physikalischer Hintergrund

2.1 Motivation

In dem Zusammenhang der Schriédingergleichung ist die wichtigste Erkenntnis diejenige, dass
Atome neben den Teilcheneigenschaften auch Welleneigenschaften besitzen. Der Welle-Teilchen-
Dualismus ldsst sich durch das Doppelspaltexperiment besonders gut veranschaulichen.

(a) (b]
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Abbildung 2.1: Doppelspaltexperiment fiir Elektronen.

{(a) by

e

Abbildung 2.2: Doppelspaltexperiment fiir Elektronen.

Schematisch wird dieser Sachverhalt durch Abbildung 2.1 beschrieben. Hier werden Elektro-
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nen durch einen Doppelspalt geschickt und die Wahrscheinlichkeitsverteilung der auftretenden
Elektronen wird mit P(x) bezeichnet und auf dem dahinter liegenden Auffangschirm abgebil-
det. Wird nur ein Spalt offen gelassen, so verhélt sich das Elektron wie ein Teilchen und es
entsteht eine normale Gauflkurve, wobei die maximale Wahrscheinlichkeit genau gegeniiber der
Spaltoffnung ist, was man in Teil (b) und (c) sieht. Normalerweise wiirde man erwarten, dass
sich die beiden Wahrscheinlichkeiten aufaddieren und man eine Wahrscheinlichkeitsdichte erhélt,
welche der gestrichelten Kurve in Teil (d) entspricht. Tatséchlich ist dies nicht der Fall und es
entsteht eine wellenartige Dichte, wie in (a) und (d) verdeutlicht wird. Es gilt also nicht, dass
P(z) = Pi(z) + Px(z) ist. Wenn beide Spalte getffnet bleiben, dann storen sich die Elektronen
und dies fiithrt zu Interferenzen (a). Hierbei ist zu beachten, dass man fiir diese Beobachtung
nicht zwangsldufig mehrere Elektronen benéttigt. Es gentiigt bereits, nur ein Elektron mit einem
gewissen zeitlichen Abstand durch den Doppelspalt zu schicken, um ein wellenférmiges Interfe-
renzbild zu erhalten.

In Abb. 2.2 werden die Ergebnisse eines Doppelspaltexperiments mit dem gleichen Versuchsauf-
bau, wie bereits beschrieben, betrachtet. Wieder werden Elektronen durch eine Doppelspaltwand
geschickt und auf einem hinten liegenden Schirm aufgefangen. Elektronen, die auf dem Schirm
landen, hinterlassen an dem Ort ihrer Ankunft schwarze Punkte auf dem Schirm. Zwischen (a)
und (d) von Abb. 2.2 wird jeweils die Anzahl an Elektronen vergréfert, die durch den Dop-
pelspalt geschickt werden. Hierbei ist zu beachten, dass die Teilabbildungen von Abb. 2.1 und
Abb. 2.2 nicht miteinander korrespondieren. Zu Beginn des Versuchs, also bei Teil (a), scheinen
die Punkte noch zufillig zu sein, doch bei Teil (d) hat sich deutlich ein Muster herausgebildet,
welches analog zu Abb. 2.1.a ist.

2.2 Wellenfunktion

Die oben beschriebenen Phénomene fithrten zu der Definition der Wellenfunktion, welche wir
fiir den Rest dieser Arbeit als ¢ (x,t) bezeichnen wollen, um den Ideen von [17] zu folgen. Die
Wellenfunktion ist komplexwertig und héngt sowohl vom Ort « als auch von der Zeit t ab. Wird
die Wahrscheinlichkeitsdichte 11 iiber ein Gebiet 2 integriert, d.h. Jo ¥(z, t)(z,t) dx, so ergibt
sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung dafiir, dass sich ein Elektron in diesem Gebiet befindet.
Da 1) eine Wahrscheinlichkeitsdichte sein soll, muss sie auch normiert sein, was bedeutet, dass
ffooo Ynp = 1 gelten muss. Dies ist eine wesentliche Forderung und muss gegebenenfalls durch eine

Normierung der Form = 1)/ sichergestellt werden. Auflerdem ist gerade im Kontext der

Y
11l 2
Schrédingergleichung wichtig, dass Linearkombinationen von Wellenfunktionen wieder Wellen-
funktionen ergeben. Betrachtet man also zwei Wellenfunktionen 1)1, 12, so muss ¢ = a1 + 5o

wieder eine Wellenfunktion sein.

2.3 Die Schrodingergleichung

Die Schrodingergleichung hat als Losung die zu dem betrachteten Problem gehérende Wellen-
funktion
0y
Yot
Der Hamiltonoperator H = —%A + V addiert die Potentiale und Energien auf, die sich in dem
System befinden. Die Gesamtenergie eines Systems setzt sich zusammen aus potentieller und

(x,t) = Hy(z,t), fiirx € R? und ¢t > 0. (2.1)
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kinetischer Energie, Fiot = Ejin + Epot. Die kinetische Energie entspricht —%A, wobei wir bei
diesem mathematischen Ansatz die physikalischen Einheiten vernachlissigen wollen und die po-
tentiellen Energien, welche systemabhéngig sind, werden in V' zusammengefasst.

Folglich entspricht die Schrodingergleichung einer partiellen Differentialgleichung, dessen Losung
einer Wellenfunktion entspricht. Wie wir im néchsten Abschnitt niher erliutern werden, kann
die Schrodingergleichung auch als Eigenwertproblem aufgefasst werden. Wir interpretieren dann
jede Wellenfunktion als Eigenfunktion mit korrespondierendem Eigenwert, welcher dann den Zu-
stand des Systems beschreibt. Physikalisch ist es sinnvoll den kleinsten Eigenwert zu betrachten,
welcher den Grundzustand des Systems beschreibt.

Stationdre Schrédingergleichung

Nehmen wir an, dass der Hamiltonoperator H zeitunabhéngig ist, dann kénnen wir die Wellen-
funktion in einen zeitabhéingigen und einen zeitunabhéngigen Teil aufteilen: ¥ (z,t) = f(t)y(x).
Wir kénnen diese Identitét nun in unsere Schrodingergleichung (2.1) einsetzten:

O fyd@) £ Hf )b (@)

i—
ot

c}zi(m);f(t):f(t).ﬂz;(m), (da H, 1 zeitunabhiingig sind)

it Oy = L Hge)

f(t)ot v(z)

Wir sehen, dass die linke Seite der Gleichung ausschliellich von ¢ abhéngt und die rechte nur
von z, daraus schliefen wir, dass es sich in diesem Fall nur um eine Konstante handeln kann,
diese nennen wir E. Mittels dieser Uberlegung lésst sich auf der rechten Seite ¢ kiirzen und wir
erhalten:

i D [() = Bf()

= f(t) =e"

Die Exponentialfunktion ist die einzige mogliche Funktion fiir f(t), da sie die einzige differenzier-
bare Funktion y : R — C mit ¢’ = y und y(0) = 1 darstellt, siehe [12] . Fiir den ortsabhéngigen
Anteil gilt natiirlich auch H QZ () = E{bv (z). Die zeitunabhingige Schrodingergleichung entspricht
einem Eigenwertproblem, wobei E Energieeigenwert des Systems genannt wird.

Soll nun die Wahrscheinlichkeitsverteilung aus der Dichtefunktion 1) berechnet werden, so fiihrt
dies zu

/ P@)h(@)ds = / Ba)d (@) PlePldds = / Ja)d(@) dr.
Q Q Q

Offensichtlich ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der Schrédingergleichung unabhéngig von der
Zeit, obwohl die Wellenfunktion v (z,t) zeitabhéingig ist.
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3.1 Motivation

Als ersten Schritt zur Losung der Schrodingergleichung miissen wir diese auf dem betrachteten
Gebiet diskretisieren. Das zentrale Problem dabei stellt der sogenannte Fluch der Dimension
dar, wodurch sich ein naiver Gitteransatz fiir eine Ortsdiskretisierung als ungiinstig heraus-
stellt.

Fluch der Dimension bedeutet in unserem Zusammenhang die exponentielle Dimensionsab-
héingigkeit des Rechenaufwands von der Anzahl der betrachteten Elektronen, denn pro betrach-
tetem Partikel werden drei Dimensionen in dem zu lésenden Gleichungssystem bendtigt. Deswe-
gen wire ein naives Tensorproduktgitter nur fiir sehr kleine Probleme sinnvoll beziechungsweise
iiberhaupt realisierbar. Hierbei wird das Gebiet an uniformen Freiheitsgraden ausgewertet. Die-
ses wird in jeder Dimension gebildet und die einzelnen Gitter, die daraus entstehen, werden
mithilfe von Tensorprodukten zu einem mehrdimensionalen Gitter zusammengesetzt.

Der Ansatz, welcher in dieser Arbeit verfolgt werden soll, ist die Diinngitterdiskretisierung.

Im Gegensatz zum Vollgitter wird beim Diinngitter keine dquidistante Punktauswertung be-
trachtet. Die wichtigste Idee dabei ist, dass nicht alle Punkte bei einer dquidistanten Betrach-
tung gleichermaflen zu Informationsgewinnen fiir das Problem fiihren. Aus diesem Grund kénnen
solche Punkte unbetrachtet bleiben, die nur wenige Informationen enthalten, was zu einem nicht
dquidistantes Gitter fithrt. Der Aufwand wird erheblich verringert aber auch die Genauigkeit lei-
det unter den Vereinfachungen. Dieser zusétzliche Fehler lasst sich allerdings durch die Wahl des
Diskretisierungslevels regulieren. Durch die Anwendung des Diinngitters lédsst sich die Komple-
xitit des Problems von O(N?) auf O(N(logN)4~1), wobei d die Dimensionen und N die Anzahl
der Stiitzstellen in einer Dimension sind, verringern. Die Konvergenzordnung héngt allerdings
sowohl von der Glattheit der Losung als auch von jener der Anfangs- und Randwerte ab. Diese
Auswirkungen wollen wir in diesem Abschnitt noch detailliert betrachten.

Wir werden auflerdem den adaptiven Gitteransatz betrachten, welcher eine Verbesserung des
Diinngitters darstellen soll. Auch hier werden die Punkte, welche zu vergleichsweise wenig Infor-
mationsgewinn fithren vernachléssigt. Die Konstruktion erfolgt im Gegensatz zum Diinngitter
in Abhéingigkeit vom betrachteten Problem und einer gewéhlten Fehlerschranke. Die einzelnen
Dimensionen werden einzeln abhingig von der Fehlerschranke diskretisiert, was wieder zu einem
nicht-dquidistanten Gitter fithren kann. Hierbei kénnen sogar die einzelnen Dimensionen unter-
schiedlich diskretisiert werden.

Wir benutzten eine trigonometrische Interpolation mit einer Fourierbasis, um das Diinngitter
zu konstruieren. Die Fourier-Transformation ist ein gingiges Verfahren bei der Losung der
Schrodingergleichung, welches in dieser Arbeit als 27-periodisches Anfangswertproblem betrach-
tet wird. Die Fourier-Transformation transformiert eine iiblicherweise reellwertige Funktion der
Zeit oder auch des Ortes in eine komplexwertige Funktion der Frequenz. Dies bedeutet, dass
komplizierte Funktionen mittels mehrerer Sinus- und Kosinusfunktionen beschrieben werden
konnen.
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3 Fourier-Transformationen auf Gittern

3.2 Fourier-Transformation

3.2.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden mathematischen Ideen zur Fourier-Transformation
erlidutert, wobei eine genaue Analyse den Rahmen dieser Arbeit iibersteigen wiirde. Der interes-

sierte Leser kann sémtliche Beweise und Vertiefungen in bekannten Standardwerken nachlesen.

Wir werden uns in dieser Arbeit auf [13] beziehen.

Definition 3.1 (Fourier-Transformierte). Es sei [ eine integrierbare Funktion auf R". Dann
ist die Fourier-Transformierte zu f die Funktion f:R™ — C mit

7k) 1:(27:)”/2 [ Jw)e s, (3.1)

f 1st stetig und beschrdankt.

Auflerdem ist es wichtig, dass es fiir diese Formel eine Umkehrung gibt, damit die Reversion
von der Fourier-Transformierten auf die reelle Funktion und umgekehrt problemlos ist.

Satz 3.1 (Umkehrsatz). Es sei f € Z1(R"™) eine Funktion, deren Fourier-Transformierte eben-
falls zu LY (R™) gehort. Dann gilt fiir fast alle x € R™

1

Gy [, S e e, (32)

flz) =

Im Folgenden wollen wir den Schwarzraum % aller schnell fallenden Funktionen betrachten,

also den Raum aller Funktionen f : R — C mit f € C*°(R") und aulerdem muss fiir jedes

Paar a, f von Multiindizes die Funktion t*9” f(t) auf R beschrinkt sein. Wir fithren aufierdem
das Skalarprodukt fiir . ein. Seien f, g € ., dann ist

(fr9):=[ [f-gdx
R™

das Skalarprodukt mit der zugehorigen Norm || f|l2 = \/(f, f). Diese Definitionen fiithren auf die

Satz 3.2 (Formel von Plancherel). Fiir f,g € .

9= 2=/l

Das bedeutet, dass die Fourier-Transformierte norméaquivalent zu der urspriinglichen Funktion
ist.
Zusétzlich gilt - R

i0; f (k) = k; f(k), (3:3)

d.h. dass durch Fourier-Transformation aus einer partiellen Ableitung eine Multiplikation mit
dem Fourierkoeffizienten wird. Im Zusammenhang der Schrodingergleichung ist dies besonders
fiir den Laplace-Operator von Interesse. Hierfiir wird die quadrierte euklidische 12-Norm |k|y =
k2 + ... + k2 benutzt

~Af(k) = |k|2f (k). (3.4)

12



3.2 Fourier-Transformation

3.2.2 Fourierbasis

In dieser Arbeit werden wir die Spektralmethode zur Ortsdiskretisierung betrachten. Wir orien-
tieren uns dabei hauptséichlich an der Struktur von [8]. Dazu wird eine orthonormale Basis ¢y
betrachtet, womit sich jede Funktion f € L? durch

f@) =Y clk)gr(z) mit (3.5)

k

c(k) = (f, o) (3.6)

darstellen ldsst. Aufgrund des Rechenaufwands ist eine kontinuierliche Fourier-Transformation
nicht moglich. Deswegen wird im Folgenden die diskrete Fourier-Transformation vgl. [15] be-
nutzt, wobei IV die Anzahl der Gitterpunkte bezeichnet.

Satz 3.3 (Diskrete Fourier-Transformation). Es sei F;, : CN — CN die diskrete Fourier-
Transformation, die durch

w2

-1

b=Fyv mit tp=— > e TNy (ke {-N/2,..,N/2-1})

1
N .
gegeben ist. Auferdem ist die inverse Transformation als Fry' = N?]TV definiert, dann gilt

N
Ny

v:]-'l_(lf) mit  v; = Z eikj'Qﬂ/N@k (j€{-N/2,..,N/2 - 1}).

_ N
k=-5

Fiir ein solches Verfahren ist die gewahlte Basis entscheidend. Wir werden im Folgenden die
Fourierbasis, eine trigonometrische Basis,

or(x) = ¢k = cos(kx) + isin(kx) (3.7)
d
o (x) = kT = H(cos(k:jxj) +isin(kjx;)) (3.8)
j=1

wie in [4] betrachten. Da so dargestellte Polynome glatt und periodisch sind, eignet sich die
Fourierbasis besonders gut zur Approximation glatter und periodischer Funktionen mit der
Spektralmethode.

Um die obigen Uberlegungen nun umsetzten zu konnen, betrachten wir zuniichst den eindimen-
sionalen Ortsraum [0, 27], welcher durch

Gy = {xpg = 27k27" fiir k=0,...,2" — 1}

diskretisiert wird. Mit
Gl ={1-2""1 . 2" 1}

als Frequenzbereich fiir die Diskretisierungslevel n > 1. Fiir n = 0 setzen wir Gj, = 0.
Im Folgenden wollen wir einige Funktionen definieren, die es uns spéter erlauben werden, eine

13



3 Fourier-Transformationen auf Gittern

hierarchische Basis zu konstruieren, vgl.[1]. Die Idee dahinter ist, dass die Basis als eine Hier-
archie von Funktionen aufgebaut wird. Die Grofle der Tréger der hierarchischen Basen korre-
spondiert hierbei mit dem Beitrag, welche diese zur Funktionsapproximation leisten. Die Basen,
welche kleinere Tréger besitzen, werden benutzt, um die kleineren Korrekturen, die sogenannten
hierarchischen Uberschiisse, darzustellen. Die hierarchische Basis ist nur von dem betrachteten
Level abhéingig und nicht von den vorhergehenden Leveln. Werden Gitterpunkte ausgewertet,
welche schon im vorigen Level vorhanden waren, so verschwindet die Auswertung. Dies ist eine
fundamentale Voraussetzung an eine hierarchische Basis.

Wir beginnen hierfiir mit der Definition des Level-Sets, welches es uns zusammen mit der spéter
folgenden Zigzag-Funktion ermdglichen wird, nur Stiitzstellen auf dem ho6chsten Gitter zu be-
trachten.

Definition 3.2 (Level-Set). Sei I,, die Menge des n-ten Levels, das Level-Set ist dann durch

I - {{0} firn=0 (3.9)
{on=t 2" — 1} firn>1

gegeben.

Auflerdem wollen wir die Zigzag-Funktion auf das Level-Set anwenden, was eine Transforma-
tion der betrachteten Indexwerte aus dem Ny in den Z vornimmt.

Definition 3.3 (Zigzag-Funktion).

_g .
o(q) = 2z Jiir q gerade (3.10)
=L fir g ungerade

2
Betrachten wir hierfiir ein Beispiel auf Level n = 3, dann wird I3 = {4,5,6,7} zu o(I3) =
{—2,3,-3,4} umsortiert. Offensichtlich gilt o(I,41) = G}, \ G,. Das bedeutet, dass o(I,+1)
genau denjenigen Punkten im Frequenzbereich entspricht, die hinzukommen, wenn man ein Level
auf das néchsthohere erweitert.
In dieser Arbeit wollen wir sowohl die nodale als auch die hierarchische trigonometrische Basis
betrachten. Eine glatte, stetige und 27-periodische Funktion uw kann mit einer trigonometrischen
nodalen Basis als
Zou(x) := up(x) := Z e’ ked@,
keG!,
dargestellt werden, wobei Z,, der Restriktion der Funktion auf die betrachtete Basis im n-ten
Level entspricht. Mittels dieser Definition lassen sich die nodalen trigonometrischen Koeffizienten
mit
1 —ikx
Cok = 5 u(zx)e (3.11)
zeGn
bestimmen. Zur Konstruktion der hierarchischen Basis wollen wir nun die nodale Basis umindi-
zieren. Wir definieren:

_g ..
Brng(x) := elo(@z . e 2% fiir q gerade
na ' ’ P .
e 2 *  fiir q ungerade.

14



3.2 Fourier-Transformation

Bemerkenswert ist, dass n hierbei lediglich das Level bezeichnet, in welchem sich die Basis
befindet, also in welchem Bereich sich der Index ¢ bewegen darf: {0, ...,2" — 1}. Also hingt (g
nur indirekt von n ab und direkt héngt ,, nur vom Index ¢ ab. Mit der obigen Definition 3.3
konnen wir die Summationsreihenfolge zu

2" —1 2" —1
Un(®) = Y Cuo()Png(®) = Y EnghBg() (3.12)
q=0 q=0

andern. Wir wollen uns nun die hierarchische Basis konstruieren. Zur Motivation betrachten wir
zunachst

ontl_q 2n—1
(3.12

Un4+1 — Un = ) Z 6n—i—qugn-i-lq(x) - Z Enqﬂnq(w)
q=0 q=0

antl_q 2n—1 2n—1
= Z 5n+1qﬂn+1q(x) + E 6n+1q6n+1q(x) - Z Enqﬁnq(w)
q=2m q=0 q=0
= Z 5n+1q(ﬂn+1q(w) _Bn+12"+1—q—1) (313)
qeln+l
2" -1
+ Z (Cri12n+1—g—1 + Cnt1q — Cng)Bng-
q=0

Wir werden nun zeigen, dass
6n+12"+1—q—1 + 6n+1q - Enq =0 (314)

gilt, womit wir die Konstruktion der hierarchischen Basis motivieren. Diese Aussage wollen wir
nun, fiir den Fall, dass ¢ gerade ist, beweisen. Der Fall, dass ¢ ungerade ist, kann analog gezeigt
werden.

Beweis. Wir betrachten zum Beweis die einzelnen Teile der Gleichung (3.14), um sie in die
Summenformel (3.11) zuriickzufiihren,

Cn+1q = Cntlo(q) = Cn+17%

Cng = Cno(q) = Cn—

NI

Cnyi2n+l_g—1 = Cpylo(2ntl—g—1) = Cn+1_2n+217q-

15



3 Fourier-Transformationen auf Gittern

Eingesetzt in (3.11) erhalten wir

2n+1 on
1 . 27k 7.27rk(2n+1— ) 1 .o
B =g | 2 ul) <+ ) ‘2n< 2 u(m))
~—
= k

fe=1—2n+1 * =1-2n
2n+1 on
1 i27'rk:q 1 i2ﬁkq
= > u(ay)e> ¥ — oo > u(wg)el >
k=1-2n+1 k gerade k=1-2"
2 2n71 on
1 . Z'27f2k‘1 1 i27rkq
= on E u(xg)e 2n 2 — o E u(xg)e'2m2
k=2xm(1-2n—1), k=1-2n
2x2n—1 2m
1 ’LM ]. i27‘rkq
= on E u(zp)e i — on E u(zy)e' 22
k=2#m(1—27—1), k=1—27
=0
. 27kq
_j2mk@rtITg) _j2mk2n Tl awkg _jonk  ;27ka —e'27*?  fiir k ungerade
*=e on+2 = ¢ ontly .e'ontZ — o Ty | plont2 —
N ,L'27rkq .
M e 22 fiir k gerade

* k=

—1, falls, k ungerade
1, falls, k gerade.

Dies fiihrt zu der Definition der hierarchischen trigonometrischen Basis:
Xng := Bng — Bnan—q—1, fir g € Iy,n > 1, (3.15)
bei welcher die Auswertung aller Gitterpunkte zum kleineren Level n — 1 verschwinden.

Satz 3.4 (Hierarchische Basis). Die hierarchische Basis (3.15) im Level n verschwindet in Gp_q

vgl.[4]:
Xng(z) =0  fir alle x € G,,—1.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den zweiten Teil der hierarchischen Basis, ndmlich 3,,9n_¢—1.
Fall 1: q gerade

BnQ"—q—l(«T) _ ei%x _ ei(2”_17%)x _ ei(o’(q)fsign(a(q)) 2n— 1)y

Fall 2: q ungerade

BnZ"qul(fE) _ e—iw*qulz _ e—i(2”_1—‘12j)z _ 6i(o(q)—sign(a(q))2"_1)z

Dies ermoglicht es, die Darstellung fpon—g—1(2) = eilo(@)=sign(0(a)) 2" Yz 4 withlen. Im Folgenden
wollen wir o(q) = s setzten.

an(flf) — st _ ei(sfsign(s)Q"’l)x _ eisx(l o eisign(s) 2"’1:(:)

16



3.2 Fourier-Transformation

Wir wollen anschliefend zeigen, dass 1 — e?sign(s) 2" — 0 fiir 3 € Gy gilt. Demnach miissen
wir zeigen, dass

2" (mod 27) = 0. (3.16)
Hierbei bezeichnet mod eine Erweiterung der klassischen Modulo-Funktion auf eine reellwertige
Modulo-Funktion.
Wir kénnen alle x € G,,_1 als

x:ﬂ'ﬁ deanl

schreiben. Eingefiigt in (3.16) ergibt dies

2d

-1
2m 7T2n_1

(mod 27) = 27d(mod 27) = 0.
Dies gilt nicht nur fiir x € GG,,_1, sondern auch fiir alle Level m, die kleiner als n sind, da
n—1 2d n—m s
2 7r2—m(m0d 27) = 2" Mrd(mod 27r) = 0 fir m < n.

O]

Mit diesen Ergebnissen ldsst sich nun die hierarchische trigonometrische Interpolation einer

Funktion aufstellen: .
Tou(x) =Y > digxig,
=1 q€l;

wobei dj; 1= Ciq = Cjy(q) und ¢g wie in (3.11) die diskreten Fourierkoeffizienten zum Level [
bezeichnen. Mit x,; = Tpiion fiir k,1 € Z folgt

dig = Gg =Y _ (o(q) +m2), (3.17)
meEZ

da

0o
Cno(q) = ]:k(un(l‘)) = 27 Z G_ka( Z Cnl ezlx)

zeGp l=—00

1 - :
_ 27 Z Z Cnl ez(l—kz)a:

z€Gy l=—00 *
2n—1

1 s i(l—k)2m
= on Y. D cme =

k=1-2n—1l=—o0

o
= > i O pman

l=—00
o0
= > a(k+m2")
m=—o00
1, wennl=koderl—k=m2",neZ
* =
0, sonst

17



3 Fourier-Transformationen auf Gittern

wobei 4 die Fourier-Transformierte bezeichnet.

Fiir diese Arbeit ist besonders die Moglichkeit zwischen der nodalen und hierarchischen Basis
leicht wechseln zu kénnen wichtig. Zu diesem Zweck wurden in [9] Algorithmen eingefiihrt, die
wir im Folgenden betrachten werden. Wir beschéftigen uns zuerst mit der Dehierarchisierung,
was bedeutet, dass die hierarchische Basis in die nodale Basis transformiert wird. Zunéichst wird
ein Array A[0...2" — 1], in dem die hierarchischen Fourierkoeffizienten der betrachteten Funkti-
on u enthalten sind, ansehen. Dies entspricht dann Alg] = dj. Als Output sollen die nodalen
Fourierkoeffizienten in A in der Form: A[k] = ¢;,(4) ausgegeben werden. Die detaillierte Herlei-
tung fiir den unten aufgefithrten Algorithmus kann in [7] nachgelesen werden. Wir betrachten
den Vektor von geordneten Koeflizienten dj, und multiplizieren diesen an eine Matrix A und
erhalten als Ergebnis einen Vektor, der die geordneten Koeffizienten ¢, enthélt. Fiir den Fall
n = 3 sieht die Matrix dann wie folgt aus:

10 0 0 O0O0O0O

-1 1 0 0 0 00O

0 -1 1 0 0O0O0O0

A= -1 0 0 1 0 00 0
/0 0 0 -11000

0 0 -1 0 01 00

0 -1 0 0 0010

-1 0 0 0 0 0 0 1]

Nach der Definition (3.15) lautet der Algorithmus dann:

Algorithmus 1: Dehierarchisierung(A, n)

for j =1 tondo
for g=2"'to 2 —1do
| A[Y —1—¢q]=A[2 —1—q] - Alg]
end
end
return A

Nun wollen wir die Hierarchisierung, d.h. die Transformation aus einer nodalen in eine hier-
archische Basis, betrachten. Allerdings wére es ungiinstig dafiir die Formel aus (3.17) zu benut-
zen, da diese bei 2" Elementen auf O(n2"™) Operationen fithren wiirde. Der Dehierarchisierungs-
Algorithmus hingegen benétigt nur O(2™) Operationen. Deswegen benutzten wir zur Hierarchier-
isierung eine einfache Umkehrung des Dehierarchisierungsalgorithmus. Die dadurch entstandene
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3.2 Fourier-Transformation

Matrix entspricht dann der inversen Dehierarchisierungsmatrix

100000O0GO0O
11000000
11100000
4 |too 10000
10011000
11100100
110000710
1 00000O0GO0 1

Dies fiithrt dann zu Algorithmus 2.

Algorithmus 2: Hierarchierisierung (A, n)

for j =nto 1 do
forg=2"—1to 27! do
| Al —1—¢q]=A[2) —1—q] + Alg]
end
end
return A

Die bisherigen Ergebnisse lassen sich leicht auf d-dimensionale Gebiete Q := [0, 27]%, d > 2
mit Hilfe von Multiindizes erweitern. Das Level ist dann n = (n1,...,n4) € N und der Index k =
(k1, ..., kq) € Z%. Daraus ergibt sich fiir das Vollgitter in Ortskoordinaten, wobei Zpx vektorwertig

1st,
Gn = {Zpk mit Tk, = 2wk, 27" fiir ks € G}, }

und daraus ergibt sich als Frequenzbereich des Vollgitters
G':L = {wﬂk = ka mit ks € G;’Ls’ S = 1, ,d}

Nun wollen wir die nodale Interpolation einer Funktion w auf einem vollen Gitter betrachten,
also die Auswertung dieser Funktion mit der nodalen Basis an jedem betrachteten Gitterpunkt
in Gp,
Lu(@) = un(@) := Y cope F7 (3.18)
keG,

mit den nodalen Koeffizienten
1 —ik-x
an = 2|T‘1 Z U(m)@ s
x€Gn

wobei |n|; := ni+...4+ng bezeichnet. AuBlerdem wird ein Tensorprodukt benutzt, um das Gitter
mehrdimensional durch [; = I;, - - -xI;, aufzubauen. Jedes [;, entspricht einem eindimensionalen
Gitter. Die Konstruktion der mehrdimensionalen hierarchischen Basis ist xiq := 1%, Xtaq. ().
Dies fiihrt auf eine Darstellung der Interpolation durch

LiMu(@) = un(®) = D ) digxig(®) (3.19)

[t]o<n g€l
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3 Fourier-Transformationen auf Gittern

in der hierarchischen Basis. Wir bezeichnen die Maximumsnorm mit |I| = max{ls,s = 1, ..., d}.
Fiir gewohnlich wird die “<“-Relation komponentenweise verstanden. Da wir allerdings fiir die
folgende Konstruktion des Diinngitters in allen Dimensionsrichtungen das gleiche Diskretisie-
rungslevel nutzen werden, setzten wir n = n in allen Dimensionen. Deswegen lésst sich unsere
oben angegebene Summe {iber |l| < n betrachten. Fiir die Zigzag-Funktion 3.3 im mehrdi-
mensionalen Fall gilt dann k := o(q) := (o(q1), ..., 0(qq)). AuBerdem definieren wir analog zum
eindimensionalen Fall die alternative Formel fiir die hierarchischen Fourierkoeffizienten als

dlq =cCq = Z zl(a(ql) + m12ll, ey U(qd) + deZd) (3.20)
meZ

3.3 Diinngitter

FEin volles Gitter, wie es oben definiert wurde, fithrt allerdings wegen der hohen Komplexitéit zum
Problem des Fluchs der Dimension. Deswegen wollen wir einen Dinngitteransatz betrachten.
Der entscheidende Gedanke dabei ist, dass bestimmte Bereiche vernachlassigt werden kénnen.
Es handelt sich um Gitterpunkte, bei welchen neue Informationsgewinne vergleichsweise klein
sind. Im eindimensionalen Fall werden die Freiheitsgrade weggelassen, fiir welche |k| > n gilt.
Im Mehrdimensionalen werden die Gebiete mit |k|, > n vernachléssigt. Dies fithrt in unserer
Arbeit zu
Sp = {Z15(g), wobei |l|; <n, und q € 1}

als Definition fiir das Diinngitter in Ortskoordinaten. Auch den Frequenzraum kénnen wir analog
umschreiben und erhalten

Sy, = {wiy(q) == 0(q), wobei |I|; <n, und q € I;}.

Der Diinngitteransatz vernachléssigt also die Punkte mit |I|; > n, was zu einer stark verrin-
gerten Anzahl an Stiitzpunkten fiithrt. Demnach wird die trigonometrische Interpolation einzig
auf dem Diinngitter durch

Tou@) = > > digxie(®) (3.21)

‘l|1§anIl

betrachtet. Aulerdem kann von der hierarchischen Darstellung (3.21) in die nodale Darstellung

Tou(x) = up(x) = Z ape™® (3.22)

gewechselt werden. Zu beachten ist allerdings, dass dies nur auf den Diinngitterpunkten ge-
schieht und das die Fourierkoeffizienten a,, nicht den entsprechenden Fourierkoeffizienten cpg
des Vollgitters entsprechen. Ein Diinngitter hat O(N log(N)?~1) Stiitzstellen und das Vollgitter
hingegen O(N?). Dieser Sachverhalt soll nun mit den folgenden Abbildungen verdeutlicht wer-
den, wobei hier ein Gebiet der Grole [0, 16]% diskretisiert wird.

Hierbei ist sowohl der Real- als auch der Frequenzraum im Vollgitter Abb. 3.1 und Diinngitter
Abb. 3.2 abgebildet. Wir sehen bei beiden Rdumen sehr deutlich, dass viel weniger Funktionsaus-
wertungen mit dem Diinngitter benttigt werden, wobei jeder blaue Punkt einer Stiitzstelle bezie-
hungsweise einer Funktionsauswertung an diesem Punkt entspricht. Um den Diinngitteransatz
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Abbildung 3.1: Vollgitter
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10

21



3 Fourier-Transformationen auf Gittern

verfolgen zu konnen werden stéirkere Voraussetzungen an die Glattheit der Anfangswerte ge-
macht, wobei die Details in [5] nachgelesen werden konnen. Wihrend fiir die meisten Probleme

auf dem vollen Gitter u € H? geniigt, so muss fiir das Diinngitter |u|, = ||%||2 < oo gelten,
d.h. die gemischten Ableitungen miissen beschriankt sein. e
Es sei N = 2™ — 1 die Anzahl der Stiitzstellen in eine Raumrichtung in einem Vollgitter. Durch
die Einschriankungen des Diinngitters ergibt sich auch eine Verschlechterung der Darstellungs-
genauigkeit der Funktion. So hat man bei einem Vollgitter eine Genauigkeit von O(N~2), bei

einem Diinngitter hingegen nur von O(N~2log(N)?1).

3.4 Adaptives Gitter

3.4.1 Motivation

Der Nachteil des klassischen Diinngitteransatzes besteht darin, dass alle Dimensionen in gleichem
Mafle und einzig vom Diskretisierungslevel abhéngig verfeinert werden. Das bedeutet, dass das
Gitter unabhéngig vom betrachteten Problem generiert wird. Dadurch werden Funktionen, bei
welchen es starke Unterschiede in der Dimensionsrichtung gibt, nicht gesondert betrachtet. Es
ist denkbar, dass eine Funktion in eine Richtung stark oszilliert und in die andere Richtung sehr
glatt ist, wobei wir hier glatt im Gegensatz zu den vorherigen Abschnitten im Sinne von nicht
oszillierend verwenden. Fiir eine verwendbare Approximation werden also in eine Richtung viel
mehr Freiheitsgerade als in die andere benétigt. Deshalb kénnen Vorteile wie beispielsweise be-
sonders hohe Glattheitseigenschaften in einer Dimension durch den reguldren Diinngitteransatz
nicht genutzt werden.

Der adaptive Gitteransatz, welcher in [6] vorgestellt wird, ist speziell fiir solche Probleme kon-
zipiert worden. Hierbei werden die Auswertungspunkte der betrachteten Funktion angepasst,
wobei die jeweiligen Dimensionen unterschiedliche Diskretisierungslevel erhalten kénnen. Der
Vorteil liegt darin, dass die Richtungen, in welchen das betrachtete Problem glatt ist weniger
Freiheitsgerade erhalten als diejenigen, in welche es oszilliert. Dies schrénkt einerseits den Re-
chenaufwand ein und erhoht andererseits die Genauigkeit der Diskretisierung.

Folgend wollen wir die formale Definition fiir die adaptive Gittergenerierung betrachten und
zusétzlich die Konstruktion eines adaptives Auswertungsmusters vorstellen.

3.4.2 Verallgemeinerte Diinngitter

Wir betrachten weiterhin die Gittergenerierung und die Basisfunktion wie bei einem klassischen
Diinngitter, welches bereits in dieser Arbeit eingefiihrt worden ist. Wir miissen einzig die Index-
menge verdndern, die wir benutzen werden. Zu beachten ist allerdings, dass die Dimensionen
nicht vollig unabhéingig voneinander diskretisiert werden kénnen, was an der Konstruktion der
hierarchischen Basis liegt. Dieser Zusammenhang wird durch Abbildung 3.3 veranschaulicht,
denn zur Berechnung eines neuen Levels werden immer die vorhergehenden benétigt. Damit
dies bei der Konstruktion des Gitters sichergestellt wird, definieren wir, dass eine Indexmenge
7 erreichbar ist, wenn Vk € 7

k—ejcZ fir 1<j<dk;>1
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3.4 Adaptives Gitter

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung der Indexgenerierung bei dem adaptiven Gitter.

gilt. e; ist nach iiblicher Konvention der j-te Einheitsvektor. Hiermit kénnen wir die verallge-
meinerte Dinngitterkonstruktion als

TP =N "N " dygxag(®) (3.23)

ke qeli

fir eine zulissige Indexmenge Z € N¢ definieren, wobei wir analog zum vorhergehenden Ab-
schnitt mit dj 4 die hierarchischen Fourierkoeffizienten bezeichnen. An dieser Stelle erinnern wir
erneut an die Tensorproduktstruktur der hierarchischen Basis y.

Sowohl das klassische Diinngitter als auch ein Vollgitter kénnen so als Spezialfiille entstehen.

3.4.3 Konstruktion

In diesem Abschnitt wollen wir eine Moglichkeit zur Konstruktion eines adaptiven Gitters be-
trachten. Der Aufbau geschieht in Abhéngigkeit einer gewéahlten Fehlerschranke e. Hiernach wird
entschieden, ob Indexbereiche hinzugefiigt werden miissen oder nicht. Motiviert wird dies durch
den Abfall der Fourierkoeffizienten d 4, die bei hoheren Leveln immer kleiner werden. Wir fiigen
einzig diejenigen Koeffizienten hinzu, die zu einer erreichbaren Indexmenge fithren und zusétzlich
grofler als e sind.

Wir betrachten zwei Indexmengen, die alte Indexmenge O und die aktive Indexmenge A. In
Abbildung 3.3 ist die alte Indexmenge in grau und die aktive in griin dargestellt. Begonnen
wird mit A = {3} = {(1,...,1)}. In der aktiven Indexmenge wird die Indexkombination mit dem
groBten Fourierkoeffizient ausgewihlt, welcher in Abb.3.3 rot umrandet ist. Dafiir werden in
alle Raumrichtungen die Nachbarn berechnet, wobei wir dann die aktive Indexmenge zur alten
hinzufiigen. Um die Erreichbarkeit der Indexmenge zu garantieren, diirfen die Nachbarn nur
aus Indizes von A berechnet werden. In Abb. 3.3 kann deswegen der rechte Nachbar von dem
im zweiten Schaubild ausgewédhlten Index nicht berechnet werden, was in der danach folgenden
Abbildung deutlich wird. Hierbei miisste auf die aktive statt auf die alte Indexmenge zugegriffen
werden.

Dies wird nun solange durchgefiihrt, bis der grofite Fourierkoeffizient unterhalb der gewéhlten
Fehlerschranke € liegt.
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4 Strang-Splitting

4.1 Einleitung

Im vorhergehenden Kapitel beschéftigten wir uns mit der Ortsdiskretisierung unseres Pro-
blems durch unterschiedliche Gitteransétze. Da wir uns dariiber hinaus mit der zeitabhéingigen
Schrédingergleichung beschéftigen, spielt fiir uns auch die zeitliche Entwicklung der Wahrschein-
lichkeitsverteilung eine wichtige Rolle. Aus diesem Grund fithren wir in diesem Kapitel ein ite-
ratives Verfahren fiir die Zeitintegration ein.

In der Literatur werden verschiedene Losungsverfahren hierfiir eingefithrt. So beschreibt [15]
beispielsweise die Chebyshev Methode und die Lanczos Methode. Der Vorteil hierbei ist, dass
beide lediglich Matrix-Vektor-Produkte mit dem Hamiltonoperator benotigen. Allerdings stellen
diese starke Voraussetzungen an die Zeitschrittweite 7, welche strikt abhéngig von der Norm des
Hamiltonoperators ist. Aus diesem Grund werden wir hier den sogenannten Strang-Splitting-
Ansatz verfolgen, der viel schwéchere Voraussetzungen benétigt. Bedingungen werden lediglich
an die Beschrianktheit des Potentials V gestellt.

Das Strang-Splitting, vgl. [11] und [8], 16st dabei das Anfangswertproblem:

u = (A+ B)u, u(0)=ug (4.1)
indem mit
um-l—l — e%TBeTAe%TBum (42)

iterativ eine Losung fiir ©" := u(m7) berechnet wird, wobei 7 die Zeitschrittweite bezeichnet.
Zum Losen der Schréodingergleichung mit der betrachteten Problemstellung eignet sich dieses
Verfahren besonders gut, da die Operatoren A und B genau so gewihlt werden kénnen, dass die
betrachtete Ortsdiskretisierung darin einflieft. Wie wir im Folgenden sehen werden, haben wir
lediglich Voraussetzungen an unser Potential V', die vergleichsweise schwach sind. [8] erldutert
dieses Verfahren sehr ausfiihrlich fiir ein zeitunabhéngiges Potential V' und beweist eine Reihe
wichtige Fehlerabschétzungen. Ein fundamentaler Vorteil dieser Methode liegt darin, dass sie
sich leicht auf ein zeitabhéngiges Potential V (x,t) erweitern lésst, vgl.[15].

Betrachten wir nun unsere Schrodingergleichung

0
iad) =Hy mit H=T+YV,
wobei wir —%A = T substituiert haben, so fiihrt dies zu folgender Iteration mit dem zeitabhéngigen

Potential V' (t) = V (-, 1)
Bl = e~ 15V (bn+1) =TT =15V (tn)y, (4.3)

Diese Gleichung und die dazugehorige Fehlerabschétzung ist das zentrale Ergebnis dieses Kapi-
tels.
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4 Strang-Splitting

4.2 Motivation

Wir wollen zunéchst die Formel (4.2) als Losungsverfahren fiir unser betrachtetes Anfangswert-
problem (4.1) motivieren, wobei wir zunfichst davon ausgehen, dass die beiden Operatoren A
und B zeitunabhéngig sind.

W) (At Bu(e,)
= du(z,7) =(A+ B)dr
u(zx, T)
o . t t
bezdseztzgngr;tegratzon / du($,7') :/ (A 4 B)d’r
o u(z,7) 0
= In(u(x,t)) — In(u(x,0)) =(A+ B)t
u(@,t)  (arpy
— w(z.0) =e
= u(x, t) =eAT By (z)

Statt des obigen Ansatzes benutzten wir allerdings die Iterationsvorschrift (4.2), was sich damit
motivieren léasst, dass

1 1
m+1 JrBe'rAeiTB m

u =e2 u

_ e%TBeTAe%TBeéTBeTAe%TBum—l

_ e%TBeTAeTBeTAeéTBum—l

1 1 —
e§TBeT(A+B)eTA€§TBum 1

gilt. Falls A und B kommutieren, fiihrt dies wieder zu der obigen Form u(z,t) = e(ATB)tyq ().
Um den Fehler, welcher durch diese Iterationsvorschrift gemacht wird, abschétzen zu kénnen, de-
finieren wir den Kommutator [A, B] = AB—BA und den wiederholten Kommutator [A, [4, B]] =
A?B — 2ABA + BA?. Wir nehmen an, dass es nicht-negative o oder 8 gibt, sodass

I[A, Blol| < er[|[(=A)%0]| Vv, (4.4)

114, [A, Blloll < eal|(=A) 0] Vv, (4.5)

Hierbei bedeutet V v, fiir alle v in einem geeigneten dichten Definitionsbereich, welcher in dem
betrachteten Zusammenhang der Definitionsbereich von (—A)® beziehungsweise von (—A)? ist.

AuBlerdem nehmen wir wie in [11] an, dass
[ <1 fle <1, R <1 (¢ >0)

gilt, da dies sonst durch lineare Transformationen erreicht werden kann, d.h. es wird u(t) —
ety (t) mit den zugehdrigen Shifts A — A + A und B — B + ul reskaliert, wobei I die
Einheitsmatrix bezeichnet und deswegen immer kommutiert.

Diese Annahmen fithren zu folgender Fehlerabschétzung fiir den lokalen Fehler des Strang-
Splitting-Verfahrens.
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4.3 Anwendung auf die Schrédingergleichung

Satz 4.2.1 (Lokaler Fehler).
(a) Mit den Annahmen (4.4) und a > 0,

e27BemAea™By _ o(ATBITy | < O 72||(—A)™| V. 4.6

| I < Crrel[(=A)* ]| (4.6)
Cy hdngt hier nur von c¢; und | B|| ab.
(b) Mit (4.4) und (4.5) und > 1> « gilt

le27Bem4ea™By — ATBIT|| < Cyr|(—A)Pu|| Y, (4.7)
wobei Cy nur von ¢y, ca und || B|| abhingt.

Fiir den Beweis, der auf dem Prinzip der Variation der Konstanten basiert, verweisen wir auf
[11]. Folglich konnten wir den lokalen Fehler einzig durch die Norm des Operators A beschrénken.
Mit dem obigen Satz lésst sich zusétzlich die folgende globale Fehlerabschétzung folgern.

Satz 4.2.2 (Fehler des Strang-Splitting-Verfahrens). Unter obigen Annahmen mit « = 1 und
8= % kann der Fehler des Strang-Splittings durch

lup, — u(nt)|| < CT3||ug||  (n > 1) (4.8)
beschrinkt werden.

Dies beschréinkt den globalen Fehler und impliziert damit also auch eine Stabilitdt des Ver-
fahrens.

4.3 Anwendung auf die Schrédingergleichung

Das oben beschriebene Verfahren lésst sich gut auf unsere Problemstellung, also die Schrodinger-
gleichung, anwenden. Wir beziehen uns jetzt auf die in Kapitel 3.3 eingefithrten Notationen und
betrachten das durch die Kollokationsmethode diskretisierte Gitters. Dabei wird eine Differen-
tialgleichung approximativ dadurch gel6st, dass diese in einem endlichdimensionalen Raum auf
endlich vielen Punkten gelten muss [14]. Daraus ergibt sich die diskretisierte Wellenfunktion

¢n($) = Z Z dlq(t)qu(x) = Z aw(t)ew.m~

[1|<nq€l wes!,

An dieser Stelle wollen wir nochmal daran erinnern, dass die nodalen Koeffizienten a, des
Diinngitters nicht mit den nodalen Koeffizienten ¢, auf dem vollen Gitter iibereinstimmen.
Fiir die Wellenfunktion v, die Losung der Schridingergleichung, muss

1
Z@%} =— §Aw + V, firzeQundt>0 (4.9)
P(z,0) =g(z), fir z € Q (4.10)

auf den Diinngitterpunkten & € S, gelten.
Nun miissen wir unsere Schrodingergleichung so umschreiben, dass sie auch auf dem Diinngitter
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4 Strang-Splitting

genau die gewiinschte Strang-Splitting-Form besitzt, damit wir das Verfahren anwenden kénnen.
Hierzu betrachten wir den Raum

V,, = span{e®® w € S/ }.

Wir definieren den Operator Z,, : C* — V™ welcher die Interpolation auf den Diinngitter-
punkten ausiibt. Wir konnen diesen als eine Komposition aus dem Operator R, der die Re-
striktion der Funktion auf die Diinngitterpunkte vornimmt, und dem Operator Q,,, der die
Diinngitterinterpolation v, € V,, ausfiihrt, verstehen, d.h. Z,, = Q,R.

Demnach lésst sich unser Problem unter Einbeziehung der Ortsdiskretisierung als

z’agt” - —%Awn + Ondiag(RaV)Ruthn, firz € Q und ¢ > 0 (4.11)
U(x,0) =Z,9(x), fir x € Q (4.12)

schreiben. Dabei gilt
Z(Vipn) = QnRn(Vihn) = Q;, diag(RnV )Rty

fiir das Potential, was einer Beschrankung auf das interpolierte Diinngitter entspricht.
Wir bezeichnen jetzt V,,(t) := diag[(V (z,t))zes,| und F, als die diskrete Fouriertransformation
auf dem Diinngitter S,,. Auerdem bezeichnet ¢, := (aw)wes; den Vektor der Fourierkoeffizien-
ten. Die obige Gleichung (4.11) kann also zu

~ 1 .~ N
itly, = 5 Dtn + Wa(t)in,  fiir 10 (4.13)

¥n(0) =3 (4.14)

umgeschrieben werden. Daraus resultiert eine Iteration, deren Implementierung zu einer Losung
fiihrt, die sowohl in der Zeit als auch im Ort diskret ist. Es wird nun nacheinander ¢, = (aw ) g/
durch die folgende Iterationsgleichung

~ —i D2 ~
m+l ST Wh(tmt1) ,—i 52 ST Wy (tm) om
n —e2 n\lm e 2 e 2 ni{lm wn

berechnet. Besonders die Moglichkeit auch auf einem Diinngitter eine Fouriertransformation

durchfiihren zu kénnen spielt hier eine Rolle. So liisst sich e z 7V (tm) — fndiag[(e%iw(m’tm))]f; !

implementieren, was eine Auswertung von V im Realraum ermdoglicht. Durch die Riicktransformation

bleibt man allerdings im Fourierraum, was die Auswertung des Laplaceoperators erheblich ver-
einfacht. Die obigen Ergebnisse fiihren dann auf Algorithmus 3 als Losung des zeitabhéingigen
Problems.

Algorithmus 3: Strang-Splitting

In jedem Zeitschritt t” wird die errechnete Approximation durch den in ¢"*!
iiberschrieben

Multiplizieren: ¢); := e_%w(xj’t"”)wj fir j € {1 —27~1 .. 2711

FFT: ¢ := Fgv

Multiplizieren: ¢y, := e "2P@k)y,  fiir k € {1-2n-1 . 2n71}

inverse FFT: ¢ := F[_(lw

Multiplizieren: 1; := e‘igw(wﬂ"tm“)¢j fir j € {1 —2771, ... 271}
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4.3 Anwendung auf die Schrédingergleichung

Ein weiterer Vorteil des Strang-Splitting-Verfahrens liegt in seiner Zeitreversibilitdt. Wird zu
Anfang 1,41 betrachtet und dann mit negativem Zeitschritt —7 Algorithmus 3 angewendet, so
fithrt dies wieder auf die vorhergehende Approximation 1),.
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5 Numerische Ergebnisse

Dieses Kapitel behandelt die Implementierung der bereits erlauterten Ansétze zur Losung der
zeitabhéngigen Schrodingergleichung, also eines Eigenwertproblems. Die beschriebene Theorie
wird mit Hilfe bereits vorhandener Bibliotheken etabliert. Hierbei ist die am Institut fiir Nume-
rische Simulation entwickelte HCFFT-Bibliothek [16], welche die effektive Fouriertransformation
auf diinnen Gittern bewerkstelligt, entscheidend. Die theoretischen Grundlagen dafiir befinden
sich in [9], worauf auch unsere Grundlagen zum Diinngitteransatz basieren. Zusétzlich wird zur
Losung des Eigenwertproblems die SLFEPc-Bibliothek genutzt. Wir betrachten zwei von Jan Ha-
maekers geschriebene Programme [16], welche die Schréodingergleichung auf einem klassischen
Diinngitter und einem adaptiven Gitter l6sen. Diese werden wir an unsere Problemstellung an-
passen und die zeitliche Entwicklung des Strang-Splitting-Verfahrens hinzufiigen.

Abschlieflend werden die verschiedenen Losungsansitze durch numerische Beispiele ausgewertet,
was die theoretischen Ergebnisse verdeutlichen und auf eventuelle Probleme bei der Implemen-
tierung anschaulich hinweisen wird. Das wichtigste Ergebnis ist hierbei der Konflikt zwischen
einer genauen und einer schnellen Losung. Schnelligkeit 1dsst sich im Allgemeinen nur durch eine
geringere Genauigkeit der Néherung erreichen. Hierbei ist die wichtigste Aufgabe das Verfahren
so zu wahlen, dass moglichst hohe Genauigkeit bei angemessenem Rechenaufwand erreicht wird,
welcher anhand der Anzahl der Freiheitsgrade bestimmt wird.

Im Folgenden gehen wir sowohl auf zeitunabhéingige als auch auf zeitabhiingige Potentiale ein
und wollen sowohl die Diskretisierung im Ort als auch die zeitliche Entwicklung betrachten.

5.1 Implementierung

5.1.1 HCFFT

Die HCCFT-Bibliothek (Hyperbolic Cross Fast Fourier Transformation) kann durch die Eingabe
bestimmter Parameter, wie der Dimension, dem gewiinschten Diskretisierungslevel, der Wahl ei-
nes Voll- oder Diinngitters, dieses entsprechend konstruieren und dann eine Funktion auf diesem
Diinngitter auswerten. Entscheidend ist hierbei die Moglichkeit, auch auf einem diinnen Gitter
eine schnelle Fouriertransformation ausfithren zu kénnen. Dieses wird, wie bereits erlautert, mit
einer hierachischen Fourierbasis konstruiert, wodurch alle beschriebenen und benétigten Opera-
tionen durch die HCFFT-Bibliothek ermdoglicht werden.

AufBlerdem lésst sich unter Verwendung dieser Bibliothek auch ein adaptives Gitter nutzen. Hier-
bei werden nur diejenigen Koeffizienten bei der Konstruktion des Gitters betrachtet, deren Wert
grofer als eine gewéhlte Fehlerschranke e ist. Dies ist eine Verbesserung, da nur diejenigen Punkte
benutzt werden, welche tatsédchlich zu einem relevanten Informationsgewinn fithren. Insbesonde-
re wird {iber eine Reduktion des Gitters in Abhéngigkeit des betrachteten Problems entschieden.
Dies bedeutet, dass das Gitter keine vordefinierte und ausschliellich vom Level abhéingige Form
besitzt, sondern sich individuell an das betrachtete Problem anpasst.
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5 Numerische Ergebnisse

5.1.2 SLEPc

Um die Schrédingergleichung zu 16sen, muss ein Eigenwert und Eigenvektor zu einer Matrix, die
aus den Potentialen und der kinetischen Energie gebildet wird, gelost werden. Dies wurde mithil-
fe der SLEPc-Bibliothek in unserem Programmcode implementiert. SLEPc[10], Scalable Library
for Eigenvalue Problem Computations, ist eine Bibliothek zum Loésen von grofien Eigenwert-
problemen diinnbesetzter Matrizen mit Parallelrechnern. SLEPc baut auf den PETSc-Routinen
[2] auf. PETSc, Portable Extensive Toolkit for Scientific Computation, ist eine Bibliothek zur
Losung partieller Differentialgleichungen, wobei dies auf MPI, Message Passing Interface, eine
Bibliothek fiir parallele Programmierung, zugreift. Das bedeutet, dass die Losung durch Berech-
nungen mit Parallelrechner gefunden werden kann.

SLEPc wurde speziell zur Losung diinnbesetzte Matrizen entwickelt, wobei sowohl hermitesche
als auch unhermitesche Matrizen betrachtet werden kénnen.

In einer Vielzahl von Anwendungen ist nur ein bestimmter Eigenwert von Bedeutung, beispiels-
weise der Kleinste oder der Grofite. SLEPc stellt Werkzeuge bereit, so dass nur dieser spezielle
Eigenwert und der dazugehorigen Eigenvektor berechnet werden. Somit kann der Rechenauf-
wand verringert werden. Wir interessieren uns in unserer Anwendung nur fiir den Realteil des
kleinsten Eigenwerts, also eines Energieeigenwerts des betrachteten Systems.

5.1.3 Verwendete Programme

Dieser Arbeit liegen zwei von Jan Hamaekers geschriebene Programme [16] zugrunde. Diese
wurden zur Losung der Schrodingergleichung erstellt und greifen hierzu auf die oben bereits
beschriebenen Bibliotheken zu. Der Aufbau unterscheidet sich lediglich in dem verschiedenen
Gitteraufbau, wobei einmal ein klassisches diinnes- bzw. volles Gitter und bei dem anderen ein
adaptives Gitter durch Anwendung von HCFFT-Routinen erstellt wird. Bei dem anderen Pro-
gramm hingegen wird ein adaptives Gitter auch mittels der HCFFT-Bibliothek erstellt. Dies
dient als Ortsdiskretisierung der Schrodingergleichung.

Auf dem erstellten Gitter wird anschlieend das Potential benutzt und die Schrédingergleichung
als Eigenwertproblem durch Anwendung der SLEPc-Routinen numerisch berechnet. Als Ergeb-
nis wird sowohl ein Eigenwert als auch der zugehorige Eigenvektor zu dem betrachteten Potential
berechnet.

Im Zuge dieser Arbeit wurde der Programmcode um die Strang-Splitting-Iteration erweitert.
Diese benutzt den bereits gelosten Eigenvektor als Startwert, um dessen Entwicklung in der Zeit
mit einer fest gewéhlten Zeitschrittweite, die Wahl erfolgt hierbei beliebig, zu berechnen.

Die Ergebnisse dieser Programme werden im Folgenden anhand unterschiedlicher numerischer
Beispiele analysiert, um die bereits erlduterten theoretischen Ansétze zu veranschaulichen.

5.2 Numerische Beispiele

Die bereits beschriebene Theorie lasst sich nun anhand verschiedener Beispiele veranschaulichen.
Hierzu betrachten wir das bereits erlduterte Ausgangsproblem (1.1). An dieser Stelle wollen wir
nochmal an das betrachtete Potential

N M N
V=3 o (les = Byll) + Y v (llei — ) +ZIVF<xi,t>

i=1 j=1 i,
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5.2 Numerische Beispiele

erinnern, wobei die Kernpositionen mit Ry, ..., Ry bezeichnet werden. Das Elektron-Kern-Coulomb-
Potential wird als

/42 2
re 4+ aj

und das Elektron-Elektron Coloumb-Potential als
Zee
Vr2+a?2

mit Z.. = 1 gesetzt. r bezeichnet hier je nach betrachtetem Potential den Kern-Elektron- oder
den Elektron-Elektron-Abstand, das bedeutet entweder r = ||z; — R;|| oder r = ||x; —z;||. Der in
dieser Arbeit verfolgte Ansatz zeichnet sich dadurch aus, dass wir statt eines dreidimensionalen
Problems ein eindimensionales betrachten, wodurch wir je betrachtetem Partikel zwei Dimen-
sionen sparen und so das Problem des Fluchs der Dimension verringern. Allerdings wird auch
nur ein modifiziertes Problem gel6st.

Das Z;, welches einem Modellparameter fiir die Kernladung entspricht, wurde dabei mittels
einer Minimierung durch eine GSL-Routine so gewéhlt, dass der errechnete Eigenwert, also die
Losung des eindimensionalen Eigenwertproblems, moéglichst demjenigen des dreidimensionalen
Problems entspricht, welches durch experimentelle Versuche verifiziert wurde.

Unsere Analyse werden wir hierbei mit einem zeitunabhéngigen Potential beginnen, indem wir
zundchst den zeitabhingigen Laserterm Vg vernachléssigen. Zunéchst werden die Elektronen
als eindimensionale Teilchen betrachtet und wir wenden erst den normalen Vollgitteransatz und
dann einen klassischen Diinngitteransatz an. Anschlielend wird der klassische Diinngitteransatz
auf zwei Dimensionen erweitert. Schliellich werden wir auf das eindimensionale Potential den
adaptiven Gitteransatz anwenden. In jedem dieser Beispiele betrachten wir auch die zeitliche
Entwicklung der Eigenfunktionen. Dies wird durch eine Strang-Splitting-Integration berechnet,
wobei die theoretischen Grundlagen bereits im vierten Kapitel eingefithrt worden sind. Da wir
ein zeitunabhéngiges Potential betrachten, darf der Eigenvektor sich prinzipiell nicht veréndern,
sondern darf aufgrund numerischer Rechenungenauigkeiten nur leicht schwanken. Physikalisch
lasst sich dies damit erkldren, dass die Betrachtung eines zeitunabhingigen Potentials keine
Auswirkung auf die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Elektronen hat, was wir detailliert im
Kapitel Physikalischer Hintergrund erklart haben. Um die Genauigkeit unserer Diskretisierung
zu veranschaulichen, wollen wir genau diese Uberlegung nachpriifen. Zu diesem Zweck soll die
Verdnderung der aus der simulierten Wellenfunktion resultierenden Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung betrachtet werden. Diese entsteht, wenn zu jedem Eintrag des berechneten Eigenvektors,
also der Wellenfunktion, das Betragsquadrat gebildet wird. Es wird also 11 betrachtet. Wir
werden sehen, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Glockenkurve entspricht. Anderer-
seits wird aber auch die Verdnderung der Hi-Seminorm betrachtet, da auch diese sich bei einem
System ohne duflere Auswirkungen nicht veréindern darf. Daraus folgt, dass sich Verédnderungen,
welche sich in beiden Féllen ergeben, auf Ungenauigkeiten in der Diskretisierung zuriickfithren
lassen und dies demnach ein gutes Maf fiir die Qualitidt der betrachteten Losungsansétze ist.
Im zweiten Teil dieses Kapitels wollen wir uns die Ergebnisse fiir ein zeitabhéngiges Potential
ansehen, indem nun auch der Laserterm betrachtet wird. Dafiir werden wir die in dem zeitun-
abhingigen Absatz entstandenen Ergebnisse nutzen und deswegen eine Zeitintegration nur noch

ve(r) =
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auf einem Diinngitter und einem adaptiven Gitter betrachten, was besonders Vor- aber auch
Nachteile beider Verfahren in den Vordergrund stellt.

5.2.1 Zeitunabhiingige Potentiale
Beispiel 1: Klassischer Vollgitteransatz

Zu diesem Zweck betrachten wir das Heliumatom, welches zwei Elektronen auf den Orbitalen
besitzt. Es folgt also nach dem Wasserstoffatom als zweit einfachstes betrachtbares Atom und
wir wenden unsere Verfahren beispielhaft darauf an. Diese modellhaften Sachverhalte lassen sich
dann fiir beliebige Atome und Molekiile verallgemeinern.

Im Folgenden sehen wir uns das Verhalten des simulierten Eigenwerts an. Der Energieeigenwert
des Heliumatoms betrégt A = —2,903693775, was in [3] nachgelesen werden kann.

Das Auswertungsmuster des Vollgitters haben wir bereits in Abbildung 3.1 betrachtet und ana-
lysiert. Deshalb wollen wir an dieser Stelle lediglich darauf verweisen. Den numerisch simulierten
und berechneten Eigenwert setzten wir mit den betrachteten Diskretisierungsleveln und den zu-
gehorigen Freiheitsgraden DOF (Degrees Of Freedom) in Zusammenhang. Wir bezeichnen A als
den errechneten Eigenwert und A als die Differenz zwischen dem im aktuellen Level berechneten
Eigenwert und dem im vorhergehenden Level. Beginnen werden wir nun mit den Berechnungen
auf dem vollen Gitter. Dies fithrt zu den Ergebnissen, die in Abbildung 5.1 aufgefiihrt sind.

LEVEL Dof A AN ﬁ\?ﬁ)l)

1 4 4.808207-107! 4.808207-10~'  0.000000-10°
2 16  6.595883-10! 1.787675-107!  2.689642-10°
3 64 —3.239419-10°  3.899007-10° 4.584950-102
4 256 —2.927819-10°  3.115996-10~!  1.251288-10*
5 1024 —2.903763-10°  2.405680-1072  1.295266-10"
6
7
8
9

4096 —2.903721-10°  4.187776-10°  5.744528-102
16384 —2.903721-10°  1.718998-10~19 2.436172-10°
65536 —2.903721-10°  1.570566-10~''  1.094509-10!

262144 —2.903721-10°  3.009148-10~'2  5.219303-10°

Abbildung 5.1: Ausgabe bei der Berechnung des Energieeigenwerts beim Vollgitter.

Wir sehen, dass beim vollen Gitter bereits bei Level 6 und somit bei 4096 Freiheitsgraden ein
sehr genaues Ergebnis erreicht wurde und sich hiernach der berechnete Eigenwert nur noch wenig
verdndert, ndmlich nur ab der fiinften Nachkommastelle. Wir betrachten nun die Fehlerentwick-
lung dieses Beispiels. Hierzu berechnen wir €, was sich als Differenz zwischen dem berechneten
Eigenwert A" zu einem Level n und dem Eigenwert auf dem feinsten Gitter A("%%) ergibt, also
€= ‘)\(”) — Mma)| “wwas in Abbildung 5.2 graphisch veranschaulicht wurde.
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Abbildung 5.2: Fehleranalyse des Energieeigenwerts auf einem Vollgitter.

Beispiel 2: Klassischer Diinngitteransatz

Die oberen Ergebnisse werden wir in diesem Abschnitt mit den gleichen Rechnungen, also bei
Betrachtung des selben Potentials, auf einem klassischen Diinngitter vergleichen, um festzu-
stellen, wieviel weniger Rechenaufwand das diinne Gitter bendtigt und wie gut das Ergebnis
anschlieend noch ist. In Tabelle 5.3 ist schnell ersichtlich, dass fiir jedes Level viel weniger
Freiheitsgrade genutzt werden.

An)
LEvEL Dor A AX =)
1 3 —2.060946-10°  2.060946-10°  0.000000-10°
2 8 1.229716-10°  3.290662-10°  6.263013-10!
3 20  9.294377-107'  3.002785-10"!  1.095870-10'
4 48 —4.247923-10°  5.177361-10°  5.799837-102
5 112 —3.520237-10%  7.276859-1071 7.114829-10
6 256 —3.018276-10°  5.019607-10!  1.449687-10°
7 576 —2.978326-10°  3.995056-1072 1.256455-10%
8 1280 —2.915330-10°  6.299612-1072 6.341749-10~1
9 2816 —2.905573-10°  9.756054-1073 6.457131-10

Abbildung 5.3: Ausgabe bei der Berechnung des Energieeigenwert beim Diinngitter.

Allerdings wird an diesem Beispiel auch die schlechtere Genauigkeit des Diinngitteransatzes
deutlich. Haben wir mit dem vollen Gitter in Level 6 mit 4096 Freiheitsgraden bereits ein sehr
gutes Ergebnis erreicht, so haben wir mit dem Diinngitter erst im 9. Level bei 2816 Freiheits-
graden ein vergleichbares Ergebnis, was allerdings immer noch nicht dem auf dem vollen Gitter
entspricht. Das bedeutet also, dass trotz sehr hohen Diskretisierungsleveln noch ein merkba-
rer Fehler bleibt. Hierbei muss angemerkt werden, dass das Vollgitter im Level 6 trotzdem fast
doppelt so viele Freiheitsgrade wie das Diinngitter im Level 9 verwendet, um die Funktion auszu-
werten. Dies wollen wir anhand des Graphen in Abbildung 5.4 veranschaulichen, wobei hier die
Freiheitsgrade gegen den Fehler €, welcher wie im vorigen Abschnitt durch ¢ = ‘)\(") — )\(max)‘
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Abbildung 5.4: Fehleranalyse des Energieeigenwerts.

bestimmt wird, sowohl fiir die Ergebnisse auf dem Diinngitter als auch auf dem Vollgitter ab-
getragen wurden. Diese Ergebnisse verdeutlichen insbesondere, dass ein Diinngitteransatz nicht
fiir beliebige Problemstellungen sinnvoll ist. Das so entstandene Auswertungsmuster unseres
Diinngitters haben wir bereits in Abbildung 3.2 betrachtet.

Nun wollen wir auch eine zeitliche Entwicklung fiir dieses Beispiel betrachten, was durch das

Strang-Splitting-Verfahren implementiert wird. Insbesondere soll an diesem Beispiel die Notwen-
digkeit einer kleinen Zeitschrittweite gezeigt werden. Wir betrachten die Ausgabe, welche aus der
Entwicklung des Eigenvektors besteht und das Verhalten der von uns betrachteten Norm. Abb.
5.5 zeigt hierbei das Verhalten der Hi-Norm im Zeitintervall ¢ € [0,100] fiir fiinf verschiedene
Werte von 7, wobei L = 7 einheitlich als Referenzlevel gewihlt wurde.

Abbildung 5.5 zeigt das Verhalten der Hi-Norm fiir ¢ = 0, ..., 100 zu verschiedenen Zeitschritt-
weiten. Hier wird die Notwendigkeit einer kleinen Zeitschrittweite 7 zur Verkleinerung des nu-
merischen Fehlers verdeutlicht, da bei einem groflen 7 ein exponentieller Anstieg der H;—Norm,
also des numerischen Fehlers, erfolgt. Wie klein die Zeitschrittweite T tatséchlich gewéhlt werden
muss, hingt allerdings von der Genauigkeit des betrachteten Verfahrens ab. Bei einer Zeitinte-
gration auf einem klassischen Diinngitter ist die Wahl der Zeitschrittweite sehr klein, da hier
auch der numerische Fehler vergleichsweise grofi wird. Besonders bei den groben Zeitschritten
von 7 = 1, 7 = 0.1 sehen wir in den ersten Bildern der Abbildung 5.5 einen starken exponenti-
ellen Anstieg der Norm, also auch des numerisch erzeugten Fehlers. Dies geschieht bereits nach
wenigen Iterationen. Bei den feineren Zeitschritten 7 = 0.01 und 7 = 0.001 sehen wir, dass fiir
die ersten Iterationen kleinere beziehungsweise kaum numerische Fehler entstehen, jedoch nach
einer gewissen Zeit auch diese exponentiell ansteigen beziehungsweise stark oszillieren. Einzig
beim sehr kleinen Zeitschritt von 7 = 0.0001 kénnen wir von einem stabilen Verfahren sprechen,
bei dem der numerische Fehler sehr klein bleibt. Aus diesem Grund wollen wir fiir die restlichen
Simulationen eben diese Zeitschrittweite verwenden, was sowohl fiir die Visualisierung des Ei-
genvektors in Abb. 5.6 als auch im néchsten Abschnitt fiir die Betrachtung des zeitabhéngigen
Potentials auf einem reguldren Diinngitter gilt. Allerdings diirfen wir in diesem Zusammenhang
nicht vergessen, dass der numerische Fehler vor allem von dem gewéhlten Diskretisierungslevel,
dadurch also von der Anzahl der DOF, abhéingt und wir diesen fiir die Betrachtung der Auswir-
kungen der anderen Parameter fest als L = 7 wahlen.

AuBerdem wollen wir die zeitliche Veréinderung der Wahrscheinlichkeitsverteilung betrachten.
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Abbildung 5.5: Norm im eindimensionalen Fall betrachtet fiir ein reguléres Diinnes Gitter mit verschie-
denen Werten fiir 7.
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Zeitpunkt 0 Zeitpunkt 10

Abbildung 5.6: Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem klassischen Diinngitter mit Zeitschrittweite
7 = 0.0001.

Dies ist in Abbildung 5.6 dargestellt, wobei wir davon ausgehen, dass sich unsere Kernpositi-
on im Koordinatenursprung befindet. Hierbei wurde ein periodisches Gitter verwendet, was die
Maxima an den vier Eckpunkten erkliart. Aus dem Betragsquadrat des Eigenvektors ergibt sich
demnach eine Glockenkurve.

Abbildung 5.6 verdeutlicht, dass sich nicht nur die Norm, sondern auch das Betragsquadrat
des Eigenvektors, also die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Elektronen, bei einem so kleinen
Zeitschritt nicht merklich verédndern, was die Ergebnisse, die wir uns im Zusammenhang der H;-
Norm angesehen haben, unterstreicht. Hierzu betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung
zu vier verschiedenen Zeitpunkten, ndmlich ¢ = 0, ¢ = 10, ¢ = 50 und ¢ = 100.

Um nochmals auf die Notwendigkeit einer kleinen Zeitschrittweite hinzuweisen, wollen wir uns
die gleichen Ergebnisse mit einer Zeitschrittweite von 7 = 1 in Abbildung 5.7 ansehen. Bereits
nach 10 Iterationsschritten, also zum Zeitpunkt ¢ = 10, ldsst sich eine Oszillation feststellen. Die-
se ist in diesem Zusammenhang hauptsichlich auf die zu grofie Zeitschrittweite zuriickzufiihren,
da wir die anderen Parameter im Vergleich zum stabilen Verfahren aus Abbildung 5.6 nicht
verdndert haben. Dies ldsst auf einen signifikanten numerischen Fehler schlieflen. Nach 50 Itera-
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Zeitpunkt 0 Zeitpunkt 10

Abbildung 5.7: Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem klassischen Diinngitter mit Zeitschrittweite
T=1

tionen, ist die urspriingliche Form einer Glockenkurve nicht mehr zu erkennen. Dies zeigt, wie
wichtig eine gute Anpassung der Diskretisierungsparameter ist. Dabei muss allerdings immer
bedacht werden, dass eine héhere Genauigkeit nur auf Kosten der Rechengeschwindigkeit erfiillt
werden kann.

Beispiel 3: Zweidimensionales Potential

In diesem Abschnitt wird ein verdndertes Potential betrachtet, statt eines eindimensionalen
Potentials wird hier ein Zweidimensionales betrachtet. Um dennoch bei einem zweidimensionalen
Problem zu verbleiben, ersetzten wir das Heliumatoms durch ein Wasserstoffatom, was nur ein
Elektron besitzt. Anschaulich bedeutet dies, dass wir statt zwei Elektronen mit einer Dimension,
ein Elektron mit zwei Dimensionen betrachten. Da wir nur noch ein Elektron betrachten fillt
ein Teil des Potentials V weg und es bleibt V = SN zjj‘il v$"(||z; — R;l|) tibrig, da wir den
Laserterm vernachléssigen. Analog zu den bisherigen Auswertungen, betrachten wir nun auch
die Ergebnisse fiir dieses Beispiel.
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Level  Dof A AA L

1 4 —1.083122-107' 1.083122-10~'  0.000000-10°

2 16 2.701247-10~' 3.784369-10~!  2.862094-107!
3 64 —1.751725-10°  2.021850-10° 1.871736-10!
4 256 —1.379822.10°  3.719029-10~%  5.436500-10°

5 1024 —1.363872-10°  1.595001-10~2  2.331678-10!
6
7
8
9

4096 —1.363855-10°  1.715065-107°  9.299944-102
16384 —1.363855-100  2.704192-10 !  6.342244-10°
65536 —1.363855-10°  7.569501-10~13  3.572485-10"

262144 —1.363855-10°  1.133715-10~''  6.676721-102

Abbildung 5.8: Ausgabe bei der Berechnung des zweidimensionalen Energieeigenwerts beim
Diinngitter.

Wir erhalten mit dem oben beschriebenen Problem ein Vollgitter, da sich der Diinngittereffekt
bei einem zweidimensionalen Problem in der Kopplung der Vollgitter zeigt. Da wir aber einzig
ein Elektron betrachten haben wir nur ein einziges Vollgitter.

Wir sehen, dass dieser Ansatz stabil ist und bereits in Level 6 eine Konvergenz liefert. Wir wollen
nun die zeitliche Entwicklung dieser Funktion betrachten.

Analog zum regulidren Diinngitter betrachten wir auch bei diesem Beispiel das Verhalten der
Hi-Seminorm mit verschiedenen Werten fiir den Parameter 7, wobei wir die gleichen Werte
hierfiir wie bei dem klassischen Diinngitteransatz wahlen.

Dies wird in Abbildung 5.9 dargestellt. Wieder wird die erhohte Genauigkeit dieses Verfahrens
deutlich. Es findet bei keiner Zeitschrittweite ein exponentielles Wachstum der Hi-Seminorm wie
beim klassischen Diinngitter bei den Zeitschrittweiten 7 = 1 und 7 = 0.01 statt. Im Gegenteil
schwankt der Wert der H;-Norm schon bei 7 = 0.1 nur im Nachkommabereich, wodurch dieser
Parameterwert bereits fiir das Verfahren denkbar ist.

Auch bei diesem Beispiel wollen wir das Betragsquadrat des Eigenvektors betrachten. Hierbei
betrachten wir allerdings neben 7 =1 auch 7 = 0.1.

Abbildung 5.11 zeigt, dass auch mit einer im Vergleich zum Diinngitter grofien Zeitschrittweite
von 7 = 0.1 das Ergebnis dhnlich gut ist, wie bei einem klassischen Diinngitter mit einer Zeit-
schrittweite von 7 = 0.0001. Allerdings sollte nicht vergessen werden, dass das zweidimensionale
Diinngitterverfahren, welches aus einem Vollgitter besteht, einen viel hoheren Rechenaufwand
hat als das klassische Diinngitter in einer Dimension. Wieder wird der Konflikt zwischen Schnel-
ligkeit und Genauigkeit verdeutlicht, was das zentrale Problem dieser Arbeit darstellt. Je besser
die Diskretisierung, das Diskretisierungslevel oder der Zeitschritt gew#hlt werden, desto genauer
werden auch die von uns berechneten Ergebnisse fiir unser Problem. Andererseits wird dadurch
der Rechenaufwand zur Losung stark erhoht. Das Ziel ist es demnach, ein Verfahren zu ermitteln,
welches beide Seiten beriicksichtigt. Das bedeutet, dass das Losungsverfahren sowohl méglichst
schnell als auch hinreichend genau sein muss.

In Abbildung 5.11 sehen wir, dass im Vergleich zum klassischen Diinngitter aus Beispiel 2 bei
gleichem Zeitschritt 7 = 1 das simulierte Ergebnis mit dem zweidimensionalen Ansatz genauer
ist und es zwar bei Zeitschritt ¢ = 100 zu leichten Oszillationen kommt, die grobe Form sich
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Zeitpunkt 0 Zeitpunkt 10

Abbildung 5.10: Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem zweidimensionalen Gitter mit Zeitschrittwei-
te 7 =0.1.
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Zeitpunkt 0 Zeitpunkt 10

Abbildung 5.11: Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem zweidimensionalen Gitter mit Zeitschrittwei-
te T =1.
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Abbildung 5.12: Adaptives Diinngitter mit MaxRuns = 1 bzw. MaxRuns = 4.

allerdings nicht veréndert.

Beispiel 4: Adaptives Gitter

In diesem Beispiel betrachten wir wieder die gleiche eindimensionale Problemstellung wie in
Beispiel 1 und 2. Diesmal verwenden wir allerdings ein adaptives Gitter, wobei die theoretischen
Grundlagen bereits in dem entsprechenden Kapitel 3.4 behandelt worden sind. Zusétzlich wird
ein Parameter MaxRuns angegeben, welcher entscheidet, wie oft das Verfahren angewendet
wird, wobei nach jedem Durchlauf die Fehlerschranke e mit sich selbst multipliziert wird, was
zu einer hoheren Genauigkeit fiihrt.

Das bedeutet, dass das Gitter dem betrachteten Problem angepasst wird und die Freiheitsgrade
nicht einzig von der Wahl des Diskretisierunglevels und davon, ob ein Diinn- oder Vollgitteransatz
verwendet wird, abhéngen. Koeffizienten, welche einen vergleichsweise kleinen Beitrag leisten,
werden geméifl des Abschneidewerts e vernachléssigt. Dies wird anhand der Fourierkoeffizienten
entschieden. Fiir unser Problem betrachten wir das durch diesen Ansatz entstandene Gitter in
Abbildung 5.12, wobei wieder L = 7 als Diskretisierungslevel gew#hlt wurde. Hierbei wurde
als Fehlerschranke ¢ = 0.1 gesetzt. Dieses Beispiel unterstreicht insbesonders den Effekt des
MazRuns-Parameters. Dies wird in dem zweiten Bild der Abbildung 5.12 dargestellt. Aulerdem
wird hier gut der Unterschied zwischen der Konstruktion eines Diinngitters und dem adaptiven
Gitter deutlich. Die Effekte hiervon wollen wir jetzt analog zu den obigen Beispielen analysieren.
Wir wéhlen hierzu wieder € = 0.1 und wollen das Verhalten sowohl fiir MaxRuns = 1 als auch
fiir MaxRuns = 4 besprechen.

Offensichtlich verbessert eine Erhéhung des M ax Runs-Parameters deutlich die Genauigkeit
der Losung. Allerdings wird hierdurch auch durch die gesteigerte Anzahl an benotigten Freiheits-
graden der Rechenaufwand vervielfacht. Auflerdem sehen wir, dass sich nach einem bestimmten
Level die Anzahl der Freiheitsgrade nicht mehr verindert, auch wenn ein hoheres Level gewéhlt
wird. In unserem Beispiel ist dies bei Level 5 mit 320 Freiheitsgraden bei MaxRuns = 1 und bei
Level 6 mit 3072 bei MaxRuns = 4. Dies lédsst sich damit erklaren, dass hier bereits die durch e
und MazRuns vorgeschriebene Genauigkeit erreicht wurde und eine Erhohung des Levels heu-
ristisch nicht mehr nétig ist.
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MaxRuns 1 MaxRuns 4
Level Dof A Level  Dof A
1 4 4.827376-1071 1 4 4.827376-107!
2 16  6.598580-107" 2 16  6.598580-10~!
3 64 —3.224946-10° 3 64 —3.224946-10°
4 192 —2.933450-10° 4 256 —2.914899-10°
5 320 —2.915728-10° 5 1024 —2.891013-10°
6 320 —2.915728-10° 6 3072 —2.890973-10°
7 320 —2.915728-10° 7 3072 —2.890973-10°
8 320 —2.915728-10° 8 3072 —2.890973-10°
9 320 —2.915728-10° 9 3072 —2.890973-10°

Abbildung 5.13: Ausgabe bei der Berechnung des Energieeigenwerts beim adaptiven Gitter mit e = 0.1.
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Abbildung 5.14: Fehleranalyse des Energieeigenwerts auf einem adaptiven Gitter.

Im Vergleich zum Diinn- aber auch zum Vollgitterverfahren sehen wir, dass bereits mit viel we-
niger Freiheitsgraden ein genaues Ergebnis erreicht werden kann. So ist das Ergebnis mit dem
Parameter MaxRuns = 1 bei 320 Freiheitsgraden und Level 5 vergleichbar genau wie das Ergeb-
nis auf dem Diinngitter zwischen Level 7 und 8 bei 576 bis 1280 Freiheitsgraden. Bei MaxzRuns
4 ldsst sich nach Level 6 mit 3072 Freiheitsgraden erst nach der sechsten Nachkommastelle ein
Unterschied zum grofiten Eigenwert auf dem Vollgitter feststellen, welcher 262144 Freiheitsgrade

fiir die Berechnung bendotigt.

Nun wollen wir analog zu den oben bereits betrachteten Beispielen das Verhalten der zeitlichen
Entwicklung durch die Hi-Seminorm fiir das adaptive Gitter betrachten. Hierzu benutzen wir

die oben bereits erwahnten Beispiele.
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Abbildung 5.15: Norm im adaptiven Gitter mit ¢ = 0.1 und MaxRuns = 1.

Abbildung 5.15 zeigt, dass bereits bei dem kleinen Gitter von 320 Freiheitsgraden kein expo-
nentielles Wachstum auftritt, was gegenséitzlich zum reguldren Diinngitter ist. Allerdings wird
selbst bei sehr kleiner Zeitschrittweite keine Stabilitdt erreicht und die Norm schwankt in einer
Groflenordnung von 100. Auffallig ist auflerdem, dass sich das Verhalten der Norm nach einer
Zeitschrittweite von 7 = 0.1 nicht mehr wesentlich verbessern lédsst. Selbst eine Verminderung
der Zeitschrittweite auf 7 = 0.0001 fithrt zu keiner Verbesserung des Verhaltens der Seminorm.
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Zeitpunkt 0 Zeitpunkt 10

Zeitpunkt 50 Zeitpunkt 100

Abbildung 5.17: Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem adaptiven Diinngitter mit Zeitschrittweite
7=0.1 und MaxRuns = 1.

In Abbildung 5.16 betrachten wir die Hj-Seminorm nach einer Erhéhung von MaxRuns auf
4. Wieder stellen wir den gleichen Effekt fest wie bei MaxRuns = 1, wobei hier der Schwan-
kungsbereich von 100 auf 10 eingegrenzt wurde. Wieder bringt eine Erhéhung von 7 = 0.1 auf
eine feinere Zeitschrittweite keine Verbesserung der Stabilitdt. In beiden Féllen entsteht zwar
eine starke Oszillation, jedoch kommt es trotz vergleichsweise grofier Zeitschrittweite zu keinem
exponentiellen Wachstum.

Abbildung 5.17 verdeutlicht das Verhalten des Betragsquadrats des Eigenvektors im Fall
7 =0.1 und MazRuns = 1. An diesem Beispiel wird besonders der Vorteil des adaptiven im Ver-
gleich zum klassischen Diinngitter deutlich. Trotz kleineren Schwankungen bleibt das Betrags-
quadrat des simulierten Eigenvektors stabil, obwohl wir nur knapp iiber die Hélfte der Freiheits-
grade des klassischen Diinngitters zur Darstellung verwendet haben und eine 1000-fach hohere
Zeitschrittweite. Dies zeigt, dass die Schwankungen in der Hi-Seminorm keine grofilen Auswir-
kungen auf die Simulation des Eigenvektors ausiiben. Zusétzlich zeigt Abbildung 5.18, dass selbst
eine Erhohung der Zeitschrittweite auf 7 = 1 zwar zu stédrkeren Schwankungen fiihrt, allerdings
wird die Glockenform nicht zerstort im Gegensatz zum klassischen Diinngitterverfahren, vgl.
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Zeitpunkt 0 Zeitpunkt 10

Abbildung 5.18: Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem adaptiven Diinngitter mit Zeitschrittweite
7=1und MaxRuns = 1.

Abb.5.7.

In Abbildung 5.19 betrachten wir nun die Auswirkung einer Verfeinerung des Gitter durch
die Erhohung von MaxLevel = 1 auf MaxLevel = 4 auf die simulierte Wahrscheinlichkeitsver-
teilung. Offensichtlich ist die Darstellung genauer geworden und die Schwankungen haben sich
verringert. Die betrachteten Schwankungen in der H;-Seminorm sind hierbei nicht zu bemerken.
Insgesamt sieht man anhand dieses Beispiels besonders gut den Vorteil des adaptiven Gitters
im Vergleich zum reguldren Diinngitter, da es mit viel weniger Funktionsauswertungen zu einem
Ergebnis fithrt, welches vergleichbar gut ist.

5.2.2 Zeitabhingige Potentiale

Abschlielend wollen wir uns mit der Losung der zeitabhéingigen Schrédingergleichung beschéftigen,
welche wir durch die Betrachtung des bereits erwéhnten zeitabhéngigen Potentialterms Vr er-

halten. Es wird
2mp - x

Vp(z,t) = E'sin ( ) e(—e(t=To)?) cos(2mwt) (5.1)
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Zeitpunkt 0 Zeitpunkt 10

Abbildung 5.19: Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem adaptiven Gitter mit Zeitschrittweite 7 = 0.1
und MazRuns = 4.

angenommen, wobei wir w = 3¢ und den Startzeitpunkt Ty = 0 betrachten. Es bezeichnet
aulerdem ¢ den aktuellen Zeitpunkt. Hierbei kann durch die Wahl der Parameter E und c¢ die
Stérke des Lasers variiert werden. Die Ausrichtung des Lasers hingt von der Wahl von pu ab,
wobei u ein Vektor ist und je nach Wahl die Richtung, in welche der Laser im betrachteten
Vektorfeld wirkt, verindert. Falls dies im Folgenden nicht anders angegeben wird, so setzen
wir E = ¢ =1, up = (1,0)T und betrachten die daraus resultierenden Ergebnisse anhand der
Entwicklung der H;-Norm und des Betragsquadrats des Eigenvektors, wobei wir wieder ¢ €
[0,100] betrachten.

Wir werden die zeitliche Entwicklung des zeitabhéngigen Potentials, sowohl fiir den Diinngitter
als auch fiir den adaptiven Gitteransatz, betrachten. Fiir die Wahl der Diskretisierungsparameter
werden wir die Ergebnisse des stationdren Falls benutzten. Wir werden fiir das zeitabhéngige
Potential allerdings weder den Vollgitter- noch den zweidimensionalen Ansatz betrachten, da
diese unzureichend gegen den Fluch der Dimensionen wirken, welcher als das zentrale Problem
dieser Arbeit anzusehen ist.
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Abbildung 5.20: Norm auf einem klassischen Diinngitter mit 7 = 0.0001.

Beispiel 5: Zeitabhiingiges Potential auf einem klassischen Diinngitter

Wir betrachten die Auswirkungen der Addition eines zeitabhéngigen Potentials auf das von
uns bereits betrachtete stationére Potential zunéchst mithilfe des Diinngitteransatzes. Wie bei
den obigen Betrachtungen, werden wir fiir unsere Problemstellung das Level L = 7 und fiir die
zeitliche Entwicklung die Zeitschrittweite 7 = 0.0001 wéhlen. Diese beiden Parameter wollen wir
nun auch fiir die Entwicklung des zeitabhédngigen Potentials nutzten. Da durch die obige Analyse
verdeutlicht wurde, dass diese Wahl eine gute Approximation fiir unser stationires Problem
liefert, wollen wir nun die Analyse der Qualitit dieser Approximation fiir das zeitabhéingige
Problem durchfiihren.

Abbildung 5.20 zeigt zunichst die Entwicklung der Hi-Seminorm, wobei wir feststellen, dass im
Gegensatz zum stationdren Fall die Norm nicht mehr konstant bleibt sondern stark oszilliert.

Anschlieflend betrachten wir in Abbildung 5.21 die Auswirkungen des Laserterms auf die zeit-
liche Entwicklung unserer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gilt Vp(z,0) =
E sin(%#). Da wir £ = 1 angenommen haben, wirkt einzig der Sinus-Term des Potentials auf
das System, wodurch es zu einer Verschiebung der Glockenkurve kommt. Im zeitlichen Verlauf
sehen wir, dass sich die Form des simulierten Eigenvektors veréindert und dieser wahrend des
betrachteten Intervalls in keine Ruheposition gelangt.
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Zeitpunkt 0 Zeitpunkt 10

Abbildung 5.21: Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem adaptiven Gitter mit Zeitschrittweite 7 =
0.0001.

Beispiel 6: Zeitabhingiges Potential auf einem adaptiven Gitter

Nun wollen wir das oben bereits beschriebene Problem auf einem adaptiven Gitter betrachten.
Fiir den stationdren Fall haben wir gesehen, dass bereits eine Fehlerschranke von ¢ = 0.1 und
MaxRuns = 1 ausreicht, um das Problem vergleichsweise genau zu 16sen. Diese Parameter
wollen wir nun auch fiir den zeitabhéngigen Fall anwenden. Der Vorteil der Adaptivitit wird
hierbei besonders ersichtlich. Dadurch, dass wir ein anderes Potential als im stationédren Fall
betrachten, erhalten wir auch ein anderes Gitter, was die sehr gute Anpassung der Adaptivitét
auf die Problemstellung verdeutlicht. Dieses Gitter ist in Abbildung 5.22 abgebildet. Der Vorteil
liegt hierbei darin, dass nur noch 192 Freiheitsgrade, also Funktionsauswertungen, verwendet
werden miissen, wodurch sich der Rechenaufwand erheblich verringern l&sst.

Die Genauigkeit dieser Diskretisierung wird nun anhand eines Vergleichs mit dem klassischen
Diinngitter bewerkstelligt. In diesem Zusammenhang werden wir allerdings nicht das Verhalten
der Hi-Seminorm analysieren, da wir bereits im stationdren Fall gesehen haben, dass dieses
nicht stabil ist und sich deswegen kein Riickschluss auf die Diskretisierung des zeitabhéingigen
Falls schlieflen lassen.
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Abbildung 5.22: Adaptives Gitter mit zeitabhéngigem Potential.

Das gleiche Ergebnis erschlieit sich auch bei der Betrachtung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
in Abbildung 5.23. Trotz einer viel kleineren Anzahl an Auswertungspunkten zeigt die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung sowohl auf dem adaptiven als auch auf dem klassischen Diinngitter das
gleiche Verhalten, wobei natiirlich auf dem adaptiven Gitter die Darstellung ungenauer ist.
Allerdings muss beachtet werden, dass das adaptive Gitter fiir den Startpunkt ¢ = 0 generiert
wird. Hiernach wird die zeitliche Integration einzig durch eine Iteration auf dem Anfangsgitter
durchgefiihrt. Das bedeutet demnach, dass sich das Gitter nicht mit der Iteration verdndert, was
zu einem Verlust der adaptiven Eigenschaft fithren kann. Die bei dem adaptiven Gitter erreichte
Fehlerschranke ist also durch die Iteration nicht mehr gegeben. Wir sehen allerdings anhand des
betrachteten Beispiels, dass trotzdem auch auf einem solchen adaptiven Gitter ein sehr gutes
Ergebnis mit viel weniger Funktionsauswertungen erreicht wird.

Abschlielend wollen wir den Vorteil des adaptiven Gitteransatzes in den Vordergrund stellen.

Der klassische Diinngitteransatz ist bereits eine sehr effektive Methode um dem Fluch der Di-
mension entgegen zu wirken. Dies geschieht durch die Nutzung eines Gitters, welches bestimmte
Gitterpunkte weglisst, im Gegensatz zu einem &quidistanten Gitter. Der Nachteil besteht hier-
bei allerdings darin, dass bei einem Problem, welches nicht ausreichend glatt ist, ein sehr hohes
Level benotigt wird um eine angemessene Diskretisierung zu erhalten. In diesen Féllen kann
sogar ein Vollgitter bei einem viel kleineren Level und zum Teil mit einer kleineren Anzahl an
Freiheitsgraden der sinnvollere Ansatz sein.
Hier bietet das adaptive Gitter eine gute Alternative. Dieses generiert passend zum betrachteten
Problem ein Gitter und kann dabei die verschiedenen Dimensionen verschieden fein diskretisie-
ren, was zu einer Verbesserung der Genauigkeit durch eine gewéhlte Fehlerschranke und zu einer
Verminderung des Rechenaufwands fiihrt.
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Abbildung 5.23: Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem adaptiven Gitter mit Zeitschrittweite 7 = 0.1
und MaxRuns = 1.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit war die numerische Implementierung und Loésung der zeitabhingigen
Schrodingergleichung. Die starke Dimensionsabhéngigkeit, also der Fluch der Dimension, stell-
te dabei das grofite Problem dar. Diesem wirkten wir zundchst durch eine Vereinfachung des
betrachteten Potentials entgegen. Hierzu sahen wir uns anstatt dreidimensionalen Teilchen nur
noch eindimensionale an, wodurch sich der Rechenaufwand stark verringern lief3.

Zunéchst fithrten wir die Diskretisierung der Schrédingergleichung im Ort durch, wozu wir einen
Gitteransatz mit Fourier-Basen wihlten, da diese besonders fiir die Berechnung des Laplace-
Operators sinnvoll sind. Aus einem kontinuierlichen Problem wurde dadurch ein im Ort dis-
kretes Problem. Zu diesem Zweck betrachteten wir verschiedene Gitteransitze. Um weniger
Funktionsauswertungen als im klassischen, dquidistanten Vollgitter zu benétigen, fithrten wir
das Diinngitter ein. Dies wird dadurch erreicht, dass gewisse Punkte, die einen vergleichswei-
se kleinen Einfluss auf das gesamte Potential haben, vernachlissigt werden. Allerdings ist dies
einzig von dem gewéhlten Diskretisierungslevel abhéngig, also nicht von dem zugrunde liegen-
den Problem. Aus diesem Grund betrachteten wir das adaptive Gitter, welches eine Verbesse-
rung gegeniiber dem Diinngitter darstellt. Hierbei wird das Auswertungsmuster individuell in
Abhéngigkeit des betrachteten Potentials generiert, indem jede Dimension einzeln geméif3 ei-
ner gewahlten Fehlerschranke unterschiedlich genau diskretisiert wird. Damit werden Probleme,
welche sich in ihrer Glattheit in den verschiedenen Dimensionen stark unterscheiden, besser
approximiert, was zu einem verringerten Rechenaufwand fithrt. Durch Verwendung der unter-
schiedlichen Gitter entstand ein ortsdiskretisiertes Eigenwertproblem, welches wir anschlielend
16sen mussten. Wir erhielten so den Energieeigenwert und den dazugehorigen Eigenvektor des
Grundzustandes.

Da ein zeitabhéngiges Potential betrachtet wurde, brauchten wir ein Verfahren, welches die Zeit-
integration bewerkstelligte. Hierzu wandten wir das Strang-Splitting-Verfahren an, da dieses im
Vergleich zu anderen Verfahren sehr wenige Voraussetzungen an das Potential stellt. Als Start-
wert wurde der in dem ortsdiskretisierten System berechnete Eigenvektor benutzt. Damit wurde
dann entsprechend der Zeitschrittweite eine zeitliche Iteration durchgefiihrt.

Die bisherigen Teile dienten der Einfiihrung der genutzten Theorie zur Orts- und Zeitdiskreti-
sierung, welche wir abschlieffend durch numerische Beispiele anwandten. Damit die Verfahren
der Orts- und Zeitdiskretisierung als solche beurteilt werden konnten, betrachteten wir zunéchst
ein zeitunabhéngiges Potential, da wir dafiir das Verhalten der Wellenfunktion kennen. Hierzu
verglichen wir zunéchst die Ergebnisse auf dem Voll- und Diinngitter und stellten fest, dass
auf dem Diinngitter die Losung zwar ungenauer war, allerdings wurden auch viel weniger Frei-
heitsgrade benétigt. Dies wurde besonders im Vergleich zum Vollgitter deutlich, da dort der
Figenwert eindeutig konvergierte und sich dieser auf den hichsten betrachteten Leveln nur noch
minimal verdnderte. Im Gegensatz dazu verinderte sich der Eigenwert auf dem Diinngitter noch
im letzten betrachteten Schritt und fiihrte nicht zu genau dem gleichen Eigenwert wie auf dem
Vollgitter. Die zeitliche Integration zeigte allerdings, dass die erreichte Genauigkeit fiir die Simu-
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lation geniigte und das Ergebnis hinreichend genau fiir eine stabile zeitliche Entwicklung war.
Wir betrachteten das Heliumatom, welches zwei Elektronen auf den Orbitalen besitzt und er-
hielten durch die Einschrankung unseres Potentials auf den eindimensionalen Fall ein zweidi-
mensionales Problem. Anschlieend analysierten wir den Effekt einer Erhohung der Dimension
des Potentials auf zwei Dimensionen. Weiterhin sollte das Problem zweidimensional bleiben,
weswegen wir das Wasserstoffatom, welches nur ein Elektron auf den Orbitalen besitzt, wihlten.
Allerdings stellte sich noch kein Diinngittereffekt ein, da dieser erst bei der Kopplung der ein-
zelnen Gitter eintritt. Bei einem zweidimensionalen Potential wird pro Elektron ein Vollgitter
betrachtet und bei einer Analyse mehrerer Elektronen werden die Vollgitter durch Diinngitter
miteinander in Verbindung gesetzt. Deswegen wurde bei diesem Beispiel nur ein Vollgitter mit
einem verdnderten Potential betrachtet. Zwar verédnderte sich dadurch der Lésungseigenwert,
da ein anderes Atom betrachtet wurde, allerdings ist der Rechenaufwand genauso hoch wie bei
einem Vollgitteransatz fiir das eindimensionale Potential.

Die Auswertung anhand numerischer Beispiele stellte den Vorteil des adaptiven Gitters in den
Vordergrund. Hierbei wurden zur Realisierung einer dhnlichen Genauigkeit wie bei Voll- bzw.
Diinngittern jeweils weniger als halb so viele Freiheitsgrade im Vergleich zu dem entsprechenden
Gitter bendtigt.

Schliefllich erweiterten wir das Potential um einen zeitabhingigen Faktor und benutzten fiir
die Losung sowohl den Diinngitter- als auch den adaptiven Gitteransatz, um schliellich das
Strang-Splitting-Verfahren als Zeitintegration anzuwenden. Wieder wurde der Vorteil des ad-
aptiven Gitters verdeutlicht, da durch das verinderte Potential ein anderes Gitter als im zeit-
unabhéngigen Fall generiert wurde, welches nochmals weniger Freiheitsgrade benotigte. Trotz
betréachtlich weniger Freiheitsgrade des adaptiven Gitters stellte dieses den gleichen zeitlichen
Verlauf wie das Diinngitter dar, obwohl das adaptive Gitter nur fiir den Anfangswert generiert
wurde, also durch den zeitlichen Verlauf nicht mehr auf das sich verdndernde Problem angepasst
wurde.

Zusammenfassend konnten wir sowohl durch die Verwendung eines eindimensionalen statt drei-
dimensionalen Potentials und eines nicht-dquidistanten Gitters den Fluch der Dimension ein-
dédmmen, wodurch sich der Rechenaufwand stark verringerte. Trotzdem erhielten wir ein gutes
approximatives Ergebnis sowohl fiir ein zeitunabhéngiges als auch fiir ein zeitabhiingiges Po-
tential. Wir wurden dabei oft mit dem Problem, dass héhere Genauigkeit nur auf Kosten von
mehr Rechenaufwand realisierbar ist, konfrontiert. Als besonders niitzlich stellte sich in diesem
Zusammenhang das adaptive Gitter heraus. Der Vorteil davon im Vergleich zu dem klassischen
Diinngitter war die individuelle, vom Problem abhéngige Generierung des Gitters, was zu einer
starken Verminderung des Rechenaufwands fiihrte.

Ausblick

Es verbleiben noch einige interessante Anséitze fiir weitere Arbeiten. Zunéchst wire eine Er-
weiterung der von uns betrachteten numerischen Verfahren auf komplexere Beispiele denkbar.
Dazu miisste sowohl die Anzahl der betrachteten Atome als auch ihre Elektronen erhoht werden
und in diesem Zuge wiirde das dieser Arbeit zugrunde liegende Programm erweitert werden.
AuBlerdem konnte eine Analyse fiir unterschiedliche Atomabstédnde getétigt werden. Um eine
bessere Aussage iiber die Qualitidt der Approximation zu treffen, wiirden zusétzlich die von uns
berechneten Ergebnisse mit bekannten Ergebnissen aus der Quantenmechanik beziehungsweise
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der Molekiildynamik verglichen werden.

Aulerdem wurde in dieser Arbeit nur ein Fall des Laserterms betrachtet. Deshalb wére noch das
Ausprobieren verschiedener Kombinationen der gewéhlten Parameter denkbar, um die Auswir-
kungen unterschiedlicher Ausrichtungen des Lasers im Ort analysieren zu kénnen. Dabei konnte
durch verschiedene Wahlen des betrachteten Einheitsvektors p die Richtung, in welche der Laser
wirkt, variiert werden. In dieser Arbeit wurde lediglich (I,O)T betrachtet, was bedeutet, dass
der Laser einzig parallel zur xz-Achse wirkt. Entlang des betrachteten Feldes kann dieser be-
liebig gewdhlt werden und somit ist eine Analyse dieser Effekte denkbar. Zusétzlich fiihrt eine
Verédnderung der Parameter zu einem Unterschied der Einfliisse der einzelnen Terme. Aus einer
Verdnderung des sin-Terms folgt eine andere Frequenz im Ort und aus einer anderen Wahl fiir
die Parameter in dem cos-Term kann die Frequenz in der Zeit veréindert werden. Je nach Ausmafl
der Verédnderung wiire es interessant, die Auswirkungen auf das gesamte System zu betrachten,
um besonders das Zusammenspiel der einzelnen Komponenten analysieren zu kénnen und ihren
Einfluss auf die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion zu beobachten.

Die Amplitude wurde durch die vorangestellte Konstante £ und durch den Exponentialterm
bestimmt. Eine Verdnderung dieser wére auch eine interessante Anwendung. In diesem Zusam-
menhang wire eine Betrachtung der Auswirkung des Exponentialterms besonders aufschluss-
reich. Da im Exponenten die Zeit mit einem negativen Vorzeichen steht, lduft dieser Ausdruck
folglich gegen Null. Wissenswert wére hierbei, ob sich damit auch der Einfluss des Laserterms
vermindert und ob das System gegen den stationédren Fall konvergiert.

Folglich verbleiben noch viele interessante Fragestellungen fiir weitere Arbeiten.
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