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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit betrachten wir die Ausbreitung von Flammenfronten in einem beid-
seitig unendlichen Zylinder. Man stellt sich vor, dafl sich in diesem Zylinder ein
brennbares Gasgemisch befindet. Bei der Verbrennung dieses Gases breitet sich ei-
ne Flammenfront im Zylinder aus, deren Form und Fortbewegungsgeschwindigkeit
untersucht werden soll. Wir nehmen an, dafl die Flammenfront sich mit konstanter
Geschwindigkeit entlang der Zylinderachse ausbreitet.

Der Zylinder wird durch das cartesische Produkt der reellen Zahlen und eines be-
schrinkten glatten Gebietes w C R™™! beschrieben:

Zoo =R X w. (1.1)

Die Punkte aus Z., bezeichnen wir mit (z1,y), wobei ; € R und y € w ist. Gegeben
sei die Situation, daf sich als Grenzwert zur linken Seite hin (x; = —oo) nur frisches
Gas und zur rechten Seite hin (z; = 4+00) nur verbranntes Gas befindet. Gesucht ist
eine Funktion u : Z,, — R der Temperaturverteilung des Gases innerhalb des Zylin-
ders, sowie die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ der Flammenfront. Die Verbrennung
wird modelliert durch die semilineare elliptische Differentialgleichung

Au—(c+ a(y))ug, +g(u) =0  in Z,
u(—o0,y) =0, wu(+oo,y)=1 firy e, (1.2)
u, =0 auf 07,

wobei a(y) ein Geschwindigkeitsfeld in z;-Richtung ist, das dem Gas im Zylinder
aufgeprégt ist. Die Funktion g beschreibt das Mafl der Verbrennung abhéngig von
der Temperatur.

Das Hauptergebnis der Arbeit ist ein Satz iiber die Existenz einer solchen Losung
(u,c) unter sinnvollen Voraussetzungen an die Problemdaten. Als Zusatz wird in
Kapitel 6 die Eindeutigkeit der Losung behandelt, wobei allerdings nicht alle Hilfs-
mittel bewiesen werden.

Die Arbeit gliedert sich im Anschlufl an diese Einleitung in fiinf weitere Kapitel. Das
folgende Kapitel 2 ,,Existenz und Regularitat® stellt den Hauptteil dar, wahrend die
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anderen Kapitel einige dort benutzte Teilaspekte behandeln. Es wurde bewufit an
den Anfang gestellt, damit die Notwendigkeit der anderen Kapitel erkennbar wird,
obwohl durch diese Aufteilung viele Verweise auf spétere Textstellen entstehen.
Kapitel 2 beginnt mit dem Abschnitt ,, Modellbildung und Hauptresultat®, in dem
die Differentialgleichung hergeleitet und néaher beschrieben sowie das Hauptresultat
formuliert wird, ndmlich ein Existenzsatz iiber die Losung des Problems. Der Rest
des Kapitels ist dem Beweis gewidmet, der im wesentlichen folgende Struktur hat:
Im Abschnitt 2.2 wird ein dhnliches Problem auf beschrankten Zylindern behan-
delt, das nach Herleitung einer a priori-Abschétzung mittels einer verallgemeinerten
Kontinuitatsmethode gelost wird. Die Schwierigkeit dabei liegt in der Behandlung
des unbekannten Parameters ¢, die mit Hilfe von Losungen gewohnlicher Differenti-
algleichungen und einer zusétzlichen Homotopie bei der Kontinuitdtsmethode iiber-
wunden wird. Im Abschnitt 2.3 lassen wir dann die Groe der beschrankten Zylinder
gegen unendlich konvergieren und kontrollieren das Grenzwertverhalten der Losun-
gen. Hierzu sind wieder a priori-Abschéitzungen, Energieungleichungen und andere
Betrachtungen notwendig.

Das Kapitel folgt in der Grundstruktur der Argumentation von [BLL] und [BL],
wobei verschiedene Teilaspekte neu ausgearbeitet wurden. Dies betrifft zum einen
die elliptischen Abschétzungen, auf die keiner der Artikel ndher eingeht, und zum
anderen zahlreiche Details.

Ein zentraler Punkt in der Argumentation ist die Tatsache, dal Losungen auf dem
beschrankten Zylinder immer streng monoton wachsend in x-Richtung sind. Dem
Beweis dieser Aussage ist Kapitel 3 gewidmet. Sie wird gezeigt, indem man die Dif-
ferenz zweier Losungen betrachtet, wovon eine um einen variablen Parameter A in
x1-Richtung verschoben ist. Man erhélt so eine parabolische Differentialgleichung,
in der A der sonst als Zeitparameter bezeichneten Variablen entspricht. Die Verwen-
dung parabolischer Maximumprinzipien erlaubt eine Aussage iiber das Vorzeichen
der Differenz, woraus dann leicht Monotonie- und Eindeutigkeitsaussagen fiir Diffe-
rentialgleichungslosungen gefolgert werden konnen. Die Herleitung der parabolischen
Maximumprinzipien nimmt einigen Raum in Anspruch. Zum einen werden bekannte
Standardaussagen gezeigt, wie man sie z.B. in [PW] finden kann, wobei einer der
Beweise wesentlich vereinfacht und eleganter gestaltet werden konnte. Zum anderen
werden spezielle Varianten hergeleitet, die im wesentlichen auf [BN2] und [GNN]
zuriickgehen, insbesondere eine, die Aussagen in Gebietsecken ermdoglicht. Da die in
dieser Arbeit an vielen Stellen verwendeten elliptischen Maximumprinzipien wie das
Starke Maximumprinzip von E. Hopf wohlbekannt sind, wird auf sie nicht weiter
eingegangen.

In Kapitel 4 wird ein sog. verallgemeinertes Eigenwertproblem gelost, d.h. es sind
eine Funktion ¥ : 0 — R und ein kleinstes A € R zu finden, die der Gleichung

(—=A +ay) + A\B(y))¥ = N2V (1.3)

unter homogenen Neumannrandbedingungen geniigen. Dies geschieht durch Reduk-



tion auf ein gewohnliches Eigenwertproblem. Es ist bemerkenswert, dafl die FEigen-
funktionen des verallgemeinerten Eigenwertproblems dieselben wie die des gewohn-
lichen Eigenwertproblems sind. Die so gewonnenen Losungen (W, ) werden sowohl
in Kapitel 2 als auch in Kapitel 6 genutzt, um aus Vergleichen von

O(z1,y) = " U(y) (1.4)

mit Losungen von (1.2) asymptotische Darstellungen zu gewinnen. Das Kapitel wur-
de unter Nutzung von Methoden aus [BN1] frei erarbeitet.

Kapitel 5 befafit sich mit elliptischen Abschéitzungen, die an vielen Stellen der Di-
plomarbeit genutzt werden, so z.B. als a priori-Abschétzung oder zur Feststellung
der Regularitdt von Losungen verschiedener Differentialgleichungen. Die bearbei-
teten Artikel verweisen stets auf ,standard elliptical estimates“, die jedoch nicht
anwendbar sind, da sie ein hinreichend glattes Gebiet voraussetzen, was in unserer
Anwendung nicht gegeben ist. Um diesen Mangel zu beheben, wurden verschiedene
Abschétzungstypen mit verschiedenen Varianten zur Umgehung der Gebietsecken
untersucht. Es stellte sich heraus, dafl die sog. LP-Abschitzungen kombiniert mit
einer Spiegelung der Losung iiber den Neumannrand hinweg zum Erfolg fiihren. LP-
Abschatzungen beruhen auf der Abschéatzung des Newtonschen Potentials zur Dichte
Awu mittels der Calderon-Zygmund-Ungleichung und anschlieBender Verallgemeine-
rung auf allgemeine gleichméfig elliptische Operatoren. Sie stellen eine Abschétzung
der Form

lullg2r ) < C(||lu||r) + |lrechte Seite|Lr (o) + [[Randwerte||gecignete Randnorm) (1.5)

zur Verfiigung. Der Spiegelung kommt die Bedeutung zu, die Funktion auf ein glattes
Gebiet fortzusetzen. Die Herleitung der LP-Abschitzungen ist [ADN] entnommen
und wird in den Abschnitten 5.2 bis 5.4 durchgefithrt. Der Abschnitt 5.5 nutzt
dann die Spiegelungstechnik zur Erzielung der Abschétzungen auf den nichtglatten
Gebieten.

Die H*P-Abschitzungen implizieren mit Hilfe des Sobolewschen Einbettungssatzes
sofort eine C''7-Abschitzung, da p beliebig grofi gewihlt werden kann. An zwei
Stellen in Kapitel 2 wird jedoch die C?-Regularitit benétigt, die wohl nur iiber
C?7-Schauder-Abschitzungen erreicht werden kann. An dieser Stelle befindet sich
moglicherweise ein Fehler in den Artikeln [BLL] und [BL], da die Voraussetzun-
gen an die Koeffizienten der Differentialgleichung dazu nicht scharf genug zu sein
scheinen!. Leider ist es nur gelungen, diese Liicke fiir die Raumdimensionen n = 2
und n = 3 zu fiillen, wihrend in den allgemeinen Féllen n > 4 die Anwendung

In [BLL], Gleichung (1.9) wird fiir den Koeffizienten « lediglich die Stetigkeit gefordert,
wéhrend zumindest eine Holderstetigkeit erforderlich scheint. Die Autoren schreiben in der Be-
merkung 1.2, da8 diese fiir die Schauderabschitzungen und damit die C?-Regularitét erforderlich
ist.
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der Schauderabschétzungen an moglichen Unstetigkeitsstellen der gespiegelten Dif-
ferentialgleichung scheitert. Fiir eine ausfiihrliche Begriindung sei auf Abschnitt 5.5
verwiesen.

Zur Abrundung befafit sich das letzte Kapitel mit Eindeutigkeitsfragen. Da es als Zu-
satz iiber die eigentliche Aufgabenstellung hinausgeht, werden nicht alle Hilfsmittel
bewiesen; das trifft insbesondere auf Aussagen iiber die asymptotische Darstellung
von Losungen zu. Einige Argumente sind [BN1] entnommen, andere Aussagen dar-
aus zitiert, und wieder andere Teile wie die Abschnitte 6.2, 6.4 und auszugsweise 6.3
sind neu. Hauptergebnis ist, dafi das Problem (1.2) unter etwas schirferen Annahmen
eindeutig losbar ist. Die dargestellten Argumente ermdglichen weiterhin unmittelbar
die Folgerung, daf} jede Losung streng monoton wachsend in x;-Richtung ist.
Wiinschenswert fiir eine zukiinftige Arbeit wéare neben der Ausfiillung der Liicke bei
den elliptischen Abschétzungen noch die Behandlung allgemeinerer Modelle des Ver-
brennungsproblems. Beispielsweise wére es interessant zu untersuchen, ob es Losun-
gen gibt, die sich nicht mit konstanter Geschwindigkeit ausbreiten, oder wie sich
andere Randbedingungen auf die Losungen auswirken. Weiterhin lassen sich zusétz-
liche physikalische Gréflen wie die Gasdichte oder der Gasdruck in das Modell einbe-
ziehen. LaBt man eine von 1 verschiedene Lewis-Konstante zu (siehe Abschnitt 2.1),
so wird aus der einen Differentialgleichung ein System von zwei Gleichungen, so dafl
ganz neue Erkenntnisse zu erwarten sind. Noch andere Fragestellungen ergeben sich
auch bei anderen Gebietsgeometrien.

Ich bedanke mich bei Herrn Professor Hildebrandt fiir die interessante Themenstel-
lung und gute Betreuung, bei Ulrich Clarenz, Heiko von der Mosel, Gudrun Turowski
und Daniel Wienholtz fiir viele wertvolle Hinweise und Hilfen bei Problemen aller
Art sowie bei Matthias Kurzke fiir das Korrekturlesen.



Kapitel 2

Existenz und Regularitit

2.1 Modellbildung und Hauptresultat

Gegeben sei ein beidseitig unendlicher Zylinder, in dem sich ein brennbares Gasge-
misch befindet. Zur Beschreibung der Verbrennungsvorgéinge dieses Gasgemisches
gibt es zahlreiche mehr oder weniger zutreffende Modelle. Ein sehr allgemeines und
umfassendes ist im Anhang von [BL] auf Seite 37 beschrieben. Da es jedoch aus vielen
hinsichtlich der Form wesentlich verschiedenen Einzelgleichungen besteht, die sich
wiederum aus vielen unterschiedlichen Variablen wie Druck, Dichte, Geschwindig-
keitsfeld, Temperatur und Massenanteil des Frischgases zusammensetzen, entzieht
es sich aus Komplexitdtsgriinden einer analytischen Behandlung. Daher wird das
Modell folgendermaflen vereinfacht:

Die ,jisobare Approximation® geht davon aus, dal der Druck des Gasgemischs {iber-
all und zu jedem Zeitpunkt konstant ist. Diese Einschrinkung ist sinnvoll, da sich
Flammenfronten i. allg. mit einer Geschwindigkeit ausbreiten, die unterhalb der des
Schalls liegt, und daher die bei der Verbrennung entstehenden Druckwellen sich von
der enstehenden Flammenfront entfernen und keinen Einflufl auf die weitere Ver-
brennung haben. Weiterhin verwendet man die ,, Konstante-Dichte-Approximation®,
die das Modell so lange nicht in unzuléssiger Weise beeintréchtigt, wie die Reakti-
ons-Diffusions-Effekte die hydrodynamischen dominieren, was z.B. bei hinreichend
gleichméBigen Gasstromungen der Fall ist. Beide Approximationen fiithren uns zu
folgendem System:

u + a(yuy, = Au+ f(u)v
in Zy. (2.1)
vt ayve, = 00— flu)y

Hierbei sei

Zeo =R xwCR" (2.2)

der beidseitig unendliche Zylinder; das Gebiet w C R"™! sei beschrinkt und habe
einen C*"-Rand fiir ein beliebiges x € (0,1). Wir nehmen n > 2 an, da eine kleinere
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Raumdimension eine Entartung bedeuten wiirde. Fiir einen Punkt z € Z_, schreiben
wir z = (z1,y) mit ;1 € R und y € w. Die Funktion u = u(x,t) bezeichnet die auf
[0, 1] normalisierte Temperatur des Gasgemischs an der Stelle x zum Zeitpunkt t.
Analog dazu bezeichnet v = v(x,t) den Massenanteil des Frischgases im Zylinder.
v = 1 bedeutet, dafl nur frisches Gas vorliegt, wihrend v = 0 besagt, daf} alles Gas
verbrannt ist. a(y) bezeichnet die kiinstlich aufgepriagte Grundgeschwindigkeit des
Gases parallel zu der Zylinderwand; das Geschwindigkeitsfeld V= (a(y),0,...,0)
ist divergenzfrei. Die positive Konstante Le ist die , Lewis-Zahl“, in die verschiede-
ne physikalische Konstanten eingehen. Sie wird hier als Le = 1 angenommen und
findet daher keine weitere Beriicksichtigung. Zuletzt bezeichnet f(u) das Mafl des
chemischen Verbrennungsvorgangs.

Bei der Verbrennung entsteht eine Flammenfront, die sich im Zylinder ausbrei-
tet. Wir interessieren uns hier nur fiir ,travelling-wave-solutions“ dieses Systems,
d.h. wir nehmen an, dafl sich die Flammenfront mit konstanter Geschwindigkeit in
x1-Richtung ausbreitet. Daher betrachten wir nur Losungen der Form u(x; + ct,y)
bzw. v(x1 + ct,y). Die Konstante ¢ bezeichnet dabei die Ausbreitungsgeschwindig-
keit der Flammenfront und darf als Unbekannte als eine Art , Eigenwert“ angesehen
werden. Mit diesem Ansatz wird aus dem parabolischen System (2.1) das elliptische
System

(c+a@)ue, = Aut flu)y

in Z. (2.3)
(c+a@)v, = Av— f(u)
Als Randwerte legen wir fest:
u, = v, =0 auf 07, (2.4)
u(—o0,y) =0, u(+oo,y) =1, (2.5)
v(—o0,y) =1, wv(+oo,y) =0 fir ye€w. (2.6)

Hierbei bezeichnet das nach unten gestellte v die Ableitung in Normalenrichtung 8%.
Die Gleichung (2.4) legt fest, dafl die Zylinderwand keinen Einflufl auf die Verbren-
nung nimmt. Die Gleichungen (2.5) und (2.6) sind als Grenzwert zu verstehen und
besagen, daf} sich in Richtung —oo als Grenzwert nur frisches Gas und in Richtung
~+o00 nur verbranntes Gas befindet; die Verbrennung verlduft also von +o00 nach —oo.
Zwischen den Funktionen u und v besteht ein direkter Zusammenhang;:

Lemma 2.1: Unter der Voraussetzung u +v € C*(Zy) gilt u+v = 1.

BEWEIS. Sei w := u+wv. Die Funktion w(§,y) := w(tan(§), y) ist eine stetige Abbil-
dung der kompakten Menge [—7; 7] x @ nach R, wobei tan(+7) := £o0o vereinbart
sei. w nimmt dort also sowohl Minimum als auch Maximum an. Liegen diese beiden
Extrema in {5} x @, so gilt @ = 1 wegen w(£%,y) = 1, und das Lemma ist

bewiesen.
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Ansonsten besitzt w ein Extremum in R x @. Da w die Differentialgleichung

Aw — (c+ a(y))w,, =0 (2.7)

erfiillt, folgt aus dem Starken Maximumprinzip von E. Hopf!, dal w keine inneren
Extrema besitzt, es sei denn w ist konstant. Das Extremum kann aber nicht auf dem
Rand 07, = R x 0w liegen, denn dann miifite an diesem Punkt nach Theorem 7
aus [PW] w, # 0 gelten, die dulere Normalenableitung von w ist aber null. Somit
bleibt nur der Fall w = 1. O
Daher kann man v durch 1 — u ausdriicken und die zwei Gleichungen des Systems
(2.3) auf eine reduzieren. Mit der Bezeichnung g(u) := (1 — u) f(u) ergibt sich

(c+ a(y)uy, = Au+g(u) in Zy (2.8)
mit den Randbedingungen

u(—oo,y) = O? u(+oo,y) = 17 (29)
u, =0 auf 0Z. (2.10)

An die Koeffizienten stellen wir die Forderungen

a € C™ (), (2.11)
g€ C™'(R;RY), (2.12)
9 € (0, 1) : g|(19;1) >0 und g|(—oo;19]u[1;oo) =0. (213)

Die Forderung g(1) = 0 ergibt sich in natiirlicher Wei-
se aus g(u) = (1—u)f(u). Der Parameter 9 aus (2.13)
modelliert eine Ziindtemperatur, unterhalb der kei-
ne Verbrennung stattfindet. Uberschreitet die Tem-
peratur den Wert 1}, so verbrennt in jedem Fall Gas,

erst bei der Endtemperatur u = 1 kommt die Ver- g

brennung zum Erliegen (¢g(1) = 0). Aus technischen

Griinden wird die Funktion g auflerhalb des hier re-

levanten Definitionsbereichs von [0;1] in C%'-Weise T - - >
durch null auf ganz R fortgesetzt. 0 0 1

Die Konstante x € (0,1) ist bereits von der Randglattheit dw € C** her bekannt.
Unter diesen Voraussetzungen beweisen wir in den Féllen n = 2 und n = 3 das
Hauptresultat:

Theorem: Fir alle den Bedingungen (2.11)-(2.13) geniigenden Funktionen o und g
gibt es eine Losung (u,c) € C**(Z,) xR des Problems (2.8)-(2.10). Fiir die Losung
qgilt:

1Siehe [PW], Theorem 5 (Seite 61).
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O<u<l in Z, 2.14)
Uy, >0 in Zo, 2.15)
c+ ][a(y) dy > 0. (2.16)

w

Im Fall n > 3 gilt die Aussage vermutlich auch, jedoch gibt es im Beweis eine Liicke,
die selbst nach langer Arbeit nicht geschlossen werden konnte: Es fehlt der Schluf3,
dafl Losungen der Klasse C7 automatisch von der Klasse C?* sind. Ausfiihrliche
Bemerkungen und Begriindungen dazu finden sich in Kapitel 5.

Die prinzipielle Vorgehensweise ist die folgende: Im Abschnitt 2.2 wird die Existenz
einer Losung eines dhnlichen Problems auf beschriankten Zylindern gezeigt. Im Ab-
schnitt 2.3 betrachtet man dann behutsam den Grenziibergang fiir immer gréfer
werdende Zylinder und erhélt so eine Losung des Problems auf dem unbeschrankten
Zylinder.

2.2 Das Problem auf beschrinkten Zylindern
Zu a > 0 seien

Zy = (—a;a) X w, Zr:=(0;a) xw und Z, :=(—a;0) xw (2.17)

abgeschnittene Zylinder mit Lénge 2a bzw. a. Wir betrachten in diesem Abschnitt
das folgende Problem:

(c+ a(y))uy, = Au+ g(u) in Z,, (2.18)
u, =0 in (—a;a) X Ow, (2.19)
u(—a,y) =0, u(+a,y)=1 fiir y € w, (2.20)
max_ u(zy,y) = 0. (2.21)

(z1,9)€Za

Der Gleichung (2.21) kommt folgende Bedeutung zu: Eine Losung des Problems
auf dem unendlichen Zylinder ist maximal bestimmt bis auf Translation, d.h. wenn
u(z1,y) eine Losung ist, so auch u(xy + &, y) fiir jedes & € R. Bei der spiteren
Grenzwertbildung ¢ — oo, d.h. beim Ubergang von beschrinkten Zylindern auf
den unbeschriankten, mufl daher die Losung an einem Punkt fixiert werden, um als
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Grenzwert keine konstante Funktion zu erhalten. Die Gleichung (2.21) legt hierzu
den ,,Beginn®“ der Flammenfront an die Stelle z; = 0.2

Zuerst stellen wir fest, daf jede H*P-Losung der Differentialgleichung gemifl Satz 5.8
automatisch von der Klasse C?* ist. Dies ermdglicht uns die problemlose Anwendung
der Maximumprinzipien und der Monotonieaussagen aus Kapitel 3.

Das Problem auf einem endlichen Zylinder soll mit Hilfe einer verallgemeinerten
Kontinuitdtsmethode gelost werden. Dazu wird zunéchst eine a priori-Abschétzung
bewiesen:

Lemma 2.2: Sei (u,c) eine Lisung des Problems (2.18) - (2.21), die Koeffizienten
magen den Bedingungen (2.11) - (2.13) geniigen. Weiterhin seien ag, ay und M so
gewdhlt, dafi ap < a(y) < ay und g < M. Dann gibt es eine Konstante K, die nur
von a, ag, ay, M, n und w abhdingt, so daf$ gilt:

le] < K und lullerz) < K. (2.22)

BEWEIS. Da u der Differentialungleichung Au — (¢ + a(y))u,, = —g(u) < 0 geniigt,
folgt aus dem Starken Maximumprinzip von E. Hopf?: Falls u ein absolutes Minimum
an einem Punkt innerhalb Z, annimmt, so ist u konstant. Aufgrund der Randwerte
(2.20) auf der rechten und der linken Zylinderwand kann u aber nicht konstant sein
und somit kein Minimum im Innern annehmen. Fiir den Fall, dafl u ein absolutes
Minimum an einem Randpunkt zq € 07, annimmt, so besagt das Maximumprinzip
ebenfalls, daf u,(z¢) < 0 gilt. Aufgrund der Neumannrandwerte (2.19) muf} ein
solches Randminimum auf dem Dirichletrand {#+a} x w liegen, so dal v > 0 in Z,
folgt.

Falls es ein zp € (—a;+a) x @ mit u(zg) > 1 geben wiirde, so gibe es aufgrund der
Stetigkeit eine Umgebung U(zo) C R™ mit uly, 7 > 1. Wegen g o uly,)nz; =0
liefe sich dann ebenfalls das Maximumprinzip anwenden, und man erhielte einen
Widerspruch. Also gilt v < 1 auf Z,.

Damit ist bereits eine C°-Schranke fiir u gefunden. Bevor diese zu einer C'*-Schranke
ausgedehnt werden kann, wird eine Schranke fiir ¢ benétigt. Betrachte dazu die
folgenden gewdhnlichen Differentialgleichungen fiir zg, 21 € C?%([—a;a)):

—2 4 e+ o) =0, 20(=a) =0, z(+a) =1, (2.23)
—+(ctan)h =M,  z(-a)=0,  z(+a)=1. |

Dieses Randwertproblem ist eindeutig 16sbar®. Mit der Bezeichnung zg1(z1,y) =
20.1(z1) ersicht man aus (2.18) und (2.23):

—Au+ (c+ a)uy, = g(u) und z{ — (c+a1)z; =0

ZWeitere Bemerkungen zu dieser ,, Normalisierungsbedingung® finden sich in [BL] auf Seite 18.
3Siehe [PW], Theorem 5 (Seite 61), und Theorem 7 (Seite 65).
4Siehe [Wal], Kapitel III, Paragraph 20, Satz 1 (Seite 174).
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= —Au+ (c+ a)ug, + (1 — Q)ug, + 25 — (c+ a1)zp = g(u) + (g — @)uy,
S —A(u—2z0)+ (c+a)(u—20)e, = 9(u) + (g — @) uy, >0. (2.24)
>0 >0 >0

Hierbei haben wir uns die strenge Monotonie von u in x;-Richtung zunutze gemacht:

Uy, >0 in  Z,; (2.25)

sie folgt aus Satz 3.1 des Kapitels 3 iiber Monotonie. Die strenge Monotonie impli-
ziert iibrigens sofort 0 < u < 1 in (—a,a) X @.

v := —(u— z) erfiillt die Bedingungen des Starken Maximumprinzips von E. Hopf®,
also besitzt v kein inneres Maximum, es sei denn v ist konstant. Das Maximum liegt
nicht auf dem Neumannrand (—a; a) x dw, falls v nicht konstant ist, denn sonst miifite
in einem solchen Punkt v, > 0 gelten, was die homogene Neumannrandbedingung
Vy|(—a:a)xow = 0 aber ausschlieBt. Daher wird das Maximum auf dem Dirichletrand
angenommen, also

v(r1,y) < Maxv|{tayxz = 0 (2.26)

und somit

u(zy,y) > 2o(21)- (2.27)

Analog dazu erhélt man iiber die Ungleichung

—A(u—21) + (c+ o) (u— 21)s, = g(u) — M + (ag — @)uy, <0 (2.28)

eine obere Abschitzung fiir u(xy,-) durch z;(z1), es gilt also

2o(z1) < u(zy,y) < 21(21) fiir alle (71,y) € Z,. (2.29)

Rechnet man zy und z; explizit aus, so erhilt man

e(c—l—al)xl _ e—(c—&—oq)a

Zo(l’l) elctar)a _ o—(ctai)a (230)

e(era)n _ =(eran)a ( 2Ma ) M

eletar)a _ e—(ctan)a ¢+ ag c+ ag

z1(xy) = (x14+a). (2.31)

Daraus ersieht man

lim zy(0) =1 und liin 21(0) = 0. (2.32)
Weil u monoton wachsend in x;-Richtung ist, nimmt v den Wert ¢ aus der Gleichung
(2.21) fiir 1 = 0 an. Daher ergibt sich aus (2.29)

®Siehe [PW], Theorem 5 (Seite 61).
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\/
(@}

20(0) < 9 < (0). (2.33)

Daraus 148t sich folgendermaflen eine Schranke fiir |c| herleiten (vgl. dazu auch die
Abbildung):

lir+n 21(0)=0 und z(0)>9¥>0 = c<K
lim 2(0) =1 wnd z(0) <V <1 = c>—k (74K (231

Die Konstante K héngt dabei von zy und z; ab, diese Funktionen wiederum von a,
g, ap und M.

Mit Hilfe der C%Schranke fiir v und der Schranke fiir |c| 148t sich nun aus dem
Kapitel 5 iiber elliptische Abschiitzungen eine H*P-Schranke fiir u herleiten: Fiir
beliebiges p > 1 gibt es geméafl Satz 5.7 eine Konstante C, die nur von n, p, w, a,
g, a1 und M abhéngt, so daf} gilt:

ull 20 (2,) < Cillg o wllr(z,) + |ullzr(z.))- (2.35)

Wegen |g| < M und |u| < 1 ist die rechte Seite beschrénkt durch (M + 1)|Z,|"/?.
Mit Hilfe des Sobolewschen Einbettungssatzes® lifit sich aus der H?P-Abschitzung
leicht eine C'-Abschétzung gewinnen: Wihle p > n, dann gilt

[ullgra-ninzzy < Collull ez, (2.36)

mit einer Konstanten Cy, die nur von w, a, n und p abhéngt. Somit folgt unmittelbar
die gewiinschte C*-Abschiitzung fiir u:

lufler < K. (2.37)
O

Lemma 2.3: Unter den Voraussetzungen (2.11) - (2.13) ist das Problem (2.18) -
(2.21) fir alle a > 0 losbar.

6Siehe [Alt], Satz 8.13 (Seite 319).
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BEWEIS. Zum Beweis dieses Lemmas wird eine modifizierte Kontinuitdtsmethode
verwendet. Konkret bedeutet das, daf§ die Losung (u, ¢) ein Fixpunkt eines Operators
Fi, sein wird, dessen Existenz iiber die Losungseigenschaft des Leray-Schauderschen
Abbildungsgrades garantiert wird. Um zu zeigen, dafl der Abbildungsgrad von null
verschieden ist, werden zwei Homotopien verwendet. Die erste ,,verbiegt® den Opera-
tor Fi o zu einem leicht handhabbaren Operator Fy o, und die zweite diagonalisiert
diesen zu einem Operator Fy;. Der Abbildungsgrad des Operators Fo; lét sich
dann leicht mit Hilfe des Produktsatzes bestimmen.

Zuv e CYZ,), c € Rund 7 € [0;1] seien

u = ¥, (v, c) die eindeutige Losung der linearen Gleichung
—Au+ (¢ + Ta(y))ua, = 79(v)

mit den Randwerten (2.19) - (2.20), (2.38)

h-(v,c¢) = max ®, (v, c), (2.39)
Zq

Fro(v,¢) = (Pro(v,c),c — h(v,c) + ). (2.40)

Offenbar ist (u,c) eine Losung des Problems (2.18) - (2.21), wenn (u, c) Fixpunkt
von Fi bzw. Nullstelle von Id — F  ist.

Sei K die Konstante aus der a priori-Abschéitzung (Lemma 2.2), mindestens jedoch
so grof3, dafl

1— 6—(K+1)a 1 — 6(K-&-l)a
e o=t <V W e wee Y (2.41)
Setze
B :={(v,c): v e C’l(Z), lv]lcr < K41, |¢] < K+ 1}, (2.42)

Zeige nun, dafl der Leray-Schaudersche Abbildungsgrad deg(Id— F, B, 0) definiert
ist, d.h. daf} /d — F, eine kompakte Storung der Identitét ist und dafl I/d —F,o # 0
auf OB gilt. Beachte, da8 auf B die C'(Z,) x R-Topologie zugrunde gelegt wird.
Zum Beweis der Kompaktheit von F, o mufl gezeigt werden, dafl F, o(B) priakompakt
ist. Hierzu bedienen wir uns wieder der H?*P-Abschitzung aus Satz 5.7 und des
Sobolewschen Einbettungssatzes:

[@r0(v, )leri—nmzy < Cll®ro(v,0)|H2e(z,)
< C(|Pro(v, oza) + lg 0 vlLr(z,)) < C. (2.43)

Die LP-Norm von @, ¢(v, ¢) ist beschrénkt, da wie mit fritherer Argumentation gemés
dem Maximumprinzip 0 < ®,4(v,¢) < 1 gilt. Also ist D®,(B) gleichgradig ste-
tig. Der Satz von Arzela-Ascoli’” garantiert nun die Prakompaktheit dieser Menge,

Siehe [Alt], Satz 2.11 (Seite 93).
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d.h. &, ist eine kompakte Abbildung. Daraus folgt unmittelbar, da§ F; , kompakt
ist und damit /d — F, eine kompakte Storung der Identitét ist.

Weiterhin gilt Id— F., o # 0 auf 0B, denn aus Id— F, o(u, c) = 0 folgt, dafl (u, c) eine
Losung des Problems (2.18) - (2.21) ist. Gemé&$ der a priori-Abschétzung Lemma
2.2 folgt ||u||cr < K und |¢| < K, jedoch liegt (u, ¢) nur dann auf 0B, wenn ||ul|c: =
K +1 oder |¢] = K + 1 gilt.

Nachdem nun gezeigt ist, dal der Abbildungsgrad wohldefiniert ist, mufl noch nach-
gewiesen werden, dafl F auch stetig ist. Dazu nehmen wir an, da (v, ¢, 7:)ien
eine Folge ist, die gegen (v, ¢, 7) konvergiert, wobei die Konvergenz der v; wieder in
der C*-Topologie zu verstehen ist. Sei u; := ., o(v;, ¢;). Mit der gewohnten H??-
Abschitzung folgern wir wie in (2.35), daf die u; in der H*P-Norm beschrinkt sind.
Weil beschriinkte Teilmengen von H*P schwach folgenkompakt® sind, gibt es eine
Teilfolge, die schwach gegen ein ug € H*?(Z,) konvergiert. Da die u; gemifl dem So-
bolewschen Einbettungssatz auch in der C'="/?-Norm beschrinkt sind, sind deren
Gradienten gleichgradig stetig. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli sind die u; prakom-
pakt bzgl. C, durch nochmaligen Ubergang zu einer Teilfolge erreicht man also, daB
die u; in C! gegen g konvergieren. Weil die eine Seite (¢; +7;a(y))(u;)z, — Tig(v;) der
Differentialgleichung somit in C° gegen (c+7a(y))(uo)z, — 79 (v) konvergiert, so kon-
vergiert auch Aw; in C° gegen eine Funktion U € C°. Da die u; in H*? schwach gegen
uy € H?P konvergieren, gilt U = Aug, und ug ist Losung der Differentialgleichung
zu (v, ¢, 7). Da die Losung des linearen Problems eindeutig ist, mufl uy = @, (v, ¢)
gelten. Mit der gleichen Argumentation erhélt man, daf§ jeder Haufungspunkt der
urspriinglichen Folge u; die eindeutige Losung ist, d.h. es gibt genau diesen einen
Héufungspunkt, und die ganze Folge u; konvergiert gegen ®, (v, c). Also sind @,
und damit auch (7,v,¢) — Fro(v,c) stetig. Aus der eindeutigen Losbarkeit und
der a priori-Abschéitzung konnte also die Stetigkeit gewonnen werden.

Die Homotopieinvarianz des Abbildungsgrades liefert uns daher

deg(jd—F170,B,0) = d@g([d—./c‘070,B,0). (244)

Untersuche nun Fyo: Die Losung der Differentialgleichung —Aw + cu,, = 0 von
(2.38) fiir 7 = 0 ist (analog zu den Losungen zp und z)

eCrl _ p—ca

U.(x) = rram— (2.45)
Bemerke, dal ¥, nur von x; und nicht von y abhéngt, die Elimination des einzigen
von y abhéngigen Terms a(y) in der Differentialgleichung fiithrt also dazu, da8 sich
die partielle Differentialgleichung wie eine gewohnliche verhélt. Dies wird freilich
erst durch die homogenen Neumannrandbedingungen auf (—a, a) X w ermoglicht. Da
¢ — U.(0) eine bijektive Abbildung R — (0;1) ist, legt die Fixpunktgleichung ¢
fest:

8Siehe [Alt], Beispiel 6.10.3 (Seite 218).
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Foo(u,c) = (u,c) D 9= ho(u,c¢) = U, (0) = c= (V. (0)'(¥) =:c

(2.46)
Das nun feste ¢* erlaubt die Definition der zweiten Homotopie: Zu v € C1(Z,), c € R
und o € [0; 1] seien

u = Dy, (v, c) die eindeutige Losung der linearen Gleichung
—Au+ (oc"+ (1 —0)c)u,, =0
mit den Randwerten (2.19) - (2.20), (2.47)
Foo(v,¢) = (Poo(v,¢),c — ho(v,c) + ). (2.48)

Wie oben kann man nachweisen, dafl diese Homotopie zulédssig ist und somit gilt:
deg([d—f070,B,0) = d@g([d—f071,B,0). (249)
Der Operator
(Id — Foa)(u,c) = (u — Ve, ¥ (0) — 0) (2.50)
ist nun diagonalisiert, d.h. die erste Komponente u — V. des Bildbereichs hingt

nur von u ab, und die zweite Komponente U.(0) — 9 nur von c¢. Dies erméglicht die
Anwendung des Produktsatzes®:

deg(Id—Foq1,B,0) = deg(u— vV, {v: ||v]|cr < K+ 1},0)
~deg(c— V. (0)-0, (—(K+1); K+1),0).  (2.51)

Wegen [|U.|| < K besitzt die erste Abbildung im Produkt den Grad +1. Wegen
(2.41) gilt ¥ (x11)(0) =¥ <0 und V_(x11)(0) — ¥ > 0, so daB die zweite Abbildung
den Grad —1 besitzt. Somit gilt

deg(Id — Fip, B,0) = deg(Id — Fop, B,0) = deg(Id — Fy1,B,0) = —1.  (2.52)

Die Losungseigenschaft'® des Abbildungsgrades garantiert nun die Existenz einer
Nullstelle von F; o und damit einer Losung (u, c¢) des Problems (2.18) - (2.21). O

9Siehe [Bgr], Theorem 5.3.14 (vii) (Seite 251).
10Siehe [Bgr], Theorem 5.3.12 (Seite 249).
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2.3 Das Problem auf unbeschrinkten Zylindern

In diesem Abschnitt wird der Grenziibergang a — oo durchgefiihrt, wozu wir
zunéchst eine a priori-Abschétzung fiir ¢ benotigen, diesmal jedoch unabhéngig von
a.

Lemma 2.4: Seien a > 1 und (u,,c,) eine Losung des Problems (2.18) - (2.21).
Dann gibt es eine von a unabhingige Konstante K = K (g, ay, M) mit

lea| < K. (2.53)

BEWEIS. Die Existenz einer solchen Konstante, die von a abhéngt, wurde bereits
in Lemma 2.2 gezeigt. Zur Abschéitzung nach unten verfahren wir wie dort: Fiir die
Losung zo(x) der gewohnlichen Differentialgleichung (2.23) zeigt man mit Hilfe des
Maximumprinzips die Ungleichung zo(z1) < u(x1,y). Daraus folgt die Ungleichung
20(0) < u(0,y) < ¥. Da 2,(0) als Funktion von (¢, + a(y))a monoton fillt und R
bijektiv auf (0,1) abbildet, folgt die Schranke (¢, + a(y))a > —K. Fiir a > 1 ergibt
sich daraus
K .

ca > —aly) — — > —a(y) — K. (2.54)
Zur Abschéitzung nach oben kann man nicht genauso mit z; statt z, verfahren, da
21(0) nicht als Funktion von (¢, + a(y))a darstellbar ist (siehe explizite Darstellung

(2.31) von z1). Betrachte stattdessen die Losung

( ) ,}/(6(&1—&-040)1‘1 i 6—(ca+o¢0)a> fUI‘ ZL’1 S 0
Z\xr1) ‘=
(7 - g )eleoronn 4 Mgy 4 A — yem(eatonlefiir 7y > 0
(2.55)

der gewohnlichen Differentialgleichung

—2" 4+ (ca + )2 = MH(x1), (2.56)

wobei H die Heavyside-Funktion ist, d.h. H|(_s 0 = 0, H|(0,40) = 1. Wir nehmen
dabei an, dal ¢, > « ist; ansonsten ist eine a priori-Schranke bereits gegeben.
Wahlt man

1+ %(e(qﬂrao)a . 1) _ _Ma

P Ca+00 Catao
v = elcatao)a _ o—(catao)a ) (2.57)
so erfiillt z die Randwerte z(—a) = 0 und z(a) = 1. Man rechnet nach, daf§ z

stetig differenzierbar ist, und sieht leicht, daf§ z aufler im Punkt x; = 0 beliebig
oft differenzierbar ist. Mit dem iiblichen Maximumprinzip-Argument von oben sieht
man wegen g(u) — M H(xy) < 0 leicht z(z) > u(xy,y) ein. Hierbei ist zu beachten,
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dafl das Maximumprinzip trotz des kleinen Regularitdtsmangels in 0 anwendbar ist,
denn falls u — z dort ein Maximum annimmt, so folgt V(u — 2z) = 0 (das gilt fiir
beliebige C''-Funktionen) und A(u — z) < 0 rechts- und linksseitig getrennt, denn
z € C*([—a,0]) N C*(]0, a]). Insbesondere folgt z(0) > ¥, also

y(1 — e~ (cata0)a)y > g9, (2.58)

Setze die Definition von ~ ein und schétze ab:

M M M
1+ 7(6(6"*0‘0)” -1) > 1+ 7(6(%*“0)“ —-1)— a
(Ca + ap)? (cq + ) Ca + g
(catao)a __ ,—(catap)a
e e

2 1 — 6—(ca+a0)a v

> (elcatao)e _ 1)y, (2.59)
also
M

9 — 7) elestan)a _ 1) < 1, 2.60
( (cq + )? ( )< ( )
Falls ¢, > % — v sein sollte, so folgt ¥ — % > g und somit e(catao)e 1 < %7

v In(1+2 . . .
was dquivalent zu ¢, < w — «ay ist. Da nach Voraussetzung a > 1 ist, liefert uns

dies die von a unabhéingige Schranke

2M 2
Ce < max < 5 o, In (1 + 5) — ap, a0>. (2.61)

O
Mit Hilfe der von a unabhéngigen a priori-Abschétzung 148t sich nun durch Grenz-
iibergang eine Losung finden:

Lemma 2.5: Es gibt eine Folge a, — 00, so daf$ ¢,, in R und u,, lokal in der
C'-Norm konvergieren und der Grenzwert (u,c) die Gleichungen (2.18) - (2.21)
erfillt.

BeEwEIs. Da nach Lemma (2.4) ¢ unabhéngig von a beschrinkt ist, garantiert die
bereits mehrfach verwendete H?P-Abschitzung Satz 5.7 wie vorhin, daf§ die H??-
Normen der Funktionen u, auf jedem Teilgebiet der Form (z1,21 + 1) X w C Z,
beschréankt sind, diesmal jedoch unabhéngig von a. Das heifit, dafl es ein K gibt, so
daB fiir alle @ und x; € [—a,a — 1] gilt:

Hua”Hz’p((xl,xl—i-l)xw) < K. (262)



2.3. DAS PROBLEM AUF UNBESCHRANKTEN ZYLINDERN 21

Weil beschrinkte Teilmengen von H?P schwach folgenkompakt sind!!, gibt es zu
jedem solchen Teilgebiet eine Folge a; — oo, so dafl u,, dort schwach in H*P gegen
ein u € H*P konvergiert. Da die ¢,, gemifl Lemma 2.4 beschriinkt sind, kann man
durch Ubergang zu einer Teilfolge erreichen, daf die zugehorigen ¢, gegen ein c
konvergieren.

Mit Hilfe des Sobolewschen Einbettungssatzes folgt aus der H?*P-Abschitzung

tallcri=n/m((zy 21 +1)xw) < K- (2.63)

GeméfB dem Satz von Arzela-Ascoli sind diese Funktionen wu, daher priakompakt
bzgl. der C'-Norm auf jedem solchen Teilgebiet, also konvergiert nach erneutem
Ubergang zu einer Teilfolge u,, in dem Teilgebiet beziiglich der C'-Norm gegen
ein u € CY(Z). (Die Grenzwerte der schwachen H?*P-Konvergenz und der C'-
Konvergenz stimmen {iiberein.) Die u,, geniigen der Differentialgleichung Au,, =
(¢ + a(y))(ua,)zy, — 9(tua,). Weil die rechte Seite in C° gegen (¢ + a(y))u,, — g(u)
konvergiert, tut dies auch die linke Seite, so daf§ u der Differentialgleichung Au =
(¢ + a(y))us, — g(u) geniigt.

Wegen (t4),, > 0und 0 < u, < 1in Z, ergibt sich weiterhin u,, > 0und 0 <u <1
in Z. O
Von nun an sei mit (u, c) stets ein solcher Grenzwert gemeint. Geméfl Satz 5.8 gilt
u € C?".

Lemma 2.6: Die folgenden Integrale sind endlich:

/g(u) dr < 400, / IVul? dr < +o0. (2.64)

oo Zoo

BeweEIs. Auf Z_ gilt v < 9 und somit g(u) = 0. Daher geniigt es, das erste Integral
auf ZF zu betrachten. Fiir beliebiges z > 0 gilt

/g(u)da: = /](c—f—a(y))um dwldy—/Audx

z+ zF

~ [erawutal’” - [ st

x1=0
w ozF
r1=2 r1=2
= [teratutp ] "~ [ dy
1= 1=

r1=2

< [erawutmna T+ [uond @6

w w

HSiehe [Alt], Beispiel 6.10.3 (Seite 218).
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Hierbei wurde verwendet, dal die Normalenableitung von u auf R x w verschwindet
und dafl u,, > 0 ist. Wegen u < 1 und ¢+ a(y) € C°(®) ist das erste Integral der
letzten Zeile unabhéngig von z nach oben beschrankt. Durch den Grenziibergang
z — o0 erhilt man die Endlichkeit von [, g(u)dx.
Durch Multiplikation der Differentialgleichung (2.8) mit w vor der Aufintegration
erhilt man analog die Endlichkeit von [, |Vu[?dx:

/|Vu|2dx = —/uAudx+ /uuyds(x)

Z. Z, a7,
= /ug(u) dr — /uuwl(c—i—a(y))dx—l—/uuxl dy o
Z Z w ne
1 r1=2 T1=2
= /ug(u) dx — §/u2(c+a(y))dy +/uuz1 dy
7 J T1=—2 J T1=—2
< /g(u) dx—l—/|c—|—a(y)|dy—|—/u(z,y)uml(z,y) dy. (2.66)
Z, w w

Die beiden ersten Summanden der letzten Zeile sind unabhéingig von z beschrénkt,
es bleibt also noch die Untersuchung des letzten. Weil

/ u(z, y)uia, (2, ) dy — / u(0, y)uz, (0. y) dy

10

- 2
> 9 u?(x1,y) dy

x1=0 2
zi

r1=2 1
o —/qux (2.67)

monoton in z ist, ist auch [ u(z,y)us, (2,y)dy monoton in z. Daher ist dieser
Term entweder beschréankt oder er konvergiert gegen oo fiir z — oo. Falls er ge-
gen oo konvergiert, so miifite dies aber auch fiir fw uz, (2,y) dy gelten, was wegen
der Beschrénktheit von u jedoch ausgeschlossen ist. Also ist [ u(z,y)uq, (z,y) dy
unabhéngig von z beschrankt. O

Lemma 2.7: Es gibt Konstanten f_ € [0,1] und B4 € {9,1} mit

lim wu(zy,y) = Os. (2.68)

xr1—*o0

BEWEIS. Da u beschréankt und monoton in x;-Richtung ist, existieren die Limites

lim wu(zy,y) =: Be(y). (2.69)

x1—+o00
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Zu j € N setze

uy (r1,y) == u(zy £ j,y). (2.70)
Fiir beliebige j, k € N erfiillt z* := u]i — u,f die Differentialgleichung Az* — (¢ +
a(y)zE = g(u;) — g(uy), also gilt geméif der gewohnten H?P-Abschétzung 5.7

j,k— 00
15 ez < CU oz + 19(45) = 9@l o) "= 0, (2.71)
denn z* = u;t — uf — 0 fiir j, k — oo. Also konvergiert u;t in Z; nicht nur beziiglich

der C°-Norm, sondern auch beziiglich der C*-Norm. Weil [, [Vu|* dz wie in Lemma
2.6 gezeigt endlich ist, mufl V5L (y) = 0 gelten, d.h. f+ sind Konstanten. Da auch
das Integral me g(u) dz endlich ist, mu g(8;) = 0 gelten. Wegen g9 = g(1) = 0,
gl@w,1) > 0 und maxyez u(0,y) = ¥ folgt B, =¥ oder f, = 1. 0

Lemma 2.8: Fualls 3. =¥ ist, so folgt f_ =¥ und u = 1.

BEWEIS. Sei $, = ¢. Die Monotonie in z;-Richtung von w impliziert « < ¢ und
wegen (2.13) g(u) = 0. Integriere die Differentialgleichung (2.8) iiber das Gebiet Z,
und betrachte die Grenze z — +o00. Weil Vu(z1,y) wie eben gezeigt fir 1 — fo00
gleichméBig in y gegen 0 konvergiert, folgt

0 - /(c+a(y))u$1dx—/Audx

Z, Z
~ [erawuten | - [u@pal
— [ (c+ay)(Bs = B-)dy — (0-0), (2.72)
und somit )
(32 = )+ fadp =0 (2.73)
Falls man die Differentialgleichung vorher I;it u multipliziert, folgt analog
/|Vu|2dx—|— %(ﬂi —ﬁz)(c—l—][ady) =0. (2.74)
Zoo w

Der zweite Summand auf der linken Seite ist ein Vielfaches von (2.73), also folgt

/ IVl dz = 0. (2.75)
Zoo

Also ist u konstant und G_ = 1. O
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)\'—S A e (XaYa)- N (XaYa) (XaYa)+N

Lemma 2.9: Es gibt eine von a unabhdngige Konstante d > 0, so dafS jede Ldsung
(U, Ca) mit a > 1 der Bedingung

/g(ua) dr >6>0 (2.76)

Za

genigt.

BeEwers. Wihle A € (¥;1) beliebig. Aufgrund der Stetigkeit von g gibt es ein
e > 0 mit glp—epte) > 9(2)‘). Zu jedem a > 1 gibt es ein z, € (0;a) und ein
Ya € w Mit uy(24,9a) = A Setze n = . Wegen |Vu,| < K, K unabhéngig von
a, folgt fir x € B, := B,(x,,y,) die Abschitzung |u,(z) — A| < € (vgl. dazu auch
die Abbildung). Aufgrund der Glattheit des Randes von w gibt es ein von a > 1

unabhéngiges ¢’ > 0, so daB |Z, N B, (x4, y,)| > ¢ gilt. Damit folgt

/gouadxz / g o ugdr > / @dw2@5/225>0. (2.77)
Za ZaNBg ZaNBa
(Il
Lemma 2.10:
][ady+c> 9 (2.78)
|w]

w

BEWEIS. Geméafl Lemma 2.7 konnen nur die beiden Félle 5, = ¢ und g, =1
auftreten. Wir untersuchen beide Fille getrennt.

Fall 1: B, = 9. Integriere die Differentialgleichung (2.18) fiir die Funktion u,, iiber
dem Gebiet Z} = (0,a,) x w auf:
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/ g(ug,)dr = //(can + a(y))(Ua, )z, dri dy — / Auy,, dx
w 0 Z;Ln

Z+

an,

= (ca + ][ o dy)|] — / (Can + (y) )ty (0, ) dy

w w

- / (tta ) () dy + / (tta, ) (0. ) dy. (2.79)

w w

Aus Lemma 2.5 wissen wir, dafl u,, in der C'-Norm kompakt gegen ¥ konvergiert.
Also konvergiert der drittletzte Summand gegen (¢ 4+ fa)d|w| und der letzte gegen
null. Wegen (ug, )., > 0 kann der zweitletzte Summand weggeschétzt werden, und
nach Lemma 2.9 gilt

(1— d)(c+ ][ady)|w| > 650, (2.80)

Wegen 0 < 1 — 9 < 1 folgt nach Division durch |w| die Behauptung.
Fall 2: 3, = 1. Mit einer Rechnung analog zum Beweis von Lemma 2.8 erhélt man

(Bs — B)(c + ][ady)\w\ — /g(u) dr > 5> 0. (2.81)
w oo
(Il
Nun soll der Fall 3, = 9 ausgeschlossen werden. Dies geschieht durch den Vergleich
von u mit einer Funktion ®, die das asymptotische Verhalten von u modelliert.
Sie wird mittels verallgemeinerter Eigenwert- und Eigenfunktionverfahren aus dem
Kapitel 4 gewonnen.

Lemma 2.11: FEs gilt f_ = 0.

BEWEIS. Aufgrund von Lemma 2.10 ist es moglich, ein v mit o+~ > 0 und
v < ¢, fiir hinreichend grofie a zu finden. Geméafl Satz 4.1 gibt es eine strikt positive
Funktion ¥ € C%(@) und einen verallgemeinerten Eigenwert A, so daf gilt:

AV + Ay + aly)¥ =T inw, (2.82)
U,=0 auf dw. (2.83)

Da W nur bis auf eine multiplikative Konstante bestimmt ist, konnen wir ¥ > 1} auf
w annehmen. Mit

O(xq,y) = e’\“\IJ(y) (2.84)
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gilt

AP = N T — M (NPT - A(y+a(y) ) = Ay +a(y)® = (v+a(y)Pa,. (2.85)

Wegen (ug)z, > 0 und g(u) = 0 folgt auf Z_:

—A(® = ug) + (7 + () (P = ta)x
= —(7+a)Pay + e+ ay) (U, — 9(w) + (7 + am)(@ — 1),
= (c—)(ta)s, — glu)
> 0. (2.86)

Wegen ¥ > o) und (2.83) folgt

(O —ug)(—a,y) > 0und (P —u,)(0,y) >0 fir yew (2.87)
(P —uy)y, =0 auf (—a;0) x dw.  (2.88)

Mit Hilfe des gewohnten Maximumprinzips folgt nun ® — u, > 0 und somit

Ua(21,y) < E1U(y) (2.89)

auf Z;. Wegen lim,, . ., e’ ¥(y) = 0 folgt f_ = 0. O
Wie bereits oben gezeigt konnen hochstens die Félle 5, = ¢ und ;. = 1 auftreten.
B4 = ¢ impliziert f_ = 9 und ist somit ausgeschlossen. Demnach bleibt nur 5 = 0
und ;. = 1 iibrig, was Gleichung (2.9) zeigt.

Wir haben also bis hierhin die Existenz einer Losung von (2.8)-(2.10) gefunden. Da u
als Grenzwert von Funktionen wu, mit 0 < u, < 1 gewonnen wurde, folgt 0 < u < 1.
Mit dem Maximumprinzipargument von Lemma 2.2 folgt 0 < wu, also ist die Unglei-
chung (2.14) gezeigt. Leider 148t sich auf diesem Weg nicht eine Ungleichung u < 1
zeigen, denn in einer Umgebung eines Maximums 1 ist g(u) i. allg. nicht konstant
null und besitzt das falsche Vorzeichen zur Anwendung des Maximumprinzips.

Da die Funktionen u, streng monoton wachsend sind, folgt fiir die Grenzfunktion u
sofort die Ungleichung (2.15), und das Theorem ist bewiesen.



Kapitel 3

Monotonie

In diesem Kapitel wird eine wichtige Eigenschaft von Losungen unserer Differen-
tialgleichung auf endlichen Zylindern herausgearbeitet, ndmlich die Monotonie in
x1-Richtung. Zugleich erhélt man einen Beweis fiir die Eindeutigkeit der Losung.
Grundprinzip dieses Kapitels ist die Betrachtung der Differenz zweier Losungen,
wovon eine Losung in x1-Richtung verschoben wird. Die Verwendung parabolischer
Maximumprinzipien gestattet dann eine Aussage iiber die Positivitéit einer solchen
Differenz. Dem Zeitparameter in parabolischen Gleichungen entspricht hier die Ver-
schiebung der einen Losung.

Die Herleitung der parabolischen Maximumprinzipien nimmt den gréfiten Teil des
Kapitels ein. Gezeigt werden bekannte Standardaussagen aus [PW] (Séatze/Lemmata
3.2 — 3.4), bei denen eine Vorzeichenbedingung an den Koeffizienten nullter Ord-
nung gestellt wird, sowie spezialisierte Varianten aus [BN2] und [GNN], die ohne
eine solche Bedingung auskommen, stattdessen aber andere Voraussetzungen wie
Kleinheitsbedingungen an das Gebiet machen.

Im einzelnen stellt Satz 3.2 eine Verallgemeinerung des Starken Maximumprinzips
von E. Hopf auf parabolische Gleichungen dar, d.h. unter einer Vorzeichenvoraus-
setzung an die Koeffizienten nullter Ordnung wird das Nichtverschwinden der Nor-
malenableitung an einem nichttrivialen Randextremum gezeigt. Ebenso 148t sich die
bekannte Aussage iiber das Nichtauftreten nichttrivialer innerer Extrema auf para-
bolische Gleichungen verallgemeinern. Da diese Aussage hier jedoch nicht benétigt
wird, verweisen wir auf [PW], Theorem 7 (Seite 174). Um sie zu beweisen, sind
die Lemmata 3.3 und 3.4 hilfreich, die in diese Arbeit aufgenommen wurden, da
sie spéter verwendete Beweisprinzipien gut darstellen, insbesondere die Technik der
Skalierung eines Halb- oder Viertelellipsoids. Fiir Lemma 3.4 werden zwei verschie-
dene Beweise gegeben, der erste entstammt im Prinzip dem Buch [PW]. Bei den
Recherchen zu dieser Diplomarbeit ergab sich, dal dieses Lemma sich schneller und
eleganter mit der Halbellipsoidmethode, wie sie von Nirenberg verwendet wird, be-
weisen l&ft.

Nach diesen noch sehr bekannten Aussagen werden speziellere Maximumprinzipien
aus den Arbeiten [BN2] und [GNN] vorgestellt. Satz 3.5, der ohne die Vorzeichen-
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forderung an die Koeffizienten nullter Ordnung auskommt, macht eine Aussage iiber
das Vorzeichen von Losungen im Inneren eines hinreichend kleinen Gebiets. Der Satz
wurde fiir diese Diplomarbeit auf gemischte Randbedingungen verallgemeinert. Ana-
log dazu stellt Satz 3.6 die Aussage iiber die Normalenableitung bei Randextrema
dar. Der Satz 3.7 dient im Zusammenspiel mit Satz 3.5 zu verschérften Aussagen
iiber das Vorzeichen im Gebietsinneren. Den Abschluf bildet Satz 3.8, der Aussagen
in Gebietsecken ermdoglicht. Da zum Beweis umfangreiche Gebietstransformationen
und Konstruktionen fiir die Barrierenfunktion erforderlich sind, ist der Beweis recht
lang, vielleicht auch ein wenig ermiidend.

Da sich die Aussagen leicht fiir eine grofie Klasse quasilinearer Gleichungen machen
lassen, wird hier nicht die Differentialgleichung des letzten Kapitels zugrundegelegt.
Offenbar handelt es sich bei ihr um einen Spezialfall der hier behandelten Glei-
chungsklasse.

3.1 Monotonie- und Eindeutigkeitsaussage

Sei w C R™ ! ein beschrinktes Gebiet mit C2-Rand, und sei b > 0 eine reelle
Konstante. In dem Gebiet

Zy = (=b,b) x w (3.1)

betrachten wir die quasilineare Differentialgleichung

Au+ f(x,u,Vu) =0 in Zy, (3.2)

wobei f = f(z,z,p) stetig in der Variablen z, lokal Lipschitzstetig in z,p und
monoton wachsend in x; fiir p; > 0 sei. Als Randbedingungen fordern wir

u=7>o auf {b, —b} X w, (3.3)
u, =0 auf (b, —b) X Jw.

Dann gilt

Satz 3.1: Sei u € C?(Z,) Lisung von (3.2) mit

O(—b,y) < u(zy,y) < O(b,y) fir alle (x1,y) € Zy,. (3.5)

Zu jedem x1 € (—b,b) gebe es ein y € w, so daff u(—b,y) < u(xy,y) ist. Dann ist u
eindeutig bestimmt und streng monoton wachsend in x1-Richtung.

BEWEIS. Zu A € [—b,b] setze

Z—b,)\ = (—b, )\) Xw=2ZyN {1'1 < )\} (36)
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Wir zeigen, daf fiir zwei Losungen u, u € C*(Z,) und A € (—b,b) auf Z_; , gilt:

w(x) == w(z,\) :==v(r) —u(x) :=ulx; +b— N\ y) —u(x) > 0. (3.7)

Setzt man u = w, so folgt daraus unmittelbar die strenge Monotonie. Ebenfalls
folgt fiir zwei beliebige Losungen aus Stetigkeitsgriinden v > u und wegen der
Vertauschbarkeit von v und u die Eindeutigkeit.

Nun zum Beweis von (3.7). Es gilt

0=Aw+ f(z,v,Vv) — f(x,u, Vu) +f(x1 +b—\y,v,Vv) —f(x,v,Vv)l. (3.8)

=:I(vzy)

Fiir v,, > 0 folgt I(v,,) > 0, weil f nach Voraussetzung monoton wachsend in x; ist,
insbesondere gilt auch 7(0) > 0. Fiir v,, < 0 ist f(x, z,p) nach Voraussetzung lokal
Lipschitzstetig in 2z und p. Da die beiden Funktionen w und v C?-Funktionen auf
einer kompakten Menge sind, sind die Argumente z, v(z) und Vo(z) kompakt und
f dort global Lipschitzstetig. Die Lipschitzkonstante L > 0 héngt dabei natiirlich
von v ab. Wegen 1(0) > 0 folgt

I(vg,) > I(vg,) — I(0) > —L|v,, — 0] = Luy,. (3.9)
Setze

[0 falls v, (2) >0,
Bla) = { L falls v, (x) <O.

Wir haben damit eine Funktion 8 € L*(Z,) mit § > 0 gefunden, so daf I(v,,) >
[Bv,, gilt. Damit erhalten wir die Differentialungleichung

(3.10)

0> Aw+ f(z,v,Vv) — f(z,u, Vu) + 5(z)v,, . (3.11)

Diese linearisieren wir wie folgt:

0 > Aw+ f(z,v,Vv) — f(z,u, Vu) + f(x)v,,
= Aw+ f(z,v,Vv) — f(z,v,Vu) + f(z,v,Vu) — f(z,u, Vu) + 5(z)v,,

= Aw—i—V(v—g)/O folz, v, V(sv+ (1 —s)u))ds
+(v —u) /o fo(x,sv+ (1 — s)u, Vu) ds + 5(x)v,,
= Aw+ aj(z)w; + a(x)w + B(x)v,,. (3.12)

Die Schreibweise der Differenzen als Integrale ist aus folgendem Grund moglich:
Da f in den Variablen z und p lokal Lipschitzstetig ist, ist die Funktion G(s) :=
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f(x,sv + (1 — s)u, Vu) aus C1([0,1]). Gemal Satz A5.5 aus [Alt], Seite 185 ist
COl > b, Setze g(s) := G'(s) € L. G 14Bt sich durch C*-Funktionen bzgl. der
H"%“'-Norm approximieren, d.h. es gibt eine Funktionenfolge G; € C* mit G; — G
in HY1; automatisch gilt g; := G — ¢ in L'. Damit folgt:

G(1) — G(0) /O g(s) ds (3.13)

Die andere Umformung wird analog gerechtfertigt.
Setze

U = {(z,\):=b< A<buxeZ,y,}, (3.14)
Uy == Z3x{\=Un{x=A}L (3.15)

Falls w eindimensional ist, d.h. n = 2 gilt, hat U folgendes Aussehen:

A
A
bl
y
bt
: — X
-b b !
Wegen d\w = —wv,, erhalten wir in U die Differentialungleichung
0 > Aw + a;w; + aw — Bo\w. (3.16)

Fir (x,\) € oU Nn{X < b} gilt aufgrund der Randbedingungen (3.3) und (3.4)
w(z, ) > 0 oder w,(z, \) = 0. Daher folgt fir hinreichend kleine b+ A > 0 aus Satz
3.5 w > 0 auf Uy,. Nach Voraussetzung des Satzes gibt es zu A € (—b,b) ein y € w,
so daB w(—b,y,A) = u(—=\,y) — u(—b,y) > 0 ist. Daher folgt aus Satz 3.7 w > 0 in
U,.

Sei p die groBte Zahl, fiir die noch w > 0 fiir alle A € [—b, ] gilt. Wie gerade erortert
gilt © > —b. Wir mochten 1 = b zeigen.
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Annahme: p < b. Dann gibt es Folgen A\; \, pp und x; € Z_;, mit w(z;, \;) < 0.
Die z; kénnen so gewihlt werden, dafl w auf Uy, sein Minimum annimmt und somit
Vew(zi, A;)) = 0 gilt. Durch Ubergang zu einer Teilfolge erreicht man, da die z;
gegen ein T € Z_;, konvergieren. Aus Stetigkeitsgriinden folgt w (7, u) = 0. Wie
oben gibt es zu p ein y € w, so dafl w(—b,y, u) > 0 ist. Aus Satz 3.7 folgt w > 0 in
Uy, so da8 T nicht im Inneren Z_; , liegen kann. Aus Satz 3.6 folgt w, (7, ) < 0, so
dafl ¥ aus dem Dirichletrand stammen mufl. Es gilt also:

w(T, u) =0, V.w(@,u) =0 und V2w(z, 1) > 0. (3.17)
Fallunterscheidung:
1. T=(=b,7) mit y € w:
Aus Satz 3.6 folgt w,, (T, u) > 0, Widerspruch zu V,w(Z, u) = 0.
2. T=(p,y) mit y € w:
Aus Satz 3.6 folgt w,, (T, 1) < 0, Widerspruch zu V,w(Z, ) = 0.
3. T=(x1,7) mit y € 0w und z; € {—b, u}:

Aus Satz 3.8 folgt d,w(z1,T) > 0 oder O?w(xy,T) < 0. Beides steht im Wider-
spruch zu (3.17).

Da alle drei Falle zum Widerspruch fithren, mufi die Annahme falsch sein, und es
folgt die Behauptung. O

3.2 Parabolische Maximumprinzipien

Sei V. C R™"! ein Gebiet mit V' C {¢t < T} fiir ein festes T € R. Einen Punkt
aus dem R™"! bezeichnen wir mit (z,t¢), wobei x € R” und ¢ € R ist. In diesem
Abschnitt verwenden wir folgende Bezeichnungen:

V = {(z,t): 3 >0 Bz, t)n{t<T}cV}cV, (3.18)
I = aVn{t<T}, (3.19)
Ve = Vn{(x,t')eV} fir beliebige t' < T, (3.20)
Vr = {(z,T):3>0: Bz, T)N{t <T} CV}. (3.21)

Ferner setzen wir voraus, daf3 die Mengen Vj fiir alle ¢ < T zusammenhéngend
sind. Die Funktion w : V — R sei zweimal stetig differenzierbar in den Variablen
Z1,...,2, und einmal stetig differenzierbar in der Variablen ¢. Sie geniige in V' der
Differentialungleichung

(L — BO)w = a3y, + ajw,, + aw — Bwy > 0. (3.22)
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Satz 3.2: Die Funktion w geniige in V der Diffe-
rentialungleichung (3.22). Die Koeffizientenfunktio- t
nen seien auf V' beschrinkt, (a;;)i; sei gleichmdfsig el-
liptisch, und es gelte a < 0. Weiterhin seien w < M Y
m V, M > 0 eine Konstante, B ein offener Ball
mit B CV und w < M in B. Es gebe einen Punkt
P € OB mit w(P) = M. Die duflere Normale v durch
P an B sei nicht parallel zur t-Achse. Falls w auch vV
noch in P differenzierbar ist, so gilt

\
x

w,(P) > 0. (3.23)

BEWEIS. Seien R der Radius und (7,¢) der Mittelpunkt von B. OBdA sei P der
einzige Punkt auf 0B, an dem w den Wert M annimmt. Ansonsten gehe zu einem
kleineren Ball B’ iiber mit B’ C B und P € 9B’. Wegen w < M in B folgt dann
w < M in B’ \ {P}. Fahre dann mit B’ statt B fort.
Sei P = (xp,tp). Nach Voraussetzung ist xp # T. Sei B; ein Ball mit Mittelpunkt
P und Radius Ry, wobei R; so klein gewahlt ist, daf

Ry < |zp —7T|. (3.24)
Setze

C':= 0B, N B, C"=0BNB, ud D:=BNHB. (3.25)

Wegen w < M auf der kompakten Menge C” gibt es ein 7 > 0 mit

w<M-—n auf C" (3.26)

Setze

g(x,t) = emo(le—FHT2) _ pmaR? (3.27)
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Damit gilt

(L — B0)g = 20e V=) 0 (0, — 7)) — 7))

Nach Wahl von B gilt fiir # € By: |z — 7| > |rp — T| — Ry > 0. Daher kann o > 0
so grof3 gewahlt werden, dafl

(L—30,)g>0 in B. (3.29)

Setze

vi=w+ eg, (3.30)

dann gilt (L — B0;)v > 0. Wegen w < M — n auf C’ kann € > 0 so klein gewéhlt
werden, dafl v < M auf C' ist. Wegen g = 0 auf 0B folgt v < M auf C” \ {P},
v(P) = M. Die Funktion v nimmt ihr Maximum auf D nicht innerhalb von D an,
denn sonst miifite an einem solchen Punkt P’ € D

UijVza; (P) +a; vy, (P') + av(P') =f v, (P') > 0 (3.31)
<0 =0 < =

gelten, was ein Widerspruch wére. Also nimmt v sein Maximum auf D einzig und
alleine in P an, und somit gilt

v, (P) = w,(P) +€g,(P) > 0. (3.32)

Eine einfache Rechnung ergibt

g(P) = —2aRe % <0 (3.33)

und somit
w, (P) > 0. (3.34)
O

Bemerkung: Die Aussage bleibt richtig, falls anstelle von v ein beliebiger nach aufien
zeigender Vektor 7 verwendet wird, d.h. ein Vektor 7 mit v-v > 0. Dabei muf} jedoch
beachtet werden, daf3 der Differenzvektor von P und dem Mittelpunkt des Balles
nicht parallel zur ¢-Achse liegen darf (Bedingung z, # T im Beweis).

Lemma 3.3: Die Funktion w geniige in V der Differentialungleichung (3.22). Die
Koeffizientenfunktionen seien auf V' beschrinkt, (a;;);; sei gleichmdfig elliptisch,
und es gelte a < 0. Weiterhin seten w < M in V., M > 0 eine Konstante, B ein
offener Ball mit B C V, w < M in B, P € 0B und w(P) = M. Dann liegt die
Tangentialebene an B durch P senkrecht zur t-Achse.
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BEWEIS. Seien R der Radius und (Z,t) der Mittelpunkt von B. OBdA sei P der
einzige Punkt auf 0B, an dem w den Wert M annimmt, ansonsten kann B wie im
Beweis von Satz 3.2 verkleinert werden.

Annahme: P = (zp,tp) mit xp # T, d.h. die Tangentialebene an B durch P liegt
nicht senkrecht zur ¢-Achse.

Sei B; ein Ball mit Mittelpunkt P und Radius R;, wobei R; so klein gewéhlt ist,
daB

R; < |.Tp — f| und E cV. (335)
0B zerfallt in die beiden Sphéirensegmente

C''=0BiNB ud (C":=0B;\C" (3.36)

Wegen w < M auf der kompakten Menge C gibt es ein n > 0 mit

w<M-—n auf C (3.37)
Setze
g(x,t) := e~ (le=alPH=?) _ g—aR? (3.38)

Damit gilt

(L~ B0)g = 20e~ U= 0y (2, — 7)) — 7))
—a; —a;(z; —T;) + Bt —1)] + ag. (3.39)

Nach Wahl von B gilt fiir 2 € By: |z — Z| > |zp — T| — Ry > 0. Wie im vorherigen
Beweis kann a > 0 so grofl gewéhlt werden, dafl

(L—B0)g >0 in B. (3.40)
Mit

vi=w+eg (3.41)
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gilt (L — 50¢)v > 0. Wegen w < M — n auf C’ kann € > 0 so klein gewahlt werden,
dal v < M auf C’". Wegen g < 0 und w < M auf C” gilt v < M auf C” und somit
auf 0B;. Wegen g = 0 auf 0B gilt v(P) = w(P) = M, also nimmt v sein Maximum
an einem inneren Punkt P’ € B; an. Dies ist ein Widerspruch:

UijVza; (P") + ajvg,(P') + av(P') — B (P') > 0. (3.42)
—_——— ——— Y Y——
<0 =0 <0 =0
Daher ist die Annahme falsch und die Behauptung bewiesen. O

Lemma 3.4: Seien V, w, L und M wie in Lemma 3.3. Sei (xo,t9) € V. Falls
w(zo,to) < M ist, dann gilt w < M auf Vi, .

BEwEIS. Annahme: Es gibt einen Punkt (z1,ty) € V;, mit w(z,tp) = M.

OBdA sei z; so gewéhlt, dal w < M auf ((z1,t0); (zo,%0)], d.-h. da es auf der
Verbindungsstrecke von (x1,ty) nach (xg, o) keinen weiteren Punkt gibt, an dem w
den Wert M annimmt. Es kann angenommen werden, dafl die Verbindungsstrecke
vollsténdig in V;, liegt, denn es gibt zumindest einen Polygonzug, der die beiden
Punkte miteinander verbindet, wovon mindestens eine Teilstrecke die gewiinschten
Eigenschaften hat. Setze

do := min{|z; — x|, dist([(z1, to); (z0, t0)],0V)}, (3.43)

und bezeichne

d(x) = sup{r : w|p, (w19 < M} (3.44)

den Abstand des zu z nédchstgelegenen Punktes, an dem w den Wert M annimmt.
Fir x € [(z1,t0); (zo, to)] mit |x — 21| < do gilt wegen w(z,ty) = M

d(z) < |z — 24| (3.45)

Aus Lemma 3.3 folgt, dal ein solcher Punkt nur iiber oder unter = beziiglich der
t-Achse liegen kann, also w(z,ty + d(z)) = M oder w(z,ty — d(x)) = M. Daher
kann man mit Hilfe des Satzes von Pythagoras d fiir einen anderen Punkt auf der
Verbindungslinie nach oben und nach unten wie folgt abschétzen, vgl. dazu auch die
Zeichnung.

d(z+6-2 "1y < Mﬂ@2+y<d@y+%iw (3.46)

d(z + 62" > Jd(x)E — 62 (3.47)
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(X,tg+d(x)) (x+3tgtd(x+9))
(X.t) (x+oty) (Xt (x+3ty

Der rechte Teil der ersten Abschétzung ist leicht einzusehen, wenn man ihn quadriert.
Fiir einen Vektor o € [0; zy — 1] entlang der Verbindungsstrecke und eine beliebige
natiirliche Zahl m > 1 gilt damit

m—1 .
J+1 J
d —d = d —d L
(x +0) (x) 2 (x + - o) (x + ma)
(3é6) m—1 o2
T D 2md(x + Lo)
(3é7) m-1 o2
S om? d(x)? — #Z—QQUZ
_ m—1 0_2
D 2mPy/d(z)? - o?
o2

o \/m. (3.48)
Lassen wir m gegen oo konvergieren, so folgt, da§ d monoton féllt. Wegen (3.45) mufl
d = 0 sein auf [z, ;dy ﬁi:iﬁﬂ' Insbesondere folgt dort w = M, was ein Widerspruch
zu Wahl von z; ist. O
Im folgenden sei ein weiterer kiirzerer Beweis von Lemma 3.4 angegeben, der Satz 3.2
benutzt, aber dafiir auf Lemma 3.3 verzichtet. Die Methode stammt von Berestycki
und Nirenberg aus dem Beweis von Satz 3.7.
BEWEIS. (Zweiter Beweis von Lemma 3.4)
Sei (x1,ty) € Vi, mit der Eigenschaft, da8 die Verbindungsstrecke [(z1,0); (xo, to)]
in V;, enthalten ist. Wir mochten w(zy,ty) < M zeigen. Dann folgt w < M auf
Vio, denn weil V;, zusammenhéngend ist, 148t sich jeder Punkt aus V;, iiber einen
polygonalen Streckenzug mit (g, tg) verbinden, und durch iterierte Anwendung folgt
die Behauptung.

Sei € > 0 so klein gewéhlt, dal w < M in B (o, to) und B.([(xo,t0); (x1,%0)]) C V.

1
E,:={ (x,t): g(xl—x(l))2+(a:2—:Cg)2+...—|—(m”—m8)2+(t—t0)2<52,
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(x — xg) - (x1 — ) > 0} (3.49)

bezeichne ein Halbellipsoid mit Mittelpunkt (xg, ).

(&J&v =
J// (%)

Nach Wahl von ¢ gilt w < M auf E;. Lasse nun s wachsen, solange w < M auf Ej,
maximal jedoch bis OF, an (z1,ty) stoBt, d.h. s = |z, — xgle™ .

Annahme: Es gibt ein (z9,t3) € OF; mit w(xg,ts) = M. Weil w dann dort ein
Maximum annimmt, gilt V,w(xs,t3) = 0. Andererseits folgt wegen zo # xo aus
Satz 3.2 w, > 0, was ein Widerspruch ist. Also gilt w < M auf E, 3 (z1,1). O
Die gleiche Methode 148t sich auch einsetzen, um Lemma 3.4 mit Hilfe von Lem-
ma 3.3 zu beweisen: Falls ein Punkt entlang des Ellipsoid-Randes gefunden werden
konnte, an dem w den Wert M annimmt, liefle sich eine Kugel finden, auf deren
Rand w den Wert M an einem Punkt annimmt, der nicht ober- oder unterhalb des
Mittelpunktes liegt, was im Widerspruch zu Lemma 3.3 stiinde.

Satz 3.5: SeiI'p C I' abgeschlossen, I'y := I'\T'p geniige einer inneren Kugelbedin-
gung. Zu jedem Punkt aus Ty bezeichne v einen duferen Einheitsvektor (hinsichtlich
einer inneren Kugel), der nicht parallel zur t-Achse sein darf. Die Funktion w geniige
in V=V UVy der Differentialungleichung (3.22) sowie den Bedingungen

w <0 auf I'p, (3.50)
dw=0  aufy. (3.51)

Die Koeffizientenfunktionen a;;, a;, a und 3 seien beschrinkt, (a;;):; sei gleichmdfig
elliptisch, 6 > 0, an a wird keine Vorzeichenforderung erhoben. Dann gibt es ein nur
von den Koeffizientenfunktionen abhdingendes € > 0, so dafs gilt: Liegt V' in einem
Streifen 0 <b+o-x <e mitoc € S"', s0 gilt w <0 in V.

BEWEIS. Da a; und a beschrénkt sind, gibt es reelle Konstanten Cp > 0 und C; > 0
mit a < Cp und ajo; > —C. Sei p > 0 die Elliptizitétskonstante von a,;, d.h. fiir

alle (z,t) € V und fiir alle £ € R"™ gelte > a;;(x, )& > p|€[>. Wihle € > 0 so klein,
daB

2
e<tm (1 + —1) . (3.52)

Dies ist dquivalent zu
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c 202
Coe 7 < Cy + % (3.53)

Aufgrund der Kleinheitsvoraussetzung an V', ndmlich der Bedingung, dafi V' inner-
halb des Streifens 0 < b+ o - z < ¢ liegt, ist die Barrierenfunktion
g(x) = ea(tH2%) _ paow (3.54)

fiir a := 2% > 0 positiv in V. Man rechnet nach:

_e—aa~1‘Lg (3i2) (aijOéZO'io-j + ajaa-j) - (I(

Def. ,Co,C1
>

6a(—b+2a) aa~z> —ao-x

— € €

pa’ — Cra — Cy(e270H%) _ gaoaypace

Deéa 46112 _ 2_6? N Coefa(o-:v+b)+4ils + CO

Y M
Streifenbedingung 202 Cqe
> e 064T1 +Cy
(3.53)
> 0. (3.55)
Setze
w
V= —, (3.56)
g
dann folgt

0 < Lw—pw, = L(gv) — B(gv),
= a;j0.,0,,(gv) + a;0,,(gv) + agv — Bgu,
= 0ij(GVz,2; + 202,V2; + oz, V) + (U, + g2,0) + agyv — Bgve.  (3.57)

Nach Division durch g erhélt man

21 0n, L
0 < uyVp, + (% + aj) Ve, + —Lv — Bu. (3.58)
g g

Dies ist eine lineare Differentialungleichung fiir v. Im Innern, d.h. in V| kann v
kein positives Maximum annehmen, denn dann miifite dort a;;jve,., < 0, vy; = 0
und v, = 0 gelten, was wegen 22 < 0 im Widerspruch zur Differentialungleichung
stehen wiirde. Ebenfalls kann v auf V kein positives Maximum annehmen, denn
sonst wiirde an einem solchen Punkt gelten: a;jve,.; < 0,v,, = 0,(Lg/g)v < 0
und Bv; > 0, was ebenfalls ein Widerspruch zur Differentialungleichung wére. Auch
Punkte des Neumannrandes I"y sind fiir positive Maxima ausgeschlossen, denn Satz
3.2 wiirde dort v, > 0 implizieren. Wegen v < 0 auf dem Dirichletrand I'p folgt
v < 0in V und wegen ¢g > 0 auch w < 0. O
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Satz 3.6: Die Funktion w geniige in V U Vp der Differentialungleichung (3.22),
die Koeffizientenfunktionen a;j, a;, a und 3 seien beschrankt, (a;;);; sei gleichmdfSig
elliptisch, 3 > 0, an a wird keine Vorzeichenforderung erhoben. Seien (xq,t,) € R
und (Z,t) € V, es gelte vy # T. Setze

R = |[(zo,t0) — (T, 1),
B = BR(Jfo,t()), (359)
Bto = B N {t < t()}

By, liege in V. In By, gelte w < 0, aufler-
dem sei w(T,t) = 0. Falls v ein nach auflen
gerichteter Vektor an B im Punkt (T,t) ist,
dann gilt

w, (T, ) > 0, (3.60)

BEWEIS. OBdA sei w < 0 auf By, \{(T,t)}. Weiterhin kann B, durch entsprechende
Wahl von (g, tg) so weit verkleinert werden, dafl es der Kleinheitsvoraussetzung von
Satz 3.5 geniigt. Die Funktion

gla,t) = ezl Hli—tol®) _ —ar? (3.61)

ist positiv in B und nimmt auf ganz 0B den Wert 0 an. Man rechnet leicht

g,(T,t) <0 (3.62)

nach. Wie im Beweis von Lemma 3.3 kann o > 0 so grofl gewahlt werden, daf3

Lg>0 (3.63)
in B/ ﬂE, wobel B := B‘m,g‘/g(f, %) ist.

X

(Xplo)

Bto ()

Auf der kompakten Menge OB’ N By, gilt w < —n fiir ein geeignetes n > 0. Daher
kann € > 0 so klein gewahlt werden, daf3
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vi=w+eg (3.64)

auf ((0B' N B) U_(ED@B)) N {t < to} nicht groBer als 0 wird. Aus Satz 3.5 folgt
dann v < 0 auf (BN B') N {t < ty}. Demnach muf} v, > 0 sein. Mit (3.62) folgt die
Behauptung. O

Satz 3.7: Die Funktion w geniige in V U Vp der Differentialungleichung (3.22),
die Koeffizientenfunktionen a;j, a;, a und 3 seien beschrankt, (a;;);; sei gleichmdfSig
elliptisch, B > 0, an a wird keine Vorzeichenforderung erhoben. Seiw < 0 in 'V und
w(zo,to) < 0 fiir ein (zq,t0) € V. Dann gilt w < 0 in V.

BEWEIS. Annahme: Die Behauptung ist falsch. Dann gibt es einen Punkt (x4, %) €
V mit w(zy,t) = 0. Genau wie in Lemma 3.4 konnen wir annehmen, daf8 die
Verbindungsstrecke [(zg,1o); (z1,%0)] ganz in V liegt. Es gibt ein ¢ > 0, so daf§
B.([(zo,t0); (x1,t0)]) N{t < to} ganz in V liegt und daf w < 0 in B = B.(x, ty) gilt.
Sei B" das Ballviertel, das in {¢t < to} liegt und das dem Punkt (z1,1y) zugewandt
ist, d.h.

B :=Bn{t <t} N{(x — z0) - (x1 — x0) > 0}. (3.65)

Lasse nun B’ wie im zweiten Beweis von Lemma 3.4 durch Skalierung in Rich-
tung z; — xy wachsen, bis es einen Punkt (xs,%;) auf dem Rand des entstehenden
Viertelellipsoids gibt mit w(zy,t2) = 0. Dies trifft spétestens dann zu, wenn das
Viertelellipsoid den Punkt (x4, ) erreicht. Nach Wahl von ¢ stoflen wir dabei nicht
an den Rand von V. Der Punkt (x9,t) mufl auf dem gebogenen Teil des Viertelel-
lipsoidrandes liegen, denn in B gilt nach Wahl w < 0. Im Punkt (25, t5) nimmt w ein
Maximum an. Da dieser Punkt im Inneren von V;, liegt, folgt V,w(zs,t5) = 0. Ande-
rerseits gilt d,w(xs,t2) > 0 nach Satz 3.6 fiir einen hinsichtlich des Viertelellipsoids
nach auflen zeigenden Vektor v. Dies ist ein Widerspruch, also mufl die Annahme
falsch sein. O

Satz 3.8: Die Funktion w geniige in V U Vr der Differentialungleichung (3.22). Die
Koeffizienten der Differentialgleichung seien beschrinkt, die a;; seien zusdtzlich Lip-
schitzstetig. Sei w < 0 in V, w(Z,T) = 0 fir ein (z,T) € OVp. In einer Umgebung
von (T, T) bestehe OV \ Vi aus zwei sich schneidenden Hyperflichen {o = 0} und
{o =0}, wobei 0,0 € C?*(R™ ! R) requlir seien. Alle Tangenten an die Schnittmen-
ge {o =0} N {o =0} mdgen nirgends senkrecht zur t-Achse liegen. Es gelte

Uij0u;0z; = 0 auf {o =0} N{o =0}, (3.66)

Dann gilt fir jeden dufieren Vektor v € R™ an (Z,T) (d.h. fir jeden Vektor v mit
V.0Z,T) v>0,Vuo(z,T) -v>0):

Ow(z, T) >0 oder  92w(z,T) < 0. (3.67)
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BEWEIS. Der Beweis erfolgt in drei Teilen. Zuerst werden w und V' durch Varia-
blentransformationen und Gebietsverkleinerung geeignet zurechtgelegt. Dann wird
eine Barrierenfunktion konstruiert, und im dritten Teil schliellich das eigentliche
Maximumprinzip angewandt.

Teil 1: Wir nehmen (Z,7) = 0 an. Da die Hyperflichen von der Klasse C? sind,
die Vektoren Vo und V, o auf {0 = 0} N {o = 0} in einer Umgebung von 0 linear
unabhéngig sind und {¢ = 0} und {0 = 0} nicht senkrecht zur ¢-Achse liegen, gibt
es einen C2-Diffeomorphismus der Form

(ya t) = (y(l‘7 t)’ t)v (368)

der V in einer Umgebung transformiert in {y; < 0} N {y, < 0} N {t < 0}. Der Typ
der Differentialgleichung bleibt dabei erhalten, ebenso die Bedingung (3.66), die sich
jetzt einfacher schreibt als aq, = 0 auf {y; < 0} N {y, < 0}. Um die Notation zu
vereinfachen, bezeichnen wir das neue Gebiet wieder mit V' und behalten auch die
alten Variablenbezeichnungen z, ..., x,,t bei.

Aus Satz 3.7 folgt w < 0 in V. Durch eine weitere Transformation der Form

xlf\»xl—Fvai, xn«»xn—i-wai, To~x, fir2<a<n-—1 (3.69)
a=2

a=2

erreicht man, dafl w < 0 sogar in V' \ {t-Achse} gilt, wobei das Gebiet V bei {7, <
0}N{x, < 0}N{t < 0} belassen wird. Bei dieser Transformation bleibt wie oben die
Differentialgleichung erhalten, jedoch geht die Eigenschaft (3.66) verloren, da Teile
des alten Gebietsrandes nicht mehr auf den neuen Gebietsrand abgebildet werden.
Stattdessen gilt immerhin noch

Q1p = App = 0 auf der t-Achse, (3.70)
a1p = ap1 > —Clz|* auf {z; <0} N{z, <0} '
fiir eine geeignete Konstante C' > 0!,
Wir fithren nun eine dritte Variablentransformation durch. Setze
Yy = Ty,
Yo = Tq+Coxi+dyx, fir2<a<n-—1,
Yn = Tn, (371)

wobei die Variablen ¢, = c,(t) und do = du(t) noch bestimmt werden miissen.
Fiir diesen Beweis sei die folgende Summationskonvention vereinbart: Uber doppelt

!Man kann den Satz verallgemeinern, indem man nur aij0s,0.; = 0 auf einer C?-Kurve K
der Form (£(t),t), die in {z1 < 0} N {z,, < 0} liegt, und a;;0,,0,, > —C(Abstand zu K)? auf
{1 < 0} N {z, < 0} fordert. Ferner muf} gefordert werden, dafl {(T") = T ist. Fiir weitere Details
siche Lemma 4.3 aus [BN2].
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auftretende Indices i, 7, k wird von 1 bis n summiert und iiber Indices (3, von 2 bis
n — 1. Damit gilt

az’jamiaxj - allaxla:pl + alﬂa:plaxg + alnﬁxlﬁxn + aﬁla:pﬁaml + aﬁwamgaxy
+aﬁnaxgaxn + anlazn8x1 + anﬁarn aa:g + annaxn axn
= allaxlaxl + annaacnamn + 2alnaac18xn + 2@1/36;316;55
+20,0s, 0, + Uy Dy O

— g (O 9N Oy O\ (O O Oy O
— U\ 0w 9y ) \ 01 Oy, "\ Oz, Oy ) \ Oy, Oy,
oy, 0 Oyr, 0 Oy, 0 dyr, 0
Dar, | ok _— Z e ) (S
e (axl 0yk) (8% 8yk) 21 (8x1 Yy 0z 5 Oy,

voay (00 0 ) (0w 0\ (O DY (O 0
fn 0x Oy, 0z, Oy Py Oz Oyy, Oz~ Oy,

= an(0y, +¢,0y,)(0y + ¢40y,) + ann(9y, + dy 0y, )(0y, + d,0y,)
+2a15(9y, + Cvayw>(ayﬁ) + 2aﬁn(ayﬁ)(ayn + dvayw) + aﬁv(ayg)(ayw)
= a110y,0y, + @nn0,y, 0y,
+2(ancs + a18)0y, 0y, + 2(annds + apn)0y,0,,
+(a11¢p¢y + anndpdy + 2a1,cy + 204,dy + apy)0,,0,,
= bi;0,,0,,. (3.72)

Wihle

o) = =203

dann gilt auf der t-Achse

und ds(t) = ————— (3.73)

big=0bg = 0 fir 2<pB8<n—-1 (3.74)
bgn =bpg = 0 fir 2<38<n—-1. (3.75)
Wie oben bezeichnen wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit die neuen Koordinaten
Y1, - - - Yp im folgenden wieder mit xq,...,x,. Wir erhalten somit nach allen Trans-

formationen die Eigenschaften

V = {x; <0}n{x, <0}Nn{t <0}, (3.76)
w < 0 inV\ {t-Achse}, (3.77)
a1p = an,1 = 0 auf der t-Achse, (3.78)
ap = ap > —Clof* auf {z; =, =0}, (3.79)
ajp=as = 0 aufdert-Achse fir 2<pg<n-—1, (3.80)
agn = apg = 0 aufdert-Achse fir 2< g <n—1. (3.81)
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Teil 2: Sei M := L — a der Operator L ohne den Term nullter Ordnung, d.h.

2
M = aij%axj + ajaixj. (3.82)
Wir betrachten die Funktionen
n—1 n—1
O(x) =z + kﬁgzx%, U(z):=x,+ kﬂ;Qx%,
g(x) :=e @ 1. h(z) :=e %@ 1, (3.83)

z = gh,

wobei die Konstanten k£ > 0 und o > 0 spéter gewahlt werden. Aus z wird spéter
die Barrierenfunktion gebildet. Man rechnet nach, dal z die Eigenschaften

z > 0 inG, (3.84)
z = 0 auf {®=V=0}, (3.85)
Vz(0) = 0 und (3.86)
25(0) > 0 VseR"\0 (3.87)
besitzt, wobei
G:=Vn{®<0}n{¥<0}n{t<0} (3.88)
sei. Es gilt
Mz = M(gh) = aij(gh)z.e, + a;j(gh)s,
= aij(thixj + hgxzxj + 2gxzhx]) + aj(ghxj + hfgx])
= gMh+hMg+2a;;Gz, N, (3.89)
Fiir hinreichend grofles o > 0 ist
ea<I> ea@ ad , Cud
?Mg = ?(aijgl’ﬁj + ajng) = ?(O‘ 3 Po, Poy — 03 Poo; — O‘ajq)xj)e
1
- aijq)aci(l)xj - _(aijq):cixj - ajq)ac]-)
o :
1
> ,LL|V33(I)’2 - _<aijq)€v¢l"j - ajq)wj)
o
1
z = (0 Poie; — a;Pay)
> g > 0, (3.90)
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analog gilt eine Abschétzung e;‘—;I’]\/[ h > & > 0. Schrénkt man das Gebiet durch die
Bedingung k5 |zg] < 1 ein, so gilt auf {& = 0}N{¥ = 0} unter der Voraussetzung
kE>1

o > —ClaP = —C(st+a+ Y a3) = —c(2(Xa3) + Y a3)
_ —C’Zx%<2k22$?§+1> > _CZx%(2k2(Z|xﬁ|)2+k)
—Ckzx%(%“) > —CkY a3, (3.91)

wobei C' eine universelle Konstante ist. Aufgrund der Lipschitzstetigkeit der a;; gilt
aig > —C|z|, so dafl wiederum unter der Voraussetzung k> |zg| < 1 gilt:

Ol > ~0(2k Y3+ Y lsl) = ~C(2k( X lasl) + 3 ol
> —02|xﬂy(2k2|xﬁ|+1) > 0 g, (3.92)

ebenso folgt an, > —C ) |zg|. Damit gilt auf {®& = 0} N {¥ = 0} fiir hinreichend
grofies k > 1

v

v

a3

1
o a® ao¥ o
I = a26 € ij Nz, = 1Py, Vo,

A1y + 2]{?(11@135 + 4]{326%71'/31’7 + 2kang$g

ARy ah = CkYal — 4CK(Y |as))’

> al(AkPn — Ck) > 0. (3.93)

v

v

Beschrankt man sich auf

Gs = Gn{|z| <o, (3.94)

fiir ein groBes d, so gilt in Gj:

I1>C(®+ V). (3.95)
Wegen ®, ¥ < 0 in G gilt dort ¢, h > 0 und somit

1 . 1
—2ea‘I’e°“I’Mz (3.59) —2e“¢e“q’(th +hMg + 2a:59.,he;)
a o
1 ad _al
= —etve (gMh + hMg) + 21
(3.90)+(3.95)
> g(geo@ + he™) +20(D + D)
i

= S - 1 —e)+2C(d+ V).  (3.96)
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Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung [f(y) — f(z) < (y — ) sup|f’|] liefert
uns fiir ¢, ¥ < 0 die Ungleichungen

1—e® > —qe*®d® und 1—e® > —ae®Vv, (3.97)

Fiir —i < &, U <0 gilt daher

1-e®®> "%  und 1> "%y (3.98)
e e
Daher folgt in
—1
Gaﬁ = {? <P U <L 0} NGs (3.99)
fiir hinreichend grofles o aus (3.96) die Abschétzung
1 ad® ao¥ Ha
—ete Mz > (% —2C)(|®| + |v|) >0, (3.100)

also Mz > 0. Mit Hilfe von z kann man nun die eigentliche Barrierenfunktion 2z
definieren:

Z(z,t) = z(x) + ty/2(2). (3.101)
Sei
G =Gn{z>0n{t>—-1} (3.102)

Dann gilt in G’ wegen t < 0 und —t < /z:

(L—p30)z = Mz+ QL\/EMZ +az — e \/_ WijZa, 20, 0l 2 — Bz
>0
1
> §Mz+az—a\/5
(396 C
> Pl (|®] + |¥|) — a(z + V2). (3.103)

Wegen e* — 1 <es fiir 0 < s <1 ist

z= (e —1)(e™ — 1) < ?a?PV. (3.104)

Somit gilt G’ wegen |®|, |[¥| < L fiir ein hinreichend grofes o > 1

(3.103)+(3.104)
(L — B0z > Ca?(|®| + |¥]) — Ca?®V — CaV oV
> AA(|®] + [¥]) — Ca?(®* + ¥?) — Cav/d? + U2
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Ca’(|@] + [¥]) — Ca®(|@] + [¥])* — Ca(|] + ¥])
Ca’(|®| +[¥]) — Ca(|®| + [¥]) — Ca(|®] + [P])
0. (3.105)

AR AVARLY]

Teil 3: Diese Barrierenfunktion Z kann nun fiir das eigentliche Maximumprinzip
genutzt werden. Sie hat folgende Eigenschaften:

0 auf {® =0} U{¥ =0},

z

Die Transformationen aus Teil 1 fiihrten zu w < 0 in V'\ {t-Achse}. G’ ist wegen der
Bedingung Z > 0 so geformt, da w auf G’ nur im Ursprung den Wert 0 annimmt. Ein
Ball B um den Ursprung kann so klein gewihlt werden, dal 2 = 0 auf BNIG'N{t <
0} gilt. Auf der kompakten Menge 0G,, \ B gilt w < 0, somit kann ¢ so klein gewéhlt
werden, dafl

vi=w+eZ (3.106)

dort nicht positiv wird. Auf dem verbleibenden Stiick des Randes G’ N BN {t < 0}
gilt Z = 0 nach Wahl von B. Somit gilt v < 0 auf G, N {t < 0}. Wende Satz 3.5
an (das Gebiet konnte durch hinreichend kleine Wahl von B vorher bliebig klein
gemacht werden), und man erhélt v < 0 in G'.

Wegen v(0) = 0 nimmt v sein Maximum in 0 an, also gilt fiir einen duleren Vektor
v dort notwendigerweise 0,v(0) > 0. Falls sogar 9,v(0) > 0 gilt, folgt wegen 2)

8,w(0) > 0. (3.107)

Anderenfalls gilt 9,v(0) = 0 und damit notwendigerweise 9?v(0) < 0, da sonst kein
Maximum vorliegen konnte. Mit 3) folgt

02w (0) = 0%v(0) —¢ 922 < 0. (3.108)
<0 :ﬁ/

O



Kapitel 4

Eigenwertproblem

4.1 Situation und Aussage

In Kapitel 2 tritt das Problem auf, eine Losung eines verallgemeinerten Eigenwert-
problems zu finden, um daraus eine Vergleichsfunktion zu konstruieren. Eine solche
Losung wird spéter in Kapitel 6 iiber die Eindeutigkeit ebenfalls benotigt. Gegeben
sei ein beschriinktes Gebiet w mit C2-Rand. Dann gilt

Satz 4.1: Gegeben sei das verallgemeinerte Eigenwertproblem
(—A+a(y) +A3(y)¥ = N¥  inw,
v, = 0 auf Ow

mit stetigen Funktionen a,3 : w — R. Eine Ldisung A bezeichnen wir als ,verallge-
meinerten Haupteigenwert®. Dann gilt:

(4.1)

a) Falls a =0 und fw Bdy > 0 ist, so gibt es genau einen positiven verallgemei-
nerten Haupteigenwert A und keinen verallgemeinerten nichtpositiven Hauptei-
genwert.

b) Falls a = 0 und fwﬁdy < 0 1st, so gibt es genau einen negativen verall-
gemeinerten Haupteigenwert T und keinen verallgemeinerten nichtnegativen
Haupteigenwert.

c) Falls a =0 und fw Bdy =0 ist, so gibt es genau den Haupteigenwert 0.

d) Falls a > 0 ist, so gibt es genau einen positiven verallgemeinerten Haupteigen-
wert X und genau einen verallgemeinerten negativen Haupteigenwert 7.

In allen Fillen a) - d) ist die zugehdrige Figenfunktion von der Klasse C*(), strikt
positiv oder strikt negativ und bis auf Skalierung eindeutig bestimmit.

!Negative Haupteigenwerte werden hier mit 7 bezeichnet, obwohl die Gleichung (4.1) mit \
formuliert ist.
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e) Sei ' > [ gegeben, seien N und 7' die zu ' gehdrenden positiven bzw. nega-
tiven Haupteigenwerte, soweit existent. Dann gilt in den Fdllen a) und d)

N> (4.2)

und in den Fillen b) und d)

> T (4.3)

Die klassische Spektraltheorie ist hier nicht direkt anwendbar, da der ,,Eigenwert* A
im Problem zweifach, davon einmal sogar quadriert, auftritt. Es gibt Arbeiten, die
Probleme behandeln, in denen A sogar als Argument einer holomorphen Funktion
f(A) auftritt. Da wir das Erforderliche direkt und in Kiirze selbst beweisen konnen,
greifen wir nicht darauf zuriick. Der Beweis beruht auf einer Reduktion zu einem
klassischen Eigenwertproblem. Viele bekannte Resultate fiir das klassische Eigen-
wertproblem lassen sich miihelos auch auf das verallgemeinerte Eigenwertproblem
iibertragen.

Manche der in den Beweisen verwendeten Argumente sind [BN1] entnommen, an-
sonsten wurde dieses Kapitel neu erarbeitet.

4.2 Reduktion auf ein klassisches Eigenwertpro-
blem

Zu q € C°(w) sei A\i(q) der kleinste Eigenwert des klassischen Eigenwertproblems

(A +aly) +q¥)¥ = M(@Q¥ inw,
v, = 0 auf Jw.

Die Existenz eines solchen Eigenwerts und der zugehorigen Eigenfunktionen wird im
Abschnitt 4.3 behandelt. Setze

(4.4)

Vi={pe H?w): |ollrow =1}, (4.5)
dann ist A;(q) charakterisiert durch

Mla) = min [ Do+ (aly) + ) dy (4.6)

A1(q) hédngt bzgl. der L,.-Norm stetig von ¢ ab. Daher ist

0(A) == M(AB) (4.7)

stetig in A. Schreibt man das klassische und das verallgemeinerte Eigenwertproblem
untereinander,
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(=2 + aly))¥ = (0:() ~A3(y)) ¥ @8)
(~A+a()¥ = ( N =)3()¥, '

so erkennt man, dafl beide Probleme &dquivalent sind, falls gilt:

A2 = g1 (). (4.9)

Genau ist damit gemeint: Falls A eine Losung des verallgemeinerten Eigenwertpro-
blems ist, so ist 01(\) := A? eine Losung des klassischen Eigenwertproblems. Falls
01(A) eine Losung des klassischen Eigenwertproblems zu einem beliebigen A € R ist
und zusitzlich g;(\) = A? gilt, so ist A eine Losung des verallgemeinerten Eigen-
wertproblems.

Bemerkenswert ist, dafl die zugehorigen Eigenfunktionen bei beiden Problemen die
gleichen sind, insofern {ibertragen sich sofort die bekannten Eigenschaften iiber Ein-
fachheit und strikte Positivitéit/Negativitit des Haupteigenwerts.

Im weiteren werden wir also nur noch die Gleichung (4.9) untersuchen.

Lemma 4.2: Es gelte a > 0. Dann ist die Funktion

R(\) := (4.10)

fiir X # 0 monoton fallend.

BEWwEIS. Fir X > A\ AN >0 und ¢ € V gilt

% [[De]? + aly)e® + XN B(y)v?] dy — %/ [[De]” + aly)e® + AB(y)v?] dy

w

1 1
~(3-3) [ Dok +atas <o (111)

Die Monotonie iibertrigt sich auf R(A) = $01(A) = § mingev [ [De|* + a(y)e?® +

AB(y)e? dy. O
Lemma 4.3: Falls a = 0 ist, so gilt limy_o R(\) = f3dy.

BEWEIS. Zu A € R sei U, die positive Eigenfunktion mit max ¥, = 1 des klassischen
Eigenwertproblems

(=A+AB(y)¥x = o1 (M) V. (4.12)
Es gilt
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o) [ty - / (AW, dy + A / B, dy

ow
und somit
A
Quj{/QQdy::/ﬁwkmL (4.14)

U, = 1 ist Eigenfunktion von —A. Weil ¥, — W5 = 1 in Ly(w) konvergiert fiir

A — 0, folgt
i$ A |/ﬁ (fﬁ@ﬁw' (4.15)

O

Lemma 4.4: Falls a > 0 ist, so gilt 01(0) > 0.
BEWEIS. 1(0) ist nach Definition der kleinste Eigenwert von

(A + a(y))¥ = A\, (4.16)

Multipliziere diese Gleichung mit W und integriere iiber w auf:

/ —(AD)U + a(y)¥* dy = )\/ U2 dy. (4.17)

w

Integriere den Term [(—AW)W dy partiell. Nach Division durch [ ¥?dy > 0 folgt
wegen [ al?dy > 0:

fw VU2 + a(y) P2 dy - fw a(y)¥? dy

A= fw U2 dy - fw W2 dy

> 0. (4.18)

O
Nun kann Satz 4.1 bewiesen werden.
BEWEIS. a) Gemifl Lemma 4.3 ist die Funktion R(\) auf R stetig und in A = 0
positiv. Da nach Lemma 4.2 R(A) monoton fallend ist, nimmt diese Funktion auf
R, nur positive Werte an, so dafl es dort keinen Schnittpunkt mit der Geraden
f(A) = X geben kann. Auf der positiven Achse gibt es nach dem Zwischenwertsatz
einen Schnittpunkt (vgl. dazu auch die Abbildung). Offenbar ist dieser eindeutig.
b) Dieser Fall wird genauso wie a) bewiesen.
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¢) Geméfl Lemma 4.3 gilt R(0) = 0. Aus Lemma 4.2 folgt, da§ R > 0 auf (—o0, 0]
und R < 0 auf [0, 00) ist. Somit gibt es genau die Losung A = 0.
d) Lemma 4.4 zeigt 01(0) > 0. Somit gilt

lim o) = 400 und lim o) = —00. (4.19)
AN A A0 A

Da die Funktion fiir A # 0 stetig und geméfl Lemma 4.2 monoton fallend ist, gibt
es offenbar genau einen positiven und genau einen negativen Schnittpunkt.

e) Vom klassischen Eigenwertproblem wissen wir, dafl A1(q) < A1(¢’) gilt falls ¢ < ¢/
ist. Fiir A > 0 gilt also R(\) = )‘1(/\’\6) < Al(/)\‘ﬁ/) =: R'(\). Daraus folgt in den Fillen
a) und d) unmittelbar A < \'. Analog gilt fiir A < 0 die Relation A;(A\G) > A (A\F)
und somit R(A) < R'(A). Daraus folgt in den Féllen b) und d) sofort 7 < 7.

A

. A
A a) A d) ..
~| - N |\
) o R
T _ . Rﬁi
: RN RO ~~._:
N
RO\
> A \
(I
4.3 Klassisches Eigenwertproblem
Satz 4.5: Sei ¢ € C°(wW). Zum Eigenwertproblem
(—A+q(x)¥ = AN inw (4.20)
VU, = 0 aufdw (4.21)

gibt es einen kleinsten Figenwert A\, und dazu genau eine Eigenfunktion ¥, € C*()
mit max W = 1. Fs gilt:

a) U, ist strikt positiv auf @,

b) \g =0 falls [ qdy >0,
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¢) \g >0 falls [ qdy >0,
d) W, — Uy in L*(w) fiirt — 0,
e) \g <Ay falls g < ¢'.

Zum Beweis wird die folgende Existenzaussage? aus der Funktionalanalysis verwen-
det:

Lemma 4.6: Sei H ein Hilbertraum mit dim H = co. Darauf seien K eine vollste-
tige, symmetrische, positiv definite Bilinearform® und B eine beschrinkte, symme-
trische, bzgl. | - |? und K koerzive Bilinearform, d.h.

3C, >0 30, >0 Vo€ H: B(p) > Cilpl* — CoK(p). (4.22)

Dann gibt es ein kleinstes A € R und eine dazugehirige Losung u € H mit

B, o) = K(¢,p) Vo€ H. (4.23)

Nun zum Beweis von Satz 4.5:
BEWEIS. Setze H := H"?(w) und

K(,p) = /Wdy (4.24)
Blow) = [ Vive+avedy (4.25)
Trivialerweise ist K symmetrisch und positiv definit sowie B beschrinkt und sym-

metrisch. Die Vollstetigkeit von K wird durch den Satz von Rellich* garantiert. Die
Koerzivitit von B sieht man folgendermafien:

Blo) = [196P +aedy > 96l ~ lag?lu (4.20
> Jlelfne el ~ llallex [l (427
> Jlplfea = (15 llals) (4.25)

Somit sind die Voraussetzungen von Lemma 4.6 erfiillt, und es existieren ein kleinstes
A und ein ¥, € H"?(w), die das Eigenwertproblem lésen. Gemifi dem Regularitéits-
satz® folgt U, € C?*(w). Wegen B(¥,,¢) = AK(V,, ) fiir alle p € CX(w) folgt
mittels partieller Integration

2Siehe [Hill], Kapitel II, §3, Satz 1 (Seite 64).

3Die Existenz eines solchen K impliziert, da H separabel ist.
4Siehe [Hill], Kapitel I1I, §4 (Seite 114).

®Siehe [Hil2], Theorem der Vorlesung vom 16.5.1997.
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—AV +q¥, =¥, inw. (4.29)

Testet man mit ¢ e C’OO(_) so ergibt sich bei der partiellen Integration der zusétz-
liche Randterm [, (¥,),¢ ds(y). Wegen (4.29) fallen die anderen Terme weg, so daf
dieses Randintegral null ist, also (¥,), = 0 auf Jw gilt. Wegen ¥, # 0 kann man
durch Skalierung noch max ¥, = 1 erreichen.

Zu a): Mit ¥, ist auch |¥,| Eigenfunktion zum Eigenwert A, denn es gilt |¥,| €
H'“?(w) und

/VI‘Pq|V<ﬂdy+/g‘quody

w

= /V\I/ Vgody—i—/glll pdy — /V\I/ Vpdy — /g\Iquady

wt -
- A/\Iquody—A/ Vypdy — /\\v pdy, (4.30)
wt w—

wobei wt = {zr € w:u(x) >0} und w™ = w \ w". Aus dem Regularitétssatz folgt
wie oben |¥,| € C*(). Somit sind W} := WTJF% und W = WT_\I"I Eigenfunktio-
nen von der Klasse C? zum Eigenwert \. Setze

qg = q— min(O,meig q(x)) >0 (4.31)
A = ), — min(0, memq( T)) > A, (4.32)

Damit gilt (—A + (j)\llf = :\\Ilqi Somit ist das Hopfsche Maximumprinzip® anwend-
bar, so daf} gilt: Falls ‘Ifff in w oder auf Jw ein nichtpositives Minimum annimmt,
dann ist W7 konstant. Wegen max W, = 1, UF > 0 und ¥, = ¥} — ¥, # 0 folgt,
dafl W} strikt positiv und W~ konstant null ist, also ist W, = W strikt positiv.

Zu b) und c): Teste mit ¢ := ¥, in (4.23). Mit Hilfe von a) folgt

B(\I/qa\pq) _ f|V\IJq|2 +€/\If§ dy szqdy >
K(V,,¥,) [ w2 dy f\If2 dy >

Zu d): Teste die schwache Formulierung des Eigenwertproblems zu W, mit ¥,, und
integriere partiell:

Ay = 0. (4.33)

/ VW2 dy = / (g — )2, dy. (4.34)

Mit der Bezeichnung | - |1 := ||V - || 12(. folgt
6Siehe [PW], Kapitel 2, Theorem 6 (Seite 64), sowie Theorem 8 (Seite 67).
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[Wig — Yol = [Wight < A — tallzoe | W5, ]| (4.35)

Wegen max [W,| < 1ist | U7 || < |w|. Weil Ay wie bereits vorher festgestellt stetig
in ¢ ist (Bemerkung nach Gleichung (4.6)) und wegen Ao = 0 ist ||\, — tq|| e stetig
in ¢t und nimmt fiir ¢ = 0 den Wert 0 an. Weil ¥, an einer Stelle o € W den Wert 1
annimmt und weil ¥y = 1 ist, gilt eine Poincaré-Ungleichung’ fiir ¥, — ¥y, so dafl
gilt:

(4.35) -
Wiy — ol 2 < Oy = Woly < ClAig — tgl| 1o || ¥7, [ 22 = 0. (4.36)
Zu e): Setze
AL = / [Vel? +a(y)* dy. (4.37)
Dann sind A\, und Ay charakterisiert durch
= i ¥ ! — ] P
Ag min A und Ay min Ao (4.38)
Es existieren Minimierer 1,1’ € V', also
Ay = Ag=Ap = A=y = A = /(Q’ —q)¢"dy > 0. (4.39)
Damit ist die Behauptung gezeigt. ]

Siehe [Alt], Satz 6.15 (Seite 223).



Kapitel 5

Elliptische Abschitzungen

An vielen Stellen dieser Diplomarbeit werden Aussagen iiber die Regularitdt von
Losungen partieller Differentialgleichungen benétigt, so z.B. als a priori-Abschétzung
fiir die Kontinuitdtsmethode. Es gibt verschiedene Ansétze, die verschiedene Vor-
aussetzungen an die Glattheit der Koeffizienten und des Gebietsrandes machen,
und dementsprechend auch unterschiedliche Ergebnisse erzielen. In der vorliegen-
den Arbeit besteht die Hauptrestriktion in der Nichtglattheit des Gebietsrandes,
denn die hier auftretenden Gebiete der Form (—b,b) X w sind selbst fiir beliebig
glattberandetes w lediglich von der Klasse C%!. Die dieser Diplomarbeit zugrun-
deliegenden Artikel behandeln dieses Problem nicht. Nach léngerem Suchen stellte
sich schlieSlich heraus, daf§ die sogenannten LP-Abschéitzungen in Kombination mit
einer Spiegelungstechnik geeignet sind. Mehr zu dieser Spiegelungstechnik und der
Anwendung auf das konkrete Problem findet sich in Abschnitt 5.5.

In Abschnitt 5.1 werden zunéchst zwei Hilfsmittel diskutiert, ndmlich zum einen
eine Abschétzung, die es erlaubt, unerwiinschte Normen zu verstecken, und zum an-
deren die Beschreibung von Randwerten von Sobolewfunktionen mittels , fractional
order spaces®, bevor in den Abschnitten 5.2 - 5.4 die klassischen LP-Abschéitzun-
gen hergeleitet werden, beginnend bei einfachen Gebietsformen fiir Gleichungen mit
konstanten Koeffizienten nur der héchsten Ordnung, bis hin zu Satz 5.6, den man
als Hauptresultat fiir glatte Gebiete bezeichnen kann. Der letzte Abschnitt 5.5 ver-
allgemeinert dies fiir die in dieser Arbeit auftretenden Differentialgleichungen dann
mit Hilfe einer Spiegelungstechnik auf nichtglatte Gebiete.

Bei den in diesem Kapitel durchgefithrten Abschétzungen tritt eine Vielzahl von
Konstanten auf, deren exakte Grofle nicht wesentlich ist, lediglich deren Abhéngig-
keit von anderen gegebenen Gréflen wie Normen der Differentialgleichungskoeffi-
zienten etc. Da eine exakte Angabe der Konstanten weder dem Verstdndnis noch
der Ubersichtlichkeit dienen wiirde, werden solche Konstanten pauschal mit C' be-
zeichnet. Dies gilt sogar dann, wenn wie z.B. in Gleichung (5.41) die Konstante C'
mehrfach in derselben Gleichung mit unterschiedlicher Bedeutung auftritt. Der Le-
ser wird unmittelbar einsehen, daf§ die Konstanten nur von den in der Behauptung
genannten Groflen abhédngen.
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5.1 Hilfsmittel

Bei den Abschétzungen in diesem Kapitel werden wir die folgende Interpolations-
ungleichung benotigen:

Lemma 5.1: Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet mit C?-Rand. Dann gibt es zu

p > 1 und e > 0 eine Konstante C, die nur von p, n, € und ) abhdngt, so daf$ fiir
alle Funktionen u € H*P(Q) gilt:

ull 1) < ellullg2e@) + Cllul|r@)- (5.1)

Die Aussage dieses Satzes erhélt man leicht fiir p = 2 mittels partieller Integration.
Die Aussage fiir beliebiges p beweisen wir jedoch anders mit einer Methode von
Nirenberg. Dieser beweist die Ungleichung! zwar ebenfalls nur fiir den Fall p = 2,
der Beweis lafit sich jedoch verallgemeinern:

BEWEIS. Es geniigt, die Aussage nur fiir Funktionen v € C%(Q) zu beweisen, da
diese Funktionen dicht in H*P(Q) liegen und die Aussage des Satzes durch einfache
Approximation folgt.

Der Beweis erfolgt in drei Schritten: zuerst wird die Ungleichung fiir den eindi-
mensionalen Fall n = 1 bewiesen, dann wird sie auf achsenparallele Wiirfel im R"
ausgedehnt, und schliellich werden allgemeine Gebiete behandelt.

Zunéchst sei also n = 1, d.h. € ein endliches Intervall. Zu € > 0, das spéter gewahlt
wird, unterteile 2 in Teilintervalle, deren Léange mindestens iél/ P betragt, maximal
jedoch %51/ P, Dazu kann & ggf. verkleinert werden, falls €2 zu klein ist, was fiir die
Aussage nicht relevant ist, da dann eine schérfere Abschéatzung bewiesen wird. Sei
nun I = (a,b) ein solches Intervall?. Mit a := 2% gilt dann folgende Relation, die
wir spater benotigen werden:

PaP < & < 16Par. (5.2)

Das Intervall I unterteilen wir weiter in vier gleichlange Teilintervalle der Lénge «,
das linke bezeichnen wir mit [, := (a, a+«) und das rechte mit I := (b—a, b). Seien
xp € I und xg € Ig. Dann gibt es dem Mittelwertsatz geméf ein £ € (zp,zR), so
daB gilt:

() = o=t (5.3

Damit gilt fiir beliebiges y € I:

ISiehe [Nir], Lemma 6 (Seite 655), Beweis auf den Seiten 671-673.
20b I offen, halboffen oder abgeschlossen ist, ist hier nicht relevant; wir nehmen hier ein offenes
Intervall an. Die Argumentation fiir die anderen beiden Fille ist identisch.
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WO = WO+ W) O] < W@+ [0l
¢

uen) + lu@)l | [,
< el ol dc (5.4)

Integriere diese Ungleichung in den Variablen x; und xy iiber I; bzw. Ig:

[ [wwidrnan, < [ [l edl, g, ] f / W (Q)] dC dg s,

Iy Ir Iy Ig I;, Ir
(5.5)
also
1 1
oClu'(y)] < = [ luler)ldeg+ 5 | |ulen) deg + o [ u"(¢)] d¢
./ ./ /
1
< = [ u(Qld¢+ o | u"(¢)|dC. (5.6)
T

Dividiere dies durch a?, erhebe es zur p-ten Potenz und schitze mittels Holderun-
gleichung ab:

WP < (5 [ WO+ [1lac)”

< / u(©ldc)" +27( / \u"<<>rdc)”
< [u ()P d¢ 1p1d< v W (Q)Pdc( [ 177 d
2 a4 e o
- fﬁﬁ / g + 22 [ ol de. (5.7

1

Integriere diese Ungleichung in der Variablen y iiber I:

22p
Jlwwras <= [ucpa+2ve [uwrd, 55)
1 1 1
Nutze nun die Relation (5.2):
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[wwras® [uorice [uopa 59

Summiert man iiber alle Teilintervalle I von €, so folgt mit C' := 26P&~1
[wwpray<c [luopra-e [ (5.10)
Q Q Q

Das Ergebnis fiir den eindimensionalen Fall 148t sich leicht fiir Wiirfel @ = (a4, b1) X
. X (@n, by) verallgemeinern: Fiir jedes ¢ € {1,...,n} und fiir jedes z; € (a;,b;)
mit j € {1,...,i—1,i+1,...,n} gilt geméaf (5.10):

b;

/ |t (21, ... )P d; < 5/ Uy, (X1, - )P dy + C’/ lu(zy, ...z, [P dx;.
(5.11)
Integriere diese Ungleichung in den Variablen zi,...,2; 1, 2;1,..., 2, iiber das
n — 1-dimensionale Gebiet (ai,b1) X ... X (a;—1,b;—1) X (@is1,bi41) X ... X (ap, by):

/|uxi(x)|pdx < 5/|umiwi(x)|pdx+0/|u(x)|pdx. (5.12)
Q Q Q

Summiere iiber ¢ = 1,...,n auf. Wenn man dann noch Y, [ |ug,., [P iiber |ul/%,.
abschétzt und einen ||ul|»-Term addiert, folgt fir Wiirfelgebiete (2

lullzrp) < Ellullfzn@) + Cllulliyq)- (5.13)

Mit diesem Ergebnis konnen wir uns beliebigen beschrinkten Gebieten 2 C R™ mit
C?-Rand zuwenden.

Die Randglattheit ermoglicht es, zu jedem z € 0f) eine Umgebung U, C R™ mit
x € U, und einen C?-Diffeomorphismus 7}, : U, N Q — V, zu finden, wobei V, C R
eine offene Menge ist. Wir kénnen U, und V, in der Form verkleinern, dafl V, ein
achsenparalleler Wiirfel ist. Zu jedem z € €2 sei weiterhin U, C €2 ein achsenparal-
leler Wiirfel, ebenfalls mit € U,. Da € kompakt ist, gibt es eine endliche Menge
I C Qmit Q@ C J,;Us. Da die endlich vielen Diffeomorphismen 7}, und 7" fiir
x € I N oS gleichméBig beschréankt sind, gibt es eine Konstante £ > 0, die nur von
Q und I abhéngt, so daf} fiir i =0, 1,2 gilt:

1

o lullz < lluoT™ |

Hiw(Vy)

< KP||ul®

(5.14)

HiP(Uy) Hip(Uy)

Also transformiert sich die oben bewiesene Abschéatzung auf Wiirfelgebieten zu

[ullbrin,y < KPElulf2nw,) + EPCllullls,)- (5.15)
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Seinun K > 1 eine Oberschranke fiir die Zahl der Umgebungen U,, € I, die sich in
einzelnen Punkten aus € iiberlappen. K ist durch |/| < co majorisiert, i. allg. wird
K jedoch wesentlich kleiner sein. Es folgt

oy < Do lellfpow,, < D Kl + FPClull, )

zel zel
_ p
< (X Wl + HCulw))
el
~ p
< (K022 ullisny + KNl i) (5.16)
Mit der Wahl € := ()" folgt die Behauptung. O
Hinweis: Mittels Induktion 1&8t sich der Satz leicht erweitern zu
[ull rivi) < ellullmie) + Cllullr@ (5.17)

fiir ganzzahlige Konstanten j > ¢ > 0. Ebenso lassen sich anstelle der vollen Normen
|- || 7w @uch Seminormen || D*-||1» verwenden. Eine andere Beweismoglichkeit ergibt
sich durch die Nutzung des Ehrling-Lemmas (siehe [Alt]).

Als weiteres Hilfsmittel miissen zur Formulierung einer Randwertaufgabe die Rand-
werte von Funktionen aus Sobolewrdumen charakterisiert werden. Hierzu eignen
sich am besten die sog. ,,fractional order spaces®, das sind Sobolewrdume H"P mit
nichtganzzahligem m. Die Einfithrung dieser Rdume ist aufwendig und wiirde den
Rahmen dieser Arbeit sprengen, sie ist aber fiir unsere Zwecke auch nicht erfor-
derlich®. Hier geniigt es zu wissen, dafl fiir hinreichend glatte Gebiete 0 C R™ die
Randwerte von Funktionen aus H™P((2) gerade den Funktionen aus H™'/PP(9Q)
entsprechen. Auf H™1/PP(9Q) ist eine Norm gegeben durch

1@ 170000 = ME{[| @[ rmr() : @ € H™P(Q) mit Plag = P}, (5.18)

Die Bedingung ¢|sn = ® kann nicht als normale Gleichheit fast iiberall aufge-
faBt werden, da 02 Nullmenge in R™ ist und somit keine Einschréankung an ¢ ge-
macht wiirde. Vielmehr gibt es eine stetige surjektive Abbildung R : H™P()) +—
H™YPp(9Q), die fiir C*-Funktionen genau der Restriktion auf den Rand 952 ent-
spricht?, und mit ¢|sq = ® ist lediglich R = ® gemeint.

5.2 Konstante Koeflizienten

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir uns jetzt den LP-Abschéitzungen zuwenden.
Zunéchst betrachten wir den Fall eines elliptischen linearen Operators L, der nur
Terme zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten enthilt, d. h.

3Eine Ubersicht iiber verschiedene Varianten der ,fractional order spaces“ findet sich in [Ad],
Kapitel VII.
4Siehe [Ad], 7.52-7.53 (Seiten 215-216).
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@2

Uaxi@xj

L (5.19)
mit a;; € R. Fiir H?P-Funktionen (1 < p < 00) lassen sich dann auf folgendem Weg
die untenstehenden LP-Abschétzungen herleiten:

82
i 0x7
von Au mit der Fundamentallosung von Av = 0 darstellen. Die Calderon-
Zygmund-Ungleichung gibt uns dann die Méglichkeit, || D?ul|z» iiber ||Aul|ze

abzuschétzen.

1. Fiir den Laplaceoperator A = > 148t sich die Funktion u als Faltung

2. FEine lineare Abbildung transformiert A in den Operator L aus Gleichung
(5.19).

3. Die Randwerte werden iiber spezielle Integraldarstellungen erfafit® und ent-
sprechend abgeschiitztS.

LP-Abschétzungen in Verbindung mit Dirichletrandwerten werden auch von Gilbarg
und Trudinger [GT] (Kapitel 9) betrachtet. Die Behandlung allgemeiner Randwer-
te, auch der hier benotigten homogenen Neumannrandwerte, ist jedoch wesentlich
aufwendiger. Da [ADN] genau die benétigten Abschétzungen bereitstellt, werden
wir sie hier zitieren. Zunéchst aber zu der inneren Abschétzung, die wir vollstédndig
beweisen.

Satz 5.2: Sei L = a;0,,0,; mit a;; € R und |a;;| < k. Die Matriz (a;;);; sei positiv
definit, d.h. es gebe ein A > 0, so dafy a;;&;&; > MNE|? fir alle & € R™ ist. Dann gibt
es zu 1l < p < oo eine nur von n, p, A und k abhdngenden Konstante C, so dafs fiir
alle Funktionen u € H*P(R™) mit kompaktem Triger gilt:

|D2ull oy < CllLt] oy (5.20)

BEwEIS. Im Fall n = 1 ist die Behauptung trivial. Im Fall n > 2 sei zunéchst
L = A. Sei

WLI_Z/P_” furnz 2

| — fiir n =2
D(z—y) = { 2 108 |2 = e (5.21)
die Fundamentallosung der Laplacegleichung Av = 0. Hierbei bezeichnet w, :=
| B1(0)| das Volumen des Einheitsballes im R™. Gemé&8 der Greenschen Darstellungs-

formel” 18t sich « darstellen als Faltung von Awu mit I':

5Siehe [ADN], Theorem 4.1 (Seite 653).
6Siehe [ADN], Theorem 3.4 (Seite 651).
"Siehe [GT], Formel (2.17) (Seite 18).
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u(z) = /F(y —z)Au(y) dy. (5.22)
Rn

Da nach Voraussetzung Au € LP(R™) ist, sind die Voraussetzungen der Calderon-
Zygmund-Ungleichung® erfiillt, und es folgt sofort die Behauptung.
Falls L nicht der Laplaceoperator A ist, so kann eine lineare Abbildung gefunden
werden, die ihn zu A transformiert?, denn die Koeffizienten von L sind konstant. So
erhéilt man die Behauptung auch fiir den allgemeinen Operator L, wobei durch die
Transformation zusétzlich der kleinste und der grofite Eigenwert der Matrix a;; in
die Konstante C' eingehen, d.h. C' ist auch von A und k abhéngig. O
Eine &hnliche Abschétzung gilt fiir Funktionen auf einer Hemisphére, die auf dem
geraden Randstiick Neumannrandbedingungen geniigen!®:
Satz 5.3: Die Funktion u € H2’p(R’}r) mit 1 < p < oo gendige in R”, := R"N{x, > 0}
der Differentialgleichung Lu = f, wobei L wie in Satz 5.2 definiert ist. Weiterhin
sei vorausgesetzt, daf$ u(zx) fir |x| > 1 verschwindet. Auf {x, = 0} gelte Bu = ®,
B = bja%j +b mit b;,b € R, |b;,b] <k, b, # 0 und Zj bjz = 1. Dann gibt es eine
nur von n, p, A und k abhdngende Konstante C, so daf gilt:

[ull gzo@r) < CUF ey + 19l g-1/msore) ) (5.23)

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen; er entspricht Satz 14.1 aus [ADN] (Seite 701).

5.3 Variable Koeffizienten

Nachdem im vorherigen Abschnitt die LP-Abschéitzungen fiir Gleichungen herge-
leitet wurden, die nur aus Termen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
bestehen, werden wir diese jetzt auf Gleichungen mit variablen Koeffizienten und
Termen niedriger Ordnung verallgemeinern. Dies geschieht durch eine Abschétzung
der Differenz zu Gleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Satz 5.4: Die Funktion u € H*P(B}) mit 1 < p < oo geniige in der Hemisphire
B} := B (0) := Bg(0) N {z, > 0}, R > 0, der Differentialgleichung

Lu = a;(2)Uupe, +aj(x)uy, +alz)u = F  in Bf

Bu = bj(z)ug, + b(x)u = &  aufl,

wobei ||aij||CO(B_+) < k ist und die Matriz (a;j(x)):; gleichmdfig elliptisch, d.h. es gibt
R

ein A > 0, so daf a;;&;&; > NE|? fir alle € € R™ ist. Weiterhin seien ||a;, a, bHLoo(B;)

8Siehe [GT], Theorem 9.9 (Seite 230).

9Siehe [GT], Seite 88.

10Tn [ADN] werden wesentlich allgemeinere Randbedingungen behandelt, fiir die die Giiltigkeit
einer ,,complementing condition“ gefordert wird. Diese ist im hier genannten Spezialfall erfiillt.

(5.24)
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<k billcorgry < k0 X5 bj(x)? =1, by(x) # 0 und F € LP(B}). Dann gibt es
R
Konstanten C und r < R, die nur von n, p, A\, k und dem Stetigkeitsmodul der a;;

abhingen, so daf$ gilt: Verschwindet u aufSerhalb der Hemisphdre B, so gilt
[ull 2y < CUFN Loty + 1@ -1y + l[ull o s))- (5.25)
Hierbei bezeichnet
I':=9BLN{z" =0} (5.26)

den geraden Rand der Hemisphiire B}.

BEWEIS. Sei L' der Teil von L mit den Termen zweiter Ordnung, und sei L” der
Teil mit den Termen niedrigerer Ordnung, ebenso seien B’ und B” definiert, d.h.

L'(z) = aij(x)#;zj und  L'(z) = aj(x)% + a(z),

B/(2) = by(w) ad  B'(z) = bla). (5:27)
Dann lassen sich die Gleichungen Lu = F' und Bu = ® schreiben als
L'0)u(x) = F(z)+ (L'(0) = L'(z))u(r) = L"(x)u(z) = f(z) (5.28)
B'(0)u(z) = @(x)+ (B'(0) = B'(x))u(z) — B"(z)u(x) = ¢(z). '

Weiter unten werden wir Satz 5.3 auf die Differentialgleichung L'(0)u = f mit der
Randbedingung B(0)u = ¢ anwenden. Daher miissen zunéchst || f||z» und ||¢|| L
untersucht werden:

1A le < A1Fllze + [(L'(0) = L(2))ull o + L7 (z)ul o
= NFllze + [[(ai5(0) = aij(2) vz, o + llaj(@)ta; + al@)ul| e
< [ Fllze + maxlay;(0) — aij(@)l| o llull 2 + (0 + Dl 20 (5.29)

||¢||H1*1/P,p(l“) < ||(I)(x)||H1*1/P’P(F) +|(B'(0) = B'(x))u — B”(x)uHHl,lw(F)
< @@ gr-vwoy + [(B'(0) = B'(2)u — B (x)ull jr.n (55
= @@l -1y + 1(0;(0) = b;(2))uay | 1o 51y + [0(2) Ul 10y
< N @@) [ mri-vmory + nkrllul gop gy + Elull gy (5.30)

Die letzte Ungleichung ist korrekt, da die Koeffizienten b; nach Voraussetzung Lip-
schitzstetig mit der Konstanten k sind!'. Mit diesen Ergebnissen kann Satz 5.3 auf
die Differentialgleichung (5.28) angewendet werden:

"In [ADN] wird an dieser Stelle C' vorausgesetzt, was offenbar nicht erforderlich ist.
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CUlAN 2o ipry + N0l 1-1/m0(ry)
CAUFze + 12@@) | gr-1/mnry + (0 + 2)Kull10)
+(max [lai;(0) — ai; (@)l + nkr)lull gov sy (5-31)

[ull g2 ()

Wahle 7 so klein, dafl

1
C(max|lay;(0) — ayj(2)|| = + nkr) < 5 (5.32)
17]
ist. Dann kann (5.31) weiter abgeschétzt werden:
[ull 2y < 2C(Fllze + 19 [ ra-1/mn )y + (0 + 2) |l 1p). (5.33)

Die Interpolationsabschitzung Lemma 5.1 garantiert nun eine Abschiatzung der Art

20(n + 2kl < 5l gonss) + Cllull oo (5.34)

N =

so daf} die Behauptung folgt. O

Satz 5.5: Sei 1 < p < oo. Die Funktion w € H*P(Bg(xo)) geniige der Differen-
tialgleichung Lu = F', wobei L und F wie in Satz 5.4 definiert sind. Dann ¢ibt es
Konstanten C' und r < R, die nur von n, p, A\, k und dem Stetigkeitsmodul der a;;
abhingen, so daf$ gilt: Verschwindet u aufSerhalb von B,(xq), so gilt

lull 20 (B, (20)) < CUIF||Le(B, o)) + Ul zr(B, (20)))- (5.35)

BEWEIS. Diese Abschétzung wird genauso bewiesen wie die vorherige, wobei die
Randterme nicht auftreten und Satz 5.2 anstelle von 5.3 verwendet wird. O

5.4 Glatte Gebiete

Satz 5.6: Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit C?*-Rand. Die Funktion u €
H??(Q) mit 1 < p < oo geniige der Differentialgleichung

Lu = ajj(2)Use; + aj(2)uy, +a(z)u = F  inQ

Bu = bj(v)u,; + b(z)u = o auf 08,
wobei ||aijl|coqy < k sei und (aij)i; gleichmdpig elliptisch mit der Elliptizitdtskon-
stanten A > 0. Weiterhin seien |la;, a,bl[L~@) < &, ||bjllcoa@ <k, F' € LP(Q) und
>, bj(x)? = 1 vorausgesetzt. Auperdem liege der Vektor (bj(x)); nicht parallel zu
0) im Punkt x. Dann gibt es eine Konstante C, die nur von n, p, \, k, @ und dem
Stetigkeitsmodul der a;; abhdngt, so daf gilt:

(5.36)

[ull e @) < CIF|Lo@) + 1@ -1/ms00) + lullLr@)- (5.37)
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BEWEIS. Da 2 nach Voraussetzung einen C?-Rand besitzt, gibt es zu jedem z € 052
eine offene Menge U,, C R” mit z, € U,,, cine positive Konstante r;, und einen C%
Diffeomorphismus 7, : U, — B;;O, wobei U,, := U,, N sei. Der Diffeomorphismus
T,, bilde das in U,, enthaltene Randstiick von 9 diffeomorph auf den geraden Rand
der Hemisphire ab, d.h. Ty, : U,,NON = %ﬂ{xn = 0}, weiterhin sei T}, (zo) = 0.
T,, transformiert die Differentialoperatoren L und B in

L7 = o (2) 50 +a(2)5Z +a™(z)  in B,
B* = lf“)(x)6 8+ b™ () auf 83;20 N{z, = 0} (5.38)
mit
aif (@) = an(Toy(2)[Ty)a, (2)[T7 ]z, (@)
a;°(2) = ap(Toe (2))[TY, Joy (2) + ana(2)[T7 Jae, ()
a”(x) = a(Ty(2)) (5.39)
bi°(x) = k(T (2)[TY,Ja (@)
() )-

= UT ()

U, und r,, kénnen soweit verkleinert werden, dafl r,, der Kleinheitsvoraussetzung
von Satz 5.4 fiir die Differentialoperatoren L* und B*° geniigt, ebenso der Nicht-
Parallelitdtsvoraussetzung an die Koeffizienten b7°.

Weiterhin sei zu jedem xq € Q ein Ball B,, (7o) C § gewéhlt, wobei auch hier 7, der
Kleinheitsvoraussetzung von Satz 5.5 geniigt, diesmal beziiglich der urspriinglichen
Differentialoperatoren L und B, da im Inneren des Gebietes keine Transformation
notwendig ist. Zur Vereinfachung der Notation seien dennoch T3, := Id und U,, :=
Upy = B, (wo) vereinbart.

Da € kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung von ((7 o)zpeqy d-h. eine
endliche Teilmenge I C Q, so daf gilt:
Qc | U (5.40)

xo€l

Zu dieser Uberdeckung sei S>2 | w, () = 1 fiir alle z € Q eine Partition der Eins aus
Funktionen w, € C*°(R"), wobei der Trager eines jeden w, in einem Ugg0 enthalten
ist. Betrachte ein festes w, und setze L := L%©) und B := B*(@). Die Abblldung
T := T, (s) transformiert w, in w := w, 0T und w in v := woT". Mit der Schreibweise
Vi = T'(Uy,) gilt dann fir I = 0, 1,2 eine Abschitzung

HwUuHHl’p 950(") CHWUHHZP x (g) CHUHHLP TO(”)) — CHU’HHLP U, oo )) (541)

wo erfiillt die Voraussetzungen von Satz 5.4 bzw. Satz 5.5, also gilt
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||CUIU”H2,P(VZO(O.)) S C<||E(WU>HLP(V960(U)) + HB(U)U)||Hlfl/p,p(avzoar)m{mn:o})
+HWUHLP(VQCO(U)))7 (542)

wobei der Randterm nur fiir z(0) € 99 auftritt. Wegen Lv = F := FoT gilt gemiB
der Produktregel fiir die Differentiation und (5.41) eine Abschétzung

||E(WU)||LP(VIO(U)) = |lwLv+ 207 Wy Ve; + Q) WV + af“wxijLp(Vzo(a))
< CUFNrw, o) + lullmew,,.))- (5.43)
Wegen
| B(wo)ll zri-1/mm0v,, oy nan=0y) < ClBwot) | gi-100 0000, ) (5.44)

folgt die Abschétzung

41
||wcru||H2*p(Uxo(o)) < CHWUHHZP(VJCO(U))
5.42) N ~
< Ol llLe,y o) T I1B@) =10y, 0y niea=0})
Hlwollzrw,, )

(5.43)+(5.44)
< C(HFHLP(U;CO(a)) + HUHHI’P(IO(U))

—|—”B(wgu)”Hlfl/P,P(UIO(O_)ﬁaQ) + llwvl e, o))

5.41)
S C(HF”LP(U:co(U)) + HUHHl’p(Uzo(a))

SN TO0n [ p—— (5.45)

Nun muf also noch der Term || B(wyu)|| HI=1/p0 (U, () no0) Wntersucht werden. Es gilt:

| B(wou) HHl—l/w(UwO([,)maQ)

= ||(bj8—% +0) (wau>||H1—1/P”’(Ux0(a)ﬂaﬂ)

< ||WUBUHHl—l/w(UxO((,)maQ) + ”uz)j(wcf):vj||H1—1/PvP(UxO(U)089)

= HWUCDHHl—l/P’p(Uxo((,)ﬂaQ) + ||Ubj(w0)$j||H1—1/pvP(UxO(U)QBQ)' (5.46)

Hier tritt das Problem auf, da8 ® und b; nur auf 02 definiert sind und wir die
Randnorm daher nicht direkt iiber die Gebietanrm abschitzen konnen. Aber zu ®
kénnen wir eine auf ganz ) definierte Funktion ® € H'?(Q) finden, die auf 92 mit
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® iibereinstimmt, und fiir die immerhin H(fJHHl,p(UZO(U)) < 2H(IDHHlfl/p,p(Uzw)maQ) gilt.
Aufgrund der Glattheit des Gebietsrandes 02 gilt dhnliches fiir die Koeffizienten-
funktionen b;: Es gibt Funktionen b; € H“>*(Q) = C°(Q) mit ||ZA7]-HH1,O<>(UE
2([bj| o0 v, oy 0 - Also folgt

0(0)) <

| B(wsu) HH1*1/P»P(UIO(U)QOQ)
(5.46)

< Nwo®ll -1, o no0) T b (Wo)e, || mi-1rew,, ., no0)

= ||Wa(i)||H1—1/w(UmO((,)m8§z) + ||uz;j(w0')$j||H1_1/P,p(UxO(U)|"‘|89)

< Hwa‘i)|’H1»p(Uzo(a>) + [|ubj (wo)a, [ rre U, )

< Nwollmoewy o) IRl taw,, o)) + [ubsllanw, )

< C(H@HHLP(UEO(U)) + ||U||H17P(U1.O<U))||[;j||Hlv°°(UwO(o)))

< CU®lm-1rmow, om0 + lullmrew,, ) 105l H0e 0, () n002)

< CU®llm-1rmow, yno0) + lullmrw,,.,))- (5.47)

Nun folgt insgesamt

e D
g

(5.45)
< Z C(HFHLP(UIO(@) + ||u||H1’p(Uwo(a>)

H27(Q) = ; otz @,y

_'_HB(wUu)’|H1*1/P7P(Uzo(g>ﬁ89))

(5.47)
< Z C(HFHU’(UTQ(U)) + HuHHl’P(UzO(a>)

+Hq)|’H1*1/PvP(UZO(J)QBQ) + ||UHH1’P(UZO<U)))
< CUFle@ + lullzre@) + @ z-1meon)- (5.48)

Mit Lemma 5.1 148t sich der noch der Term ||u||g1.r(q) Zu ||u|/zr(q) reduzieren, und
es folgt die Behauptung. O

5.5 Nichtglatte Gebiete

Im letzten Abschnitt wurde vorausgesetzt, dal der Rand des Gebiets glatt ist, da-
mit er von einem Diffeomorphismus auf ein Hyperebenenstiick glattgebogen werden
kann. Unter bestimmten Voraussetzungen lassen sich die Abschétzungen jedoch auch
auf nichtglatte Gebiete verallgemeinern, und zwar mit Hilfe von Spiegelungstechni-
ken. Gegeben sei folgende Situation:
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Das Gebiet

Q= (a,0) Xw (5.49)

ist das cartesische Produkt eines endlichen Intervalls (o,d) mit @ < § und eines
beschrinkten Gebiets w C R"™! mit C?*-Rand. Offenbar ist {2 ohne weiteres nicht
glatt genug fiir die Abschétzungen des letzten Abschnitts, denn der Rand ist lediglich
von der Giite C%!. Auf ) ist eine Funktion u gegeben, die einer Differentialgleichung
mit Randbedingungen der folgenden Art geniigt:

Au — aj(2)u,; = F(x,u(z)) inQ, (5.50)
u, =0 auf (a,0) x Ow. (5.51)

Auf Q wird dann eine H*P-Abschétzung fiir v wie in den vorherigen Abschnitten
bendtigt. Da die Abschétzung des vorherigen Abschnitts nur fiir glatte Gebiete gilt,
wird die Funktion u iiber den Rand von €2 hinaus mittels einer Spiegelung fortge-
setzt, in der Hoffnung, dafl die gespiegelte Funktion auf dem erweiterten glatten
Gebiet selbst glatt ist und einer glatten Differentialgleichung geniigt. Dabei gibt es
zwei grundlegende Moglichkeiten: a) Fortsetzung mittels einer ungeraden Spiegelung
tiber den Dirichletrand {«, §} x w hinaus, und b) Fortsetzung mittels einer geraden
Spiegelung iiber den Neumannrand (v, d) X Ow hinaus.

Die Technik a) kann freilich nur funktionieren, wenn u auf den Spiegelachsenrand-
stiicken konstant ist, was in unserer Anwendung jedoch kein Problem ist: Entweder
ist die Funktion dort konstant 0 oder 1, oder sie ist schon auf einem etwas grofleren
Gebietsstiick gegeben, so dafl sich eine Spiegelung ganz eriibrigt. Fiir den linken
Rand {a} x w und u = 0 dort hat die Spiegelung dann folgende Form:

u(zy,y) = —u2a — x1,y) fir (z1,y) € 2a — 4, ) X w. (5.52)

Die Spiegelung am rechten Rand mit u = 1 erfolgt analog. Bei dieser ungeraden
Spiegelung bleibt die Differentialgleichung erhalten, lediglich das Vorzeichen des
Koeffizienten a; dndert sich. Dies fiihrt zu einer Unstetigkeit in diesem Koeffizien-
ten, die fiir die LP-Abschéitzungen jedoch nicht von Bedeutung ist. Insofern erhélt
man mit dieser Methode H*P-Abschiitzungen, jedoch keine Schauderabschétzungen.
Diese sind aber sowieso nicht zu erwarten, denn die ungerade Spiegelung ist ledig-
lich eine C'-Fortsetzung, so dafl die Funktion u iiber die Spiegelungskante hinweg
i. allg. nicht zweimal stetig differenzierbar sein wird, zumindest solange u,,,, dort
nicht verschwindet.

Daher verwerfen wir die Technik a) und widmen uns der Moglichkeit b), ndmlich der
Spiegelung am (i. allg.) gebogenen Neumannrand. Der gebogene Rand mufl zunéchst
auf ein Hyperflachenstiick geradegebogen werden. Dazu geniigt es, wenn wir die x1-
Koordinate zunéchst auflen vor lassen.
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Da das Gebiet w einen C?*-Rand besitzt, gibt es zu jedem Punkt 3° = (y9,...4° )
eine Umgebung U(y°), eine offene Menge V' C R"™! mit 0 € V und einen C*"-
Diffeomorphismus

vV N{z1 =0} — UNow. (5.53)

Die Koordinaten aus V' bezeichnen wir mit zy,...,z,_1. Wir erweitern ¢ zu einer
Funktion ¥ : V' — U vermoge

Uz, 2n1) = U(21, -+ 202,0) + 2pn_1v(¥(21, - - - 2n—2,0)). (5.54)

Nach eventueller Verkleinerung von U und V ist ¥ ein C'**-Diffeomorphismus. Die-
se Konstruktion ist in der Differentialgeometrie unter dem Namen , Fermi-Koordi-
naten® bekannt!'?. Wiirde man stattdessen gleich von einer abstrakten Funktion W
ausgehen, die U diffeomorph nach V' abbildet, so erhielten wir keine Orthogonalitéts-
beziehungen, die jedoch unbedingt erforderlich sind, wie wir spéter sehen werden.
Sei @ := U~ die Inverse von ¥. Wir betrachten nun die Differentialgleichung unter
der Transformation ®. Sei v(z) := u(¥(z)) die transformierte Funktion. Dann gilt

Ayu(y) = Ay(vo @)(y) = ..., (2)®] ()P, (y) + v, (2) A, P (y). (5.55)

Die Randbedingungen transformieren sich erwartungsgemas:

Uyy)(y) = Vy(vo®)(y)v(y) = V.u(2)V,2(y)r(y)
V.0(2)Vy@(y) V.V (2)e,—1 = Vov(2)en—1 = vy (2), (5.56)

d.h. Normalenableitungen gehen wieder in Normalenableitungen iiber.

Wir untersuchen das Aussehen der Matrix g”(y) := @}, (y)®J (y), und zwar durch
Betrachtung ihrer Inversen g;;(z) = \I/’Z“z(z)llﬂjj(z) Dies ist tatséchlich die Inverse,
denn

12Genaugenommen verwendet man anstelle von z,_1v eine Geoditische, die in U(z1,...,2n-2,0)
startet und am Startpunkt in Normalenrichtung verlduft. Fiir unsere Zwecke geniigt die einfache
Variante jedoch vollkommen.
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(PoW)(z) =2 = &= 3 (¥7(¥(2))) = @] UL
(Vod)(y) =y = by =0, (W(d(y ))) w0} (5.57)
I YT = P YTy, = iU = by

Weil W, (21,...,2,-2,0) tangentiell zu Jw im Punkt W(zy,..., z,—2,0) fiir alle j €
{1,...,n =2} ist und ¥, _1(21,...,2,-2,0) = v(¥(zy,...,2,-2,0) senkrecht dazu
liegt, gilt

\Ilzj' (Zla ceey Bn—2; 0) : \I[znfl('zl’ ceey Zn—2, O) = 07 (558)

also

gj,n—l(z) - \I}zj (Zlu SR Zn—l) : \I/zn—l('zl) s 7Zn—1)
= (¥, (21,5 20-2,0) + 2,105, (¥ (21, . - -, 2n—2,0))

: \I’zn—l(zla s 7Zn—1)
= \I/zj (Zl, ey Rn—2, 0) . \Ijzn—l(zh ce 7Zn—1)
=0

1
+Zn,1§8zj V2<\Ij<21, ce ey Zn—2, 0))

=1

= 0. (5.59)

Da die Matrix symmetrisch ist, ergibt sich die Gestalt

* * 0
G(z) = W ()W ()= | 7 (5.60)
g J k... % 0

Damit hat auch ihre Inverse ¢ = V&' . V®J diese Gestalt. Dies erlaubt uns die
Herleitung von LP-Abschétzungen:

Satz 5.7: Die Funktion uw € H??(Q) geniige der Differentialgleichung (5.50). Fiir
die Koeffizienten gelte ||a;||L~ < k. Dann gibt es zu p € (1,00) eine Konstante C,
die nur von n, p, k und € abhdngt, so daf fir die Funktion u gilt:

[ull g2r() < CUIF o+ lull o @) + Null -1/ (gay ey + lulli-1me g5y ). (5-61)

BEWEIS. Dieser Satz wird dhnlich bewiesen wie Satz 5.6, unterschiedlich ist ledig-
lich die Behandlung des Randes. In Satz 5.6 wurde zu jedem Punkt aus dem Inneren
des Gebiets eine ganz im Inneren liegende Umgebung gefunden und dort eine innere
lokale Abschéitzung verwendet, ebenso wurde zu jedem Randpunkt das Gebiet lokal
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glattgebogen und mit einer Randabschétzung abgeschétzt. Ein Kompaktheitsargu-
ment lieferte dann die Abschéitzung fiir das ganze Gebiet. Fiir diesen Satz dagegen
wird folgendermaflen verfahren:

Fiir jeden inneren Punkt des Gebiets finden wir wie gehabt eine lokale Abschéitzung,
ebenso wird fiir jeden Punkt aus dem glatten Rand {«,d} X w eine lokale Randab-
schétzung durchgefiihrt, was problemlos ist, wenn man die Umgebung so klein wéhlt,
dafl man von den Ecken im Gebietsrand wegbleibt. Neu ist die Behandlung der Punk-
te aus [a, 0] X Jw. Zu jedem solchen Punkt kann das Gebiet w wie oben beschrieben
lokal glattgebogen werden, die x1-Koordinate bleibt ohne Transformation bestehen.
Wie man den Transformationsgleichungen (5.55) und (5.56) entnimmt, geniigt die
glattgebogene Funktion v dann einer Differentialgleichung

Vsyoy + 970z, + 105, + Gju,, = F((z1,2),v) (5.62)
mit der Randbedingung v, = v,, , = 0. Mittels der Vorschrift

(X1, 21, o Zne2y Zno1) = 0(X1, 21, -+ Zne2y, —Zn_1) (5.63)

wird v gespiegelt. Dabei dndern sich die Vorzeichen der Ableitungen v, ,, Vs., ,,
Vzyzn 1y - - s Uz o0z, - Die Koeffizienten der Terme zweiter Ordnung der Differential-
gleichung bleiben erhalten, denn die Matrix (¢g%);; hat wie vorher festgestellt an den
Stellen, wo die Ableitungen das Vorzeichen wechseln, eine Null stehen. Das heifit, dafl
die gespiegelte Funktion der Differentialgleichung (5.62) geniigt, deren Koeffizienten
zweiter Ordnung stetig sind. Daher lassen sich auch hier lokale LP-Abschétzungen
finden, und zwar innere, falls der Ursprungspunkt aus («,d) x Ow stammt, und
Randabschétzungen, falls der Punkt aus {«,d} x dw stammt (den urspriinglichen
Gebietsecken), wobei dann der verbleibende Rand der (gerade) Dirichletrand ist,
denn der Neumannrand wurde soeben durch Spiegelung unschédlich gemacht. Da
die Integralnormen der Funktion auf dem Spiegelgebiet gleich den Integralnormen
auf dem urspriinglichen Gebiet sind, folgt am Ende mittels des Kompaktheitsargu-
ments die gewiinschte LP-Abschétzung auf (2. O
Mit dieser Methode lassen sich auch Schauderabschétzungen durchfiihren, solange
man weif, dafl alle Koeffizienten der Differentialgleichung Holderstetig sind.

Satz 5.8: Die Funktion u geniige der Differentialgleichung (5.50). Die Koeffizienten
und die Funktion F seien von der Klasse CY auferdem gelte a; = 0 fir j # 1.
Dann ist u € C*%(9).

BEWEIS. Anstelle der LP-Abschitzungen werden Schauderabschéitzungen verwen-
det, ansonsten wird genauso wie in Satz 5.7 verfahren. Hierbei muf jedoch garantiert
werden, dafl die Koeffizienten nach der Spiegelung noch Hélderstetig sind. Konkret
wird als innere Abschitzung Satz 6.2 oder Korollar 6.3 aus [GT] und als Ran-
dabschétzung Korollar 6.7 verwendet werden.

Im Fall n = 2 tritt das Problem der Randglattheit nicht auf, da w ein Intervall ist und
keine Spiegelung erforderlich ist. Im Fall n = 3 bedienen wir uns eines Resultats aus
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der Differentialgeometrie. Schreibt man die Transformation des Laplaceoperators
beim Glattbiegen mittels der Christoffelsymbole auf, so ergibt sich gem#f [Ham]
(Seite 4), daB A,u ibergeht in

gijvzizj - gijffjvzk. (5.64)

Ow ist dann als eindimensionale Mannigfaltigkeit lokal eine Kurve, durch die wir eine
Geodatische laufen lassen und so unsere Funktion 1) erhalten. Zu dieser Geodéti-
schen bilden wir wie in Gleichung (5.54) die Fermikoordinaten. Gemé$ einem Resul-
tat aus [GKM] (Seiten 113-114) verschwinden dann die Christoffelsymbole entlang
der Geodétischen: Ffj o1) = 0. Damit fallen die Terme erster Ordnung, die durch den
Laplaceoperator entstehen, auf dem Gebietsrand weg. Da die Differentialgleichung
nach Voraussetzung ebenfalls keine Terme erster Ordnung in y- bzw. z-Richtung
enthélt, entstehen hier auch keine Unstetigkeiten. Die Terme zweiter Ordnung wur-
den bereits vorher als stetig erkannt; fiir die Holderstetigkeit gilt das gleiche. So-
mit erhilt man nach der Spiegelung eine Funktion, die einer Differentialgleichung
mit holderstetigen Koeffizienten geniigt, so dal die Anwendung der lokalen Schau-
derabschétzungen moglich ist. Wie 5.7 wird durch ein Kompaktheitsargument die
Schauderabschéitzung auf dem ganzen ungespiegelten Gebiet ermdoglicht.

Im Fall n > 4 verschwinden die Christoffelsymbole i. allg. nicht, so dal mit Un-
stetigkeiten gerechnet werden muf}, die die Durchfiihrung der Schauderabschétzun-
gen verhindern. An dieser Stelle liegt die Liicke der Diplomarbeit, die trotz vieler
Bemiihungen und Forschungen in verschiedene Richtungen leider nicht geschlossen
werden konnte. O
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Kapitel 6

Eindeutigkeit

Unter etwas schirferen Regularitédtsvoraussetzungen an die Koeffizienten der Dif-
ferentialgleichung kann nicht nur die Existenz, sondern auch die Eindeutigkeit der
Losung gezeigt werden. Fiir endliche Zylinder wurde dies bereits im Zusammenhang
mit der Monotonie gezeigt (Satz 3.1), hier wird mit einer ganz anderen Methode
die Eindeutigkeit fiir den unendlichen Zylinder behandelt. Eine leichte Schlufifol-
gerung wird dann die strenge Monotonie von Losungen sein (Satz 6.8). Da dieses
Kapitel als Ergénzung und nicht als Teil der eigentlichen Diplomarbeit zu verstehen
ist, wird auf aufwendige Vorarbeiten hinsichtlich der asymptotischen Darstellbarkeit
von Losungsfunktionen verzichtet und stattdessen auf die entsprechenden Literatur-
stellen verwiesen.

Das Hauptresultat dieses Kapitels ist

Satz 6.1: Sei u € C*(Zy,) eine Lisung der Differentialgleichung

Au— B(Y)ug, + fy,u) =0 in Zu, (6.1)
u, =0 auf 0Z. (6.2)

Die Funktion 3 sei die Summe einer gegebenen Funktion o und einer freien Kon-
stanten c:

By) = c+ a(y). (6.3)

Sei o € C°(@) und f = f(y, s) stetig in der Variablen y und von der Klasse C*° in
der Variablen s. Es gelte

fly,r) =0 fir 0<r <r >0,
fly,1) =0 fir yecw,
bly) == —fs(y,1) >0 fir ye.

Weiterhin gelte



74 KAPITEL 6. EINDEUTIGKEIT

0<u<l,
lim wu(z,y) = 0,
11— —00
lim wu(zy,y) = 1. (6.9)
1 —+00

Dann sind die Konstante ¢ und die Funktion u bis auf Translation in x1-Richtung
eindeutig bestimmit.

6.1 Asymptotische Darstellung
Seien (u,c) und (v, ') Losungen mit ¢ > c. Seien

Bly) = c+aly),

Hy) = ¢+ aly) (610
Aus dem Kapitel 4 iiber das verallgemeinerte Eigenwertproblem wissen wir, dafl es
zu (u, c) und (v/, ') jeweils genau einen positiven verallgemeinerten Haupteigenwert
A und N mit den zugehorigen Eigenfunktionen ® > 0 und & > 0 und jeweils genau
einen negativen verallgemeinerten Haupteigenwert 7 und 7’ mit den zugehorigen
Eigenfunktionen ¥ > 0 und ¥’ > 0 gibt, so daf} gilt:

—AP = (A= )N3)P inw,
AP = (N?*=NF)P inw,
(=A, +b(y)¥ = (F*=76)¥ inw, (6.11)

(A, +b(y)V' = (=75 inw,
¢, =0, =V, ="V =0 auf dw.

Aus Proposition 4.3 und den anderen Resultaten der Kapitel 2 und 4 von [BNI]

folgt, dafl u und u' die folgenden asymptotischen Darstellungen nahe z; = +o0
haben:
u(ry,y) acrd(y) 4+ r(rg,y)e’™ fir x; — —oo,
w(zy,y) = 1 — ™ ¥(y) + R(xy,y)e™  fir x; — 400,
u'(zy,y) = N (y) + ' (xy,y)eN™ fiir 1 — —oo0, (6.12)
Wiany) = 1 — YemW(y) + Rla,ye™ fir o — +oo,

wobei «, o/, v und 4 positive Konstanten sind. Die Funktionen r, »/, R und R’
konvergieren gleichméflig in y gegen 0 fiir xy — +o00 bzw. —co. Uber die verallge-
meinerten Eigenwerte wissen wir

T<T <0< AN, (6.13)

im Fall ¢ > ¢ gilt sogar
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T<T <0< A< (6.14)

6.2 Verschiebungssatz

Satz 6.2: Seien (u,c) und (u',c') Lisungen im Sinn von Satz 6.1. Zu s € R sei

u’(x1,y) == u(xy + s,y) (6.15)

die um s nach links verschobene Funktion u. Dann gibt es ein s € R, so daf fiir
alle s > sy gilt:

u® —u' > 0. (6.16)
OBdA nehmen wir ¢ > ¢ an. Zunéichst beweisen wir drei Lemmata.

Lemma 6.3: Es gibt Konstanten so und Cy, so daf$ fiir alle s > sqg und x1 < Cy— s
gilt: u® —u' > 0.

BEwEIs. Mit Hilfe der asymptotischen Darstellungen von u® und «’ sieht man

u(21,y) — (21, y) ,
= [(a®(y) + r(z1+ 5,9)) e — XNV (y) — 1 (21,y))]e™ . (6.17)

/ [ v

' '
>C3>0 flir 21 <Cy—s <Oy >0 fiir z1<Cy

N J/

TV
>20C fiir z1<Cy—s,5>50

(. J/

~
>0 fiir 1 <Co—s,s>s0

O

Lemma 6.4: Es gibt Konstanten sy und Cs, so daf$ fir alle s > sq und v, < Cj
gilt: u* —u' > 0.

BEWEIS. Seien so und C die Konstanten aus Lemma 6.3. Setze

m:= min _ u*(z1,y) > 0. (6.18)

z12>Co—50,y€EW

Dieses Minimum existiert wegen u*(xy,y) — 1 fiir 21 — oo und 0 < v* < 1. Zu
y € w wahle Cs(y) < Cy — sg so, daB

min u®(x;,y) =m und u*(Cs(y),y) =m (6.19)
21205(y)
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ist. Dies ist moglich wegen u®* (z1,y) — 0 fiir 27 — —o00. Aus dem Satz {iber implizite
Funktionen folgt, dal C5(y) stetig gewéhlt werden kann. Aus Lemma 6.3 wissen wir
bereits

u(zy,y) —u/(z1,y) >0 fir a3 <Cs(y) — s+ so und s > sq. (6.20)

Die Ungleichung mufl also noch fiir das Intervall [C5(y) — s + so, C5(y)] bewiesen
werden. Fiir ein z; aus diesem Intervall gilt wegen z1 + s — so > C5(y) und (6.19)

ut (1) = w00 (1)) = w(zy + 5 — 50) > m. (6.21)

Wir verschieben u* um C5(y) — z1 nach links. Lemma 6.3 impliziert

0 < wotSO=m (g y) — i/ (21,y) = u(Cs(y),y) — o' (21,y)
- m—u/(xl,y) Sus<x17y>_u/<xlay)‘ (622)

Wir haben nun gezeigt: u®(z1,y) — u/(z1,y) > 0 fir 1 < Cs(y), s > so. Setze
Cs := minyey; Cs(y), dann folgt die Behauptung,. a
Lemma 6.5: Es gibt Konstanten s1 und Cg, so daf fir alle s > s1 und x; > Cg
gilt: u® —u' > 0.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Lemma 6.3 gilt

w21, y) — u'(21,y)
= [(—7Y(y) + R(z1 +5,9)) €™ + 7" (Y W (y) — R (1,9))]e™" . (6.23)

L

-~

>—C9<0 fir x1>Ch0,5>0 >C7>0 fir x1>C3g
~~

>—C7/2 fiir 21 >C19,5>51

>0 fiir xéCg,sZsl

O
Nun kann der Satz bewiesen werden:
BEWEIS. Lemma 6.4 und Lemma 6.5 zeigen: u® — v > 0 fiir s > so, 77 < Cs
oder z; > Cs. Auf [Cs, Cg] nimmt v’ sein Maximum M < 1 an. Durch hinreichend
weites Verschieben von u nach links, d.h. hinreichend grofle Wahl von s, kann wegen
u — 1 fiir z; — oo die Ungleichung u®|jc;,cq) > M erreicht werden. Also gilt dann
uw® —u > 0. O

6.3 Verschiebung

Geméf dem Verschiebungssatz 6.2 konnen wir durch hinreichend weite Verschiebung
von u nach links, d.h. hinreichend grofie Wahl von s, erreichen, daf§ u® — u’ > 0 ist.
Verschiebe nun u soweit wie moéglich zuriick, d.h. wéhle
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=inf{r e R:u" —u >0}. (6.24)

Von nun an sei mit s stets dieses fest gewéhlte s gemeint.
Satz 6.6: Es gibt cinen Punkt (29,1°) € Z, so daf die Funktion

zi=u’ —u (6.25)
dort verschwindet, d.h. z(x9,4°) = 0.

BEWEIS. Wir nehmen an, daf8 die Aussage falsch ist, also z > 0 in Z, gilt. Betrachte
die asymptotischen Darstellungen von z fiir ;1 — Foo:

Z(xlay) = GAxl(OzBASCI)(y) —O{le(A/_A)l'l®/( )

N 7 J/
—A B
+r(zy + s y) — 7'z, )X M) fiir x; — —o0,
2ar,y) = T (—ye T W(y) + 9V (y)
—C -D

+R(x + s,y)eTT)Tem — R(11,y)) fir 217 — 400. (6.26)

Die Summanden mit den Resttermen konvergieren fiir x1 — oo gegen null. Falls
d > cist,sogilt N > A >0 > 7 > 7 und die Terme B und C konvergieren
gegen 0. Die verbleibenden Terme A und D sind strikt positiv, so dafl man sieht,
daB eine etwas kleinere Wahl des Parameters s nicht die Nichtnegativitiat von z fiir
betragsmiBig hinreichend groBe z; gefihrdet. Da nach Annahme z > 0 in Z, ist,
ware s somit nicht minimal, d.h. der Fall ¢/ > ¢ kann nicht auftreten.
Betrachten wir also nun den Fall ¢ = ¢, dh. N =\, 7/ =7, ® = ® und V' = V.
A, B,C und D sind dann unabhéngig von x;. Weil ® und ¥ strikt positiv sind,
koénnen A+ B und C'+ D nur entweder strikt negativ, strikt positiv oder konstant
null sein. A+ B und C' + D sind aber keinesfalls negativ, denn sonst kénnte nicht
z > 0 gelten. Falls beide Terme strikt positiv wéren, so wire mit dem Argument
von oben s nicht minimal. Somit folgt, da mindestens einer der beiden Terme
verschwindet, d.h.

ae™ =a  oder e =+ (6.27)
OBdA fiihren wir nur den Fall ye™ = ' zum Widerspruch — der andere wird analog
behandelt.
z = u® — ' erfiillt die Differentialgleichung

Az — B(y)ze, — by)z = f(y,u') = b(y)(1 — ') — fy,u®) +b(y)(1 —u”), (6.28)
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denn u® und u’ erfiillen die Differentialgleichung (6.1), und durch Subtraktion die-
ser Gleichungen voneinander und beidseitigem Hinzufiigen der rechten Seite von
(6.28) erhilt man (6.28). Da f eine C-Funktion im zweiten Argument ist, 148t
sich f um 1 in eine Taylorreihe entwickeln und das Lagrangesche Restglied mit der
Hoélderbedingung abschétzen. So erkennt man, dafl die rechte Seite von der Grofien-
ordnung O(e+971) ist, fiir 2, — oo. In den Kapiteln 2 und 4 von [BN1] wird die
asymptotische Darstellung

2(x1,y) = 0™ W (y) + O(e™") fir ;1 — oo (6.29)

mit Konstanten ¢ > 0 und 7 < 7 gezeigt. Wir linearisieren den rechten Teil der
Differentialgleichung (6.28):

fly,u') =b(y)(1 —u') = f(y,u®) + b(y)(1 —u®)

= St (U= 007) = b)(1— o + (1= )|
Yd

= [ Gt 0= 00 = b1 (0 (1= )]t

1
N _Z/ Fuly, tu' + (1 = t)u®) + b(y) dt

0
= —zd(xb y) (630)
z erfiillt also eine lineare Differentialgleichung
Az = B(y)ze, + (d(z1,y) — b(y))z = 0. (6.31)

Wende Lemma 4.3 aus [BN1] an: Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein £ > 0, so daB fir x; >0
gilt:
Eel™ 910 (y) < 2(zq,y). (6.32)

Fir ¢ < 7 — 7 sieht man, daf§ o > 0 in (6.29) sein muB. Andererseits erkennt man
0 =0 aus (6.26), denn es gilt ja ve™ = +' und damit auch C'+ D = 0. Dies ist ein
Widerspruch, also mufl die Annahme falsch sein. Damit ist bewiesen, dafl z an einer
Stelle aus Z., den Wert 0 annimmt. O

6.4 Maximumprinzip fiir «* — o’

Satz 6.7: Die Funktion

zi=u’ —u (6.33)

sei auf Zo nichtnegativ und nehme an mindestens einer Stelle den Wert 0 an. Sie
gentige in Z, der Differentialungleichung
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Az = B(y)ze, + fly,u’) = fly,u') <0, (6.34)
und auf dem Rand 0Z4 gelte z, = 0. Dann gilt z = 0.

BEwEIs. Wir linearisieren die Differentialungleichung folgendermaflen:

0 Z Az — ?(y)zm + f(y7 us) - f(y7ul>
Az = B(y)ze, + fly,tu® + (1= )u) [
= Az —B(y)z, +/ o1y, tu gt(l mLY) dt

0

1
— Az By, + = / st + (1 — ) dt
0
= Az — E(y)le + 27(351, Y). (6.35)

Zu einem Punkt (29, 4°) € Z, betrachte die Vergleichsfunktion

w(wy,y) =2 — eAm), (6.36)

In einer Umgebung von (29, 4°) (geschnitten mit Z.,) gilt dann w > 0 und fiir ein

hinreichend grofies A > 0:

Aw—PB(y)ws, + f (21, y)w = 2f (21, y) — (A* = AB(y) + [ (21, y))e ™~ < 0. (6.37)

Das Maximumprinzip! zeigt: 2z kann in der Umgebung kein nichtpositives Mini-
mum annehmen, es sei denn z ist konstant. (Das Maximumprinzip gilt zunéchst nur
im Innern. Falls jedoch z nichtkonstant ist und ein Randminimum 0 aufweist, so
miifite Z dort eine nicht verschwindende Normalenableitung haben. Die Normale
liegt senkrecht zur x;-Achse, so dal w, = 0 und z, # 0 folgen wiirde. Das ist je-
doch aufgrund der Neumannrandbedingung an z ausgeschlossen.) Also ist die Menge
M = {(21,y) € Zo : 2(z1,y) = 0} relativ offen in Z,. Da z stetig ist, ist sie auch
relativ abgeschlossen in Z., so dafl entweder M = Z,, oder M = () gilt. Das letz-
te ist jedoch ausgeschlossen, da z nach Voraussetzung an einer Stelle den Wert 0
annimmt. Also folgt z = 0. O

6.5 Eindeutigkeit der Losung

Mit Hilfe der Resultate der vorangegangenen Abschnitte dieses Kapitels ist es nun
nicht schwer, die Eindeutigkeit der Losung zu zeigen, i.e. ¢ = ¢’ und v = «’ bis auf
Translation in z;-Richtung. u® bzw. v’ erfiillen die Differentialgleichungen

1Siehe [PW], Theorem 10 (Seite 73).
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(6.38)
Also erfiillt
zi=u’ —u (6.39)
die Differentialungleichung
(A= B'0:)z+ fly,u’) — fly,u) = (e = ug, <0. (6.40)

Der Verschiebungssatz 6.2 zeigt, dafl wir ein s finden kénnen, so dafl z positiv ist.
Verkleinere s nun soweit, bis z an mindestens einer Stelle den Wert 0 annimmt.
Das Maximumprinzip Satz 6.7 zeigt z = 0, also v®* = «/, womit die Gleichheit
der Funktionen v und u’ bis auf Translation gezeigt ist. Die Differentialungleichung
(6.40) reduziert sich nun zu

(c— )y, =0. (6.41)

Da v fiir x; — oo gegen 1 und fiir x; — —oo gegen 0 konvergiert, ist u;, # 0. Also
folgt ¢ = ¢/. Damit ist Satz 6.1 bewiesen.

6.6 Strenge Monotonie

Mit den Resultaten dieses Kapitels lafit sich leicht eine weitere Eigenschaft von
Losungen folgern, namlich die strenge Monotonie in z;-Richtung. Wegen 0 < u < 1
gemaf den bekannten Maximumprinzipien folgte sofort die Eigenschaft 0 < u < 1.
Dies wurde allerdings bereits als Voraussetzung fiir die asymptotischen Darstellun-
gen angenommen, so dafl diese Folgerung keinen Sinn ergeben wiirde.

Satz 6.8: Sei u eine Liosung in Sinn von Satz 6.1. Dann ist u streng monoton
wachsend in xq-Richtung.

BEwWEIS. Wir nehmen an, dafl die Aussage falsch sei. Dann gibt es Werte y € @
und z} < 22 mit u(z?, y) = u(2?,y). GemiB Satz 6.2 gibt es ein sy € R, so daB
z = u® — u positiv fiir alle s > sq ist. Wahle sy minimal, d.h.

sp = inf{5 : v* —u > 0 fiir alle s > 5}. (6.42)

Nach Annahme gilt s > 23 — 2] > 0. Gemif} Satz 6.6 gibt es einen Punkt, an dem
z = u® — u verschwindet, und geméaf Satz 6.7 folgt z = 0. Damit ist u sg-periodisch
in z;-Richtung, was einen Widerspruch zu den Randbedingungen (6.8) und (6.9)
ergibt. O
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