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Zusammenfassung

In dieser Dissertation werden anisotrope Level-Set-Verfahren zur Glittung und Restaurierung
von 2D- und 3D-Bildern behandelt, sowie ein Narrow-Band-Verfahren zum effizienten Losen
von partiellen Differentialgleichungen auf impliziten Flichen bzw. fiir Flichenevolutionen vor-
gestellt.

Isotrope Glattungs- und Restaurierungsverfahren neigen dazu, Isoflachen abzurunden. Fiir
beispielsweise ecken- oder kantenerhaltendes Glitten oder Restaurieren sind sie nicht geeignet.
Stattdessen konnen anisotrope Verfahren verwendet werden, die ein lokal definiertes, konvexes
Muster (das sogenannte Wulff-Shape) bevorzugt ausbilden. Nach einer ausfiihrlichen Darstel-
lung der Theorie solcher Anisotropien werden in dieser Arbeit die folgenden drei Verfahren
behandelt:

1) Simultane Glittung und Klassifizierung von Luftaufnahmen von Stadtgebieten: Sol-
che Aufnahmen enthalten hauptsichlich rechtwinklige, unterschiedlich orientierte Strukturen.
Unser Verfahren beruht auf dem anisotropen ROF-Modell und extrahiert zum einen den so-
genannten Cartoon des Bildes, der die geometrischen Objekte, aber kein Rauschen und keine
Texturen enthilt, zum anderen klassifiziert es simultan die Orientierungen dieser rechtwinkli-
gen Strukturen. Als Wulff-Shape verwenden wir ein rotiertes Quadrat, das sich automatisch an
den Kanten des Bildes ausrichtet. Eine hinreichend starke Regularisierung des Orientierungs-
parameters ermoglicht es dabei, Ecken nicht nur zu erhalten, sondern auch zu restaurieren.

Zur Energieminimierung verwenden wir ein explizites Gradientenverfahren mit Zeitschritt-
weitensteuerung und Bregman-Iterationen, um den starken Kontrastverlust des ROF-Verfahrens
zu kompensieren. Die Diskretisierung erfolgt mit bilinearen Finiten Elementen.

2) Glattung und Restaurierung von 3D MR Angiographie-Daten: Solche medizinischen
Aufnahmen von Blutgefdfen sind oft verrauscht und konnen unterbrochene Strukturen aufwei-
sen. Unser Verfahren glittet diese Strukturen und schlie3t kleine Liicken in den BlutgefidB3en.
Hierdurch erhilt der Mediziner in der prioperativen Phase eine klarere Darstellung der Archi-
tektur der Blutgefil3e.

Unser Verfahren basiert auf dem anisotropen mittleren Kriimmungsfluss, wobei wir als Wulff-
Shapes fiir die annihernd rohrenférmigen Blutgefife lange Ellipsoide verwenden. Diese wer-
den lokal in die Richtung der Adern rotiert, was in der Evolution zu einer starken Gléttung
und zu einem Wachstum in Richtung der Strukturen fiihrt. Die Richtung der Adern bestim-
men wir mit einer Momentenanalyse, basierend auf einer Schiitzung der Blutgefifradien, in
einem vorherigen separaten Klassifizierungsschritt. Um das Schrumpfen der Strukturen unter
dem Kriimmungsfluss zu verhindern, verwenden wir weiterhin einen lokalen Volumenkorrek-
turterm.

Das gesamte Verfahren ist im Level-Set-Kontext formuliert, die Blutgefide sind als O-Isofliche
einer Level-Set-Funktion gegeben. Um die Effizienz unserer Methode zu steigern, berechnen
wir die Evolution nur auf einem hinreichend breiten Band um das Interface herum. Die Orts-
diskretisierung erfolgt mit trilinearen Finiten Elementen auf einem Hexaeder-Gitter, in der Zeit
verwenden wir ein semi-implizites Riickwirts-Euler-Verfahren.



3) Restaurierung von Gravuren in ebenen Graphenflichen: Solche Flichen sind durch
spitze Kanten und Uberginge von Gravuren zu ebenen Flichenstiicken charakterisiert. Damit
diese anisotropen Strukturen bei einer Restaurierung auch korrekt in das Innere des Restaurie-
rungsgebietes fortgesetzt werden, verwenden wir den anisotropen Willmore-Fluss mit speziell
konstruierten Wulff-Shapes und geeigneten Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen. Um
bei letzteren die Berechnung eines Randintegrals zu vermeiden, schreiben wir die Neumann-
Randbedingungen durch Integration iiber ein vergroBertes Rechengebiet vor. Zur Restaurierung
verwenden wir zwei verschiedene Wulff-Shapes: Einen Doppelkegel, um spitze Kanten auszu-
bilden und einen Rotationskorper, definiert durch ein Hexagon, um den Ubergang von Gravuren
zu ebenen Flidchen zu restaurieren.

Die Euler-Lagrange-Gleichung des anisotropen Willmore-Flusses ist von vierter Ordnung.
Wir substituieren hier die anisotrope Kriimmungskonzentration um ein gekoppeltes System aus
zwel Gleichungen zweiter Ordnung zu erhalten. Zur Diskretisierung verwenden wir wieder ein
semi-implizites Riickwirts-Euler-Verfahren und bilineare Finite Elemente.

In dem letzten Kapitel dieser Dissertation haben wir uns mit Narrow-Band-Verfahren be-
schiftigt. Diese kompensieren den gro3en Nachteil der Level-Set-Methode, die zur Definition
einer d-dimensionalen Fldche eine d + 1-dimensionale Level-Set-Funktion benotigt. Wir be-
schriinken uns hierbei auf 2D-Flichen im R®. Anstelle des gesamten 3D-Rechengebiets be-
trachten wir nur ein schmales Band (Narrow Band) um das Interface herum. Ein solches Ver-
fahren an sich ist nicht neu. Unser Beitrag ist es, (semi-)implizite Finite-Elemente-Verfahren
zum Losen von partiellen Differentialgleichungen auf impliziten Flachen oder Flichenevolu-
tionen jeweils auf schmalst moglichen Béndern zu formulieren und mit einer sehr effizienten
Datenstruktur, dem DT-Grid von Nielsen und Museth, zu implementieren. Diese Datenstruktur
basiert auf Lauflangenkodierung und bietet fiir unsere Zwecke eine konstante Zugriffszeit auf
Knoten und Elemente des Gitters.

Ein groBes Problem bei solch schmalen Narrow Bands ist der dem Interface sehr nahe Rand,
der aus zu Koordinatenebenen parallelen Ridndern von Gitterzellen besteht. Hierdurch ist die iib-
liche Verwendung von Neumann-Randbedingungen nicht mehr méoglich, da dieser Zick-Zack-
formige Rand einen storenden Einfluss auf den Gradienten der Losung hat. Daher definieren
wir sogenannte transparente Randbedingungen, um diese Storung zu kompensieren.

Bei Flichenevolutionen besteht zuséatzlich die Gefahr, dass das Interface das Narrow Band
verldsst. Um dennoch grofle Zeitschrittweiten verwenden zu kénnen, haben wir ein Iterations-
Schema entwickelt, welches dem Interface und dem Narrow Band in einer inneren Iteration
erlaubt, zu der zu einem grofBen Zeitschritt gehorenden neuen Position zu wandern.

Wir haben die Konsistenz sowohl der transparenten Randbedingungen als auch der inneren
Iterationen untersucht und prisentieren zahlreiche numerische Beispiele auf hochaufgelosten
impliziten Fldchen.
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¢ bezeichnet stets die Level-Set-Funktion, das zugehorige Gebiet wird mit 2, Q oder
bezeichnet.

«y ist stets die Anisotropie, die Normalenrichtungen gewichtet. Der Gradient wird mit -,
die Hessesche mit 7., bezeichnet.

Skalarprodukte werden immer mit x - y oder (-, -) bezeichnet.
Matrix-Vektor-Multiplikation werden dagegen ohne - geschrieben, Bsp. Ax = b.
| - | x bezeichnet eine Halbnorm auf dem Raum X oder den reellen Betrag.

|| - |lx ist eine Norm auf X, ohne Angabe des Raums ist dies die L*-Norm.

Auch die regularisierte Norm, die ja eigentlich keine Norm mehr ist, wird mit || - ||5
bezeichnet.

Die Anwendung eines Funktionals £’[u] auf ¢ schreiben wir als (E'[u], ¥).
R™ ist die Menge der positiven reellen Zahlen.
X" ist der Dualraum zu X.

SO(n) ist die Gruppe der speziellen orthogonalen Matrizen (d. h. det = 1, also nur Ro-
tationen).

Fiir g;f verwenden wir die Kurzschreibweise w,;.
T

Vmu = (9;u); = (u,; —n;nju,; ); ist der tangentiale Gradient.
divqu ist die tangentiale Divergenz.

A pu ist der Laplace-Beltrami-Operator.

S¢ R ist die d-dimensionale Sphire.

Intervallnotation fiir Vektoren auf dem Einheitskreis: n € [ny, nyl, falls n in dem Kreis-
segment liegt, welches man bei n; startend und bei 1, endend im mathematisch negativem
Umlaufsinn durchléuft.

Kontinuierliche Funktionen werden klein (@, diskrete Funktionen grof3 (®), und Koeffi-
zientenvektoren groB und mit Uberstrich ( ®) geschrieben.

Eine Strecke zwischen zwei Punkten A und B wird mit AB bezeichnet.
Mit [f = ¢] := {z | f(x) = ¢} bezeichnen wir die Niveaumengen einer Funktion f.

K bezeichnet das Innere einer Menge.



0 Einleitung

Rauschen in digitalen Bildern ist ein gingiges Phdnomen, welches unvermeidbar schon bei
der Aufnahme entsteht. Photodioden in Digitalkamera-Chips werden nicht nur durch Photonen,
sondern auch schon durch Wirme angeregt und erzeugen dadurch unerwiinschte Signale. Ein
Effekt, der sich gerade bei dunklen und somit signalarmen Bildern bemerkbar macht. Weite-
re Fehler konnen bei der Ubertragung der Signale auftreten, dazu kommen eventuell Artefakte
durch Quantisierungen, wenn kontinuierliche Signale in ein gestuftes digitales Signal tibertra-
gen werden.

Dies gilt nicht nur fiir zweidimensionale Bilder, sondern beispielsweise auch fiir zweidi-
mensionale Flidchen in drei Raumdimensionen. 3D-Scanner messen den Abstand der Sensoren
zum zu scannenden Objekt und erzeugen eine Punktwolke, aus der spiter eine signierte Di-
stanzfunktion und dann eventuell eine Triangulierung berechnet wird. Auch hier konnen die
Sensoren durch Wirme félschlicherweise angeregt werden, ebenso konnen Luftbewegungen
oder Brechungen des Lichts an unterschiedlich temperierten Luftschichten verrauschte Daten
verursachen.

Oft ist es schwierig, je nach Problem eventuell sogar unmoglich, verrauschte Daten weiter
zu verarbeiten. So mochte man beispielsweise die Struktur von Adern als Fliache gegeben ha-
ben, um damit Stromungssimulationen durchfiihren zu kénnen. Die Adernstrukturen erhilt man
durch medizinische Aufnahmeverfahren, die ebenfalls ein Rauschen verursachen. Strémungs-
simulationen setzen jedoch einen glatten Rand voraus, da dort jegliche UnregelmiBigkeiten
kleine Turbulenzen verursachen, die die Simulation stéren. Eine Voraussetzung, die bei den
verrauschten unbearbeiteten Aufnahmen nicht erfiillt ist. Daher ist eine wichtige Aufgabe der
digitalen Bildverarbeitung das Entrauschen, bzw. bei wirklichen Schidden die Restaurierung ei-
nes Bildes bzw. einer Fliche.

Wir werden in dieser Arbeit drei anisotrope, d. h. richtungsabhéngige Verfahren zum Entrau-
schen von Bilddaten bzw. zum Restaurieren von Flichen entwickeln. In Kapitel 3 werden wir
zunichst zweidimensionale Luftaufnahmen von Stadtgebieten aufbereiten und nur die Objekte
des Bildes ohne Rauschen und Texturen extrahieren. Im zweiten Verfahren (Kapitel 4) glit-
ten und restaurieren wir medizinische Aufnahmen von Blutgefid3en im Gehirn, wobei diese als
implizite zweidimensionale Flichen im dreidimensionalen Raum gegeben sind. Als reine Re-
staurierungsanwendung folgt dann in Kapitel 5 die Restaurierung von Graphenflichen im R?
mit dem anisotropen Willmore-Fluss.

Alle diese Verfahren basieren auf Variationsmethoden, d. h. wir modellieren eine Energie, die
auf Bildern bzw. Flichen operiert und in der gewiinschte Bild- bzw. Flacheneigenschaften giin-
stig und unerwiinschte teuer sind — ein oft intuitiver und natiirlicher Ansatz. Verdndern wir das
Bild dann derart, dass diese Energie minimiert wird, so erhalten wir ein nach unseren MaBstiben
verbessertes Bild. Das anisotrope Verhalten unserer Verfahren werden wir tiber eine Gewich-
tungsfunktion v kodieren, die die in der Energie auftretenden Normalen auf den Isolinien bzw.
Isoflachen gewichtet. Hierdurch konnen wir lokale, konvexe Muster (Templates) definieren, die
bei der Glittung bzw. Restaurierung besonders giinstig sind und somit bevorzugt ausgebildet

13



0 Einleitung

werden. Betrachtet man fiir eine Fldche M mit Normalen n das anisotrope Fldchenfunktional

B, M) = /M +(n) da, (1)

so gibt es zu jeder glatten Gewichtungsfunktion v, die 1-homogen, positiv und konvex ist, ge-
nau eine Fldache vorgeschriebenen Volumens, die diese Energie minimiert — das sogenannte
Waulff-Shape. Dieser konvexe Korper ist sozusagen die Losung des anisotropen isoperimetri-
schen Problems und muss zum Problem passend lokal vorgeschrieben werden. Lokal bedeutet
hierbei, dass diese Wulff-Shapes im Ort variieren konnen, d.h. wir betrachten Energien mit
Termen der Form

E, [ M] :/Mv(x,n) da,

wobei v(x, n) zusitzlich zu der Normalen n auch noch vom Ort x abhingt.

In Kapitel 1 werden wir die zu diesem Thema notwendigen Grundlagen der konvexen Analy-
sis wiedergeben. Wir werden konvexe Korper und zugehorige Anisotropie-Funktionen definie-
ren und ausgewdhlte Eigenschaften erldutern. Dies fiihrt uns dann auch auf die Definition des
Waulff-Shapes und des dazu polaren Korpers, des Frank-Diagramms. Wir werden auf benotigte
Aspekte wie Rotation, Visualisierung und Konvexkombinationen von konvexen Korpern einge-
hen. Ein eigener groBer Abschnitt widmet sich dann der Konstruktion von Wulff-Shapes. Dies
ist wichtig, da wir fiir unterschiedliche Anwendungen im Allgemeinen auch unterschiedliche
Waulff-Shapes bendotigen.

Wie gesagt, beruhen alle in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren auf der Minimierung von
Energien. Diese Minimierung wird hier jeweils iiber Gradientenflussverfahren geschehen, wel-
che in Kapitel 2 vor allem im Level-Set-Kontext erkldrt werden. Von einem allgemeinen Gradi-
entenfluss auf einzelnen Flichen gelangen wir zum Gradientenfluss simultan auf allen Niveau-
mengen. Als Beispiele werden wir die Gleichungen des isotropen mittleren Kriimmungsflusses
und des Willmore-Flusses herleiten. Ein Abschnitt iiber eine Regularisierung mittels skalierter
Graphen dieser Fliisse (nach Evans und Spruck [58]) rundet das Kapitel ab.

Durch Modellierung des Wulff-Shapes ist es moglich, aus einem fiir ein gegebenes Problem
ungeeigneten isotropen Verfahren ein geeignetes anisotropes Verfahren zu entwickeln. Wir wer-
den im Folgenden kurz die unseren Verfahren in den Kapiteln 3 bis 5 zugrunde liegenden iso-
tropen Methoden vorstellen und demonstrieren, warum diese fiir unsere Probleme unzureichend
sind. Weiterhin diskutieren wir kurz die entsprechenden anisotropen Varianten und skizzieren
geeignete Wulff-Shapes. Im letzten Abschnitt der Einleitung geben wir weiterhin noch einen
kurzen Ausblick auf Kapitel 6, in dem implizit gegebene Flidchen schnell und speichereffizient
mit Narrow-Band-Verfahren behandelt werden.

Auch wenn wir in allen Verfahren Finite Elemente [18] zur Diskretisierung verwenden, so
gibt es doch kein eigenes Kapitel zu diesem Thema. Dies liegt daran, dass sich neben den un-
terschiedlichen Raumdimensionen die verwendeten Matrizen doch meist in der Gewichtung
unterscheiden. Weiterhin gibt es in den Kapiteln iiber den anisotropen Willmore-Fluss (Kapitel
5) und iiber Narrow-Band-Methoden (Kapitel 6) spezielle Methoden, Randwerte vorzuschrei-
ben, die fiir die anderen Verfahren irrelevant sind und zudem eigene Notationen erfordern. Die

14



0.1 Das ROF-Modell

Abbildung 1: Glittung einer Luftaufnahme (links verrauschtes Original) mit dem isotropen
(Mitte) und dem von uns vorgeschlagenen anisotropen ROF-Verfahren (rechts).

Beschreibung der verwendeten Diskretisierung findet sich somit jeweils in den einzelnen Kapi-
teln.

0.1 Das ROF-Modell

Ein in den letzten Jahren sehr erfolgreiches und viel analysiertes Verfahren ist das ROF-Modell
[127] (siehe [71, 156, 24] fiir Varianten dieser Methode) , welches ein verrauschtes Bild in einen
sogenannten Cartoon- und einen Rausch- bzw. Textur-Anteil zerlegt (siehe hierzu [63, 137, 70]).
Der Cartoon enthilt hierbei nur die texturlosen und entrauschten Objekte des Bildes. Fiir ein
gegebenes Bild 1 wird hierzu die Energie

A
EXu) = 5/9(u—ug)2d:v—l—/g||Vu||d:v

minimiert. Der erste Term der Energie ist der sogenannte Fidelity-Term, er sorgt dafiir, dass sich
das Bild v wihrend der Minimierung nicht zu weit vom Ausgangsbild v, entfernt. Der zweite
Term in dieser Energie ist die sogenannte totale Variation von u. Deren Minimierung glittet
zwar das Bild, lisst aber gleichzeitig Spriinge in den Daten zu. Hierdurch bleiben Kanten fast
perfekt erhalten, eine Eigenschaft, die wesentlich zum Erfolg dieses Modells beigetragen hat. In
dieser Formulierung arbeitet das Verfahren jedoch isotrop, was sich darin duf3ert, dass Ecken im
Bild abgerundet werden (vgl. Abbildung 1, Mitte), ein bekannter Effekt des ROF-Verfahrens.
Esedoglu und Osher [56] haben hierzu eine anisotrope Variante entwickelt, die die Energie

A
EXflu] = = /(u — ) dr + / v(Vu) dx
! 2 Ja Q
minimiert, wobei v die schon erwihnte Gewichtungsfunktion ist. Fiir v(-) = || - || erhalten wir

das isotrope ROF-Verfahren zuriick. Die Isolinien von u konvergieren gegen das Wulff-Shape,
was die Modellierung von einem dem Problem angepassten Wulff-Shape motiviert.

Unser Anwendungsproblem. Wir wollen das anisotrope ROF-Verfahren verwenden, um zwei-
dimensionale Luftaufnahmen von Stadtgebieten zu glitten (s. Abbildung 1, links). Solche Bil-
der sind von unterschiedlich orientierten rechteckigen Strukturen dominiert, wobei gerade hier
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0 Einleitung

ein Abrunden der Ecken duflerst unerwiinscht ist. Es ist vorstellbar, dass die Klassifikation von
Straen und Gebduden basierend auf dem texturlosen Cartoon bessere Ergebnisse liefert, als
mit dem Originalbild.

Ein geeignetes Wulff-Shape zu diesem Problem ist ein entsprechend rotiertes Quadrat, was
in der Minimierung dazu fiihrt, dass Ecken nicht nur korrekt erhalten bleiben, sondern bei nicht
allzu grof3er Zerstorung sogar restauriert werden (vgl. Abbildung 1, rechts). Hierzu minimieren
wir die Energie

A 1
Flu,a] = 5/ lu — ug? dx+/7(M(a)Vu) dx+/ 3 (m|Val? + po|Aal?) de,
Q Q Q
wobei y(z) = ||z]|; und M («) eine Rotation um den Winkel « ist. Der zweite Term dieser

Energie ist die rotierte 1-Norm, die dafiir sorgt, dass die riumlich orientierten Kanten des Bildes
inklusive ihrer Ecken bevorzugt werden. Hierdurch erhalten wir simultan eine Klassifikation der
Orientierungen der Rechtecke. Der dritte Term beschrénkt schlieBlich die raumliche Variation
der Winkelfunktion a.

Details hierzu finden sich in Kapitel 3. Die Energie und das Wulff-Shape werden dort genau
motiviert, die Variationen berechnet und die Regularisierung sowie der Algorithmus detailliert
beschrieben.

0.2 Der mittlere Krimmungsfluss

Ein weit verbreitetes und oft modifiziertes Verfahren zur Glittung von Hyperflachen ist der
mittlere Kriimmungsfluss [58, 93, 40, 41, 32, 23, 44]. Die zu minimierende Energie fiir eine
Fliche M C IR? ist gerade deren Flicheninhalt, d. h.

A — /M da.

Die Minimierung dieser Energie fiihrt dazu, dass sich jeder Punkt der Flache M in Richtung der
Fldchennormalen mit der negativen mittleren Kriimmung als Geschwindigkeit bewegt. Je hoher
die Kriimmung der Fliche, desto groBer die Geschwindigkeit. Verrauschte Teile der Flidche, die
iblicherweise eine hohe Kriimmung aufweisen, werden somit schnell geglittet, optimalerwei-
se bevor zuviel Struktur der Fldche verloren geht. Um den Flidcheninhalt, und damit auch die
Energie, weiter zu reduzieren, schrumpfen Flichen unter dem mittleren Kriimmungsfluss und
werden dabei immer sphirenidhnlicher, man sagt, sie konvergieren gegen einen ,,runden Punkt®.
Das Schrumpfen ldsst sich verhindern, indem man die Normalengeschwindigkeit in einer sol-
chen Art und Weise modifiziert, dass das von der Flache eingeschlossene Volumen erhalten
bleibt. Dies fiihrt auf den sogenannten volumenerhaltenden mittleren Kriimmungsfluss.

Unser Anwendungsproblem. In diesem Kontext wollen wir dreidimensionale Magnet-Reso-
nanz-Angiographie-Aufnahmen (MRA-Aufnahmen) von Blutgefiflen bearbeiten (vgl. Abbil-
dung 2, links). Solche Aufnahmen sind oft stark verrauscht und eigentlich zusammenhéngende
Blutgefdfe konnen unterbrochen sein. Unser Ziel ist es, die Daten fiir eine Nachbearbeitung
oder eine deutlich bessere Visualisierung zu glitten und wenn mdoglich, unterbrochene Gefélle
wieder zu verbinden.
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0.3 Der Willmore-Fluss

Der oben beschriebene isotrope Fluss ist fiir die Glittung von Blutgefden jedoch nur sehr
begrenzt und fiir die Restaurierung derselbigen gar nicht geeignet. Kleine Unterbrechungen in
Strukturen, die nahezu Kodimension zwei haben, konnen von diesem Verfahren nicht geschlos-
sen werden. Weiterhin kommt es beim Glétten vor, dass sich Teile der Strukturen abspalten und
gegen Sphiren konvergieren (s. Abbildung 2, Mitte). Einen Ausweg bietet hier der anisotrope

Abbildung 2: Gldttung und Restaurierung eines MRA-Testdatensatzes (links das Original) mit
dem isotropen volumenerhaltenden Kriimmungsfluss (Mitte) und mit unserer anisotropen Me-
thode (rechts).

mittlere Kriimmungsfluss, der das anisotrope Flichenfunktional (1) minimiert. Unter diesem
Fluss konvergiert die Fliche dann lokal gegen das Wulff-Shape. Wir nutzen dies wieder, um
mit einem fiir Blutgefidle passendem Wulff-Shape ein geeignetes Verfahren zur Glittung und
Restaurierung zu erhalten (vgl. Kapitel 4). Als Wulff-Shapes wihlen wir extrem lange und in
die Richtung der BlutgefiBe rotierte Ellipsoide. Wir betrachten somit die Energie

E,[¢] = /Q Y(R'V¢(2)) dz, 2)

wobei 7(2) 1= \/a22} + b22Z + 223 ist. Die Matrix R(z) € SO(3) rotiert hierbei das Wulff-
Shape in Richtung der Blutgefde. Durch Minimierung dieser Energie werden die Gefal3e stark
geglittet und kleine Liicken konnen geschlossen werden (vgl. Abbildung 2, rechts). Hierzu
miissen die Radien und Orientierungen der Adern in einem vorausgehenden Schritt klassifiziert
werden. Die genaue Vorgehensweise hierzu, die Diskretisierung des letztendlichen Gradienten-
verfahrens sowie eine klinische Validierung finden sich in Kapitel 4.

0.3 Der Willmore-Fluss

Ein erprobtes Verfahren zur Restaurierung von Fldchen ist der Willmore-Fluss [29, 50, 151,
157, 134, 100, 109]. Dieser minimiert die Energie

BM) = /M B da,
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0 Einleitung

wobei h die mittlere Kriimmung der Fliche M ist. Eine minimale mittlere Kriimmung der
restaurierten Flidche garantiert zum einen, dass das restaurierte Flichenstiick nicht unkontrolliert
»wuchert”, zum anderen, dass es hinreichend glatt ist. Die Minimierung dieser Energie fiihrt
auf eine partielle Differentialgleichung vierter Ordnung, die das Vorschreiben von Dirichlet-
und Neumann-Randwerten am Rand des Restaurierungsgebietes erméglicht. Dadurch erhalten
wir in der Restaurierung einen in Normalenrichtung glatten C''-Ubergang am Rand, was bei
Verfahren niedrigerer Ordnung nicht moglich ist (diese sind dafiir meist schneller).

In 3D sind minimierende Flachen des Willmore-Flusses Sphiren, dementsprechend sind die
zur Restaurierung generierten Fldchenstiicke ebenfalls moglichst rund (soweit es die Randbe-
dingungen zulassen). Dies ist aber nicht immer erwiinscht, Kanten und andere anisotrope und
evtl. singuldre Flachenmerkmale konnen vom isotropen Willmore-Fluss nicht befriedigend re-
stauriert werden (vgl. Abbildung 3, Mitte). Wieder schafft die anisotrope Variante Abhilfe. Die-

Abbildung 3: Restaurierung einer zerstorten synthetischen Kante (links das Original) mit dem
isotropen (Mitte) und dem anisotropen Willmore-Fluss (rechts).

se minimiert nun das Integral
WF 1 2
EYM] = 3 /M hZ da,

wobei /., die anisotrope mittlere Kriimmung ist. Wihrend die mittlere Kriimmung als Variation
des isotropen Flidchenfunktionals definiert werden kann, ist dies vollig analog fiir die anisotrope
mittlere Kriimmung als Variation des anisotropen Flachenfunktionals (1) moglich. Auch fiir den
anisotropen Willmore-Fluss ist unter gewissen Regularititsvoraussetzungen das Wulff-Shape
der eindeutige Minimierer der Willmore-Energie.

Unser Modellproblem. In unserer Beispielanwendung in Kapitel 5 betrachten wir Gravuren
in Graphenfldchen. Die Fldche selbst ist hierbei eben und die Gravuren wurden (virtuell) mit ei-
nem spitzen Keil angefertigt, d. h. die Flichen, die in unserem Problem auftreten, bestehen aus
ebenen Fliachenstiicken, Kanten und solchen Flachenstiicken, die durch die Gravur entstehen.
Gegeben sei nun eine teilweise zerstorte Gravur dieser Art. Unser Ziel ist es, die zerstorten Be-
reich unter Beriicksichtigung der Randinformationen so zu restaurieren, dass die resultierende
Fliche dort in Normalenrichtung einen C''-Ubergang besitzt und Kanten bzw. ebene Flichen
korrekt fortgesetzt werden.

Fiir diese Anwendung geeignete Wulff-Shapes sind ein rotiertes Hexagon und ein Doppel-
kegel. Die Seitenflichen des rotierten Hexagons weisen genau die dem Keil entsprechenden
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0.4 Narrow-Band-Methoden

Abbildung 4: Beispiel einer Narrow-Band-Fldche: Auf einem Querschnitt durch eine Drachen-
fldche sind alle dort verwendeten Elemente in zwei verschiedenen Vergroflerungsstufen darge-
stellt. Das zugrunde liegende Vollgitter besitzt die Auflosung 982 x 695 x 442.

Winkel auf, wihrend die obere Begrenzungsfliche garantiert, dass horizontale Flichen giinstig
sind. Der Doppelkegel dagegen ist fiir die Ausbildung von spitzen Kanten zustindig. Zwischen
den beiden Wulff-Shapes wird abhingig von der lokalen Struktur linear iibergeblendet. In Ka-
pitel 5.4 gehen wir ausfiihrlich auf die Konstruktion dieser beiden Wulff-Shapes ein. Ferner
beschreiben wir die zugehorige Diskretisierung inklusive Behandlung der Randbedingungen.

0.4 Narrow-Band-Methoden

Alle in dieser Arbeit auftretenden Fldachen sind implizit gegeben, d. h. sie sind Niveaumengen
einer Level-Set-Funktion ¢. Dies hat mehrere Vorteile, beispielsweise konnen komplizierte Fla-
chen mit Selbstiiberschneidung so problemlos dargestellt werden. Ebenso geschehen Topolo-
giewechsel vollig automatisch, wihrend sie fiir parametrische Fldchen nur beschrankt und auch
dann nur mit sehr viel Aufwand realisierbar sind. Ein groBer Nachteil von impliziten Fldchen ist
jedoch, dass die Level-Set-Funktion in einer Dimension hoher als die Dimension der Flache de-
finiert ist. Dies fiihrt zu einem erheblich hoheren Speicherbedarf sowie zu lingeren Programm-
laufzeiten in der numerischen Simulation. Ist man allerdings nur an einer Niveaufldche inter-
essiert, so geniigt es, die Level-Set-Funktion in einer Umgebung, in einem schmalen Band um
die Niveaumenge herum, dem sogenannten Narrow Band, zu speichern. Die Verwaltung eines
solchen diskreten Narrow Bands erfordert eine elaborierte Datenstruktur, insbesondere, wenn
sich das Narrow Band regelméfig an eine sich bewegende Niveaufldche, das Interface, anpassen
muss. Fiir effiziente numerische Verfahren muss dies duflerst schnell geschehen kdnnen, ebenso
der Zugriff auf die einzelnen Dateneintriage des Bandes. Wir greifen hier auf das DT-Grid von
Nielsen und Museth [106] zuriick, welches die Dateneintrige mit einer Laufldngenkodierung
rekursiv in der Dimension speichert und in unseren Anwendungen eine konstante Zugriffszeit
(O(1)) sowie eine duferst effiziente verlustfreie Datenkompression bietet.

Zu dieser Datenstruktur existierten bereits einfache numerische Algorithmen, beruhend auf
Diskretisierungen mit Finiten Differenzen. Unser Beitrag in dieser Arbeit ist die Entwicklung
und Implementierung von (semi-)impliziten Variationsverfahren, die mit Finiten Elementen dis-
kretisiert werden (vgl. Kapitel 6).
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0 Einleitung

Das dem Rand des Rechengebietes sehr nahe Interface erfordert in unserem Fall spezielle
MaBnahmen zur Vermeidung von Artefakten. Unser Gitter besteht aus quadratischen (2D) bzw.
wiirfelformigen (3D) Elementen (vgl. Abbildung 4), was dazu fiihrt, dass der Rand des Narrow
Bands ein Zick-Zack-Muster beschreibt. Bei unserem duflerst schmalen Rechengebiet kann der
unreguldre Rand einen storenden Einfluss auf die Losung haben. Dies fiihrt uns auf speziel-
le Randbedingungen, die sogenannten transparenten Randbedingungen, die diesen Effekt mit
Hilfe des letzten Zeitschritts kompensieren.

Bei Fliachenevolutionen besteht zudem das Problem, dass das sich bewegende Interface das
Narrow Band nicht verlassen darf. Dies erfordert entweder eine duflerst kleine Zeitschrittweite
oder Dirichlet-Randbedingungen, die das Interface zwingen, innerhalb des Narrow Bands zu
bleiben. Letztere Losung kann den Fluss jedoch signifikant verfidlschen. Um daher doch grof3e
Zeitschrittweiten verwenden zu konnen, definieren wir neben der uiblichen Iteration tiber die
Zeitschritte noch eine innere Iteration, die dafiir sorgt, dass sich das Interface zusammen mit
dem Narrow Band sukzessive zu der Position des néichsten Zeitschritts bewegt.

Wir werden zwei Szenarien von Variationsverfahren auf dem Narrow Band betrachten. Zum
einen werden wir partielle Differentialgleichungen intrinsisch auf einer in der Zeit konstanten
Niveauflache 16sen. Zum anderen werden wir Fldchenevolutionen betrachten, bei denen sich
das Interface gemal einer partiellen Differentialgleichung bewegt. Als Beispiele betrachten wir
Reaktions-Diffusions-Gleichungen fiir das erste Szenario und den mittleren Kriimmungsfluss
fiir das zweite Szenario. Durchgefiihrte Konsistenztests fiir beide Szenarien bestitigen die Not-
wendigkeit sowohl von transparenten Randbedingungen als auch von inneren Iterationen. Zahl-
reiche numerische Beispielsimulationen (isotrope wie anisotrope) demonstrieren die praktische
Anwendbarkeit unserer Narrow-Band-Methode.
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Das Wulff-Shape zu y(2) = ||2||« (links) mit Stiitzebene und zugehorigem Frank-Diagramm.

1 Grundlagen aus der konvexen Analysis

Wie wir im Einleitungskapitel gesehen haben, sind isotrop arbeitende Verfahren zur Behand-
lung der in dieser Arbeit aufgefiihrten Probleme nicht geeignet. Stattdessen wollen wir in unse-
ren Variationsansitzen lokale Templates definieren, die energetisch besonders giinstig sind und
somit wihrend der Evolution bevorzugt ausgebildet werden. Die Definition dieser Templates
geschieht iiber eine Gewichtung der Orientierungen in der Energie, d. h. iiber eine Gewichtung
der Normalenrichtungen. Diese Gewichtung wiederum erfolgt iiber eine positive, konvexe und
I-homogene Funktion -, die eine global minimierende Flidche bei vorgegebenem umschlosse-
nen Volumen, das sogenannte Wulff-Shape, definiert. Die Isolinien dieser Gewichtungsfunktion
bilden eine weitere konvexe Flidche, das sogenannte Frank-Diagramm. Wie wir sehen werden,
besteht eine Dualitit zwischen Frank-Diagramm und Wulff-Shape, die wir benutzen konnen,
um fiir unsere Probleme geeignete Gewichtungsfunktionen v zu konstruieren. Neben niitzli-
chen Eigenschaften werden wir auch sehr detailliert auf eben diese Konstruktionen eingehen.

Die Definitionen und Eigenschaften der konvexen Korper orientieren sich zum groBten Teil
an [17] (so auch die Beweise der Sitze 1.6, 1.9, 1.10, 1.12, 1.24), teilweise auch an [123].
Die Verbindungen zu den Wulff-Shapes stammt aus [47]. Eine weitere Darstellung mit etwas
anderem Schwerpunkt findet sich in [46].

1.1 Konvexe Mengen, Korper und Funktionen

Wulff-Shapes und Frank-Diagramme werden in dieser Arbeit stets konvexe Korper sein. Wih-
rend das Wulff-Shape allgemein immer konvex ist, muss die Gewichtungsfunktion v nicht not-
wendigerweise konvex sein. In [119] werden beispielsweise diverse Wulff-Shapes aus nicht-
konvexen Gewichtungsfunktionen konstruiert. Die Verwendung solcher Gewichtungsfunktio-
nen in der Modellierung von Energien ist jedoch heikel, denn das Wulff-Shape ist die innere
konvexe Hiille aller Stiitzebenen, was bei nicht konvexen Gewichtungsfunktionen Singularité-
ten impliziert. Wir werden uns daher in dieser Arbeit nur auf den konvexen Fall beschrinken.
Zu einem konvexen Korper existieren immer genau eine Distanzfunktion und eine Stiitzfunk-
tion, die den Korper jeweils eindeutig definieren. Nach einigen einleitenden Definitionen und
Sitzen beginnen wir mit der Definition dieser beiden Funktionen, zwischen denen ebenfalls,
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1 Grundlagen aus der konvexen Analysis

analog zu Wulff-Shape und Frank-Diagramm, eine Dualitit besteht. Nach Einfiihrung der Be-
griffe Wulff-Shape und Frank-Diagramm werden wir darauf eingehen, wie sich Wulff-Shapes
rotieren, linear kombinieren, konstruieren und visualisieren lassen.

Definition 1.1 (Konvexe Menge, konvexer Korper). Eine Menge M C R? heifst konvex, wenn
sie mit je zwei Punkten auch deren Verbindungsstrecke enthiilt. Eine konvexe Menge ¥ C R*
heif3t konvexer Korper des RY, wenn K innere Punkte enthiilt, d. h. wenn K \OK # () ist.

Definition 1.2 (Stiitzebene). Eine Hyperebene s heifst Stiitzebene einer abgeschlossenen Menge
M, wenn s selbst Punkte der Menge M enthdlt und M sonst ganz in einem durch s begrenzten
Halbraum liegt.

Insbesondere verlduft damit durch jeden Randpunkt eines konvexen Korpers mindestens eine
Stiitzebene. Aber auch umgekehrt gilt: Wenn eine abgeschlossene beschrinkte Menge mit in-
neren Punkten die Eigenschaft hat, dass durch jeden ihrer Randpunkte eine Stiitzebene geht, so
ist sie ein konvexer Korper. Der Beweis hierzu findet sich zum Beispiel in [17].

Definition 1.3 (Klassifikation der Randpunkte). Ein Randpunkt eines konvexen Korpers heifst
singulér, wenn durch ihn mehr als eine Stiitzebene des Korpers geht. Geht durch ihn nur eine
Stiitzebene, so heifit der Randpunkt regulir.

So bestehen beispielsweise Kanten von Polyedern nur aus singuldren Punkten, da durch sie
unendlich viele Stiitzebenen verlaufen. Polyedrische konvexe Korper werden auch kristalline
Korper genannt. Die d-dimensionale Einheitskugel dagegen besitzt nur regulidre Randpunkte
und es gilt der Satz:

Satz 1.4. Besitzt ein konvexer Korper K C R nur reguliire Randpunkte, so lisst sich die
Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel durch parallele Stiitzebenen eindeutig und stetig
auf den Rand des Korpers abbilden.

Ein Beweis dieses Satzes findet sich beispielsweise in [17].

Diese Charakterisierung von konvexen Korpern mit regularen Randpunkten wird spiter bei
der Visualisierung der Wulff-Shapes noch prizisiert werden. Zunéchst wollen wir einen konve-
xen Korper mittels konvexer Funktionen charakterisieren.

Definition 1.5 (Konvexe Funktion). Sei K C R? eine konvexe Menge, dann heift eine Funktion
f + K — R konvex, wenn fiir zwei beliebige Punkte x,y € K die Ungleichung

f(A =)z +dy) < (1=9)f(x) +0f(y) 3)
fiir ein beliebiges ¥ € [0, 1] gilt.
Lemma 1.6. Ist die Funktion f 1-homogen, d. h. gilt

faz) = Af(x) )
fiir \ € R™, so ist obige Definition dquivalent zu der Additivitit
fla+y) < fla)+ fy) (5)

von f.
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1.1 Konvexe Mengen, Korper und Funktionen

Beweis: Man sieht schnell, dass additive und 1-homogene Funktionen Ungleichung (3) erfiil-
len:

Additivitat 1-Homogenitit

(A= +dy) < f(A-Dz)+f0W0y) < (1=0)f(2)+If(y)

Dass umgekehrt auch konvexe, 1-homogene Funktionen Ungleichung (5) erfiillen, erhélt man
direkt durch Einsetzen von ¢ = % in (3) und Multiplikation der Gleichung mit 2. [

Wir kommen jetzt zur Definition der Distanz- und der Stiitzfunktion, zweier Funktionen, die
einen konvexen Korper eindeutig charakterisieren.

Konvention 1.7. Wir wollen in dieser Arbeit im Folgenden nur beschrinkte und abgeschlossene
konvexe Korper betrachten, die den Ursprung im Innern enthalten (0 € K).

1.1.1 Distanzfunktion

Definition 1.8 (Distanzfunktion eines konvexen Korpers). Es sei K C R? ein konvexer Korper
und © € RIN{0} ein beliebiger Punkt. Ferner bezeichne ¢ = &(x) € OK den (einzigen)
Schnittpunkt der vom Ursprung 0 ausgehenden Halbgeraden Ox mit dem Rand von K.

Die Distanzfunktion v* : R? — R von K ist
dann der Quotient der Abstinde 0x und 0_5, d. h.

X

7 () €) (6)
0K
Ferner setzen wir v*(0) = 0.
Mit Hilfe der Distanzfunktion ldsst sich der konvexe Korper K dann schreiben als
K={zeR|y*(z) <1}, (7)

und es gilt 9K = {z € R |y*(z) = 1}, d.h. der Rand von K ist genau die 1-Isofléiche der
Distanzfunktion.

Satz 1.9 (Eigenschaften der Distanzfunktion). Die Distanzfunktion v* : R¢ — R eines kon-
vexen Kirpers K erfiillt folgende Eigenschaften fiir z,y € R und \ € R*:

a) v*(x) > 0 fiir x # 0 und v*(0) = 0 (Positivitit)
b) v*(A\x) = \y*(x) (1-Homogenitiit)
c) Y(z+y) <y (x)+~*(y) (Konvexitit)
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1 Grundlagen aus der konvexen Analysis

Beweis: Die Punkte a) und b) folgen aus der Positivitit und der 1-Homogenitit der in der
Definition der Distanzfunktion verwendeten Norm.

Beweis von ¢): O.B.d.A. seien 2,y € K\ {0} (andernfalls lassen sich wegen der 1-Homogenitit
von v* die Vektoren x und y so skalieren, dass beide in K liegen). Somit gilt v*(z) < 1 und
v*(y) < 1. Aus der 1-Homogenitit von v* folgt dann 7*(%@)) = 1und 7*(%@)) =1,d.h.es
gilt auch V*L(I), %@) € K.

Da K konvex ist, liegt auch jede Konvexkombination dieser beiden Punkte in /', d. h. es gilt

v <(1 ~ Nzt A%(y)) < 1 fiir jedes A € [0,1]. Mit A\ = W% ergibt sich dann

\ 7T x 7 () y
" ( BEECEE R ))7*($)+7*(x)+7*(y)7*(y)>
( (v) —7"(

Die Behauptung folgt nun direkt mit Lemma 1.6. [

Fiir einen konvexen Korper K lésst sich wie oben beschrieben immer eine Distanzfunktion
definieren. Der folgende Satz besagt, dass sogar jede Funktion mit den Eigenschaften a), b), ¢)
Distanzfunktion eines konvexen Korpers ist.

Satz 1.10. Ist v*(-) eine 1-homogene, positive und konvexe Funktion, so ist die Menge K, de-
finiert durch Gleichung (7), ein konvexer Korper mit Distanzfunktion v* und dem Ursprung im
Innern.

Beweis: Konvexitdit von K: Seien z,y € K, d.h. es gelte v*(x) < 1 und v*(y) < 1. Dann folgt
aus der Konvexitiit von v* fiir ein beliebiges ¢ € [0, 1]

7L =)z +Jy) < (1 =)y (2) + 97" (y) < 1,
d.h.es gilt auch (1 — ¥)z + vy € K.

v*(-) ist Distanzfunktion zu K : Es sei # € R*\{0} und ¢ € R der auf dem Halbstrahl Oz
liegende Punkt, fiir den v*(£) = 1 gilt. Dann lésst sich = schreiben als z = E]:C\ und aus der

1-Homogenitit von v*(-) folgt

Also ist v*(+) genau die Distanzfunktion von K. O
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1.1.2 Stitzfunktion

Definition 1.11 (Stiitzfunktion eines konvexen Korpers). Ist = € R4\{0} eine beliebige Rich-
tung, so gibt es an einen konvexen Korper K genau eine Stiitzebene s mit Normalenrichtung
n= ”—;‘ so dass K in dem Halbraum liegt, in den —n zeigt. Fiir z definieren wir die Stiitzfunk-
tion v von K durch

1(2) = (@, 2)

fiir ein beliebiges v € s.

Wegen (z, z) — (Z,2) = (T —x,2) =0firz,T € s
ist v wohldefiniert.

Ist ||z]] = 1, so ist y(z) gerade der Abstand der
Stiitzebene zum Ursprung. Allgemein gilt fiir alle
Punkte € K die Ungleichung (z, z) < 7(z), wo-
bei Gleichheit nur fiir die Randpunkte von K gilt,
durch die die Stiitzebene verlduft. Folglich kann die
Stiitzfunktion auch als Maximum dieses Skalarpro-
dukts iiber alle Punkte aus K verstanden werden:

7(2) = max(z, z) (8)

Fiir jede Richtung n € S9! liegt der konvexe Korper stets vollstindig in einem Halbraum, der
durch die zu n gehorige Stiitzebene begrenzt wird. Demzufolge ldsst sich K als Schnitt all
dieser Halbrdume schreiben:

K = ﬂ {xERde,n}Sv(n)} 9)

negd-1

Satz 1.12 (Eigenschaften der Stiitzfunktion). Die Stiitzfunktion eines konvexen Korpers K ist
positiv, 1-homogen und konvex.

Beweis: Positivitit: Die Stiitzfunktion 7(z) ist offensichtlich positiv fiir z # 0 und v(0) = 0.
1-Homogenitdit: Fiir A € R* gilt

v(Az) = rglez}?@, Az) = )\glggc(x, z) = My(2).
Konvexitit: Zu zeigen ist (21 + 23) < 7(21) + v(22).

Fir alle x € K gilt (z,21) < 7(21) und (z, z9) < 7(z2). Die Addition dieser beiden Un-
gleichungen ergibt (x, z; + 25) < v(21) + v(22). Dies gilt fiir alle x € K, insbesondere fiir
dasjenige z, das y(z1 + 2z2) = (z, 21 + 29) erfiillt. Daraus folgt mit Lemma 1.6 die Behauptung.

N
Analog zu Satz 1.10 gilt:

Satz 1.13. Jede Funktion~ : R — IRaL , die positiv, 1-homogen und konvex ist, ist Stiitzfunktion
eines konvexen Korpers K mit 0 € K.
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1 Grundlagen aus der konvexen Analysis

Der Beweis dieses Satzes ist lang und soll hier nicht wiedergegeben werden. Er ist zum
Beispiel in [17] zu finden.

Es ist moglich, die Distanzfunktion aus der Stiitzfunktion zu berechnen. Dazu formen wir
Gleichung (9) noch weiter um:

K = {xe]Rd ) v e sd—l}
v(n)
= {zeR?| max <x,n)§1
nesi—1 7y(n)

Da aber ebenso K = {z € R? |v*(z) < 1 } gilt, resultiert der folgende Satz (vgl. auch [17]):

Satz 1.14. Ist v : R — R die Stiitzfunktion eines konvexen Korpers K, so lisst sich die
Distanzfunktion v* von K durch folgende Identitdt berechnen:

v (z) = max
zeR%\{0} V(2)

Konvention 1.15. Wir werden die Stiitzfunktion v im Folgenden auch als Anisotropie und ihr
Argument von nun an stets mit z bzw. bei normierten Richtungen mit n bezeichnen. Im Gegensatz
hierzu bezeichnen wir allgemeine Punkte des R® meist mit x.

1.1.3 Polare Korper

Wir haben nun gesehen, dass sowohl Distanz- als auch Stiitzfunktion eines konvexen Korpers
positiv, 1-homogen und konvex sind, und dass ferner jede Funktion mit diesen Eigenschaften
wiederum sowohl als Distanz- als auch als Stiitzfunktion eines konvexen Korpers aufgefasst
werden kann. Dies fiihrt uns zur Definition des polaren Korpers und zu einem wichtigen Duali-
tatsresultat:

Definition 1.16 (Polarer Korper). Es sei K ein konvexer Korper mit Stiitzfunktion ~y. Dann kon-
nen wir vy auch als Distanzfunktion eines eindeutigen weiteren konvexen Korpers K* auffassen.
K™ heifst dann der zu K polare Korper.

Durch folgende Uberlegung sehen wir nun eine Dualititsbeziehung: Ist v die Stiitzfunktion
von K und die Distanzfunktion von K™, dann gilt

reK e (1,2) <y(z)VzeRY z2€ K* & q(2) < 1.
Daraus ergibt sich
K={zeR* |(x,z>§’y(z)Vz€]Rd}C{:c€]Rd |(z,2) <1Vze K*}.

Wir zeigen nun, dass fiir jedes « ¢ K ein z € R? existiert mit y(2) = 1, d.h. z € K*, aber fiir
das gleichzeitig (x, z) > 1 gilt. Hieraus folgt dann die Gleichheit dieser Mengen.
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1.1 Konvexe Mengen, Korper und Funktionen

Sei also z € R%, z ¢ K und £() sei der Schnittpunkt der Strecke 0 mit K. Dann existiert
eine Stiitzebene an K durch den Punkt () mit Normalenvektor n und Abstand d = ~y(n) zum
Ursprung. Fiir z := Clln giltdann v(z) = @ =1,d.h.esist z € K*. Da der Punkt x auBBerhalb
von K liegt, gilt nun (n,z) > (n,{(x)) = d, somit folgt %(n,z) = (z,z) > 1, was zu zeigen
war.

Eine analoge Argumentation ergibt K* = {z | (z,2) < 1 Vx € K }. Hieraus erkennen wir,
dass die Beziehung zwischen K und K™ reziprok ist, was folgendes Dualitétsresultat impliziert

(vgl. auch [98]):

Satz 1.17 (Dualitét). Sei K ein konvexer Korper und K* der zugehorige polare Korper. Dann
definiert die Stiitzfunktion v* von K* als Distanzfunktion einen weiteren polaren Korper K**,
und es gilt die Dualitit K** = K.

Demnach ist also die Stiitzfunktion von X * auch wieder die Distanzfunktion von K. Mit Satz
1.14 1ésst sich also auch die Stiitzfunktion aus der Distanzfunktion berechnen, d. h. es gilt

(z,7)

(z) = max
zeRN\ (0} V()

Beispiele 1.18.

« Kugel im R%: Es sei K := {x € R? |||z|| < 1}. Da die Sphiire S*' = 0K gerade die
1-Isofldche der euklidischen Norm ist, ist die Distanzfunktion offensichtlich v*(z) = ||z|.
Weiterhin hat jede Stiitzebene an K genau Abstand 1 zum Ursprung, daher gilt auch
fiir die Stiitzfunktion v(z) = ||z||. Somit ist die Kugel polar zu sich selbst, d. h. es gilt
K = K*

z3

2 2
j—;+§—§+—§1},

c2

« Ellipsoid im IR® mit Halbachsen a, b, c: Es sei K = {g; e R?

dann sind die Distanz- und Stiitzfunktion gegeben durch

. 22 22 22
7 (2) = a—§+b—§+c—§, (11)
W) = yJared +022d + 22, (12)

denn es gilt v*(z) = 1 fiir = € OK. Ebenso sieht man leicht, dass v(z) fiir ||z|| = 1 den
Abstand der Stiitzebene zum Ursprung angibt. Der polare Korper zu K ist demnach ein

Ellipsoid mit Halbachsen *, ¢, %, d.h. K* = {x cR? ) Va2a? + b2k 4+ 222 <1 }

"B ¢

« Wiirfel im R®: Es sei K = {z € R? |max{|z1], ..., |z4|} < 1}, d. h. die Distanzfunkti-
on ist gerade

7(2) = [|2lle = max{[z1], ..., |zal}- (13)
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1 Grundlagen aus der konvexen Analysis

Die Stiitzfunktion von K ist gegeben durch
v(2) = |z1| + oo+ |24 = 12|11 (14)

(vgl. Beispiel 1.27). Der polare Korper K* ist damit das d-dimensionale Analogon des
reguldren Oktaeders.

Anders als bei der Kugel und dem Ellipsoid sind hier nicht alle Randpunkte reguldir. Die
Kanten des Wiirfels bzw. des Oktaeders enthalten nur singuldre Punkte, da durch sie
unendlich viele Stiitzebenen verlaufen.

Abbildung 5: 3D-Visualisierung der im Beispiel 1.18 aufgefiihrten konvexen Korper (oben) und
ihrer polaren Korper (unten). Von links nach rechts: Sphdre, Ellipsoid, Wiirfel bzw Oktaeder.

1.1.4 Wulff-Shape, Frank-Diagramm und das Wulff-Problem

Im Jahre 1901 16ste der deutsch-russische Kristallograph Georg Wulff das Problem, die Ge-
stalt eines perfekten Kristalls in Kontakt mit einem umgebenden Medium, in seinem Falle einer
Nihrlosung, zu bestimmen [155]. Diese Gestalt ergibt sich durch die Minimierung einer Ener-
gie, welche sich ihrerseits aus Anteilen des Volumens und der Oberflache (Oberflachenspan-
nung) zusammensetzt.
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Fixieren wir die Volumenbeitrige, so bleibt das Problem, zu

einem gegebenen Volumen eine Fliche minimaler Oberfli- energiereich
chenspannung zu finden (das sogenannte Wulff-Problem, Pro-
blem 1.21). Die Oberfldchenspannung + ist jedoch abhingig
von der Orientierung der Flichennormalen n, was wieder-
um in der Orientierung der Fliche zum Atomgitter begriindet
liegt. Ebenen, die an den Gitterachsen ausgerichtet sind, sind
energetisch giinstiger als solche, die nicht parallel zu den Git- energiearm

terachsen liegen.

Ist die Oberflichenspannung dagegen unabhéngig von der Orientierung, so erhalten wir das iso-
perimetrische Problem, dessen Losung ein Kreis bzw. eine Sphire ist. Die Gestalt des perfekten
Kristalls wurde nach Wulff Wulff-Shape genannt; es soll im Folgenden noch prizise definiert
werden, genau wie der dazu polare Korper, das sogenannte Frank-Diagramm.

Definition 1.19 (Wulff-Shape, Frank-Diagramm). Es sei v : R — Ry die Stiitzfunktion eines
konvexen Korpers K und K* dessen polarer Korper mit Stiitzfunktion ~* : R — R¢. Dann
wird K auch als Wulff-Shape W, zu vy, und der dazu polare Korper als das Frank-Diagramm
F, zu vy bezeichnet, also

W, = {ze€R|~*(z) <1} c RY,
E, = {zeRy(z) <1} Cc R%

Oft werden auch die Randfiiichen OW.,, und OF, als das Wulff-Shape bzw. das Frank-Diagramm
bezeichnet. Wir werden in den spdteren Kapiteln auf den Index ., verzichten und nur VW und F
schreiben, wenn unmissverstdndlich ist, welche Anisotropie y verwendet wird.

Die konvexen Korper in der oberen Zeile von Abbildung 5 sind demnach Wulff-Shapes, wéh-
rend die untere Zeile die zugehorigen Frank-Diagramme enthilt. In den spéteren Anwendungen
wird vor allem das Wulff-Shape das fiir uns interessante Objekt sein, da dessen Rand die opti-
male Fléache ist, wenn in der Energie (15) (das Wulff-Funktional, s.u.) die Normalenrichtungen
mit v gewichtet werden. Dieser Umstand wird nun prizisiert:

Definition 1.20 (Wulff-Funktional). Fiir eine Hyperfliche M C R? und eine Stiitzfunktion
v:R? — Ry eines konvexen Korpers definieren wir das Wulff-Funktional [47] durch

wy (M) = /M v(n) da, (15)

wobei n die Normalenrichtungen auf der Fliche M sind und da das Flichenelement bezeich-
net.

Hiermit ldsst sich das Wulff-Problem formulieren:

Problem 1.21 (Wulff-Problem). Finde zu vorgegebenem Volumen V' > 0 eine geschlossene
Hyperfiiche M, so dass M das Wulff-Funktional unter allen geschlossenen Hyperflichen, die
das Volumen V' einschlief3en, minimiert.
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1 Grundlagen aus der konvexen Analysis

Losung dieses Problems ist das Wulff-Shape, das Wulff damals geometrisch konstruierte (vgl.
Abschnitt 1.1.7):

Satz 1.22 (Minimalitit des Wulff-Funktionals). Es sei vy eine Anisotropie, V., das zugehérige
Wulff-Shape und w., das zugehorige Wulff-Funktional. Ferner sei M C R? ein Hyperfliche, die
das gleiche Volumen umschlief3e wie VV.,. Dann erfiillt einzig das Wulff-Shape die Ungleichung

wy(Wy) < wy(M). (16)

Der Beweis hierzu ist langer und soll hier nicht wiedergegeben werden. Er wurde zuerst
1975 von Taylor [146, 147] mit Methoden der geometrischen Malitheorie und in jiingerer Zeit
von Fonseca und Miiller [60] mit analytischeren Methoden erbracht.

Bemerkung 1.23. Man beachte, dass die Lage des Nullpunktes im konvexen Korper durch-
aus wichtig ist. Da die Stiitzfunktion fiir Normalenrichtungen den Abstand der Stiitzebene zum
Ursprung angibt, werden durch Verschiebung des Ursprungs innerhalb des Korpers die Seiten
unterschiedlich gewichtet. Dies kann bei Restaurierungsproblemen zu unterschiedlichen Resul-
taten fiihren (s. Abbildung 6).

ny

ng "

. / (a) (b)

Ng ~ o _

B

Abbildung 6: Je nach Lage des Nullpunktes kann eine Restaurierung unterschiedliche Resultate
liefern: Ganz links ist das Wulff-Shape zu sehen, rechts daneben eine Figur, in der die schwarze
Linie in den griinen Kreis hinein fortgesetzt werden soll. Liegt der Nullpunkt im Wulff-Shape im
Punkt A, so ist die Normale ns giinstiger als ny und ny und die Restaurierung (a) ist eindeutig
am giinstigsten (der Punkt A kann beliebig nah an die Fliche mit der Normalen n3 herangefiihrt
werden, so dass (n3) beliebig klein wird). Liegt der Nullpunkt dagegen in B, sind ny und ns
glinstiger als ng. Variante (b) ist zwar dann immer noch nicht giinstiger als (a), aber immerhin
gleichteuer. Dies liegt daran, dass die Linge der Restaurierung in (b) grofler ist, was sich in
der Integration mit der giinstigeren Anisotropie ausgleicht. Somit ist das Minimum in diesem
Fall nicht mehr eindeutig.

1.1.5 Nicht-negative Linearkombinationen von konvexen Korpern

Bei der Restaurierung von Flichen mit dem anisotropen Willmore-Fluss (s. Kapitel 5) wird
es notwendig sein, eine Konvexkombination zweier Wulff-Shapes zu bilden. Hierzu notieren
wir folgenden einfachen Satz iiber allgemeine nicht-negative Linearkombinationen konvexer
Korper:
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Satz 1.24 (Nicht-negative Linearkombinationen von konvexen Korpern). Es seien Ky, ..., K,
konvexe Kérper mit Stiitzfunktionen 7y, ..., Ym und Ay, ..., \,, € R{ nicht-negative Gewichte,

dann ist
K=MK+ ..+ M\, K, = {JIG]Rd I:ZAzl’“ Z; GK,}
=1

ebenfalls wieder ein konvexer Korper mit Stiitzfunktion

Y(2) = Mm(2) + .o+ Ay (2). (17)

Beweis: Offensichtlich gilt 0 € K und mit z,y € K,z = >, \ix;,y = >, \;jy; ist auch die
nicht-negative Linearkombination

pe (L= py =iy A+ (1= ) 3 g = ZA (ni + (1 — py;) € K,

GKZ'

d.h. K ist wieder ein konvexer Korper. Ferner ist die in Gleichung (17) definierte Funktion auch
Stiitzfunktion von K, denn

= Aitis 2) = ) i ir 2 Ainvi(z
7(5) = ) = mae (3" N ) = Y e ) = 3 A

1.1.6 Rotationen von konvexen Korpern

In spédteren Anwendungen wird es notwendig sein, das Wulff-Shape lokal durch geeignete Ro-
tationen an gegebenen Flichen bzw. Kanten auszurichten. So werden in Kapitel 3 Quadrate an
Kanten des Bildes ausgerichtet und in Kapitel 4 Ellipsoide in Richtung von Blutgefif3en gedreht.
Wir werden hier kurz darauf eingehen, wie sich eine solche Rotation auf die Stiitzfunktion des
Wulff-Shapes auswirkt. Hierzu sei R € SO(3) die Matrix, die jeden Punkt des Wulff-Shapes
wie gewiinscht um den Ursprung rotiert. Zu einem gegebenen Wulff-Shape mit Stiitzfunktion
definieren wir dann die Stiitzfunktion

(2) = 4(R"2).

Die Funktion 7 ist Stiitzfunktion eines konvexen Korpers K, fiir den nach Gleichung (9) gilt:

P N {zeR!|(z,n) <5(n)}
neSd—1
= ) {reR [{om) <A(R™)
nES’i’l
PSR ) {we R (n, Ri) < (7))
Raegd—1
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ﬂ {:17 e R4 | (RTx,n) < v(ﬁ)}

neSd—1

nesd-1

Demnach ist K gerade der mit der Matrix R rotierte Korper.

1.1.7 Visualisierung

Wulffs geometrische Konstruktion. Wulff prisentierte ein geometrisches Verfahren, um
die Losung seines Minimierungsproblems 1.21 zu konstruieren. Dieses Verfahren basiert dar-
auf, zu einer Anisotropie v : Sa-1 IF{({ , welche in seinem Fall die Oberflichenspannung
darstellte, den konvexen Durchschnitt aller Stiitzebenen zu konstruieren. Dies funktioniert fol-
gendermalfien (s. [119]):

~(n)n

1. Man konstruiere einen polaren Graphen von -y, d. h. man zeichne das Bild der Abbildung
541 — R n s y(n)n.

2. Fiir jeden Punkt P dieses Graphen, konstruiere man diejenige Hyperebene, die orthogonal
zum Ortsvektor von P liegt und durch den Punkt P verlduft. Dies ist im Allgemeinen
keine Tangentialebene an den polaren Graphen.

3. SchlieBlich konstruiere man die innere konvexe Hiille aller dieser Ebenen. Dies liefert bis
auf Skalierung das Wulff-Shape.

In der obigen Skizze haben wir diese Konstruktion exemplarisch fiir die Anisotropie v(z) =
|2|lcc = max{|z1|,|22|} durchgefiihrt. Das Wulff-Shape entspricht genau den Isolinien der 1-
Norm (vgl. auch Beispiel 1.18).
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Bemerkung 1.25. Durch obige Konstruktion haben wir gerade die Menge
{zeR? ’ (z,n) <y(n) VYne S}

konstruiert. Dies entspricht aber genau der Definition des Wulff-Shapes (vgl. Definition 1.19).

Computergestiitzte Verfahren. Oft soll das Wulff-Shape mit Hilfe eines Computers vi-
sualisiert werden. Ist die Distanzfunktion des Wulff-Shapes bekannt, so kann dies sehr effizient
iber die Visualisierung der 1-Isoflache geschehen (z. B. mit dem Fast-Marching-Algorithmus
[135]). Natiirlich ldsst sich das Wulff-Shape auch nur mit der Stiitzfunktion visualisieren. Dies
geschieht beispielsweise iiber die Formel

WW:{xERd

max (7, 2) < 1}.
zerR\{0} V(%)

Hierzu werden alle Punkte x eines Gitters durchlaufen und wiederum zu allen Gitterpunkten z
gepriift, ob % < 1 ist. Ist dies der Fall, so gehort  zum Wulff-Shape. Besteht das Gitter aus
N Gitterpunkten, so bedeutet dies allerdings einen Aufwand von O(N?) was gerade fiir dreidi-
mensionale Wulff-Shapes in hoheren Auflésungen sehr zeitintensiv und daher eigentlich nicht
praktikabel ist. Dazu kommt noch, dass die Informationstiefe mit einem Bit pro Gitterpunkt
nicht sehr hoch und die Darstellung des Wulff-Shapes entsprechend grob ist.

In [8] wird gezeigt, dass unter dem volumenerhaltenden anisotropen mittleren Kriimmungs-
fluss (s. Kapitel 4) konvexe Flachen gegen das Wulff-Shape konvergieren. Eine weitere Mog-
lichkeit bestiinde also darin, diesen Fluss auf eine konvexe Initialflache, beispielsweise eine
Sphére, anzuwenden und konvergieren zu lassen. Dieses Verfahren ist allerdings auch recht
zeitaufwindig.

Eine noch andere Moglichkeit bietet ein Verfahren von Peng, Osher et al. [119]. Die Autoren
zeigen, dass Niveauflichen einer Funktion ¢ unter der Evolution

Vo d
O + (IIWII) Vo =0, xeR%Lt>0,
gegen das Wulff-Shape konvergieren. Weiterhin schlagen sie vor, diese Gleichung mit einem
ENO- [110] oder WENO-Verfahren [76] fiir Hamilton-Jacobi-Gleichungen zu 16sen. Dieses
Verfahren konvergiert recht schnell, die Kanten werden aber fiir konvexe Anisotropien nicht
scharf ausgebildet.

Eine weitere Moglichkeit bietet die Ableitung der Anisotropie. Hierbei verwenden wir fiir
den Gradienten von < stets die Bezeichnung .. In [17] wird gezeigt: Besitzt ein konvexer
Korper K nur regulére Stiitzebenen, so besitzt seine Stiitzfunktion partielle Ableitungen erster
Ordnung, und es gilt

’YZ(Sd_l) = W’ya (13)

d. h. die Einheitssphire wird unter -, genau auf den Rand des Wulff-Shapes abgebildet. Damit
kann dann beispielsweise eine Triangulierung der Sphire auf eine Triangulierung des Wulff-
Shapes abgebildet werden. In diesem Verfahren muss jeder Knoten nur genau einmal bearbeitet
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werden, daher ist es ebenfalls sehr schnell. Allerdings kénnen auf diese Weise nur regulére
Waulff-Shapes visualisiert werden. Kristalline Korper miissen zundchst geeignet regularisiert
werden, was eine gewisse Abrundung der Kanten mit sich bringt. Damit diese Kanten hinrei-
chend genau aufgelost werden, kann weiterhin eine feine Triangulierung vonnéten sein.

1.2 Konstruktion der Anisotropie v zu einem Wulff-Shape

In unseren Anwendungen wollen wir Normalenrichtungen so gewichten, dass ein bestimmter
konvexer Korper, d. h. ein gegebenes Wulff-Shape, das Wulff-Funktional (15) minimiert. Wir
haben gesehen, dass es zwei Funktionen gibt, die einen solchen Korper eindeutig definieren,
zum einen die Distanzfunktion, zum anderen die Stiitzfunktion. In der Energie des anisotropen
mittleren Kriimmungsflusses, die gerade das Wulff-Funktional (15) ist, muss die Stiitzfunkti-
on als Gewichtungsfunktion verwendet werden. Um also nun ein gewiinschtes Wulff-Shape
zu konstruieren, konnen wir uns iiberlegen, wie dessen Stiitzfunktion aussieht. Aufgrund der
Dualitit zwischen Wulff-Shape und Frank-Diagramm ist diese Funktion aber auch gleichzeitig
Distanzfunktion des Frank-Diagramms. Kennen wir auch dessen Gestalt oder haben wir es aus
dem Wulff-Shape konstruiert, so konnen wir die Funktion + alternativ auch als Distanzfunktion
des Frank-Diagramms konstruieren.

Ein besonderer Schwerpunkt dieses Abschnitts liegt auf der Konstruktion dieser Funktio-
nen fiir Polytope, d.h. fiir beschrinkte Korper, die sich als Schnitt endlich vieler Halbraume
definieren lassen. Die Distanzfunktion werden wir nur fiir solche Korper konstruieren, eine
Konstruktion der Stiitzfunktion ldsst sich dagegen auch allgemein einfach angeben.

1.2.1 Konstruktion der Stltzfunktion

Die Stiitzfunktion eines konvexen Korpers K war definiert durch (s. Gleichung (8))

V(2) = sup(z, 2),
zeK

was fiir ||z|| = 1 gerade dem Abstand der Stiitzebene zum Ursprung entspricht.

Zu einer gegebenen Richtung n € S9! konstruieren wir also
zundchst die Stiitzebene. Hierzu bewegen wir eine aullerhalb
von K liegende Ebene s mit Normalenrichtung n in Richtung
—n, bis s den Rand des Wulff-Shapes beriihrt (im Punkt p
in der Skizze links). AnschlieBend setzen wir v(n) gleich der
Distanz von s zum Ursprung. Fiir allgemeine z € R ergeben
sich die Werte aus der 1-Homogenitét von -, d. h. wir setzen

z

2(2) = ol (—) und ~(0) =0.

Il
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1.2 Konstruktion der Anisotropie v zu einem Wultf-Shape

1.2.2 Polytope

Wihrend dies fiir beliebige konvexe Korper schwierig sein kann, ist es simpel fiir Polytope, d. h.
fiir beschrinkte, polygonal oder polyedrisch berandete Korper. Dort wird das Maximum offen-
sichtlich immer in einer Ecke angenommen (auch wenn die Stiitzebene eine ganze Kante bzw.
Seitenflache des Wulff-Shapes enthilt). Ist also das Wulff-Shape ein Polytop mit Eckpunkten
P.,i=1, ..k, soist

v(2) = max{(P;, 2),i =1, ..., k}. (19)

Ist das Wulff-Shape zusétzlich noch symmetrisch in dem Sinne, dass mit einer Ecke F; auch der
Punkt —P; eine Ecke von W, ist, so vereinfacht sich Gleichung (19) zu

1(z) = maX{ﬂB?z%i:l,...,E}

2
, k
= max |<H,z)|,z=1,...,§ , (20)
wobei die Ecken des Polytops so angeordnet seien, dass P; = — P, & gilt.

Ein grofes Problem solcher polygonal bzw. polyedrisch berandeten Wulff-Shapes ist, dass
sie singulidre Randpunkte enthalten und die Stiitzfunktion dort nicht differenzierbar ist. Da wir
sowohl fiir den anisotropen mittleren Kriimmungsfluss als auch fiir den anisotropen Willmore-
Fluss Ableitungen von ~y benotigen, ist es notig, die Anisotropie zu regularisieren. Hierzu for-
mulieren wir das Maximum zweier Betrige passend um.

Satz 1.26. Fiir a,b € R gilt:

la+0b| |a—Db

2 + 2

Wird nun der Betrag regularisiert, kann der Ausdruck auf der rechten Seite einfach abgelei-
tet werden. Als Regularisierung kann beispielsweise |a| durch |a|. = Va? + €2 approximiert
werden.

Da wir obige Formel in mehreren Konstruktionen verwenden werden, wollen wir noch kurz

einen anschaulichen Beweis fiir ihre Giiltigkeit angeben:
A

max{]al, |b|} =

3 Die Herleitung beruht darauf, dass die Isolinien von -

1
es

se mit dem Faktor LQ, dann erhilt man die 1-Isolinie der
» [*°-Norm (blaue Linie).

—V2 Ve
. . a
Die [°°-Norm eines Vektors z = b kann man also

Ha

mit \/% skaliert und dann die /'-Norm davon bestimmt.
—V2 Somit gilt:
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und [°°-Norm von &dhnlicher Gestalt sind. Rotiert man
die 1-Isolinie der zweidimensionalen /'-Norm (rote Li-
nie) um 45° (dies ergibt die griine Linie) und skaliert die-

auch berechnen, indem man den Vektor z um 45° dreht,



1 Grundlagen aus der konvexen Analysis

max{la|, [} = a _i cos45°  sin45° a
axyjal, o b oo_ NG —sin45° cos45° b .
1 1
203 D)
\/§ —75 75 b . i(b—a) 1
B |a+b[+]a—bl
N 2 2

Beispiel 1.27. Als anschauliches Beispiel wollen wir die Stiitzfunktion zum zweidimensionalen
Quadrat [—1, 1)? konstruieren. Die Distanzfunktion kennen wir schon: Der Rand ist gerade die
1-Isolinie der co-Norm, d. h. es gilt v*(z) = ||z||co. Fiir die Stiitzfunktion gilt nach Gleichung

(20)
e 1 1
n
1 v(z) = max{:i:(l)-z,:i:(_1>-z}
1 1
W, =  max AR O A
-1 1 . = max{|z + 2/, |z — 2/}
Satz 1.26 |21+ 20+ 21 — 20| | |21+ 20— 21 + 29
2 2
-1 = |Zl| + |ZQ| = ||Z||1 (21)

Die Stiitzfunktion dieses Quadrates ist also gerade die 1-Norm. Da diese Funktion auch die
Distanzfunktion des Frank-Diagramms ist, ist das zugehorige Frank-Diagramm als 1-Isolinie
der 1-Norm gerade das um 45° rotierte und mit \/iﬁ skalierte Quadrat. Dass fiir eine solche Ani-
sotropie in der Energie wirklich ein solches Quadrat giinstig ist, wird noch einmal in Abbildung
7 verdeutlicht.

1.2.3 Konstruktion der Distanzfunktion

Die Distanzfunktion zu konstruieren ist meist schwieriger als die Konstruktion der Stiitzfunk-
tion. Wir wollen hier nur der Vollstindigkeit halber kurz zeigen, wie die Distanzfunktion fiir
einen polygonal berandeten zweidimensionalen konvexen Korper ermittelt werden kann.
Hierzu sei P, P, eine Strecke, die diesen Korper berande, wobei Py, P, zwei Punkte (bzw.
Ortsvektoren) seien, fiir die v(P;) = y(FP) = 1 gelte (die 1-Isolinie der Distanzfunktion ~y
war gerade der Rand des konvexen Korpers). Gesucht ist nun y(n) fiir ein beliebiges n €

P P .
[H_Pln’ \_\Pzd =: [n1,ma].
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1.2 Konstruktion der Anisotropie v zu einem Wultf-Shape

n3

1T

W, I
Abbildung 7: Fiir eine Gewichtung mit v(z) = ||z||1 ist ein Quadrat der energetisch opti-
male Korper. Links sind Isolinien der 1-Norm zu sehen, die Niveaumenge [y = 1] ist das

Frank-Diagramm. Da ~ 1-homogen ist, ist y(n;) = v(na) < v(n;),i = 3,4,5. Die Norma-
len £ny, £ny sind fiir diese Anisotropie am giinstigsten. Rechts ist das zugehorige Wulff-Shape
abgebildet, was auf den Seitenfiiichen genau diese giinstigen Normalen besitzt. Die Stiitzebenen
zu den iibrigen Normalen beriihren es nur in den Eckpunkten.

yis
n

‘R,
P Q 2
P,

ni

| |
T T Ll

-1 1

Hierzu beobachten wir zunéchst, dass die Punkte n und R;, R, auf derselben Isolinie von
liegen, d. h. es gilt y(n) = v(R;) = vy(R2). Ferner gilt

_Q) L
el el

Um den Wert (n) zu erhalten, miissen wir also den Schnittpunkt () bestimmen.

Q) = [|Ql[y(n), also v(n)

Bestimmung von (Q: Der Punkt () ldsst sich auf zwei Arten ausdriicken:
. Q=tnfurt=|Q| € R

2. Q:P1+8(P2—P1)fﬁreinS€]R
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1 Grundlagen aus der konvexen Analysis

Setzen wir beides gleich, so ergibt sich mit P, = ( Do ) Py = ( Do ) ,n o= ( M )

Py Py Ty
tn, — Pa
thy =Py +8(Pyy — Pip) > 5= ————,
me = Pt s(Poe = o) =5 = 5 p

tny = Py + s(Py, — Pyy)

tny — Prg ne(Poy — Py) , (Poy — Pry)
Py, — Py, Py, — P, ¥ Py — P
R e B e

Piy(Poy — Piy) — Piy(Poy — Puy)

Ny (Pay — Pra) — 1o (Pay — Pry) ‘

= tny:P1y+ (P2y_Ply):P1y+t

t=

Mit z+ = ( x; ) fir x = < 1 ) € R? ldsst sich ¢ schreiben als
—I1

_P(p-m) PR
L'(PQ—P1> TLL'(PQ—P1>.

P P,

y PP P P,
Fiir n = HP 7 ergibt swht = P—ZPIHPQH = B o2l = [Pl v

Damit erhalten wir schlieBlich

Probe: Fiirn = 57 ergibt sich ¢ =

1

_ |t (- PY)
") =gl |

PP
Beispiel 1.28. Als Beispiel wollen wir nun noch die Distanzfunktion des zweidimensionalen
Quadrates [—1,1]? konstruieren.

A _
. a) Zundchst seien P, = 1 ) , P = ( 1 ) 7
An R 1 1
Pl 1 2 P P
0 Py Py = ( 1),P2—P1:(0>,n6 R
dann ist

Y
VRS
— =
N———
VR
— =
N———

PPy
el = |——5—
(P, — P) ny \ (2
—Ng 0
B 2 1
2|n,| |ny|
Also ist y(n) = |ny| = max{|ng|, |ny|} = ||nl|s da |ny| > |ns| fiirn € [..531”7 e | gilt.

b) Nun betrachte P, = (1),P1l = (_11)7P2 = (_11>=P2_P1 - (_02>’

P P .
ne gy iy dann st
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1.2 Konstruktion der Anisotropie v zu einem Wultf-Shape

(—11)'(—11) S
() (L)) o

Also ist 7(n) = |n| = max{|n, |, In,|} = [[nlloc, da ] > In, | fiirn €

Pl Py
nL'<P2_P1)

QI =

Py Py
1Pu]l [Pl

Vollig analog folgt v(n) = ||n|| fiir n € [% ( _11 ) % ( j )} und
el () (0]

1.2.4 Konstruktion des polaren Korpers K* aus K

} gilt.

Fiir polytope Korper K ist es nicht sehr schwierig, den polaren Korper K™ zu konstruieren.
Rockafellar zeigt in [123], dass der polare Korper eines Polytops wieder ein Polytop ist. Wir
werden zeigen, dass jede Richtung, die in K in eine Ecke zeigt, im polaren Korper K™ ortho-
gonal auf einer Seite bzw. Seitenflache steht.

Satz 1.29. Ist ein konvexer Korper K C R? ein Polytop und P eine Ecke von K mit Ortsvektor
D, so ist p orthogonal auf eine Seitenfliiche des polaren Korpers K*, die den Abstand ﬁ zum
Ursprung hat.

Beweis: Es bezeichne n, = ﬁ den zu p parallelen Normalenvektor und es sei «y die Stiitzfunk-

tion von K. Dann ist y(n,) = (p,n,) = ||p|| der Abstand der Stiitzebene zum Ursprung. Da p
in eine Ecke von K zeigt, existiert eine abgeschlossene Umgebung S von n,, in S¢71, so dass
alle Stiitzebenen zu Richtungen n € .S durch den Punkt P verlaufen.

Es sei nun n € S eine beliebige Richtung und d(n) der Abstand der zugehorigen Stiitzebene
zum Ursprung, d. h. d(n) = v(n) = (p, n). Dann gilt insbesondere fy(#n)) = 1, und da y auch
die Distanzfunktion des polaren Korpers ist, liegt der Punkt % auf dem Rand des polaren
Korpers.

Wir zeigen nun, dass die Menge H, = {ﬁ lnesS } C OK* Teil einer Hyperebene mit

n1
d(n1)’

n2
d(n2

Normalenvektor n,, ist. Hierzu seien z; =
fiir Z1 — %9 gllt

1 Mo ny-p Nng - p
21— R29)p = — “p = — =1—-1=0.
(1 2) (p'nl p'ng) p-n p-ng

29 = ) zwel beliebige Punkte aus H,, und

Die Strecke z1z; ist also orthogonal zu p. Da dies fiir beliebige Punkte 21, z, gilt, bildet H,,
somit eine zu p orthogonale Hyperebene. Da obige Betrachtung weiterhin fiir beliebige Ecken
P € 0K gilt, folgt die Behauptung.
]
Jeder Ecke des Polytops K entspricht somit eine Seite des polaren Korpers K*, wobei der
Ortsvektor einer Ecke senkrecht auf der zugehorigen Seite des polaren Korpers steht. Somit
besitzt /{ genau so viele Ecken wie /* Seiten hat und umgekehrt.
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1 Grundlagen aus der konvexen Analysis

Wir formulieren abschlieBend folgenden Algorithmus zur Konstruktion des polaren Korpers:

Algorithmus [zur Konstruktion des polaren Korpers zu einem konvexen Polytop]

Fiir alle Ecken p von K fiihre Folgendes aus:
- berechne den Punkt ﬁ € 0K*

- definiere die Hyperebene H,, durch diesen Punkt mit der Normalen n = H%H

Der Schnitt aller Halbrdume, die durch ), begrenzt werden und auf der Seite liegen,
in die —n zeigt, ist der polare Korper K*.

Dieser Algorithmus kann niitzlich sein, wenn die Anisotropie zum polaren Korper einfacher
zu berechnen ist. Wir werden diese Konstruktion aber in dieser Arbeit nicht benotigen, sie wurde
nur der Vollstandigkeit halber notiert.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch eine niitzliche Bemerkung machen, die
aus Satz 1.29 folgt:

Bemerkung 1.30. Eine Niveaumenge der 1*-Norm in 2D hat vier Ecken und vier Seiten, der
polare Korper ist gerade eine Niveaumenge der gedrehten und skalierten 1'-Norm, der [*°-
Norm. Aus dieser einfachen Beziehung resultierte die Formel fiir das Maximum der Betrdige
zweier reeller Zahlen (s. Satz 1.26). In Abschnitt 5.4.2 wird bei der Konstruktion der Wulff-
Shapes das Maximum der Betrdge von drei Argumenten benotigt. Die Frage, ob es eine dhnlich
direkte Formel auch fiir drei Komponenten gibt, muss jedoch verneint werden. Die [*°-Norm
liisst sich in 3D nicht einfach durch Drehung aus der |'-Norm erzeugen, da die Anzahl der
Ecken einer Niveaumenge nicht mit der Anzahl der Seitenfliichen iibereinstimmt. Der polare
Korper des Wiirfels ist ein Oktaeder, der sechs Ecken und acht Seitenflichen besitzt und nicht
wie der Wiirfel acht Ecken und sechs Seitenflichen.

Wir werden daher spdter das Maximum von drei Komponenten durch einen geschachtelten
Ausdruck von zwei Maxima ersetzen (s. Kapitel 5.4.2).

40



Lo

—grad, E[x(t)]

Gradientenfluss in einer Energielandschafft.

2 Gradientenflusse auf impliziten Flachen

Alle Anwendungen in dieser Arbeit beruhen auf der Modellierung von Energien, deren Mini-
mierung Bilder in einer gewiinschten Art und Weise verbessern soll. Die Bilder sind hierbei
durch Intensititsfunktionen ¢ :  — R gegeben, wobei  C R? bei uns immer das zwei- oder
dreidimensionale Einheitsquadrat [0, 1]¢ sein wird.

Eine geeignete Methode zur Minimierung dieser Energien ist der Gradientenfluss. Hierbei
fassen wir die zu Bildern gehdrenden Intensitédtsfunktionen als Punkte auf, die sich im Laufe der
Evolution durch eine Energielandschaft bewegen. Die Bewegungsrichtung ist hierbei stets die
des steilsten Abstiegs, die durch den negativen Gradienten der Energie gegeben ist. Eine wich-
tige Rolle spielt auBerdem die Metrik, in der die Distanzen in der Energielandschaft gemessen
werden. Hier konnen unterschiedliche Metriken zu unterschiedlichen Abstiegsrichtungen fiih-
ren. Definiert man die Metrik in einer Art und Weise, dass der Abstand von einem regulidren
Startpunkt zu unreguldren Funktionen grof} ist, erhdlt man wihrend des Gradientenflusses noch
einen zusitzlichen regularisierenden Effekt.

2.1 Arbeiten mit Morphologien

Der mittlere Kriimmungsfluss sowie der Willmore-Fluss sind geometrische Verfahren, d. h. sie
hiingen von geometrischen GroBen wie der Normalen oder der Kriimmung ab. Wiirden solche
Verfahren dagegen von Kontrastunterschieden im Bild abhédngen, konnten sehr kleine Kontrast-
unterschiede zu ungenauen bzw. fehlerhaften Ergebnissen fithren. Um Verfahren zu erhalten, die
vom Kontrast unabhéngig sind, sollen diese nur von der Gestalt der Niveaumengen abhédngen.
Dies fiihrt uns auf Aquivalenzklassen von Bildern. Zwei Bilder ¢,7) : Q — IR heiBen dquiva-
lent, falls sie sich nur im Kontrast unterscheiden, d. h. falls ¢ = (1 ist, wobei § : R — R
eine streng monoton steigende Funktion ist [52, 5, 131]. Sind zwei Bilder in diesem Sinne
dquivalent, so stimmen sowohl die Anordnung als auch die Gestalt der Niveaumengen iiberein.
Aufgrund der Monotonie von (3 gilt dies auch sowohl fiir die Level-Sets von ¢

M9l = ¢ =] ={z € Q[¢(x) = c},
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2 Gradientenfliisse auf impliziten Fldchen

als auch fiir die Super-Level-Sets
Mgl =1z ={reQ|d(z) = c}.

Anstelle von Level-Set werden wir auch die Bezeichnungen Niveaumenge, Isolinie/lsofliche
verwenden. Mit den Super-Level-Sets konnen wir nun die Morphologie

¢Mnrph = {M:[Qﬁ] |C € R}

als Menge aller Super-Level-Sets definieren. Den Raum aller Morphologien wollen wir mit

L= {{MFI8] [c € R} [6:Q = R} = {dm}

bezeichnen und ihn direkt mit dem Raum aller Level-Set-Funktionen identifizieren. Um nun
also kontrastunabhingige Verfahren zu erhalten, sollen diese nur auf der Morphologie arbeiten.
Dies ist dann ein geometrischer Ansatz, der nur auf geometrischen Gréf3en wie Normalen und
Kriimmungen beruht. Die Morphologie eines Bildes bietet eine komplette Représentation der
Struktur des Bildes, Grauwerte gehen aus ihr jedoch nicht hervor.

Man beachte, dass das ROF-Verfahren in Kapitel 3 im Gegensatz zum mittleren Kriimmungs-
fluss und zum Willmore-Fluss kein morphologisches Verfahren ist, hier sind die wirklichen
Grauwerte wichtig.

Das Hauptziel dieses Abschnitts ist die Formulierung von Gradientenfliissen auf Bildern im
Level-Set-Kontext, wobei wir uns hier in manchen Teilen an [31] orientieren. Als Beispiele
werden wir die isotropen Versionen des mittleren Kriimmungsflusses und des Willmore-Flusses
herleiten. Die anisotropen Varianten werden dann in den entsprechenden Anwendungskapiteln
behandelt.

Um nun Gradientenfliisse und erst einmal tiberhaupt Energien geometrisch formulieren zu
konnen, notieren wir zunéchst kurz einige differentialgeometrische Grundlagen auf impliziten
Fldchen.

2.2 Differentialgeometrie auf impliziten Flachen
2.2.1 Grundlegende Begriffe flr implizite Flachen

Essei ¢ : Q — R, Q =0, 1[¢ eine C?(2)-Level-Set-Funktion. Ist V(x) # 0 fiir alle z € €,
so folgt aus dem Implizite-Funktionen-Theorem direkt, dass M.[¢] eine C'-Hyperfliche ist.
Eine Normale in einem Punkt x ist dann gegeben durch

n(z) = M (22)

Vo)l

und die Ableitung der Normalen ist

1 Vo Vo ) 5 2
— 11— = PD¢.
N TAE ( vol2 € welE ) P ¢ = wapt ¢
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2.2 Differentialgeometrie auf impliziten Flédchen

Der eingebettete Tangentialraum im Punkt x ist definiert durch
T.M={veR|v-n(z)=0}, (23)

und die Projektion auf den Tangentialraum, bei der entsprechend die Normalkomponente des
Arguments subtrahiert wird, ergibt sich dann als

Pl¢| :=Pn]:==01—-n®n, dh Plplv=v—(n-v)v. (24)

Wir wollen im Folgenden zur besseren Ubersicht nur P anstelle von P[¢] schreiben, wenn
unmissverstidndlich ist, welche Projektion gemeint ist.

Eine wichtige geometrische Grof3e ist die Kriimmung, die im Fall von eindimensionalen Kur-
ven die Variation der Normalen angibt und bei bogenlidngenparametrisierten Kurven durch die
Norm der zweiten Ableitung gegeben ist. Auf einer Hyperfliche im R¢ misst die Kriimmung
in einem Punkt x in eine Tangentialrichtung v analog die Variation der Flichennormalen in
eben diese Richtung. Eine wichtige Abbildung in diesem Zusammenhang ist die Weingarten-
Abbildung St A4, die die Variation der Normalen im Tangentialraum in Richtung der Basisvek-
toren von 7, M misst (in Normalenrichtung gibt es keine Variation von n, was Sp. r( zu einem
Endomorphismus auf 7, M macht). Die Eigenwerte x, ..., k4 dieser Abbildung sind die soge-
nannten Hauptkriimmungen, die Eigenvektoren, die sogenannten Hauptkriimmungsrichtungen,
sind die zugehorigen Tangentialrichtungen. Damit ldsst sich nun die die mittlere Kriimmung

h:/€1+...—|—ﬁ}d

definieren. Anders als manchmal in der Literatur zu finden, verwenden wir hier zur Definition
nicht das arithmetische Mittel.

Um die mittlere Kriimmung auf impliziten Fldchen zu berechnen, ist es einfacher, die erwei-
terte Weingarten-Abbildung (auch erweiterter Shape-Operator genannt)

S i RT = LM, Sgi%y = DnP = PD?*¢P,

IVl
die den umgebenden Raum auf 7, M abbildet, zu betrachten. Die Eigenvektoren dieser er-
weiterten Matrix sind dann wie bei S, die im Tangentialraum eingebetteten Hauptkriim-
mungsrichtungen sowie zusitzlich der Normalenvektor n. Die zugehorigen Eigenwerte sind die
Hauptkriimmungen und 0. Die mittlere Kriimmung / entspricht der Spur dieser erweiterten
Weingarten-Abbildung:

sp =sp 1
h = Sp(SeftM) _ WSP(PD2¢P) (AB): (BA) WSP(P2D2¢)
1 1
= WSP(PD2¢) = Sp (WPD2¢> = sp(Dn)
. Vo
= d — 25
v (nwn) 2

Dies liefert uns eine kompakte, leicht auswertbare und implementierbare Formulierung der mitt-
leren Kriitmmung h.
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2 Gradientenfliisse auf impliziten Fldchen

2.2.2 Tangentiale Ableitungen

In Kapitel 6 werden wir partielle Differentialgleichungen fiir Funktionen v : M — IR intrin-
sisch auf einer Fliche M 16sen, wobei hier M = M, = [¢ = | ist. Hierfiir benotigen wir
tangentiale Ableitungen und die daraus resultierende tangentiale Divergenz sowie den Laplace-
Beltrami-Operator. Zur besseren Lesbarkeit werden wir die Einsteinsche Summenkonvention
verwenden, d. h. iiber doppelt auftretende Indizes wird summiert, das Summenzeichen in der
Formel jedoch weggelassen. Weiterhin verwenden wir die Kurzschreibweise u,; := g—;.

Fiir u € C*(Q) ist der rangentiale Gradient von u auf M gerade die Projektion des euklidi-
schen Gradienten auf die Flache (s. z. B. [64]), d. h. es ist

Vmu = P[p|Vu = (u,; —ninju,; ); =: (O;u);.

In der gleichen Art und Weise ist dann die tangentiale Divergenz eines Vektorfeldes v €
C(Q, ]Rd) gerade die Summe der tangentialen partiellen Ableitungen von v, d. h.

d d
divpv = Zini = Z(U” — nin;v;,; ) =dive — (Dun) - n.

=1 =1

So wie der euklidische Laplace-Operator die Divergenz des Gradienten ist, so wird analog der
Laplace-Beltrami-Operator als tangentiale Divergenz von tangentialen Gradienten definiert:

d
Apu = divy (Vpu) = ZQzQzU
i=1

Satz 2.1. Der implizite Laplace-Beltrami-Operator A nu, der auf allen Isoflichen M. simultan
operiert, besitzt folgende Darstellungsformel:

L.
Apu = WdWOIVaﬁHP[eﬁ]W) (26)

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir kurz eine wichtige Formel angeben, die es uns
erlaubt, Integrale iiber Level-Sets zu einem Integral iiber das Definitionsgebiet {2 zusammenzu-
fassen.

Satz 2.2 (Ko-Flachen-Formel). Es sei ¢ : €2 — IR Lipschitz-stetig und f : Q — IR eine
messbare Funktion. Dann gilt

dadc = dx.
/R | piade / FIVé| du

Eine allgemeine Version dieser Formel inklusive Beweis findet sich beispielsweise in [57].
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2.3 Level-Set-Formulierung von Gradientenfliissen

Beweis: [von Satz 2.1] Zum Beweis betrachten wir f := —A ,_u auf einer beliebigen Isofliche
M. mit Randdaten v = u?, v? : 9M, — R auf OM,. Dann lautet die zugehorige schwache
Formulierung

Vmu -V da = fda VY € C5F (M),
Me Me

u = u’ auf OM,.

Um dieses Problem auf allen Level-Sets simultan zu behandeln, integrieren wir diese schwache
Formulierung iiber alle Level-Sets und erhalten mit der Ko-Flachen-Formel (Satz 2.2)

0 = /IR/[d):C]VMCU'VMCQ/J—fZDdCLdC
_ /Q (P8I - POV — f0) Vo]l da
- / (~div([[ V6| P[6]Vu) — F[ Vo) ¢ da,

fiir alle ) € C§°(M). Daraus folgt mit dem Fundamental-Lemma (s. beispielsweise [4])

1

—WdiV(HVWPW]VU) = f=—-Apmu.

2.3 Level-Set-Formulierung von Gradientenfliissen

Wir wollen uns nun dem Gradientenfluss und seiner Level-Set-Formulierung zuwenden. Ni-
heres iiber allgemeine Gradientenfliisse bzw. Level-Set-Methoden findet sich beispielsweise in
[116, 112, 113], Level-Set-Formulierungen des isotropen bzw. anisotropen mittleren Kriim-
mungsflusses sind in [114, 41, 39, 33] gegeben und [91, 11, 50] enthalten Informationen iiber
Level-Set-Formulierungen von Restaurierungsverfahren und iiber den isotropen Willmore-Fluss.

Wir beschreiben zunichst einen allgemeinen kontinuierlichen Gradientenfluss und speziali-
sieren uns dann auf die Evolution einer Niveaufliche. Mittels Ko-Flichen-Formel und Level-
Set-Gleichung ist es moglich, diese Evolution dann simultan auf allen Niveaufldchen zu be-
schreiben. Als Beispiele leiten wir die in dieser Arbeit bendtigten Evolutionsgleichungen zum
mittleren Kriimmungsfluss und zum Willmore-Fluss her. Da diese singuldr sind, beschreiben
wir in Abschnitt 2.4 noch die Regularisierung durch die Evolution von skalierten Graphen und
deren Anwendung auf den mittleren Kriimmungsfluss sowie den Willmore-Fluss.

2.3.1 Allgemeine kontinuierliche Formulierung eines Gradientenflusses

Gegeben sei eine Energie £ : V — R, = — FE[z], wobei (V, g) eine Riemannsche Mannigfal-
tigkeit mit Metrik g sei. Der Gradient von F ist definiert als Darstellung des Differentials £’ in
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2 Gradientenfliisse auf impliziten Fldchen

einer gegebenen Metrik g auf dem Tangentialraum von V:
g(grad Elz],y) = (E'[z],y) VyeV (27)

Wir betrachten nun den Gradientenfluss zu einem initialen Element 2y € V in der Energieland-
schaft von F mit der Metrik g. Dieser erzeugt eine Familie z(¢) € V), die den Gleichungen

Oyr = —grad Elx],
z(0) = xg
geniigt. Setzen wir dies in Gleichung (27) ein, so erhalten wir folgendes Problem:

Problem 2.3. Gesucht ist eine Familie von Elementen x(t) € V, so dass

90z, y) = —(E'[z],y) Yy eV,
z(0) = .

2.3.2 Level-Set-Formulierung von Energie und Metrik

Wir wollen in diesem Abschnitt eine Formulierung fiir einen Gradientenfluss herleiten, der auf
allen Niveaufldchen simultan arbeitet. Ist die Normalengeschwindigkeit einer Fldche unter dem
Fluss bekannt, kann dies recht einfach iiber die Level-Set-Gleichung (Gleichung (31), s.u.) ge-
schehen, wir werden dies im néchsten Abschnitt am Beispiel des mittleren Kriimmungsflusses
sehen. Alternativ konnen wir auch die Energie und die Metrik, die ja zunéchst nur fiir den Fall
einer Niveaufldche definiert sind, passend auf der Level-Set-Funktion und auf dem Tangenti-
alraum von £ formulieren. Hierzu wollen wir nun zunéchst auf die Evolution einer einzelnen
Fliche (einer Niveaumenge) eingehen.

Evolutionen einzelner Flachen. Es sei M° C R? eine Ausgangsfliche und

M| = /Mfda,

eine Energie auf Flichen, wobei f : R? — IR eine geeignete Dichte sei. Die Minimie-
rung dieser Energie mittels Gradientenfluss impliziert eine Flachenevolution, die eine Familie
M(t),t >0, M(0) = MO von Flidchen erzeugt. Fiir einen Punkt x € M(t) ldsst sich diese
Evolution beschreiben durch

Oz (t) = v(t, z(t))n(t, z(t)), (28)

wobei n(t, z(t)) die Normale auf M () im Punkt 2(¢) und v(t, z(t)) die zugehorige Normalen-
geschwindigkeit ist. Da sich jegliche Tangentialgeschwindigkeiten durch Umparametrisierun-
gen eliminieren lassen, geniigt es, sich hier auf Normalengeschwindigkeiten zu beschrinken. Ist
nun eine Metrik gp4(, -) auf Normalvariationen gegeben und ist = eine Parametrisierung von
M, so ldsst sich damit ein Gradientenfluss auf einzelnen Flichen durch

Oyx = —grad e[ M(t)] (29)

formulieren.
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2.3 Level-Set-Formulierung von Gradientenfliissen

Schnitt entlang dieser

/Gm

Abbildung 8: Links: Die zeitliche Evolution einer Niveaufliche M. in einem 2D-Bild. Rechts:
Schnitt durch die Level-Set-Funktion entlang der zur Normalen n parallelen Geraden. Die Evo-
lution ldsst sich als Variation der Hohe der Level-Set-Funktion auffassen oder als Variation
entlang der Niveauflichen-Normalen n.

Simultane Evolution aller Niveauflachen. Nun wollen wir die simultane Evolution aller
Niveaumengen M..[¢| beschreiben, d. h. wir suchen eine Formulierung der Art

Op(t,x) = —grad, E[¢]. (30)

Es ist also notwendig, die auf allen Level-Sets operierende Energie E|[¢] sowie die auf T,L
operierende Metrik g, herzuleiten. Die wichtigsten Werkzeuge hierzu sind die schon bekannte
Ko-Fliachen-Formel sowie die Level-Set-Gleichung, die wir jetzt kurz herleiten wollen.

Die Level-Set-Gleichung. Wird die Evolution einer Niveaufliche M. wie oben beschrie-
ben durch 9,z = vn beschrieben, so gilt fiir die Level-Set-Funktion ¢(¢, x(t)), die die Evolution
aller Niveaumengen beschreibt, gerade ¢(t, z(t)) = c. Ableiten bzgl. ¢ impliziert dann

(L, x(t)) + Vo(t, 2(t)) - Qu(t) = 0

Vo(t, x(t))

= Op(t,x(t)) + Vo(t,xz(t)) - vm =
= 0p(t,z(t)) +[[Vo(t, z(1))[lv =0, 31)

wobei Gleichung (31) als Level-Set-Gleichung bekannt ist. Der Ausdruck s := 0;¢ ist ein Ele-
ment des Tangentialraums 7, L. Gleichzeitig gibt s aber auch die Hohenvariation der Level-
Set-Funktion an, wihrend v die Variation in Normalenrichtung ist (s. Abbildung 8). Die Level-
Set-Gleichung erlaubt es uns, die Hohenvariation als eine mit ||V ¢|| gewichtete Variation in
Normalenrichtung zu interpretieren, d. h.

S

s=—||Vo|lv, bzw. v=—c—.
Vol

(32)
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2 Gradientenfliisse auf impliziten Fldchen

Dies ist wichtig, da die Metrik des Level-Set-Gradientenflusses auf 0,¢, d.h. auf Hohenva-
riationen arbeitet, wihrend die Metrik des Gradientenflusses auf einzelnen Niveaumengen auf
Normalengeschwindigkeiten operiert. Die Level-Set-Gleichung liefert uns somit die benétigte
Verbindung dieser beiden Variationen.

Kommen wir nun zur Formulierung der Energie fiir die Level-Set-Funktion. Diese erhalten
wir, indem wir die Energien der einzelnen Niveauflichen iiber alle Level-Sets integrieren und
mit der Ko-Flichen-Formel aggregieren:

E[qﬁ]:/]Re[MC] dc:/R y fdadc Sa‘é”/ﬂnwufdx (33)

Der Faktor || V¢| kompensiert dabei unterschiedliche Dichten der Level-Set-Funktion.

Wir erhalten auch die Metrik g, die in einem Punkt ¢ auf dem Tangentialraum von L ope-
riert, indem wir sie auf die Metrik gz, die in einem Punkt M, auf dem Tangentialraum von
L operiert, zuriickfithren und erneut mit der Ko-Flichen-Formel aggregieren. Da wir oben die
Argumente von g7 als Normalengeschwindigkeiten aufgefasst haben, verwenden wir die Level-
Set-Gleichung, um Hohenvariationen als Normalengeschwindigkeiten auszudriicken. Hierzu
seien s1, sy zwei Hohenvariationen und v, v, die zugehorigen Normalengeschwindigkeiten,
dann gilt

gr(s1, 82) = /RgMC(m,m)dC /QMC(HV(M ||V82¢||>
Satz2.2 Vol d
/ 9M¢(||v¢|| ||v¢||)” Hlde,

wobei ju, die Dichte der Metrik g ist, d. h. gaq(v1,v2) = [, Gm(v1, v2) () dz. Daraus ergibt
sich fiir ¢ € L der Gradientenfluss

Or¢ = —grad, E[¢] i gc(0i0,) = —(E'[¢],1))

e v\, d
o [ (nwn’ ||v¢||> dr = Geblo e

wobei ¢ € T,L ist. Fiir die L*-Metrik ga(v1,v2) = [ ‘v V102 da bekommen wir also letztend-
lich folgende Metrik auf T}, L:

)l

e=0

S1

o [Vl HWH

5152

o [Vl

Vol dx (34)

9L2(31, 82) =

Als Beispiele wollen wir nun den isotropen mittleren Kriimmungsfluss und den isotropen
Willmore-Fluss herleiten.
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2.3 Level-Set-Formulierung von Gradientenfliissen

2.3.3 Isotroper mittlerer Krimmungsfluss

Der mittlere Kriimmungsfluss (MKF) ist Grundlage vieler Glittungsverfahren. Jeder Punkt der
evolvierenden Flidche bewegt sich in Richtung der Normalen mit der negativen mittleren Kriim-
mung als Geschwindigkeit. Dies bewirkt, dass sich stark gekriimmte Bereiche (z. B. Rauschen)
besonders schnell bewegen und somit schon nach kurzer Zeit verschwinden.

Die Energie der einzelnen Isofldchen ist gerade deren Flidcheninhalt, d. h. es ist f = 1 und
damit ey :[M] = f M da. Daraus ergibt sich nach Gleichung (33) unmittelbar die Energie fiir
die Level-Set-Funktion

/ V6] da.

Die erste Variation dieser Energie ist

L [Yo-VY
e=0 Q ||v¢||

Der mittlere Kriimmungsfluss ist als Gradientenfluss bzgl. der L2-Metrik definiert, und ergibt
sich damit als

Euxe[® + €9]

:/Q||ng+€V19H dz, Y€ CP(Q).

de

O Vo
9+ -Viddx =0,
o Vel [Vl
woraus sich fiir glatte ¢ mit V¢ # 0 nach dem Fundamental-Lemma die starke Formulierung
Vo
00~ [Vellav (5 ) =0 65)
t IVl

ergibt. Da beim mittleren Kriimmungsfluss die Normalengeschwindigkeit bekannt ist (die ne-
gative mittlere Kriimmung), kann man diese Gleichung auch direkt erhalten, indem man v =

—h = —div ( ~ ¢”> (vgl. Gleichung (25)) in die Level-Set-Gleichung (31) einsetzt.

2.3.4 Isotroper Willmore-Fluss

Der isotrope Willmore-Fluss minimiert das Quadrat der mittleren Kriimmung einer Fldche. Dies
fiihrt auf eine Evolutionsgleichung vierter Ordnung, was die Festlegung von Dirichlet- als auch
von Neumann-Randwerten ermoglicht. Weiterhin ist der Fluss glidttend, was ihn zu einem méch-
tigen Werkzeug bei der Flichenrestaurierung macht (wofiir wir ihn spéter im anisotropen Fall
auch einsetzen werden). Ist ein Teilstiick einer Flache defekt, so konnen wir mit dem Willmore-
Fluss ein neues Flachenstiick generieren und durch oben genannte Randbedingungen in Nor-
malenrichtung einen C''-Ubergang am Rand erhalten.

In der schwachen Formulierung ist der Fluss jedoch immer noch von zweiter Ordnung, was
eine Diskretisierung mit multilinearen Finiten Elementen zunéchst nicht moglich macht. Wir
folgen hier dem Ansatz von Rusu [128], der die Kriimmungskonzentration w = —||Vé|/h
substituiert und daraus dann ein gekoppeltes System zweier schwacher Formulierungen erster
Ordnung erhilt. Dieses ldsst sich dann mit multilinearen Finiten Elementen diskretisieren, auf
Details dessen gehen wir aber erst in Kapitel 5 ein.
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2 Gradientenfliisse auf impliziten Fldchen

Der Willmore-Fluss ist wie der mittlere Kriimmungsfluss ein Gradientenfluss in der L?-
Metrik. Die zu minimierende Energie ist wie oben erwihnt ey:[M] = % 1) M h* da, wobei h
die mittlere Kriimmung ist. Mit der Level-Set-Formulierung der mittleren Kriimmung (25) und
wieder Gleichung (33) ergibt sich damit die Level-Set-Formulierung der Energie

Bl = [ 1vl [ai (%)] ds

Zur Bestimmung der Variation dieser Energie betrachten wir zunéchst die Variation der Norma-
len:

Cjptes] = L YotVW ) VO Vo Vo VY
=0 de ||V +eVI| | _, IIV¢I| Vo[ (Ve
1
= — (I-n®n)Vd= —PVfﬁ v e CF° (2
ol V= 5a )
Damit berechnen wir nun die Variation der Energie:
d
%EWF[d)—l—eﬁ] = /—|’V¢+€V?9H‘ —h2 —||V<Z5H [dlvn[gﬁ—i—eﬁ]} dx
e=0 e=0
V- Vi ) 1
= h?———— + [|V¢l|/hdiv <—PV19> dx
Lo e Ivelhay (o
V- Vi PVY
= | SR v/ Vo|h| -
L2 e~ lveln] g

Dies ist eine geeignete Formulierung, um nun die Kriimmungskonzentration als zweite Varia-
ble w := —||V¢|lh zu definieren. Damit treten dann in der Variation sowohl von ¢ als auch
von w nur Ableitungen erster Ordnung auf, was eine Diskretisierung mit multilinearen Finiten
Elementen ermoglicht. Wir erhalten

d WF

1 w?
= V¢ -Vii+ ——PVw - Vidr.
=0 /2HV¢H3 ||V¢||

Eine schwache Formulierung fiir den Willmore-Fluss ist damit die Folgende:

Problem 2.4 (Isotroper Willmore-Fluss). Gesucht ist eine Funktion ¢ € H%*(Q) mit ¢(0) = ¢
und eine zugehorige Kriimmungskonzentration w € H'*(Q), so dass

atgb /1 U)2
— Ydx = —Vo -V9+ ——PV Vid 36
o Tval” ™ AN ||v¢|| et 50
UN/J Vo
= -Vud 37
QTVel ™ = Sy Tve VY G7

fiir alle 9,4 € C§°(Q) gilt.
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2.4 Regularisierung durch Evolution von skalierten Graphen

2.3.5 Definition der anisotropen mittleren Krimmung

Betrachtet man die Definition des Gradienten des Flichenfunktionals in der L2-Metrik

. Vo
=— [ div(—— ) 9d
/QW(M) !

d
grz(grad . EM[¢],9) = (F'[¢],0) = &EMKFW + ev]

= —/hﬂda:,
Q

so sieht man, dass die mittlere Kriimmung genau der negative L?-Gradient dieses Funktionals
ist. Wir hitten dies auch als Definition von i verwenden konnen.

Nach diesem Schema wollen wir nun die anisotrope mittlere Kriimmung als L?-Gradient des
anisotropen Fldchenfunktionals, d. h. des Wulff-Funktionals (vgl. Gleichung (15)), definieren.
Die anisotrope mittlere Kriimmung ist sowohl fiir den anisotropen mittleren Kriimmungsfluss
(dort ist sie die Normalengeschwindigkeit) als auch fiir den anisotropen Willmore-Fluss (dort
tritt sie im Integrand auf) wichtig.

Zur Herleitung erhalten wir zunédchst wieder nach Gleichung (33) fiir eine gegebene Aniso-
tropie 7 : RY — ]Rar, vyel 1(Q) das Wulff-Funktional in der Level-Set-Formulierung

Vo
Bio= [ 7 () I9ellde = [ 2(¥0) da 38)
o \lIVel 9
Hier haben wir neben der Definition der Normalen n = % auch die 1-Homogenitit von

v verwendet. Nun berechnen wir fiir Testfunktionen ¥ € Cg°(€2) den L?-Gradienten dieses
Funktionals:
d

gr2(grad . E,[¢], V) = £E7[¢+619]

d

= %/ﬂw(qu%—eVz?) dx

e=0

_ /%(ng)-Vﬁdx: —/div (1. (V) ¥ dz
Q Q

e=0

Wir identifizieren die anisotrope mittlere Kriimmung h., als negativen L?-Gradienten des Wulff-
Funktionals und erhalten damit den Ausdruck

hy = div (1.(V9)). (39)

2.4 Regularisierung durch Evolution von skalierten Graphen

Bei der Modellierung von Bildverarbeitungsverfahren benétigt man im Allgemeinen zwei ver-
schiedene Arten von Regularisierungen. Zum einen sind auftretende Probleme oft schlecht ge-
stellt, d. h. sie sind entweder nicht eindeutig oder lassen Losungen zu, die nicht regulir ge-
nug sind. Hier kann in der Energie ein Regularisierungsterm hinzugefiigt werden, der hohere
Regularitdt der Losung erzwingt. Alternativ bzw. zusétzlich konnen wir die Suchrichtung des
Gradientenabstiegverfahrens regularisieren, d. h. wir betrachten Gradientenfliisse in einer regu-
larisierenden Metrik. Dies geschieht z. B. in Kapitel 3 bei der Minimierung der ROF-Energie.
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2 Gradientenfliisse auf impliziten Fldchen

Anstelle einer einfachen L2-Metrik verwenden wir eine gewichtete H'-2-Metrik, was praktisch
der Faltung der Suchrichtung mit einem Gaul3-Kern entspricht. Anschaulich gesehen vergro-
Bern wir damit in der Energielandschaft den Abstand von regulidren Punkten zu nicht-reguliren
Losungen, was diese unattraktiv macht, wenn wir mit reguldren Daten starten.

Eine andere Art der Regularisierung ist erforderlich, wenn die resultierende Differentialglei-
chung singuldr ist, was beim mittleren Kriimmungsfluss und beim Willmore-Fluss der Fall ist.
Wir konnen dort nicht ausschlieBen, dass in den oben hergeleiteten Gleichungen (35) und (36)
sowie (37) der Term V¢ = 0 ist, womit die Gleichungen nicht definiert wiren. Wir benotigen
hier eine Regularisierung, die die singuldren Gleichungen durch nicht-singulédre approximiert.
Dies erreichen wir iiber die Evolution skalierter Graphen iiber dem Gebiet (2. Diese Metho-
de wurde von Evans und Spruck in [58] eingefiihrt und soll in diesem Abschnitt erldutert und
auf den mittleren Kriimmungsfluss und den Willmore-Fluss angewendet werden. Diese Art der
Regularisierung fiihrt auf den Begriff der Viskosititslosungen, die mit kleiner werdendem Re-
gularisierungsparameter gegen die exakte Losung konvergieren.

Wir betrachten die mit % skalierte Graphenflidche von ¢ iiber €2

G ={(z,e'¢(z)) |z €Q}.

Dann (vgl. Bemerkung 2.5) ist die, in 2D in positive z-Richtung zeigende, Normale auf dieser
Flache gegeben durch

€ (_v¢7 G)T _ (_v¢7 €>T7 (40)

n = =
1=V, ol [IVel.
wobei ||Vl := /||V||? + €2 eine Regularisierung der euklidischen Norm ist.

Bemerkung 2.5. Zur Veranschaulichung, dass dies in 2D die Normale an G¢ ist, betrachte man
eine Parametrisierung des Graphen, h : Q@ — R*, h(z,y) = (2,y, e *¢(x,y)). Damit wird der
Tangentialraum aufgespannt durch h,, = (1,0,¢ ¢, ), h,, = (0,1,e ¢, ), und ein Vielfaches
der Normalen ergibt sich durch das Kreuzprodukt

1 0
1/ —
cn® = h,y xh,, = 0 X 1 :—( Ev¢),c€R.
€
b thu

Betrachten wir nun die Evolution solcher skalierter Graphen anstelle der der Level-Set-
Funktion, so kann die Normale durch die stets positive zusitzliche Komponente nie 0 sein. Als
regularisierte Energie und Metrik wihlen wir dann auch die dem skalierten Graphen zugehorige
Energie und Metrik. Diese wollen wir im nidchsten Abschnitt herleiten.

2.4.1 Regularisierte Energie und Metrik

Wir beschriinken uns in dieser Herleitung auf die L?-Metrik, da wir nur diese fiir den mitt-
leren Kriimmungsfluss und den Willmore-Fluss bendtigen. Sind v{, v5 Geschwindigkeiten in
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2.4 Regularisierung durch Evolution von skalierten Graphen

Abbildung 9: Links: Querschnitt durch eine Graphenfiliche mit Normalen n® und n, die den
Winkel o einschlieflen. Rechts sind der Graph Gf zur Zeit t = 0 und G zur Zeitt = 7 < 1
abgebildet. Infinitesimal gesehen ist G lokal parallel zu G, d. h. es ist v = —v cos o

Richtungen der Normalen auf dem Graphen, so ist die zugehorige L?-Metrik definiert durch

‘7 2
o)) = [ vinsda= [+ SR = [ s TR as
1
= v103[| Vol de.
€Ja

Um noch den Faktor aus dem Flidchenelement auszugleichen, definieren wir

95,6(81, 52) ‘= €gge (va“§)7

wobei eine Geschwindigkeit v in Richtung der Graphen-Normalen eindeutig zu einer Hohen-
variationsgeschwindigkeit s und einer Geschwindigkeit v in Richtung der Level-Set-Normalen

korrespondiert. Um s aus v¢ zu bestimmen, berechnen wir zunédchst v. Dazu betrachten wir (s.
Abbildung 9 links )

cosa = cos<L(—n,n)|n[l[[n]] = —n-n = (_vgﬂ’ve);”eﬁgzngb’ =

Ivel? Vel
[VolIval ~ 1Vl

Damit ergibt sich (vgl. Abbildung 9 rechts)

v = weosa— Vel
IVl
Die regularisierte L?-Metrik ist damit
€ IVa|? s1 s |[Vel?
Jr.e(s1,52) = —/UEUE ng)edx:/vv Vol dx dz
o) = ¢ f il Voledr = fuengepl Voledr = | TeaTvanval.
5152
= dr, (41)
o [IVo.
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2 Gradientenfliisse auf impliziten Fldchen

d. h. die Regularisierung ersetzt in der L?-Metrik faktisch nur |V || durch ||V

Auch die regularisierte Energie definieren wir jetzt auf der Graphenfliche und kompensieren
wieder den Faktor % des Flichenelements, d. h. wir setzen

E¢] = eE[G[g]].

Wir wollen noch kurz die regularisierten Versionen des mittleren Kriimmungsflusses und des
Willmore-Flusses herleiten und dabei auch die entsprechenden Energien bestimmen.

2.4.2 Regularisierter isotroper mittlerer Krimmungsfluss

Hier misst die Energie die Fliche des mit e skalierten Graphen, also

1
pfgl = [ da=c [ LVolldo = [ Vol ds

Die erste Variation dieser Energie ist dann

VY
_ (Yo

d
_EMKFE ¢+€19 o =
oFedll = )TV

de

was in den regularisierten Gradientenfluss

Oy [ V¢-V¥ (_ . ( Vo ) )
" Ydr= | ~————d = —div [ —— ) 9 da.
o Vel 7 Jo Vel ™ Y\vel ) T

resultiert. Wir definieren schlieBlich noch die regularisierte mittlere Kriimmung h, := div (%)

als den negativen L?-Gradienten des regularisierten Flichenfunktionals.
2.4.3 Regularisierter isotroper Willmore-Fluss

Hier ist die Energie das mit e skalierte Integral {iber das Quadrat der regularisierten mittleren
Kriimmung, d. h.

wi g L | . Vo \]°
Bl =5 [ (h)do = / [dw(uv ¢”6)} V6]l d.

Die regularisierte Formulierung des Willmore-Flusses ergibt sich dann analog zum nicht-regu-
larisierten Fall durch folgende schwache Formulierung:

Problem 2.6 (Regularisierter isotroper Willmore-Fluss).
Gesucht ist eine Familie ((t), w(t));>0 € HY*(Q) x HY?(Q) mit $(0) = ¢ und

8t¢ / 1 w2 1
vder = — | = V¢ -Vi+ PNVw-Vidx, 42)
o IVl Q2|IVel? Ve
w1 Vo
ddx = -V dr, 43)
o IVl o IVl
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2.4 Regularisierung durch Evolution von skalierten Graphen

fiir alle ¥, € C3°(Q). Hierbei ist P. = P.¢| =1 —
Projektion mehr, da H HV¢H H # 1 ist.

HV¢He ® HWSHE Dies ist nun jedoch keine

2.4.4 Definition der regularisierten anisotropen mittleren Krimmung

Wir wollen abschlieend noch die regularisierte anisotrope mittlere Kriimmung definieren, da
diese in den eigentlichen Implementierungen des anisotropen mittleren Kriimmungsflusses und
anisotropen Willmore-Flusses verwendet wird. Dies geschieht analog zum nicht-regularisierten
Fall als negativer L2-Gradient des Flichenfunktionals, diesmal allerdings des regularisierten
anisotropen Fldachenfunktionals auf dem skalierten Graphen. Man beachte noch, dass wir nun
eine Anisotropie 7 : R? x Rt — IR benétigen, die die (d + 1)-dimensionalen Normalen des
Graphen gewichtet. Zunéchst ergibt sich die Energie des regularisierten anisotropen mittleren
Kriimmungsflusses durch

—Vo, TN 1
EY[g] = e/e 3(n€) da = e/Qa (ﬁ) -IVél.dz.

Damit folgt:

d
=— — [ (Vo + 6V, —¢) dx
o s /o

— [ 3(Vo-9 Vi
Q

d
gLQ(h'y V) = ddE:[iF[qﬁ—l—(Sﬂ]

6=0

_ /Q div (3. (V, —e)) 0 dz

Wir erhalten also als Definition der regularisierten anisotropen mittleren Kriimmung den Aus-
druck

h’y,e = div (&Z(V(b? _E)) : (44)

Bemerkung 2.7. Wir haben hier anstelle der auf dem Graphen nach oben zeigenden Normalen
”(( Vv‘z:; i die nach unten zeigende Normale % verwendet, um zusdtzliche Vorzeichen-
komplikationen in der Berechnung der Variation zu vermeiden. Dies werden wir spdter beim

anisotropen Willmore-Fluss (vgl. Kapitel 5) genauso handhaben.

Bemerkung 2.8. Wir halten uns hier an die in der Literatur hdufig verwendete Bezeichnung z
fiir das Argument der Anisotropie. Dementsprechend bezeichnet 7, in dieser Arbeit immer den

NT
Vektor der partiellen Ableitungen bzgl. der Ortskomponenten in <), d. h. 7, = (g—;, g—;) , und

hat somit nichts mit der Ableitung bzgl. der Koordinate z zu tun.

Mit der anisotropen mittleren Kriimmung ist es nun mdglich, den anisotropen mittleren
Kriimmungsfluss und den anisotropen Willmore-Fluss herzuleiten. Dies wird in den Kapiteln 4
und 5 geschehen, wo diese Verfahren benotigt werden.
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3 Simultanes Glétten und Klassifizieren

S

Simultane Gldttung und Klassifikation: Ausgangsbild, anisotroper Cartoon, Orientierungen.

3 Cartoon-Extraktion durch simultanes Klassifizieren
und anisotropes Glatten und Restaurieren

3.1 Einleitung

Ein klassisches Problem der Bildverarbeitung ist die Zerlegung eines Bildes ug in einen soge-
nannten Cartoon u und eine evtl. verrauschte Textur v = ug — u. Der Cartoon enthilt hierbei
alle Objekte aus u, in geglitteter Form, d. h. u enthélt geometrische Objekte mit Konturen end-
licher Linge, jedoch ohne Textur und Rauschen. Ein schon klassischer Ansatz dieses vielfach
studierten Problems (s. [63, 70, 137]) ist das Rudin-Osher-Fatemi-Modell [127] und Varianten
dieser Methode [71, 24, 156]. Diese Verfahren eignen sich zwar sehr gut dafiir, scharfe Kan-
ten in Bildern zu restaurieren, an Ecken aber, die von zwei Kanten gebildet werden, fithren sie
zu signifikanten Rundungsartefakten. Insbesondere bei Bildern, die aus rechteckigen Struktu-
ren bestehen, fithren diese Artefakte zu einer verfalschten Cartoon-Darstellung und behindern
beispielsweise die Identifizierung von Strukturen.

Diese Abrundungen liegen in der isotropen Glittung der Strukturen begriindet: Ein Sprung
von einer Normalenrichtung zu einer anderen ist teuer, ein glatter Ubergang dagegen giinstig.
Abhilfe schafft hier eine anisotrope Gewichtung der Normalen, die dazu fiihrt, dass spezifiziert
ausgerichtete Kanten bevorzugt ausgebildet werden. Der oben erwihnte Abrundungseffekt wird
dadurch vermieden. Anisotrope kantenerhaltende Glittungen auf parametrischen Fldchen wur-
den in [32] betrachtet. Hier wurden auch schon lokal variierende Anisotropien verwendet. Eine
anisotrope Variante des ROF-Verfahren, welche wir in diesem Kapitel weiterentwickeln wollen,
wurde von Esedoglu und Osher [56] erarbeitet. Das hier vorgestellte Verfahren beruht auf einer
Zusammenarbeit mit Benjamin Berkels, Marc Droske (Universitit Bonn) und Martin Burger
(Universitit Miinster) [13].

Als Beispielproblem fiir Bilder, die aus hauptsédchlich rechteckigen Strukturen bestehen, be-
trachten wir Luftaufnahmen von Stadtgebieten. Das hier vorgeschlagene Verfahren ist aber fiir
jegliche Art von Bildern mit dhnlicher Morphologie geeignet. Wir formulieren folgende Pro-
blemstellung:
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3.2 Das ROF-Modell

Gegeben ist ein moglicherweise verrauschtes und lokal zerstortes Bild, welches hauptséch-
lich rechtwinklige Strukturen enthélt. Die Orientierungen dieser Strukturen konnen weiterhin
im Raum variieren. Das Ziel ist es nun, eine Cartoon-Darstellung des Bildes zu extrahieren,
dabei Kanten und Ecken zu erhalten und zu restaurieren. Somit kann unser Verfahren auch
als Restaurierungsmethode angesehen werden. Neben dem restaurierten Cartoon erhalten wir
zusitzlich noch die Orientierungen der rechtwinkligen Strukturen.

Wir wollen kurz den Stand der Entwicklung wiedergeben. Es existiert eine Vielfalt von
Ansitzen um Bilder merkmalerhaltend zu glitten. Hier seien beispielsweise nichtlineare Dif-
fusionsmethoden (s. [152], angewendet in Abbildung 15) und das klassische Rudin-Osher-
Fatemi-Modell (ROF-Modell, s. [127]) erwédhnt. Das ROF-Modell ist Basis einer ganzen Reihe
von Bild-Dekompositions-Modellen, die das Eingangssignal in einen Cartoon-Teil « und einen
Textur-Teil v inklusive eventuellem Rauschen (vgl. beispielsweise [9, 10]) zerlegen. Y. Meyer
schlug vor, Texturen zur Separation vom Rauschen als Funktionen mit beschrinkter | - ||..-Norm
zu charakterisieren [95], wobei || - ||. die duale Norm der BV -Norm ist. Ein wesentlicher Be-
standteil der Erforschung von solchen Dekompositionsproblemen wurde daraufgehend die Un-
tersuchung von qualitativen Eigenschaften verschiedener Normen, in denen der Fidelity-Term
u — uy gemessen wird.

Weiterhin wurden vielen Methoden entwickelt, um obige Dekompositionsprobleme durch
verwandte Probleme zu approximieren, die von der bendtigten Rechenleistung her effizienter
sind und qualitativ dhnliche Resultate liefern (vgl. [115, 63]). Kiirzlich erst haben Dekomposi-
tionsmodelle basierend auf einem L!-Fidelity-Term viel Aufmerksamkeit auf sich gezogen, da
sie auch die Textur separat extrahieren konnen, was oft erwiinscht ist (s. [71, 24, 156]).

3.2 Das ROF-Modell

Da unser Verfahren auf dem ROF-Modell basiert, wollen wir zunéchst einige Eigenschaften
dieses Modells wiedergeben. Es besteht aus der Minimierung

. A
u:argmm{]u\gv—i—EHUO—UH%Q}, (45)
u€BV ()

wobei 2 C R? ein zusammenhingendes Gebiet und A\ > 0 ein Skalierungsparameter ist, der
festlegt, ab welchem Durchmesser Partikel (insbesondere Rauschpartikel) verschwinden. Der
Term
lu|py = sup / u(z) divp(x) dx,
[el<1 Q
peC(©)

fir u € L'(Q) ist die BV -Seminorm, die auch unter dem Begriff der totalen Variation von u
bekannt ist. Fiir u € H"!(Q) vereinfacht sich diese zu

ful sy = / IVu(z)] d.
Q
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3 Simultanes Glétten und Klassifizieren

Damit lisst sich der Raum der Funktionen mit beschriankter Variation auf €2 definieren als
BV(Q)={fe L Q) ||flpv <o=}.

In Bildverarbeitungsverfahren ist die Verwendung dieser BV -Halbnorm essentiell, da sie dazu
fithrt, dass Kanten in Bildern erhalten bleiben [127, 156, 126, 14]. Dies wére nicht der Fall,
falls |u|py durch eine Norm der Art [, || Vu||? fiir ein p > 1 ersetzt werden wiirde [111]. Dann
wire die Ableitung dieser Norm ein nicht-degenerierter elliptischer Operator zweiter Ordnung,
wodurch die Euler-Lagrange-Gleichung einen glittenden Effekt auf die Losung hitte. Die totale
Variation dagegen ist degeneriert und wirkt sich nur auf die Isolinien des Bildes aus.

Anschaulich gesehen misst die BV -Seminorm die Hohe von Spriingen im Bild. Ein Mini-
mieren dieses Energie-Terms fiihrt somit zu einem nicht unerheblichen Kontrastverlust, wenn
|u| gy stark gewichtet wird. Diesen Kontrastverlust hat Meyer in [96], S. 36, fiir die unver-
rauschte Indikatorfunktion einer Scheibe sogar exakt analysiert: Ist ug(x,y) = ax,(z,y), wo-
bei x,(z,y) = 1ist fir \/22 4+ 3% < 7, x,(z,y) = 0 sonst, so ergibt sich firr ar > % die
ROF-Zerlegung 4y = u + v durch

1 1
u=|a——|x, UV=-—7Xr
A1 X )\TX

Der Kontrastverlust ist also umgekehrt proportional zum Radius der Scheibe und zum Parameter
A. Somit ist die Gewichtung der BV -Seminorm proportional zum Kontrastverlust.

Ist der Radius der Scheibe zu klein oder der Kontrast oo zu schwach, so wird die Scheibe vom
ROF-Verfahren als Rauschen interpretiert und verschwindet, d. h. wir erhalten fiir ar < % die
Zerlegung u = 0 und v = wuy.

Um diesen Kontrastverlust nun auszugleichen, werden wir, wie in Abschnitt 3.3.1 beschrie-
ben, sogenannte Bregman-Iterationen verwenden.

Wie oben schon erwihnt, fiihrt die isotrope Glidttung zu einem Abrunden der Kanten. Ist
|Vug|| = 1, so entspricht die Minimierung der ROF-Energie genau einem Zeitschritt des mitt-
leren Kriimmungsflusses mit Zeitschrittweite 7 = %, was diesen Abrundungseffekt erklart. Fiir
|Vug|| # 1 stimmt dieser Zusammenhang nicht mehr, da sich dann die Metrik des Flusses
dndert.

Um nun diesen Abrundungseffekt zu vermeiden, wollen wir, dhnlich wie bei dem mittleren
Kriimmungsfluss, eine anisotrope Variante des ROF-Verfahrens verwenden. Diese ist gegeben
durch

E,[u] ::/v(Vu) d:c—l—/ %(uo —u)? dz, (46)
0 0

was fiir v(z) = ||z|| wieder dem klassischen ROF-Verfahren entspricht. Die Gewichtungsfunk-
tion y(z) definiert auch hier den anisotropen Flicheninhalt, bzw. bei 2D-Bildern die anisotrope
Lidnge. Um echten Anwendungen gerecht zu werden, wollen wir in dieser Arbeit Anisotropien
betrachten, deren Ausrichtung im Raum variiert. Diese Ausrichtungen sollen klassifiziert und
das Bild simultan kanten- und eckenerhaltend geglittet werden. Durch eine geeignete Regula-
risierung der Orientierungen werden wir dann auch in der Lage sein, zerstorte Kanten und auch
Ecken zu rekonstruieren.
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3.3 Ein Variations-Ansatz

Wir wollen zunéchst noch einmal die Hauptziele unseres Modells definieren. Zum einen wollen
wir das Bild uy = u + v in einen Cartoon-Anteil » und einen Textur-Anteil v zerlegen, wobei
v auch das Rauschen des Bildes enthilt. Wihrend der Glittung bzw. Restaurierung wollen wir
sowohl Kodimension-1-Diskontinuitdten, d.h. Kanten, als auch geometrische Merkmale der
Kodimension 2, d. h. Ecken, méglichst erhalten.

Fiir nicht-texturierte Teile des Bildes kann oft angenommen werden, dass die anisotrope
Struktur rdumlich nicht stark variiert. Basierend auf dieser Annahme ist es unser Ziel, geo-
metrische Merkmale nicht nur zu erhalten, sondern in kleinen Bereichen auch zu restaurieren.
Dies ist in zerstorten Bereichen dann moglich, wenn die Morphologie des Bildes durch Infor-
mationen aus der Nachbarschaft wieder rekonstruiert werden kann.

Wir betrachten daher Gewichtungsfunktionen v aus einem angemessen reduzierten Raum
von zuldssigen Anisotropien, die iiber ihre Position im Bild parametrisiert sind. Diese Parame-
trisierung ist jedoch nicht fix, sondern richtet sich wihrend der Evolution immer wieder an den
geglitteten Strukturen des Bildes aus. Andere Ansitze fiir anisotrope Bild- oder Flichenglit-
tung, wie auch das Glitten der Adern in Kapitel 4, beruhen auf einer einmal a-priori durch-
gefiihrten Klassifikation [34, 103], die verwendet wird, um eine Anisotropie zu spezifizieren.
Der Hauptnachteil dieses Ansatzes liegt darin, dass er auf den ungeglitteten und evtl. zerstorten
Daten beruht, was eine gewisse Ungenauigkeit dieser Schitzung impliziert. Andererseits wire
eine Klassifikation wie in Kapitel 4 einfach zu zeitaufwindig, um in jedem Schritt neu durch-
gefiihrt zu werden. Dies ist hier jedoch nicht der Fall. Wir wollen daher beide Schritte simultan
durchfiihren und betrachten somit einen Ansatz, der sowohl eine Klassifikation, als auch eine
anisotrope Glittung in einem Energiefunktional vereint.

Wie in [56] beschrieben, ldsst sich eine anisotrope Version der BV -Seminorm auf L;, ()
definieren durch

lu| gy, = sup —/udivgda: = sup —/udivgdx7
9€C (BRY) Q geCh (2RA) Q
g(z) n<y(n)VneRd,zeQ Y*(g(x))<1,z€Q

wobei v* die zu ~y duale Funktion ist (vgl. Kapitel 1.1.3). In unserer Problemformulierung wer-
den wir nur Funktionen aus H 1J(Q) betrachten, in diesem Fall vereinfacht sich die Definition
zZu

lu|py, = / v(Vu) dx.
Q
Das Gebiet €2 wird in unserer Anwendung stets das Einheitsquadrat sein.

Um in dem gegebenen Bild ug lokal die passende Anisotropie zu finden, wollen wir letzt-
endlich sowohl ein Variationsproblem {iiber Bilder u, als auch iiber zuldssige Anisotropien 7y
formulieren. Das Differenzieren in einem allgemeinen Raum von Anisotropien ist jedoch nicht
so einfach moglich. Daher wollen wir das Problem nur auf einer begrenzten Menge derer be-
trachten, einer Menge, die insbesondere fiir die Anwendung auf Luftbilder zugeschnitten ist.
Sie soll eine brauchbare Struktur zum Differenzieren bieten, aber gleichzeitig geniigend Frei-
raum fiir typische Konfigurationen von Bildern mit akzentuierten Kanten, wie in Luftbildern,
zur Verfligung stellen.
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3 Simultanes Glétten und Klassifizieren

Abbildung 10: Links: Beispielbild mit eingeblendeten rotierten Wulff-Shapes. Rechts: Die De-
finition von p und q.

Um diese Menge zu spezifizieren, wollen wir zunichst von einer festen bevorzugten Ausrich-
tung der Kanten ausgehen, ndmlich von horizontalen und vertikalen Strukturen. Ein passendes
Wulff-Shape, in denen genau diese Ausrichtungen vorkommen und gleichgiinstig sind, ist ein
Quadrat, welches durch die Anisotropie

0
-z

In Luftaufnahmen von Gebiuden treten zu einem sehr grolen Teil rechtwinklige Strukturen
auf, daher ist es nicht unverniinftig, sich auf solche Strukturen zu beschrianken. Diese konnen
aber sehr unterschiedlich orientiert sein. Um nun auch die Orientierungen der Strukturen zu
beriicksichtigen und herauszufiltern, fithren wir einen weiteren freien Parameter v = «(x) ein,
der den Winkel einer Kante zur z-Achse darstellt. Das Wulff-Shape wird dann lokal um diesen
Winkel « rotiert, damit genau diese Kante in der Anisotropie giinstig ist.

Fiir eine genauere mathematische Darstellung fiithren wir den Vektor p = p(«) ein, der par-
allel zur Grundlinie des Wulff-Shapes ist, und einen dazu orthogonalen Vektor ¢ = ¢(«) (siehe

Abbildung 10):
COS & —sina
pla) = ( sin ) ;o qla) = ( cos ) (47)

. . T cosa  sinao .
Die orthogonale Matrix M(a) = (p(a) q(e)) = | sina cosa stellt gerade die
Rotation eines Punktes um den Winkel —a um den Ursprung dar. Die Menge der zuldssigen

Anisotropien fiir eine gegebene Winkelfunktion « ist also

= [21] + [22] = [I2]h

definiert wird (vgl. Beispiele 1.18).

A= {7 ‘R?2x Q — ]R(T |v(2,2) = [|[M(a(z))z]: } ,

die nun Differentiation bzgl. dem Rotationswinkel « erlaubt. Dies fiihrt uns auf die anisotrope
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Energie

A
E.lu,a] = §/Q|u—u0|2dx+/97(M(oz)Vu)dx
A
_ —/\u—u0|2dx+/ IM()Vul|, de,
2 Ja Q

zundchst fiir u € H'(Q) und o € L*(Q). Der erste Term von E.,, der sogenannte Fidelity-Term
bewirkt, dass sich v im Laufe der Evolution nicht zu sehr vom Ursprungsbild u, entfernt. Der
zweite Term ist die rotierte 1-Norm, die dafiir sorgt, dass die rdumlich orientierten Kanten des
Bildes inklusive ihrer Ecken bevorzugt werden.

Um die rdaumliche Variation des Orientierungsparameters « zu beschrinken, muss noch ein
weiterer Term eingefiihrt werden. Da der Fokus unseres Restaurierungs-Ansatzes auf der Be-
handlung von Ecken liegt, die Kodimension-2-Objekte sind, bendtigen wir mindestens Winkel-
funktionen o € C°(). Eine simple Regularisierung mittels Dirichlet-Energiefunktional reicht
hierfiir nicht aus, da H'? in zwei Dimensionen nicht in C? einbettet. Dagegen bettet allerdings
H?? in C% fiir 0 < a < 1 kompakt und stetig ein. Wir betrachten daher einen Regularisie-
rungsterm zweiter Ordnung, nimlich

1
Ela] = / > (I Val? + lAal?) dr.

Dieser Term beschrinkt die rdumliche Variation des Orientierungsparameters auch stirker als
nur eine Regularisierung erster Ordnung. Die vollstindige zu minimierende Energie ist damit
gegeben durch

Elu,a] = E,[u,a] + E.,[a].

Wir wollen nun noch ein besseres Verstiandnis dafiir bekommen, warum sich der Winkel «
lokal an den Kanten des Bildes ausrichtet. Hierzu werfen wir nun einen genaueren Blick auf
den Integranden des zweiten Terms von £.:

Y(M()Vu) = [[M(a)Vully = [p- Vul + g - Vu

Wenn wir der Einfachheit halber annehmen, dass |Vu|| = 1 ist, dann ist |[p - Vu| = cos 3
gerade die Linge der Projektion von p auf Vu, wobei 3 der Winkel zwischen p und Vu ist
(vgl. Abbildung 11). Vollig analog ist |¢ - Vu| = sin § die Linge der Projektion von ¢ auf
Vu. Somit haben wir || M (a)Vully = |p - Vu| + |¢q - Vu| = cos § + sin 3, was minimal wird,
falls 3 = 0 oder 3 = 7 ist. Dies ist aber nur genau dann der Fall, wenn entweder p oder ¢
orthogonal zu Vu ist. Daher ist es energetisch giinstig, den Winkel o so zu wihlen, dass das
von p und ¢ aufgespannte Koordinatensystem an den im Bild auftretenden Kanten ausgerichtet
ist. An Ecken wird automatisch von einer Ausrichtung an p zu einer Ausrichtung an ¢ oder
umgekehrt gewechselt (vgl. Abbildung 13). In Abbildung 12 wird weiterhin demonstriert, dass
das anisotrope Verfahren im Gegensatz zum isotropen in der Lage ist, Ecken zu restaurieren.
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cos 3 + sin 3

COos &
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Abbildung 11: Der zweite Term von E. nimmt sein Minimum an, wenn p parallel oder ortho-
gonal zu Vu ist.

In gekriimmten Bereichen ist Vu orthogonal zur Tangente der gekriimmten Kante, d. h. hier
richtet der Algorithmus entweder p oder ¢ parallel zur Tangente aus. Andert sich die Tangente
hochstens so schnell, wie es die stark regularisierte Variation von « zuldsst, so werden auch
gekriimmte Bereiche gut geglittet. Sind die Strukturen jedoch zu stark gekriimmt, wird die
Kriimmung in diesen Bereiche im Laufe der Minimierung reduziert und die Kanten sozusagen
»gerade gebogen®.

Bestandteile des Verfahrens
3.3.1 Nachbearbeitung mit Bregman-Ilterationen.

Es ist wichtig, die Koeffizienten der einzelnen Energieterme so zu wihlen, dass der Fidelity-
Term und das anisotrope Langenfunktional fiir unsere Zwecke passend ausbalanciert sind. Um
Ecken und Kanten zu erhalten und zu rekonstruieren, muss das Minimieren der anisotropen
BV -Norm energetisch giinstiger sein, als die Ndhe zum verrauschten Ursprungsbild, welche
sich in einer Verringerung des Fidelity-Terms niederschldgt. Dementsprechend muss der Koet-
fizient vor dem Fidelity-Term sehr klein sein. Da die BV -Norm die Hohe der Kantenspriinge
misst, fithrt jedoch ein groer Koeffizient vor diesem Term zu einem signifikanten Kontrastver-
lust. Um diesen Verlust auszugleichen, fithren wir anstelle einer einzigen Minimierung soge-
nannte Bregman-Iterationen durch (vgl. [111]):

A
(u'tt, o) = argmin { / | M (a)Vul, dz + B / (uo + v — u)? dx + Ewg[a]},
Q Q

(u,a)
= argmin E'[u, a]
(w,a)

I+1

v = ol 4y — Mt

wobeiv? := 0,1 = 0, ... Die Energie E'[u, ] unterscheidet sich fiir [ > 1 von E[u, a] nur durch
den unterschiedlichen Fidelity-Term. Wir addieren hierbei in jeder Iteration den entstandenen

62



3.3 Ein Variations-Ansatz

Initial isotrop anisotrop anisotrop, Bregman

Abbildung 12: Rekonstruktion einer synthetischen Ecke: In der linken Spalte sind die Initial-
bilder zu sehen, von oben nach unten: Eine scharfe Ecke iiber die Rauschen gelegt wurde, die
gleiche Ecke kiinstlich zerstort ohne Rauschen, die zerstorte Ecke mit Rauschen. Das Rauschen
ist im Bereich [—0.3, 0.3] gleich verteilt. Fiir eine klarere Visualisierung des Rauschens wurden
die Bilder reskaliert. In der zweiten Spalte sind die Ergebnisse des isotropen ROF-Verfahrens
zu sehen, hier werden die Ecken stets abgerundet. Beim anisotropen Verfahren (dritte Spalte)
werden dagegen scharfe Ecken erzeugt. Um den Kontrastverlust auszugleichen, wurden in der
vierten Spalte zusdtzlich noch Bregman-Iterationen durchgefiihrt.

Kontrastverlust inklusive Rauschen wieder auf das Ursprungsbild. Bei der nichsten Minimie-
rung wird dieser kiinstlich erhohte Kontrast wieder reduziert, und das Ergebnis hat annidhernd
denselben Kontrast wie das Ausgangsbild. Die Bregman-Iteration konvergiert mit der Zeit je-
doch wieder gegen das verrauschte Ursprungsbild 1. Wie in Abbildung 14 zu sehen ist, erhalten
wir aber bereits sehr friith in der Iteration wieder einen hohen Kontrast, so dass der iterative Vor-
gang in einem Stadium abgebrochen werden kann, in dem das Rauschen noch stark vermindert
ist. Die Frage, wann diese Iteration abgebrochen werden sollte, wird in [111] behandelt. Dort
werden mathematisch rigorose Abbruchkriterien formuliert, die priifen, wann das Rauschen in
der Iteration wieder zunimmt. Fiir unsere Zwecke ist es jedoch ausreichend, einfach eine feste
Anzahl von Bregman-Iterationen (meist zwei oder drei) durchzufiihren.

3.3.2 Minimierungsalgorithmus

Um das Minimum der regularisierten Energie in jeder Bregman-Iteration zu berechnen, ver-
wenden wir einen alternierenden Minimierungsalgorithmus, d. h. wir berechnen abwechselnd
fiir ein festes « ein optimales u und umgekehrt. Genauer gesagt suchen wir ein u**1 € HY1(Q)
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Abbildung 13: Rekonstruktion zweier Rechtecke mit unterschiedlichen Methoden. (a) Das Aus-
gangsbild. (b) Gldttung mit dem originalen isotropen ROF-Verfahren, das Abrunden der Ecken
ist deutlich zu erkennen. (c) Anisotropes ROF mit einem an den Koordinaten-Achsen ausgerich-
teten Wulff-Shape (o« = 0). Das untere Quadrat und dessen Ecken werden perfekt gegliittet,
beim oberen Quadrat werden die Ecken den giinstigen Richtungen entsprechend abgeschnitten.
(d) Wie (c), aber mit o« = Z. (e) Mit variablem Orientierungsparameter o werden die Ecken bei
beiden Quadraten gut ausgebildet, es geht jedoch Kontrast verloren. (f) Der Kontrast-Verlust
wird durch zwei Bregman-Iterationen wieder ausgeglichen. (g) Das Resultat der Orientierungs-
extraktion. Die Winkel der beiden Quadrate werden perfekt gefunden, dazwischen ist ein glatter
H?2.-Ubergang. (h) Visualisierung der rotierten Wulff-Shapes anhand der gefundenen Orien-
tierungen.

und ein ot € H?22(Q), so dass

A
uktt = argmin{/ HM(a’“)Vqudx—l—5/(u0—|—vk—u)2dx+E,eg[ak]},
u Q Q
A
und oftt = argmin{/]|M(a)VukH1dx+5/(uo+vk—uk)2d$+Ereg[a]}.
a Q Q

Da wir fiir die Minimierung einen Gradientenfluss mit Zeitschrittweitensteuerung verwenden
(vgl. Abschnitt 3.4.1), ist es nicht sinnvoll, beide Komponenten wirklich simultan zu behandeln.
Das Bild v und die Winkel « skalieren zu unterschiedlich, als das man fiir beide eine einzige
verniinftige Zeitschrittweite hitte angeben konnen. Daher bestimmen wir fiir jede Komponente
eine separate Zeitschrittweite und berechnen die Minima alternierend.

Wir wollen nun auf den Gradientenfluss und die verwendete Metrik eingehen, die stédrker
glitten soll als die iibliche L2-Metrik.
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3.3 Ein Variations-Ansatz

Abbildung 14: Rekonstruktion einer Luftaufnahme ohne (links), mit einer (Mitte) und mit zwei
(rechts) Bregman-Iterationen.

Abbildung 15: Qualitativer Vergleich unserer Methode (Mitte) zur anisotropen Diffusion ba-
sierend auf Struktur-Tensoren [152] (rechts). Schon sehr friih in der Evolution werden Ecken
durch anisotrope Diffusion signifikant abgerundet.

3.3.3 Gradientenfluss mit glattender Metrik.

Allgemein ist der Gradient eines Funktionals £/ : X — IR, X Hilbertraum, definiert als die
Reprisentation der Fréchet-Ableitung £’ € X' bzgl. einer Metrik ¢g(-, -), d. h.

g(grad, E[w],9) = (E'lw],¥) VI € X.

Oft verwendet man hierbei die L?-Norm. Unsere Energie ist wegen der auftretenden trigono-
metrischen Terme jedoch nicht konvex in o. Wir wollen daher eine Metrik wihlen, die die
Suchrichtung stirker gléttet und den Abstand von regulidren Punkten zu unreguldren lokalen
Minima somit vergrof3ert. Daher verwenden wir

2

)
g(wa 19) = (w719)L2 + g(Vw, vg)L%

wobei w = (u,a) und ¥ € H () x H*?() ist (vgl. [30]). Diese Wahl entspricht einer
impliziten Zeitdiskretisierung der Wirmeleitungsgleichung mit Zeitschrittweite 7 = "72, bzw.
dem Anwenden eines GauB-Filters mit Filterweite o auf w. Als entsprechenden Raum wihlen
wir X = H5(Q) x H*2?(Q), und betrachten damit den zugehorigen Gradientenfluss

g (0w, ¥) = —(E'w],d) VIeX,

w(0) = wo = (ug, o).
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3 Simultanes Glétten und Klassifizieren

Weiterhin gibt es nach Riesz auch zu der Metrik g eine Darstellung A, : V — V' mit

9(¢, ) = (Ag9, ).
Damit ist dann (A,0,¢,¢) = ¢(0ip, V) = —(E'[¢], ) fiir alle ¢» € V, was die Identitit

O = Ag_lEl[ﬁb]

impliziert. Nach partieller Integration erhélt man im diskreten Fall als darstellende Matrix der
oben genannten Metrik dann Ao = 1 — %A.

3.3.4 Regularisierung des Energiefunktionals

In seiner jetzigen Form sind die vier Eckpunkte des Wulff-Shapes (d. h. des rotierten Quadrats)
singuldre Punkte, an denen die Ableitung ~, der Anisotropie, die in den Variationen auftreten
wird, nicht definiert ist. Um eine stabile Implementierung zu erhalten, muss v daher geeignet
regularisiert werden. Hierzu ersetzen wir die /;-Norm durch ihre regularisierte Version

76(2’) = [|2|l1,5 = |21ls + |22l5,

wobei |z|s = y/|z|? + 62 ist und erhalten die entsprechende regularisierte Energie

A 1
Eslu,a] = /Q §]u —up)? + 7 (M[a]Vu) + 3 (|| Vel? + po|Aal?) dz

Der Regularisierungsparameter 0 ist hierbei, anders als der Parameter der Regularisierung iiber
skalierte Graphen, nicht an die Gitterweite gekoppelt. Er gibt an, wie stark die Ecken des ur-
spriinglich kristallinen Wulff-Shapes abgerundet werden.

3.3.5 Variationen des Energiefunktionals

In diesem Abschnitt sollen die ersten Variationen unserer Energie angegeben werden. Um die

Notation iibersichtlich zu halten, verwenden wir die Abkiirzungen d,yu = Vu - p(a) = Vu -

(cosa,sin@)” und 9yyu = Vu - g(a) = Vu - (—sina, cosa)” (vgl. auch Abbildungen 10
T

und 11). Mit 7%(z) = (

ﬁ ﬁ) erhalten wir dann die folgende erste Variation bzgl. u:
2115 |*2]s

duEslu, a)(v) = { —\u—l—ev—uo\z—l—”y (M[a](Vu + €Vv)) dx + B[« ]}

e=0

d
de
- / (u — up)v + 7 (M[a]Vu) - M[a]Vv dx

iO

= / AMu — ug)v + 72 ((8p(a)u, 8q(a)u)T) . (8p(a)v, 8q(a)v)T dx

0
(o)t Dy(a)u
= AMu ————0p(a a 0 d
/Q T 1Bueyills @ T Byl 1@
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3.4 Finite-Elemente-Diskretisierung

B T
Mit M'[a] = ( siacosa ) = ( _q T(a ) lautet die erste Variation bzgl. o dann:

—cosa —sina p' (@)
5aE5[uu Oé](ﬁ)
d A 2 5 M1 2 2 2
= §|u —upl? +7° (M [a+ed|Vu) + ?HVQ—FEVﬁH + 7|Aa+eA19| dx
€ QO e=0

= /vﬁ(M[onu)-M’[oz]wﬁdx+u1/va-vwx+u2/mm9dx
Q Q Q

Dyttt Dy By (ontt Dy
/ pe)t (@) _ Cale)™ O >“79dx+u1/Va.wcza:+u2/mm9dx
Q ”8p(a)u||5 ”861(04)“”6 Q Q

3.4 Finite-Elemente-Diskretisierung

Wir diskretisieren das Gebiet Q = [0, 1]? mit einem Gitter G;, aus quadratischen Elementen,
wobei h die Gitterweite bezeichnet. Die Menge der Knoten von G;, bezeichnen wir mit A,. Wir
interpretieren Pixelwerte unserer 2D-Bilder als Knotenwerte unseres Gitters und verwenden bi-
lineare Interpolation, um diskrete, stetige, stiickweise bilineare Funktionen v auf G;, zu erhalten.
Den zugehorigen Finite-Elemente-Raum bezeichnen wir mit 1, und mit { U, },<; die kanonische
nodale Basis von V},, wobei I eine Indexmenge zu N, ist. Damit konnen wir ein diskretes Bild
U in dieser Basis als U(z) = Y,, U;U;(z) reprisentieren, wobei wir mit U = (U;);c; den
zugehorigen Knotenvektor bezeichnen. Wir definieren die gelumpte Massenmatrix M und die
Steifigkeitsmatrix L als

M= ([ ewe) a)
L — ( /Q (VO (z) - VO, () da:)

ijel
Hierbei bezeichnet I} den elementweisen Lagrange-Interpolations-Operator. Damit lisst sich
die die Metrik darstellende Matrix A (vgl. Abschnitt 3.3.3) schreiben als
o2
A=(M+ ?L)

Fiir die Matrix-Vektor-Formulierung der ersten Variation definieren wir zunéichst noch die Vek-
toren I', und I',, wobei wir zur besseren Ubersicht das Argument = weglassen:

= _ (VU - p(a))(VU - g()) o, (VU -q(a))(VU - p(a)) o

P“‘(/Q VU plls) O TV q(@ly) )
= VU - p(a) ola VU - q(a) e di
Fu= (/ V0 - pla)ls) * O P T TR gy © O 4@ )

Hiermit erhalten wir den Vektor der diskreten ersten Variation bzgl. u

iel

E, = \(MU - MT,) + T..
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3 Simultanes Glétten und Klassifizieren

Um die Variation bzgl. o in Matrix-Vektor-Schreibweise zu formulieren, miissen wir noch den
Term f a Aa A9 dz diskretisieren. Da wir nur bilineare Finite Elemente verwenden, deren zwei-
te Ableitungen verschwinden, muss dieser Term speziell behandelt werden. Wir machen dies
wie beim Willmore-Fluss (vgl. Kapitel 2.3.4) durch Substitution eines geeigneten Terms zweiter
Ordnung. In unserem Fall setzen wir v := —Aa« und erhalten mit partieller Integration

/v¢dx:—/Aa¢dx:/Va~V1/)dx fiir ¢ € C§°(92),
0 Q Q
in Matrixschreibweise also

MV=La=V=M!La.

/AaAﬁd:p:—/vAﬁdx:/Vv-Vﬁdx
Q Q Q

ergibt sich damit der zugehorige diskrete Vektor

Fir den Term

R=LV=LM 'La.

Der endgiiltige Vektor der diskreten ersten Variation bzgl. « ist also

E.,= T, U+ muLa+ M 'La.

3.4.1 Zeitdiskretisierung und Schrittweitensteuerung

Es fehlt jetzt noch die Diskretisierung der Zeitableitungen von v und «.. Dies machen wir mit ei-
nem Vorwirts-Euler-Verfahren, d. h. wir wihlen ein explizites Zeitschrittverfahren und erhalten
die beiden diskreten Gradientenfliisse

ﬁk+1 . ﬁk
A— = - F0 & = T =0 -, AE,[T, &,
Tu,k
—k+1 =k . L
AL % _ FUa] = et = e -, ATET @
Ta,k

Hierbei bezeichnen ﬁk, o Vektoren des k-ten Zeitschritts. Wie oben schon erwihnt, funk-
tioniert eine einheitliche Zeitschrittweite fiir beide Komponenten nicht, weswegen wir mit der
Armijo-Regel (s. [80]) separate Schrittweiten fiir © und « wihlen. D. h. fiir w € {u, a} wihlen
wir ein 7, x, so dass fiir ein vorher fest gewihltes o € (0, 1) die Ungleichung

B E[wk-H] _ E[wk] .
ot (B0, ATE W) =

gilt. Um in jedem Zeitschritt ein 7,5 zu finden, welches obige Ungleichung erfiillt, berechnen
wir die kleinste ganze Zahl [}, € Z, so dass fiir ein festes 5 € (0, 1) gilt

Elw'] - Ew* — g* A7 E "] > o8 | AT E'[w"]|[3.
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3.5 Resultate

Hierbei ist || - ||, die durch die Metrik g induzierte Norm. Solange w* kein lokales Minimum ist,
ist es immer moglich, ein solches 7, 5 zu finden. Tatsichlich konvergiert die Funktion

E[w*] — Ew® — tA~ E'[wk])]
tl A= E w*] |3

gegen 1 fiir ¢ — 0 und (aufgrund der Beschrinktheit von F) gegen O fiir ¢ — oo.

h(t) :=

3.5 Resultate

In Abbildung (16) haben wir unser Verfahrens auf vier verschiedene Luftaufnahmen von Stadt-
gebieten angewendet. Die verwendeten Parameter waren hierbei A = 320, = 0.04, o =
0.0004,6 = 0.1, und es wurden jeweils drei Bregman-Iterationen durchgefiihrt. In der linken
Spalte sind die originalen Aufnahmen zu sehen, in der Mitte der extrahierte Cartoon und rechts
die gefundenen Orientierungen der Strukturen. Letztere sind farbkodiert visualisiert, wobei der
Wert jeder Farbe an dem im Bild dargestellten Farbrad abgelesen werden kann. Die Luftaufnah-
men wurden uns freundlicherweise von Aerowest GmbH und Vexcel Corporation zur Verfiigung
gestellt.

3.6 Anisotrope Cartoon-Extraktion fur Kanten mit beliebigen
Offnungswinkeln

Das bisher vorgestellte Verfahren funktioniert zwar fiir beliebig orientierte Strukturen, diese
miissen aber rechtwinklig sein. In diesem Abschnitt wollen wir noch kurz ein Wulff-Shape fiir
beliebige Offnungswinkel konstruieren und auf synthetische Beispiele anwenden. Die Idee ist
hierbei, neben der Rotation um den Winkel «, vorher noch eine Scherung um einen Winkel (3

zu erlauben.
Mit einem gescherten und anschlieend rotier-

ten Quadrat ist es moglich, ein Wulff-Shape W
fiir beliebige Offnungswinkel zu modellieren (s.
Abbildung links). Ein dhnlich elegantes Verfah-
ren wie im vorigen Abschnitt wiirde nun durch
die Minimierung einer Energie automatisch die
Winkel « und $ an den Strukturen des Bildes
ausrichten, und gleichzeitig bei der Glittung
des Bildes noch das Wulff-Shape als optima-
le Flache vorschreiben. Leider ist es uns nicht
moglich gewesen, eine solche elegante Energie-
formulierung zu finden.

Ersetzen wir den anisotropen 7'V -Term durch denjenigen, der ein geschertes und rotiertes
Rechteck beschreibt (definiert in Gleichung (48)), so ist nicht ersichtlich, warum sich o und
£ in der gewiinschten Weise an den Kanten des Bildes ausrichten sollten (in numerischen Ex-
perimenten ist dies auch nicht geschehen). Definiert man weitere Energieterme, die diese Aus-
richtung modellieren, so hiangen diese auch immer von « ab, und es ist nicht mehr klar, warum
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3 Simultanes Glétten und Klassifizieren

Abbildung 16: Anwendung unseres Verfahrens auf vier Luftaufnahmen von Stadtgebieten. Links

sind die Originalaufnahmen, in der Mitte die Cartoons und rechts die farbkodierten Orientie-
rungen zu sehen.
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3.6 Anisotrope Cartoon-Extraktion fiir Kanten mit beliebigen Offnungswinkeln

Waulff-Shape-formige Isolinien dann noch Minimierer der Energie sein sollten. Sicherlich ist
es moglich, ein Verfahren zu entwickeln, das die Klassifikation der Winkel in einem separaten
Schritt durchfiihrt. Steidl et al. haben dies in [136] fiir den Rotationswinkel « getan und den
Scherungswinkel /3 als bekannt vorausgesetzt. Eine Formulierung in einer einzigen Energie ist
uns bisher jedoch leider nicht gelungen, dies bleibt vorerst ein offenes Problem. Wir werden
hier daher nur auf die Konstruktion des zusétzlich noch gescherten Wulff-Shapes eingehen und
dies als numerische Demonstration dann mit fest vorgegeben Winkeln v und  anwenden.

3.6.1 Konstruktion des gescherten und rotierten Wulff-Shapes

In Folgenden werden wir zunichst nur die Stiitzfunktion des gescherten Quadrats konstruieren.
Wir haben gesehen, dass v(z) = | M («)z|; =: |Mg(a)z|1, die 1-Norm um den Winkel « rotiert.
Wir wollen aber die Scherung vor der Rotation ausfiihren, wir suchen also eine Matrix Mg((3),
so dass Mps(a, ) = Mgp(a)Mg(3) die lineare Abbildung ist, die das Wulff-Shape in der von
uns gewliinschten Art und Weise transformiert.

Durch Scherung des Quadrats mit einem Winkel  erhalten wir ein Parallelogramm. Damit
die Seiten dieses Parallelogramms in der Energie spiter gleiche Kosten verursachen, miissen sie
den gleichen Abstand zum Ursprung haben, da der Integrand der Energie gerade die Stiitzfunk-
tion des Wulff-Shapes ist (vgl. Kapitel 1.1.2). Um dies sicherzustellen, beginnen wir unsere
Konstruktion mit einem Einheitskreis, an dem wir die Seiten des Parallelogramms mit dem
vorgeschriebenen Winkel als Tangenten daran einzeichnen. Die Eckpunkte, die sich aus dieser
Konstruktion ergeben, bezeichnen wir mit + Py, =P, (s. Skizze).

A
1 P,

Zu einem gegebenen Scherwinkel (3 sind diese Eckpunkte nun gesucht, denn dann lésst sich die
fiir die Scherung zustdndige Anisotropie g nach Gleichung (20) aus Kapitel 1.2.2 berechnen
durch

5(2) = max{[Py - 2|, [Py - 2]} = S (|2 - (Pr + Py)[ + [2- (P2 = 1))

1
2
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3 Simultanes Glétten und Klassifizieren

Berechnung von P;: Im Dreieck 0AC' gilt nach dem Sinussatz

. . o |
sinf3  sin90 A

— = = = —,
0C| | Al Al sin 3
gleichermallen gilt im Dreieck AB P,
sinf sind _ sin(3 —B)  cosp N cos 3
BP,| d d o d  sing’

Damit ergibt sich schon

P ( —<|A1\—d>): ( —(siigl—zfsé) ) _ ( %)

Berechnung von P»: Aus Symmetriegriinden gilt |A’| = | A| und daraus folgt

1 cos (3 1+cos 8
P2 — |A/| + d — (sinﬂ + sinB) — sin 3 .
1 1 1

2CF)S,B .2
P1+P2=< S‘2nﬁ> und PQ—P1:<5166>‘

Fiir die Scherung ergibt sich also die Anisotropie
cos (3
< sin 3 1 ) =
1 0
sin 3

cosh 1
s0-|(F) 4 l(%)-

Zusammen mit der Rotation um den Winkel « erhalten wir nun die endgiiltige Matrix durch

v ( ﬁ) COS v sin o ;o;,g 1 Cos cso;ﬁﬂ—&-sm « CoS
RS\, —sina  cos o 1 0 cosa—sinacos3 sin o )

Somit sind

=: |Ms(B)z|, -

1

sin 3 sin 8

und damit die finale Anisotropie

Trsla, B](z, @) = [Mgs(a(z), B(x))z]s. (48)

3.6.2 Das numerische Verfahren

Wie bereits erwihnt, wollen wir fiir die Anwendung auf Strukturen mit beliebigen Offnungs-
winkeln auf die Klassifikation von o und (3 verzichten, diese stattdessen fest vorgeben und auch
wihrend der Evolution unverédndert lassen. Wir betrachten also die reduzierte Energie

E. lu] = g/ﬂ|u—u0|2d:c+/Q’ms[oz,ﬁ](Vu,x)d:c

A
— 5/\u—uo\zalaz:—l—/ |Mgs(c, B)Vul, dz,
Q Q
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3.6 Anisotrope Cartoon-Extraktion fiir Kanten mit beliebigen Offnungswinkeln

die jetzt nur noch den Fidelity-Term und die anisotrope BV -Seminorm enthélt. Definieren wir

nun
cos a cos B+sin cos a—sin o cos (3
pi= sin 3 q = sin 8
. ) . . )
COS ¥ — SN «

so finden sich die Variationen dieser Terme exakt in Abschnitt 3.3.5 wieder.

Die Regularisierung und Diskretisierung sowie die Zeitschrittweitensteuerung verbleiben so
wie im vorigen Abschnitt beschrieben, nur dass wir jetzt einzig bzgl. v minimieren und nicht
bzgl. der Winkel.

3.6.3 Resultate

In einem ersten Test haben wir ein Parallelogramm mit Offnungswinkeln 45° und 135° gene-
riert, bei dem zwei Seiten parallel zur x-Achse sind und eine Rotation des Wulff-Shapes somit
nicht notig ist. Anschlieend haben wir dieses Bild verrauscht und mit dem isotropen und dem
gerade vorgestellten anisotropen Verfahren geglittet. Die vorgegebenen Winkel fiir das aniso-
trope Verfahren waren entsprechend oo = 0°, § = 45°. Resultate sind in Abbildung 17 zu sehen.
Man erkennt deutlich, dass das isotrope Verfahren Artefakte an den Kanten erzeugt, die bei
dem ROF Verfahren mit dem richtigen Wulff-Shape nur sehr vermindert auftreten. Weiterhin
werden die Ecken schirfer ausgebildet. In einem zweiten Test haben wir dieses Parallelogramm

T DL L o
b LR Lo :.gl-:.
L]

5 .":i_;:"',"

Abbildung 17: Links: Das verrauschte Ausgangsbild, ein Parallelogramm mit scharfen Ecken.
Daneben Gldttung mit dem isotropen ROF-Verfahren (Mitte) und mit unserem neuen Verfahren
fiir beliebige Offnungswinkel (rechts). Hier wurde auf zusditzliche Bregman-Iterationen verzich-
tet.

nochmal um 20° gedreht und auch hier wieder das isotrope sowie das anisotrope Verfahren dar-
auf angewendet. Das Ergebnis ist dhnlich: Zum einen erzeugt das anisotrope Verfahren sichtbar
weniger Artefakte als das isotrope und zum anderen auch wieder schirfere Ecken (vgl. Abbil-
dung 18). In einem weiteren Test haben wir ein nicht rotiertes Parallelogramm mit abgerundeten
Ecken verrauscht. Die Hoffnung war, dass das anisotrope Verfahren die Ecken scharf restauriert.
Hier bleiben die Resultate allerdings hinter den Erwartungen zuriick, die anisotrope Restaurie-
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3 Simultanes Glétten und Klassifizieren

Abbildung 18: Gleiche Situation wie in Abbildung 17, hier allerdings mit einem rotierten Par-
allelogramm. Die Verminderung der Artefakte durch das anisotrope Verfahren ist nicht mehr
ganz so stark wie dort, aber immer noch deutlich vorhanden.

rung ist nur unwesentlich besser als die isotrope. Auch ein Reduzieren des Fidelity-Gewichts A
dndert die Situation nur unwesentlich. Ergebnisse sind in Abbildung 19 zu sehen.

Abbildung 19: Hier sollte eine im Originalbild nicht vorhandene scharfe Ecke generiert wer-
den. Die Gldttung (rechts) ist zwar besser als im isotropen Fall (Mitte), die Restaurierung der
Ecken unterscheidet sich aber nur unwesentlich.

Resiimee: Wir haben ein anisotropes ROF-Verfahren entwickelt, um Cartoon-Anteile aus
Bildern mit hauptsédchlich rechteckigen, aber variabel orientierten Strukturen zu extrahieren.
Neben dem entrauschten und restaurierten Bild waren die Orientierungen der Strukturen ge-
sucht, wobei beide gesuchten Groflen simultan durch die Minimierung einer Energie berechnet
wurden. Ein rotiertes Quadrat als Wulff-Shape bewirkte hierbei, dass rechteckige Strukturen be-
vorzugt wurden, wihrend eine Regularisierung hoherer Ordnung die rdumliche Variation dieser
Orientierungen beschridnkte. Als beispielhafte Anwendung wurden Luftaufnahmen von Stadt-
gebieten bearbeitet. Weiterhin haben wir gezeigt, dass dieser Ansatz auch in der Lage ist, un-
scharfe oder zerstorte Ecken zu schirfen oder zu restaurieren.
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3.6 Anisotrope Cartoon-Extraktion fiir Kanten mit beliebigen Offnungswinkeln

Selbstverstdandlich konnen in natiirlichen Bildern erheblich komplexere Strukturen vorkom-
men. Die Behandlung von Ecken, die einen Offnungswinkel ungleich 90° aufweisen, in einem
dhnlich eleganten Ansatz wie bei rechtwinkligen Strukturen, ist aber eine noch offene Frage. Bei
vorgegebenen Rotations- und Scherungswinkeln kann die Glittung jedoch auch hier durch eine
zusitzliche Scherung des Wulff-Shapes gegeniiber dem isotropen Verfahren verbessert werden.
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4 Restaurieren und Glatten von 3D MRA-Daten

Gldattung und Restaurierung eines 3D-MRA-Datensatzes.

4 Restaurieren und Glatten von 3D MR Angiographie-
Daten durch anisotropen mittleren Krimmungsfluss

4.1 Einleitung

Bei vielen Aufgaben der Neurochirurgie spielt die Segmentierung der Blutgefde in medi-
zinischen Bildern (z. B. aus der Magnet-Resonanz-Angiographie (MRA) oder der Computer-
Tomographie (CT)) ein groB3e Rolle. Die Erkennung von Aneurysmen (krankhafte Erweiterung
der Gefie in Querschnittsrichtung) oder von Stenosen (krankhafte GefidBBverengungen) sind
Beispiele, in denen eine akkurate Segmentierung und eine klare Visualisierung sowohl in der
Diagnose, als auch in der Planung und Vorbereitung von Operationen hilfreich sein kann, denn
die Behandlung von GefiBkrankheiten erfordert prizise Informationen tiber die GefdBanatomie
und die exakte Position der Blutgefi3e. Weiterhin lassen sich mit einer guten und glatten Seg-
mentierung auch diverse krankheitsrelevante GefidB3-Charakteristiken, wie beispielsweise der
GefiB-Durchmesser [145], leichter quantifizieren.

Ausgangsdaten fiir Segmentierungen konnen hierbei medizinische Aufnahmen unterschied-
licher Herkunft sein. Das Verfahren mit der hochsten rdumlichen Auflosung, und damit der
sogenannte Gold-Standard, ist die Digitale Subtraktionsangiografie (DSA). Die Daten sind je-
doch auf zwei Dimensionen beschrinkt, ferner trigt der Patient durch den invasiven Charak-
ter der Methode ein hoheres Risiko als bei nicht-invasiven Methoden, wie beispielsweise der
MRA. Zwar unterliegt die riumliche Auflosung der MRA der der DSA, durch Schichtaufnah-
men kann jedoch ein dreidimensionales Bild der Blutgefifle gewonnen werden. Dies ist auch
mit CT-Aufnahmen moglich, da diese jedoch auf Rontgenstrahlung basieren, muss dem Pati-
enten fiir GefdBaufnahmen ein Kontrastmittel verabreicht werden. Wir werden in dieser Arbeit
fast ausschlieBlich MRA-Aufnahmen betrachten.

Ideal fiir einen Chirurgen ist eine klare und akkurate 3D-Darstellung der Topographie und
Architektur der Blutgefille eines Patienten, um Risiken einer Operation abwigen und therapeu-
tische Optionen bewerten zu konnen. Die Moglichkeit, solche 3D-Datensitze frei rotieren und
begutachten zu konnen, ist in der prioperativen Planung und Vorbereitung sehr wichtig. Unser
Ansatz soll helfen, die Qualitit der 3D-Rekonstruktion visuell deutlich zu verbessern.

Neben einer klaren Visualisierung, sind hinreichend glatte Daten auch in anderen Anwendun-
gen wichtig. Stromungssimulationen wiirden in nicht-glatten Gebieten keine verldsslichen Re-
sultate liefern kdnnen, da jede Irregularitit am Rand (z. B. durch Rauschen verursachte scharfe
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4.1 Einleitung

Kanten) Turbulenzen im Fluss erzeugt. Hier haben verrauschte Rénder einen enormen Einfluss
auf die Simulation, was eine gute Glidttung des Randes absolut notwendig macht (vgl. beispiels-
weise [124]).

Ein anderes Beispiel ist die Generierung von Triangulierungen einer Fldche basierend auf
dynamischen Partikeln [94]. Solche Partikel werden in einer von der Geometrie abhiingenden
Anzahl auf der Fliche verteilt und positionieren sich dann durch Relaxation einer Energie.
Mit einer Delaunay-Triangulierung wird dann ein Dreiecksnetz erzeugt. Ist die Fliche nun ver-
rauscht, spiegelt sich dies in ihrer Geometrie wider, was wiederum ein sehr dichtes Partikel-
system impliziert. Eine Dreiecksnetz bestehend aus sehr vielen sehr kleinen Dreiecken ist die
Folge. In Abbildung 20 ist ein Beispiel einer solchen Konstruktion mit interagierenden Parti-
keln nach Meyer et al. [94] zu sehen, die demonstriert, wie qualitativ hochwertig das erzeugte
Gitter nach einer Gliattung mit unserem Verfahren ist.

Abbildung 20: Konstruktion eines adaptiven Dreiecksgitters mit interagierenden Partikeln nach
der Methode von Meyer et al. [94]. Links: Das gesamte aus einem nach unserer Methode ge-
gldtteten Datensatz generierte Gitter, rechts: Vergrofierungen zweier Ausschnitte, um die hohe
Qualitdt des Gitters zu demonstrieren.

Wir wollen in dieser Arbeit kein neues Segmentierungsmodell entwickeln, sondern vielmehr
ein Verfahren zur Nachbearbeitung, d.h. genauer zur Glittung oder sogar Restaurierung von
segmentierten schlauchformigen Volumen vorstellen. Alternativ kann unser Verfahren auch
als Regularisierungs-Komponente eines Active-Contour-Segmentierung-Modells [78] einge-
setzt werden. Solche Modelle starten typischerweise mit einer initialen Segmentierung und pro-
pagieren diese entsprechend einer partiellen Differentialgleichung, welche iiblicherweise aus
zwei gewichteten Termen besteht: (i) einem Daten-Term (Fidelity-Term), der die Segmentie-
rung zum Rand der zu segmentierenden Fliche hin treibt, und (ii) einem Regularisierungs-Term,
der in irgendeiner Form die ideale Gestalt, ein sogenanntes Template, einer Fliche kodiert und
die Glattheit der resultierenden Fldche sichert. Da MRA- und CT-Aufnahmen oft stark ver-
rauscht sind, ist die Wahl dieses Regularisierungs-Terms von gro3er Wichtigkeit.

Der Fokus dieser Arbeit liegt in der Einfiihrung und Untersuchung eines Regularisierungs-
Terms, der speziell fiir schlauchférmige Strukturen entworfen wurde. Wir wollen hierbei auf
den Daten-Term verzichten, da die Effektivitit der Regularisierung unabhingig davon studiert
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4 Restaurieren und Glatten von 3D MRA-Daten

werden kann. Unser Verfahren beruht auf dem anisotropen mittleren Kriimmungsfluss, d. h. der
Regularisierungs-Term ist die zugehorige Energie, also gerade das Wulff-Funktional (s. Glei-
chung (15)). Die Anisotropie wird hier auf einer lokalen Klassifikation der Geometrie beru-
hen, d. h. Minimierer des Energie-Funktionals werden an den BlutgefiB3en ausgerichtete Wulff-
Shapes sein. Als fiir Adern passende Templates wihlen wir lange Ellipsoide, die wir in die
Richtung der Gefile rotieren. Das hier vorgestellte Verfahren beruht auf einer Zusammenarbeit
mit Tolga Tasdizen von der Universitdt Utah und wurde in [103] publiziert.

In der Literatur wurde bereits viele Ansitze zur Filterung und Segmentierung von Blutge-
fiBen vorgeschlagen. Wir wollen hier einen kurzen Uberblick iiber die letzten Entwicklungen
geben.

Ein Ansatz zur Segmentierung von Blutgefdf3en beruht darauf, Mittelachsen der Adern mit
orientierten Filtern zu verfolgen [19]. Alternativ wurden morphologische Bildverarbeitungs-
methoden dazu verwendet, hervortretende Pfade zu finden [59]. Mittels Differentialstrukturen
zweiter Ordnung angewendet auf die Bildintensititsfunktion kann man Formen von Kriim-
mungsmaxima erhalten [121]. Wie auch in einer Vielzahl von allgemeinen Bildsegmentierungs-
algorithmen, wurden auch fiir BlutgefiBBe Active-Contour- [79, 88] und statistische Modelle
[27] entwickelt. Von mehreren Autoren wurden Filtermethoden zum Entrauschen, aber auch
zum Verstirken von kurvenformigen Strukturen vorgeschlagen [61, 132, 81], die als Vorbe-
reitung fiir Segmentierungen [81] oder fiir Visualisierungen verwendet werden konnen. Hier-
bei konnen Glittungsmethoden, die auf einer Variationsformulierung basieren, auch mit einem
Daten-Term kombiniert werden, um Segmentierungen mit einem verformbaren Template zu
realisieren.

Basis unserer Arbeit ist ein im Level-Set-Kontext implementierter geometrischer Gradienten-
fluss, der insbesondere auch Flichen verformt und in verschiedenen Richtungen unterschiedlich
glittet. Mehrere Autoren haben bemerkt, dass sich der mittlere Kriimmungsfluss nicht fiir diin-
ne, schlauchformige Strukturen eignet, da dessen Normalengeschwindigkeit von der Ordnung
der groBten Hauptkriimmung ist. Adern wiirden damit schon sehr friih in der Evolution zu-
sammenfallen und in mehrere Stiicke aufbrechen. Whitaker [153] hat gezeigt, dass Fldchene-
volutionen mit Geschwindigkeiten proportional zum normalisierten Produkt der Gau3- und der
mittleren Kriimmung schlauchformige Strukturen bevorzugen.

Preusser und Rumpf [120] schlugen die Verwendung eines Diffusionstensors vor, wodurch
Flichenmerkmale erhalten bleiben konnen, wéhrend Krissian et al. [82] eine Evolutionsge-
schwindigkeit bestehend aus einer gewichteten Kombination aus den Kriimmungen entlang den
Hauptkriimmungsrichtungen und der Normalenrichtung verwendeten. Ambrosio et al. [7] zeig-
ten, dass eine Flachenevolution mit der minimalen Hauptkriimmung als Geschwindigkeit die
Linge der Mittelachse der zugehorigen sehr diinnen Struktur minimiert. Lorigo et al. [88] haben
diese Idee dann auf die Segmentierung von Blutgefdlen angewendet. Sie haben gezeigt, dass
sich Segmentierungsergebnisse aus Level-Set-Methoden signifikant verbessern lassen, wenn
sich die Flachen entsprechend der minimalen Hauptkriimmung anstelle der mittleren Kriim-
mung bewegen. IThre Methode beinhaltet einen Daten-Term, der verwendet wird, um unterbro-
chene Adern wieder zu verbinden. In ihrem Modell ist ein solcher Term auch notwendig, da
der auf der minimalen Hauptkriimmung basierende Regularisierungs-Term die Strukturen nicht
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wachsen lassen und somit auch nicht verbinden kann. Dies gilt fiir alle Methoden, die auf Kon-
vexkombinationen der Hauptkriimmungen basieren.

Einer der Vorteile unserer Methode ist die Fahigkeit, Strukturen wachsen zu lassen und
Liicken auch ohne Daten-Term schlieBen zu konnen. Die Verwendung eines Daten-Terms wiir-
de die resultierende Segmentierung natiirlich verbessern, dies ist aber nicht Schwerpunkt dieser
Arbeit. Wir wollen hier nur die Auswirkung unseres Regularisierungs-Terms untersuchen, und
einen Rahmen fiir Variationsformulierungen schaffen, der es erlaubt, eine Flache niher zu ei-
ner idealen vorgegebenen Fliche zu bewegen. Ein solcher Rahmen kann dann auch auf eine
Vielzahl anderer Probleme iibertragen werden, in denen iibliche kriimmungsbasierte Fliisse un-
zureichend sind.

Abbildung 21: Vergleich der Ergebnisse verschiedener Kriimmungsfliisse angewendet auf eine
verrauschte Initialfliiche (links): In der ersten Zeile ist der klassische mittlere Kriimmungsfluss
zu sehen, die zweite Zeile enthdlt den isotropen und volumenerhaltenden, wohingegen in der
dritten Zeile der anisotrope und in der vierten Zeile der anisotrope und volumenerhaltende
Kriimmungsfluss abgebildet ist.

4.2 Gewinnung der Ausgangsdaten

Ausgangsbasis unserer Arbeit ist eine Intensititsfunktion / : Q — R, Q C R?, die dem MRA-
Bild entspricht. Die Adern kdnnen in den Aufnahmen unterbrochen dargestellt sein. Unser Ziel
ist es daher, die Gefédle nicht nur zu glitten, sondern kleine Liicken moglichst auch zu schlief3en.
Da dies eine Anderung der Topologie bedeutet, werden wir die Adern implizit als Niveaumenge
einer Level-Set-Funktion ¢ : 2 — IR definieren. In MRA-Aufnahmen sind die Gefil3e stets
durch grofle und der Hintergrund durch kleine Werte charakterisiert, daher betrachten wir fiir
eine Initialsegmentierungen hierzu das Schwellwertvolumen

V={2zeQ|l(z)>a}
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fir ein @ € R" und definieren ¢ als signierte Distanzfunktion zum Rand 9V der Blutge-
fiBle. Eine solche Level-Set-Funktion hat den Vorteil, dass zumindest in der Initialkonfiguration
|Vé|| = 1 ist, was zur numerischen Stabilitiit des Verfahrens beitrégt.

Um eine initiale Segmentierung der Gefif3e zu finden, gibt es in vielen Situationen sicherlich
exaktere und zuverldssigere Verfahren als das obige simple Schwellwertverfahren. Diese sollen
aber nicht Thema unserer Arbeit sein. Fiir diese Studie iiber den anisotropen mittleren Kriim-
mungsfluss wollen wir uns mit diesen einfachen Initialsegmentierungen zufrieden geben. So-
mit sei die Menge der Blutgefife V implizit als Menge von Sub-Volumen {z € | ¢(x) <0}
definiert. Anders als parametrische Flachen konnen iiber eine Level-Set-Funktion implizit de-
finierte Flichen ihre Topologie auf natiirliche Art und Weise dndern. Dies ist gerade fiir diin-
ne schlauchférmigen Flidchen wie Blutgefde ein wichtiger Vorteil, da Rauschen in den rohen
Ausgangsdaten leicht topologische Artefakte zur Folge haben kann. Einerseits konnen Adern
unterbrochen sein, andererseits konnen Rauschpartikel in dem Schwellwertverfahren als Teil
eines Blutgefies interpretiert werden.

Das Verfahren, das wir hier anwenden wollen, um solche Datensitze zu glitten und zu re-
staurieren, besteht aus mehreren Bausteinen:

* Einer lokalen Klassifikation der Radien der Blutgefdl3e sowie ihrer Richtungen
(Abschnitt 4.3),

* der Definition von lokalen Wulff-Shapes basierend auf dieser Klassifikation
(Abschnitt 4.4.1),

* ein Gradientenflussverfahren zur Minimierung der zugehdrigen anisotropen Fldachenener-
gie (Abschnitt 4.4.2), inklusive

* einer lokalen Volumenerhaltung (Abschnitt 4.4.3).

Wir werden diese Bausteine im Folgenden detailliert erldutern.

4.3 Lokale Klassifikation der Radien und Richtungen der
BlutgefaBe

Um die Gestalt von typischen Blutgefden zu reprisentieren, wiirde man idealerweise zylindri-
sche Rohre verwenden (das der Querschnitt von Adern meist nicht exakt kreisférmig ist, soll
hier zunéchst vernachlédssigt werden). Solche zylindrischen Strukturen lassen sich durch un-
endlich lange Ellipsoide darstellen. Um diese zu approximieren, wollen wir als Wulff-Shapes
sehr lange Ellipsoide (mit Halbachsen a = 100,b = ¢ = 1) verwenden, um verrauschte Adern
damit zu glitten und zu restaurieren. Diese Ellipsoide miissen hierfiir lokal in die Richtung der
Adern rotiert werden (vgl. Abbildung 22). Folglich benétigen wir die lokale Orientierung der
BlutgefiBle, um diese Rotation passend durchfiihren zu konnen. Die Klassifikation dieser Ori-
entierungen basiert auf einer Momentenanalyse und einer robusten Schitzung der Gefafradien.
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Abbildung 22: Links: Testdatensatz mit eingeblendeten, an den Strukturen ausgerichteten, el-
lipsoiden Wulff-Shapes. Rechts: Evolution dieser Geometrie mit Gitterweite h =~ 0.015 und
Zeitschrittweite T = 3 - 1077, abgebildet sind die Zeitschritte O (initiale Daten), 15 und 70.

4.3.1 Momentenanalyse

Es sei ein MRA-Bild  : Q — IR gegeben, sowie ein Schwellwert o € IR™, der geeignet ist, um
die Blutgefdfe vom Hintergrund zu trennen. Dann betrachten wir die charakteristische Funktion
Xy der Blutgefile und berechnen damit das lokale erste Moment fiir jeden Punkt xq € ) durch

1
My(o) 1= [ @)~ Colan)) ® (2 = Colan)) da € R @9)
mV(xO) Br(=o)
Hierbei ist
my(xo) :/ xv () dx (50)
Br(=o)
die lokale Masse und
1
Cy(z :—/ z)(x — xp) dx 51
oo = ey L @) 5D

der Schwerpunkt der Verteilung von xy in der Umgebung Bg(z(), R > 0. Die Eigenvektoren
v;, 1 = 1,2, 3 zu den sortierten Eigenwerten \; > Ay > A3 > 0 des lokalen ersten Moments
liefern Informationen dariiber, von welcher Gestalt und Orientierung die Verteilung der Masse
der Funktion Yy, (und damit auch der Blutgefifie) in der Umgebung Br(x,) aussieht. Ist die
Masse beispielsweise gleichméBig verteilt, so sind alle Eigenwerte von My, (z) auch ungefihr
von gleicher Grof3e.

Ist die Masse scheibenformig verteilt, erhalten wir Eigenwerte \; = Ay > A3 ~ 0. Die
Eigenvektoren v, vo werden in der Scheibenebene liegen und vs wird orthogonal zur Scheibe
stehen. Fiir eine detailliertere Darstellung einer Momentenanalyse verweisen wir auf [34].

Im Falle einer zylindrischen Verteilung, was bei einer Ader in etwa der Fall ist, erhalten wir
A1 > Mg, A3 &~ 0 und den in Richtung des Zylinders zeigenden Eigenvektor v;. Um zunéchst
einmal zu erkennen, ob eine schlauchformige Struktur, d. h. ein Blutgefid3, in der Umgebung
Br(zo) vorliegt, betrachten wir den Quotienten

Ao+ A3

=277 52
S VNI VNI W (52)
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welcher fiir diinne schlauchférmige Strukturen anndhernd Null sein wird. Somit priifen wir
fiir jeden Punkt zo € €, ob der Quotient ¢ kleiner ist als ein zuvor gewihltes ¢ > 0. Ist das
der Fall, so gehen wir von der Existenz eines BlutgefiBes in Br(zo) aus und definieren das
Orientierungsfeld v : Q — R? durch v(zy) = ”Zigggu. Ist dagegen ¢ > ¢, so entscheiden wir,
dass es dort keine Blutgefile gibt, setzen v(zy) = 0 und verwenden dort dann spiter in der
Evolution auch nur den isotropen Kriitmmungsfluss, d. h. wir wihlen dort kugelférmige Wulff-
Shapes.

Somit verwenden wir nur dann eine anisotrope Glittung, wenn aus der Masseverteilung klar
hervorgeht, dass lange schlauchformige Strukturen vorliegen.

4.3.2 Approximation der Radien der BlutgefaBBe

In der oben beschriebenen Momentenanalyse ist die Wahl des richtigen Radius R der Um-
gebung um einen Punkt z;, von groBer Wichtigkeit. Denn ist die Kugel zu klein, so dass sie
beispielsweise fast komplett von einem Blutgefdll ausgefiillt wird, konnen keine Richtungen
erkannt werden. Ist die Kugel dagegen zu groB3, verfidlschen andere nah gelegene Adern in der
Umgebung die Analyse. Da der Radius der Blutgefdl3e in einem Datensatz auch stark variiert,
ist es weiterhin nicht méglich, einen festen Radius fiir den gesamten Datensatz zu wihlen — er
muss lokal fiir jeden Bildpunkt bestimmt werden.

Um nun den lokalen Radius der Blutgefifle zu ermitteln, konnen wir die oben bestimmte
lokale Masse der charakteristischen Funktion (Gleichung (50)) der Adern verwenden. Wie in
Abbildung 23 veranschaulicht ist, ist die erwartete Masse in der Kugel Bg(x) fiir einen geraden
Zylinder vom Radius Ry, << R durch den Punkt z ungefihr 2R R?. Damit kann der Radius
einer ungekriimmten Ader, die durch den Punkt x, verlduft, durch

my (xo)
2T R

approximiert werden. In der Anwendung ist die oben beschriebene ideale Situationen nun lei-
der so gut wie nie gegeben. Die Adern verlaufen nicht gerade und evtl. vorhandenes Rauschen
verdndert die lokale Masse. Um die Robustheit dieser Schédtzung zu steigern, werten wir den
geschitzten Radius 2y fiir Kugeln mit unterschiedlichen Radien aus und wihlen den resul-
tierenden Median als endgiiltige Schitzung des Radius des Blutgefdes im Punkt z. Ist dann
eine einzige verrauschte Ader in der Umgebung enthalten, erwarten wir, dass die Werte der
verschiedenen Auswertungen nur wenig variieren. Sind dagegen zwei nah zusammenliegen-
den BlutgefiBe in den Umgebungen enthalten, so wird Ry iiberschitzt werden. Ist eine Ader
unvollstindig und nur stiickweise gegeben, so wird die gemessene Masse kleiner sein als die
wirkliche Masse. Der Radius wird somit unterschitzt. Nichtsdestotrotz haben wir festgestellt,
dass die Berechnung des Vektorfelds durch diese Unter- und Uberschitzungen nicht beeinflusst
wird und numerisch stabil bleibt (vgl. dazu Abbildung 34, in der die geschitzten Radien eines
MRA-Datensatzes farbkodiert wiedergegeben sind).

Rv(l’o, R) =

Wir wollen jetzt noch kurz darauf eingehen, wie der Radius R der Umgebung in Abhéngigkeit
des GefidBradius gewihlt werden kann, damit fiir ein gegebenes ¢ > 0 die Bedingung ¢ > e fiir
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Abbildung 23: Die lokale Masse eines Zylinders mit Radius Ry, ist ungefdihr das Volumen eines
Zylinders der Linge 2R, d. h. my(xq) ~ 2Rw R2.

einen Zylinder mit Radius Ry erfiillt ist. Der Zylinder sei dazu parallel zur z-Achse und z sei
identisch mit dem Ursprung (s. Abbildung 23). Zur Bestimmung der Eigenwerte des lokalen
ersten Moments (49) werden wir die Eintrdge dieser Matrix

sz Mxy sz
N VARV (53)
my(@0) \ At oM. ML

fir R > R, zunichst explizit bestimmen. Es ist leicht einzusehen, dass C\,(0) = 0 ist. Wir
beginnen nun mit M, :

| =R 27 R2 R
M:ca: = —/ XV(m)xZ dr ~ / xQﬂ—R?de = o
mV(xO) BRr(zo) =—R 3

Da das Problem in y und » symmetrisch ist, gilt M,,, = M., d.h.

=R y=Ry Z:\/W
My, =M, =~ / / y2/ dz dy dx
=—RJy=—Ry, Ja=—y/R2-y?

y:Rv
= 2R/ 2u*\/R2 — y2 dy
Yy R,

2
= 2R [—% (R: — y2)3/2 + % (y\/Rf, — 92 + R%arcsin (y/Rv)ﬂ

R4
= 2RI” (arcsin(1) — arcsin(—1))

TR!R
2

y=Ry

y=—Ry
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Aus Symmetriegriinden gilt auch M,,, = M,,. Wir zeigen, dass diese GroBen verschwinden:

=R R2 —y
/ / / dz dy dx
-R, =

=R y=R,
= / / 2y\/R2 dy

Q

M,

SchlieBlich berechnen wir

=R Yy= Ry 11 y
M,. = / / / zdzdydx
R2—y
u=R, 0=2m
= ZR/ / cos 0 sin 8d0 du
u= 0
_ 2R/" R /9 2”511129
0
=0
und erhalten damit
. 27TR?;2,R3 0 0
4
My(z0) = — ) 0 Ao |,
4
V 0 0 0 FI{Q’UR

womit die Eigenwerte gerade die Diagonaleintrdge sind. Da R > R, ist, resultiert daraus der
Quotient (52) als

TRIR N TRVR 3R

c = 27"R3%RB—{—7TR§RN 27rR3%R3 - oR2 (54)
Damit die Bedingung ¢ > e erfiillt ist, ist eine untere Schranke fiir /2 somit gegeben durch
3R%(1 —
R> % (55)
€

Aufgrund verrauschter Daten wihlen wir R in der praktischen Anwendung dann meist etwas
groBer (z. B. 5R,). Nichtsdestotrotz liefert Gleichung (55) eine Idee, in welcher Gréenordnung
R gewihlt und mit wechselnden Blutgefd-Radien geidndert werden muss.
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Abbildung 24: Vektorfeld auf einem Querschnitt eines Torus. Links: Das ungegldttete Rich-
tungsfeld unmittelbar nach der Momentenanalyse, Mitte: Dieses Feld wurde komponentenweise
mit einem Gauf3-Filter gegldittet. Rechts: Gldttung mit der beschriebenen Tensor-Methode.

4.3.3 Glatten des Vektorfelds der BlutgefaB-Richtungen

Da die Ausgangsdaten meist verrauscht sind, ist das durch das obige Verfahren ermittelte Rich-
tungsfeld v meist auch nicht glatt und muss daher nachbearbeitet werden. Da in v annéhernd
parallele aber entgegengesetzt orientierte Richtungen auftreten kdnnen, ist es nicht ausreichend,
jede Komponente von v einfach durch Faltung mit einem GauB3-Kern [77] zu glétten, da sich
diese Richtungen dann aufheben konnen (vgl. das Beispiel eines Torus in Abbildung 24). Um
den Glittungsvorgang unabhéngig von Orientierungen durchzufiihren, betrachten wir das Ten-
sorprodukt vv’, eine 3 x 3-Matrix vom Rang 1. Wir glitten nun jede Komponente dieser Matrix
mit einem GauB-Filter und erhalten dadurch im Allgemeinen eine Matrix vollen Ranges. Hier
wihlen wir nun den Eigenvektor zum grof3ten Eigenwert als finale geglittete Richtung im Punkt
xo. Das Ergebnis dieses Verfahrens ist fiir das Beispiel eines einfachen Torus ebenfalls in Ab-
bildung 24 zu sehen.

4.4 Der verwendete Gradientenfluss
4.4.1 Definition des lokalen Wulff-Shapes

Wie schon erwihnt, wollen wir Blutgefid3e lokal durch lange Ellipsoide reprisentieren die ei-
nen kreisformigen Querschnitt haben. Blutgefifle haben im Allgemeinen jedoch keinen exakt
kreisformigen Querschnitt. Dies wird bei unserem Verfahren jedoch nicht von Nachteil sein.
Aufgrund des groBen Halbachsenverhiltnisses (7 = ¢ = 100) geschieht die Glittung und Re-
staurierung in Richtung der Gefi3e sehr schnell vonstatten, eine Verdnderung der Strukturen in
Querschnittsrichtung dagegen sehr langsam. Somit kann die Evolution bei hinreichender Glit-
tung der Adern abgebrochen werden, noch bevor sich der Querschnitt der GefidB3e nachteilig
veridndert.

Um die Gestalt der Blutgefdle richtig zu approximieren, muss das reprisentierende Ellipsoid
lokal in die Richtung des GefidBes gedreht werden (vgl. Abbildung 22). Hierzu verwenden wir
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das Richtungsfeld v, das wir in den vorigen Abschnitten berechnet und gegléttet haben.

Im ndchsten Abschnitt werden wir ein Gradientenflussverfahren herleiten, dass das Wulff-Funk-
tional (15) mit gerade dieser Anisotropie minimiert. Dies liefert uns eine Variationsformulie-
rung, die uns hilft, die Ubereinstimmung der lokalen BlutgefiB-Struktur mit dem zugehori-
gen Wulff-Shape zu quantifizieren. In der Energie des anisotropen mittleren Kriimmungsflusses
miissen die Normalen-Richtungen mit der Stiitzfunktion des Wulff-Shapes gewichtet werden.
Fiir ein Ellipsoid mit Halbachsen a, b, ¢ wihlen wir daher

F(z2) = \/anf + 0223 + 222 (56)

(vgl. auch Beispiel 1.18). Die verwendeten Ellipsoide, d.h. die lokalen Wulff-Shapes selbst,
haben feste Halbachsenverhiltnisse. In unseren Anwendungen haben wir hierbei a = 100,0 =
¢ = 1 verwendet.

4.4.2 Anisotroper mittlerer Krimmungsfluss

Im Unterschied zum isotropen mittleren Kriimmungsfluss minimieren wir nun den anisotropen
Flicheninhalt der Niveaufldchen, d. h. wir minimieren das Wulff-Funktional (15)

eMC—/ v(n) da. (57)

Bekanntlich minimiert das Wulff-Shape das Wulff-Funktional unter allen konvexen Korpern
vorgegebenen Volumens, und somit konvergieren auch unter dem anisotropen mittleren Kriim-
mungsfluss konvexe Initialflichen gegen das Wulff-Shape.

Die Orientierungen der Blutgefidfe variieren mit der Position im Bild, demzufolge variiert
auch das entsprechend rotierte Wulff-Shape. Wir betrachten hier daher Anisotropien, die zu-
ziiglich zu z auch noch von der Position  im Bild abhiingen, d.h. v : Q xR* - R, (z,2) —
v(z,2), v € C*(2 x R*\{0}). Wie in Kapitel 1.1.2 erwihnt, muss 7 in der zweiten Kompo-
nente positiv, konvex und 1-homogen sein. Diese Anisotropien rotieren die Ellipsoide in die
Richtungen der Blutgefile, d. h. wir definieren

(@, 2) = F(R' (2)2),

wobei R(x) € SO(3) die Rotationsmatrix ist, die das Wulff-Shape in Richtung des Vektorfelds
v rotiert.

Wie im schon bei der Definition der anisotropen mittleren Kriimmung in Kapitel 2.3.5 wen-

den wir Gleichung (33) an, um obige Energie auf allen Level-Sets zu definieren. Damit erhalten
wir durch Ausnutzung der 1-Homogenitét von ~y

== Xz M X r = T X Xz
B = [ 2 (o) IWe@lde = [ 2 votyan 6o
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4.4 Der verwendete Gradientenfluss

Abbildung 25: Oben: Der anisotrope volumenerhaltende mittlere Kriimmungsfluss kann Liicken
in der Aderndarstellung schlieflen, auch wenn keinerlei unterliegende Daten zwischen den En-
den vorhanden sind. Unten: Eine Glittung mit dem isotropen volumenerhaltenden mittleren
Kriimmungsfluss ist dazu nicht in der Lage.

Fiir die Formulierung des Gradientenflusses berechnen wir noch die erste Variation:

d
%Ev [¢ + 619]

d
=/—v (z,V¢ + eV) dIZ/%(m,ng)~V19dx
Q de e=0 Q

e=0

Als Metrik verwenden wir wie im isotropen Fall die L?-Metrik und erhalten damit den zu dieser
Energie gehorende Gradientenfluss

Oyp = —grad; . E[¢] .

Mit der Level-Set-Formulierung der L2-Metrik (34) lisst sich die schwache Variationsformu-
lierung fiir alle Testfunktionen ¥ € C§°(€2) hinschreiben:

G R ()] ()
/Q||V¢<:c>\|19( )d /Q%( ,Vo(x)) - Vi(z)d (59)

Auf Basis dieser schwachen Formulierung werden wir spéter direkt die Finite-Elemente-Dis-
kretisierung im Raum gewinnen; zur Diskretisierung in der Zeit verwenden wir dann ein Riick-
wirts-Euler-Verfahren [38]. Da die ellipsoiden Wulff-Shapes Minimierer des Wulff-Funktio-
nals sind, erwarten wir, dass die Blutgefa3-Strukturen unter diesem Gradientenfluss geglittet
und mit der Zeit schlauchformig werden. Ferner erwarten wir, dass die Fldche bei sehr starken
Anisotropien beginnt, in Richtung des Vektorfelds v zu wachsen, und dass dabei kleine Liicken
geschlossen werden. Dies vermag der isotrope mittlere Kriimmungsfluss nicht zu leisten (vgl.
Abbildung 25).

Der obige Gradientenfluss ist als anisotroper mittlerer Kriimmungsfluss bekannt. Mit der De-
finition der anisotropen mittleren Kriimmung aus Gleichung (39) erhalten wir analog zum iso-
tropen mittleren Kriimmungsfluss die klassische Formulierung unseres anisotropen Verfahrens

016 = hy[IV .
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4 Restaurieren und Glatten von 3D MRA-Daten

Abbildung 26: Evolution eines Testdatensatzes unter dem anisotropen mittleren Kriimmungs-
fluss ohne Volumenerhaltung. Diinne Strukturen gehen schon am Anfang verloren, Strukturen
mit groflerem Radius erst im spdteren Verlauf der Evolution.

4.4.3 Lokale Volumenerhaltung

Die Normalengeschwindigkeit des oben beschriebenen anisotropen Kriimmungsflusses ist die
anisotrope mittlere Kriimmung. Da diese nie vollstindig Null sein wird, nicht einmal fiir die
konvexen Korper (die Wulff-Shapes), gegen die der Fluss konvergiert, werden Objekte unter
dieser Evolution nicht authoéren zu schrumpfen, bis sie verschwinden. Weiterhin ist die Kriim-
mung von schlauchférmigen Strukturen in Querschnittsrichtung erheblich hoher als in Richtung
der Struktur selbst (die Richtung, in die eigentlich geglittet werden soll). Die Flachen schrump-
fen dementsprechend sehr schnell, insbesondere zu schnell, als dass ohne Strukturverluste schon
eine hinreichende Glittung moglich wire (vgl. Abbildung 26).

Der Fluss muss also dahingehend modifiziert werden, dass das Volumen der Objekte erhalten
bleibt. Eine Idee hierzu ist, die Normalengeschwindigkeit des Flusses so zu @ndern, dass die
durchschnittliche Geschwindigkeit Null ist. Das ist in unserem Beispiel erfiillt, wenn wir den
Fluss

0ip(x) = (hy(z) — b)) IV(2)| (60)

betrachten, wobei 1 = f,_ h, da = =gy Js— v da gerade die Durchschnittsgeschwin-
digkeit der Niveaufliche [¢ = 0] ist. Da sich die Volumenznderung durch Integration iiber die
Normalengeschwindigkeit ausdriicken ldsst, erhilt man (siehe beispielsweise [135])

d
—Voly(t) = —/ (hy —h3)da = — (/ h da — hg/ da) = 0.
dt [6=0] [6=0] [6=0]

Andrews hat in [8] gezeigt, dass dieser volumenerhaltende anisotrope mittlere Kriimmungsfluss
auch gegen das Wulff-Shape konvergiert. In Abbildung 21 ist hierzu ein Vergleich des isotropen
und anisotropen, nicht-volumenerhaltenden und volumenerhaltenden Kriimmungsflusses zu se-
hen.

Fiir unser Problem ist dieser global volumenerhaltende Ansatz jedoch leider nicht verwend-
bar. Wie in Abbildung 27 zu sehen ist, bleibt das globale Volumen zwar erhalten, die Strukturen
der BlutgefiBe gehen jedoch durch starke Deformation verloren; die Masse der Gefdlle hiuft
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Abbildung 27: Evolution eines Testdatensatzes unter dem anisotropen mittleren Kriimmungs-
fluss mit globaler Volumenerhaltung. Das globale Volumen bleibt zwar erhalten, akkumuliert
jedoch in einem Bereich, wodurch die Strukturen durch starke Deformationen zerstort werden.

sich in einem Bereich an. Wir wollen stattdessen eine lokale Volumenerhaltung verwenden:
Did(x) = (I (x) — h5(2)) [ V(a)]| mit b (z) = f h, da
Be(z)N[¢=0]

Hier werden bei der Berechnung des Volumenkorrekturterms in jedem Punkt nur Informationen
aus einer kleinen Umgebung des Punktes verwendet. Dadurch werden nur lokale Volumenver-
hiltnisse beriicksichtigt, so dass ein beispielsweise groles Volumen nahezu keinen Einfluss
mehr auf kleinere Strukturen hat. Global ist dieser Fluss zwar nur noch approximativ volume-
nerhaltend, das ist fiir unsere Zwecke jedoch vollkommen ausreichend.

Auch diese Volumenkorrektur berechnen wir nur dann, wenn gemall der Momentenanalyse
schlauchformige Strukturen vorliegen. Dies sorgt einerseits fiir mehr Effizienz im Verfahren
und andererseits dafiir, dass Rauschen auB3erhalb der Blutgefide verschwindet, solange es keine
schlauchformige Struktur hat.

4.4.4 Das SchlieBen von Liicken

Das Ziel unseres Verfahrens umfasst nicht nur die Gléttung der Strukturen, sondern wenn mog-
lich auch dessen Restaurierung, d. h. kleine Liicken in den Blutgefdfen sollen geschlossen wer-
den. Hier ist es von groBem Vorteil, dass die die Adern beschreibende Fliche implizit durch
eine Level-Set-Funktion gegeben ist und ihre Topologie somit auf natiirliche Art und Weise dn-
dern kann. Wenn wir ein extrem langes Wulff-Shape wihlen, d. h. beispielsweise ein Ellipsoid
mit Halbachsen a = 100,b = ¢ = 1, dann tendieren die Objekte dazu, in der zur Halbachse a
gehorenden Richtung zu wachsen.

Wir konnen dieses Wachstum in Abhédngigkeit des Richtungsfelds v und der Flachennor-
malen n durch geeignete Gewichtung des Volumenkorrektur-Terms noch beschleunigen. Ist
beispielsweise n parallel zu v, so wollen wir keine Volumenkorrektur verwenden, da dies das
Wachstum der Flidche in Richtung der Ader bremsen wiirde. Ist n dagegen orthogonal zu v, so
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4 Restaurieren und Glatten von 3D MRA-Daten

soll das Volumen erhalten bleiben. Dies fiithrt uns zu dem modifizierten Gradientenfluss

i (1 O @) e N o
0r0(o) = (o) - (1= YT 5 s ) 1961, )

Wir wollen noch einmal betonen, dass diese Methode selbst dann Liicken schlielen kann, wenn
keine unterliegenden Daten (z. B. durch einen Daten-Term) vorhanden sind (vgl. Abbildung
25). Voraussetzung ist aber, dass die entsprechenden Richtungen des Vektorfelds v die Liicke
vollstindig tiberdecken. Durch die Glittung des Vektorfeldes ist dies aber fiir alle ,.kleinen*
Liicken erfiillt.

4.5 Finite-Elemente-Diskretisierung

Bisher haben wir eine kontinuierliche Level-Set-Funktion ¢ auf dem Gebiet 2 C IR® betrachtet.
Nun wollen wir unseren Ansatz mit Finiten Elementen diskretisieren. Da wir in hohem Mafle
nichtlineare anisotrope Wulff-Shapes als lokale Minimierer vorschreiben, erhalten wir auch eine
Differentialgleichung, dessen Nichtlinearitit weit {iber die des isotropen mittleren Kriimmungs-
flusses hinausgeht. Die Diskretisierung mit Finiten Elementen integriert diese Anisotropien auf
natiirliche Weise, da sie auf einer direkten Diskretisierung der Variationsformulierung basiert.
Eine Implementierung iiber Finite Differenzen [99] wiirde hier Schwierigkeiten bereiten, da der
zugehorige Differenzenstern der Anisotropie entsprechend extreme Ausmaf3e haben miisste.

Um die schwache Formulierung des anisotropen mittleren Kriimmungsflusses inklusive des
gewichteten Volumenkorrektur-Terms zu erhalten, multiplizieren wir Gleichung (61) mit < ||v 3
wobei ¥ € C§°(Q2) eine Testfunktion ist, integrieren iiber das Rechengebiet €2 und wenden
schlieBlich partielle Integration an:

—_Ydx h,— | 1— h ?d
o Vol / " ku !

atd) . < VQbU) €
9 — div (v.(z, Vo) dde = [ (1— hed d
o T ” ~ v =@ Vo)) v da / var ) "0
Vo-v
0 » Vo) Vidr = ——— ) htod 62
:/ku (@, V) Vi dr = /<1 ||v¢||) Ve (62

(Zur besseren Lesbarkeit haben wir hierbei darauf verzichtet, dass Argument x der Funktion
¢ zu notieren.) Als nichstes betrachten wir die eigentliche Diskretisierung in Raum und Zeit.
In unseren Anwendungen treten Bilder als Voxel-Arrays auf, dessen Voxelwerte wir nun als
nodale Werte auf einem gleichmifigem Hexaeder-Gitter G, welches das ganze Rechengebiet (2
bedeckt, interpretieren. Hierbei bezeichnet / die Gitterweite. Durch trilineare Interpolation auf
den wiirfelformigen Zellen C' € G, erhalten wir dadurch Funktionen in dem zugehorigen Raum
X" der stiickweise trilinearen und stetigen Finiten Elemente. In unserer Anwendung wihlen
wir der Einfachheit halber Q = [0, 1]>. Um die Notation iibersichtlich zu halten, verwenden wir
fiir diskrete GroBen stets Gro3buchstaben, wihrend ihre kontinuierlichen Entsprechungen mit
Kleinbuchstaben bezeichnet werden (die diskrete Level-Set-Funktion heif3t somit ®). Die oben

90



4.5 Finite-Elemente-Diskretisierung

auftretenden Integrale werden wir durch numerische Quadratur-Schemata berechnen, bei denen
der Integrand iiblicherweise durch eine passende Polynom-Interpolation ersetzt wird.

Um ein semi-implizites Verfahren zu erhalten, verwenden wir fiir die Zeitdiskretisierung ein
Riickwirts-Euler-Verfahren [65] mit Zeitschrittweite 7. Die einzelnen Zeitschritte bezeichnen
wir mit dem Index k und approximieren 0, ® zur Zeit k7 damit durch LAt S

Wie schon in Kapitel 2.4 erwihnt, ist die Gleichung des mittleren Kriimmungsflusses sin-
guldr, da wir nicht ausschlieen konnen, dass V¢ verschwindet. Daher wenden wir die dort
beschriebene Regularisierung durch Evolution von skalierten Graphen an, was sich in der Er-
setzung von ||[V®*|| durch ||[V®*||. = /|[VP*||2 + €2 duBert. Aus den gleichen Griinden re-
gularisieren wir auch unsere Anisotropie und setzen 7<(2) = \/a22? + b222 + 222 + €2 und
v(x, z) :== (RT(x)z), damit der zugehdrige Gradient stets definiert ist. In unserer Implemen-
tierung wihlen wir dann € = h.

Die Diskretisierung von Gleichung (62) in Raum und Zeit fiihrt uns somit zu folgendem
diskreten Problem: Finde eine Sequenz von Finite-Elemente-Funktionen (%), so dass

1 (q)k+1_(pk) 3 (€ kY .
/th( S © ) + I (0 (. V) - V6) da

Vo -V (VD)
= Il(<1——>HE@>—)\ V (! — F) . VO dr
L (= ar.) @) g ¥ )

fiir alle Testfunktionen © € X" gilt. Hierbei bezeichnet I} den elementweisen Lagrange-
Interpolations-Operator und I} die Interpolation bzgl. GauB-Quadratur dritter Ordnung (s. Glei-
chung (64)). Der zusitzliche mit einem Parameter A > 0 gewichtete Term auf der rechten Seite
wurde gemill dem Ansatz von Deckelnick und Dziuk in [38] als Stabilisierungsterm addiert.
Ihren analytischen Resultaten folgend, muss A so gewiéhlt werden, dass

Adnf 9(p) > (V5 - 1)~ max{ sup 7 ()], s ()} (63)

= p|=1 p|=1
erfiillt ist. SchlieBlich ist HS € X " eine geeignete diskrete anisotrope mittlere Kriimmung und
V € (X™)? das zum Richtungsfeld v gehdrende diskrete Einheitslingenvektorfeld. Auf die

konkrete Berechnung der einzelnen diskreten Gréen werden wir nun im nédchsten Abschnitt
eingehen.

4.5.1 Konkrete numerische Berechnung der diskreten GréBen

Wir werden im Folgenden detailliert beschreiben, wie die numerischen Quadratur-Regeln und
die diskreten Funktionen /17 und V' definiert sind. Weiterhin werden wir die bendtigten Finite-
Elemente-Matrizen angeben und schlieflich das in jedem Zeitschritt zu l6sende lineare Glei-
chungssystem herleiten.

Wir beginnen mit den Quadratur-Regeln. Diese sind fiir einen Integranden f : @ — R
definiert durch (vgl. auch [148])

[0 =SSt [ 10= T DS et @9
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Hierbei bezeichnet {z;} die Menge der Knoten und {y; } die Menge der Gau-Quadratur-Punkte
auf einem Hexaeder-Gitter G;,. Auf dem Einheitswiirfel sind die Koordinaten der Quadratur-
Punkte fiir eine GauB3-Quadratur dritter Ordnung gegeben durch die acht moglichen Kombina-
tionen der Gewichte % + \/g . Insbesondere erhalten wir dadurch fiir alle Zellen C' € G, die
einen Knoten x gemeinsam haben, verschiedenen Auswertungen des Gradienten V®(z) auf
diesen Zellen.

Das diskrete Richtungsfeld V' definieren wir einfach iiber die knotenweise Auswertung der
entsprechenden Formeln in Abschnitt 4.3. Fiir die Berechnung der Finite-Elemente-Funktion
H? fithren wir zundchst die Funktion H, € X h ein, die die anisotrope mittlere Kriimmung
angibt. Diese ist implizit durch die diskrete Variationsformulierung der anisotropen mittleren
Kriimmung

/Q H,(2)0(x) do = — /Q Az, V) - VO () dx (65)

fiir alle © € X" definiert (vgl. Kapitel 2.3.5). Es bezeichne H,, den Vektor der nodalen Werte
der Finite-Elemente-Funktion [, wobei [ eine zu den Gitterknoten gehdrende Indexmenge ist.
Aus der obigen Gleichung erhalten wir damit approximativ

H, ~ —ML,[®"], (66)

da M die klassische durch

~

o ([ Bewewe)

definierte gelumpte Massenmatrix (der Term auf der linken Seite von Gleichung (65) ist appro-
ximativ gegeben durch MH.,). Weiterhin ist

L, [®" = (/ I} (v(z, @) - VO, (2)) dx)
Q iel

die durch die Anisotropie induzierte anisotrope Steifigkeitsmatrix. Mit dieser Funktion 1, kon-
nen wir nun auch eine diskrete, lokal gemittelte anisotrope mittlere Kriimmung H* () berech-
nen, die alle Knotenwerte des Vektors ﬁV mittelt, die in der e-Umgebung um x enthalten sind.
Abschliefend formulieren wir noch das lineare Gleichungssystem, das in jedem Zeitschritt
gelost werden muss. Hierfiir sei @ der Knotenvektor der Finite-Elemente-Funktion ®. Weiterhin

definieren wir die gewichtete Massenmatrix M = M][®*] und eine gewichtete Steifigkeitsma-
trix L = L[®*] durch

R e e K0 IR
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Wir vervollstandigen das lineare Gleichungssystem durch Definition der rechten Seite

o) = ([ (Mar ) - (- Tt ) 0 e

und erhalten damit

(M[®*] + 7AL[®*)) (6““ - 5“) — —rR[®"]. (69)

Man beachte hierbei noch, dass die anisotrope mittlere Kriimmung H.,(z) aufgrund der Ande-
rung der Fldche in jedem Zeitschritt neu berechnet werden muss. In der Implementierung 16sen
wir diesen Gleichungssystem mit einem SSOR-vorkonditionierten PCG-Loser [65].

4.5.2 Verwendung eines Narrow Bands

Die Moglichkeit, Liicken einfach zu schlieBen und somit die Topologie der Fliche einfach
zu dndern, erhalten wir durch die Verwendung von Level-Set-Methoden. Hierbei wird unser
d-dimensionales Problem in einen (d + 1)-dimensionalen Raum transportiert, was sowohl in
mehr Rechenaufwand als auch groBerem Speicherbedarf resultiert. Zumindest der Rechenauf-
wand kann deutlich reduziert werden, indem wir das Rechengebiet auf ein schmales Band um
die O-Isoflidche, ein sogenanntes Narrow Band, reduzieren. Die Konstruktion des Narrow Bands
in unserer Anwendung ist simpel: Wir fiigen dem Band in unserer Anwendung einfach nur die-
jenigen Gitterzellen hinzu, fiir die ein hinreichend groBer Blutgefdfradius ermittelt wurde (vgl.
hierzu Abbildung 34). Mit dieser Methode erhalten wir ein hinreichend breites Narrow Band
und rechnen fiir einen typischen MRA-Datensatz schlieBlich nur noch auf ca. 5 % der urspriing-
lichen Freiheitsgrade. Nachdem wir die Radien geschitzt und das Narrow Band definiert haben,
fiihren wir die vorbereitenden Schritte nur noch auf den Knoten des Narrow Bands aus.

Wir werden in Kapitel 6 noch einmal sehr detailliert auf die Verwendung von Narrow Bands
eingehen. Mit Hilfe einer speziellen Datenstruktur, dem sogenannten DT-Grid, wird es dann
moglich sein, auch den Speicherbedarf erheblich zu reduzieren. Diese Struktur stand uns bei
diesem Projekt jedoch noch nicht zur Verfiigung. Weiterhin ist das hier verwendete Narrow
Band im Vergleich zu dem in Kapitel 6 vorgestellten diinnstméglichen Band auch noch recht
breit. Dies ist hier aber auch notwendig, da das Narrow Band nur einmal am Anfang definiert
und dann nicht mehr verdndert wird (anders als durch das DT-Grid definierte Narrow Bands).
Damit die Adern wachsen und Liicken geschlossen werden konnen, muss das Narrow Band
die Liicke vollstindig tiberdecken. Durch Verwendung solch breiter Narrow Bands ist auch
das Vorschreiben der sogenannten transparenten Randbedingungen (s. Kapitel 6) nicht mehr
zwingend erforderlich, da der entfernte Rand nur noch wenig Einfluss auf die Evolution der
0-Isofldache hat.

4.5.3 Zusammenfassung

Wir haben nun damit die Berechnung eines einzelnen Zeitschritts im Detail beschrieben. Zur
besseren Ubersicht wollen wir abschlieBend noch einmal die notwendigen Vorbereitunsschritte
zusammenfassen:
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1. Durch ein Schwellwertverfahren mit einer geeigneten Schwellwertfunktion « erhalten
wir aus der Intensititsfunktion / des MRA-Datensatzes eine charakteristische Funktion
Xy der BlutgefidBBe (Abschnitt 4.2).

2. Wir schitzen die Radien der Blutgefif3e basierend auf dieser diskreten charakteristischen
Funktion (Abschnitt 4.3.2).

3. Wir definieren das Rechengebiet als schmales Band um die Gefidfie (Narrow Band), wobei
wir auch hier die geschitzten Radien verwenden (Abschnitt 4.5.2).

4. Auf dem Narrow Band berechnen wir die Orientierungen der Adern basierend auf y und
den Radien mit einer Momentenanalyse (Abschnitt 4.3.1).

5. Wir glitten dieses Richtungsfeld (Abschnitt 4.3.3).

6. Wir generieren eine signierte Distanzfunktion des Schwellwert-Bildes, um eine initiale
Finite-Elemente-Funktion ®, fiir die diskrete Evolution zu erhalten (Abschnitt 4.2).

4.6 Numerische Resultate und Anwendungen
4.6.1 Artifizielle Testdatensatze

In den Abbildungen 22 und 25 haben wir unser Verfahren zunéchst auf Testdatensidtze ange-
wendet, um die Fihigkeit, Liicken schliefen zu konnen zu betonen und um zu zeigen, dass
die Strukturen gut geglittet werden. Um zuviel Glittung in Folge numerischer Viskositét zu
verhindern, haben wir in unseren Anwendungen sehr kleine Zeitschrittweiten verwendet (7 ~
1075...1077). Auf einem Gitter mit 128% Voxeln benétigt ein Zeitschritt auf einem PC mit
Pentium IV Prozessor mit 3.4 GHz ungefédhr 30 Sekunden.

Den Konvergenzresultaten von Deckelnick und Dziuk [38] zufolge miissen wir den Stabili-
sierungsparameter A so wihlen, dass er Gleichung (63) erfiillt. Fiir Ellipsoide mit Halbachsen
a = 100,b = ¢ = 1 miisste demnach A\ > 81 gewihlt werden. Numerische Experimente haben
jedoch gezeigt, dass dieser Parameter in der Praxis auch erheblich kleiner gewihlt werden kann.
Wir haben einen konstanten Wert von A = 2.5 verwendet.

Weiterhin haben wir das Verhalten unseres Verfahrens an Verzweigungspunkten untersucht.
Hierfiir haben wir drei kiinstliche Verzweigungen von schlauchférmigen Strukturen mit unter-
schiedlichen Offnungswinkeln generiert und unser Verfahren auf stark verrauschte Versionen
dieser im Original glatten implizit gegebenen Geometrien angewendet. In Abbildung 28 de-
monstrieren die Ergebnisse der Evolution die Robustheit unseres Verfahrens unabhingig von
der Art der Verzweigung. Als quantitatives MaB dieser Glittung haben wir die L!-Differenz
zwischen dem Original-Datensatz (vor dem Verrauschen) und unserem Restaurierungsresultat
berechnet und diese mit der initialen Differenz des verrauschten Bildes zum Originalbild ver-
glichen.

In unserem niichsten Experiment haben wir stark gekriimmte Strukturen und den Einfluss von
variierendem Durchmesser untersucht. Als Testdatensatz haben wir hierfiir eine Helix (ebenfalls
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0 =0.015 0 = 0.0028
0 =0.017 0 =0.0032
0 =0.015 0 = 0.0029

Abbildung 28: Wir haben unseren Algorithmus auf drei synthetischen Verzweigungen mit unter-
schiedlichem Offnungswinkel getestet. In der linken Spalte sind die drei Original 0-Isofliichen
der Verzweigungen zu sehen. Diese wurden mit signifikantem Rauschen versehen (mittlere Spal-
te) und mit unserem Verfahren restauriert (rechte Spalte). Als quantitatives Maf3 wurde die L' -
Norm ¢ der Differenz des jeweiligen Bildes zum Originalbild in der mittleren und rechten Spalte
angegeben.

als Niveauflache) mit abnehmendem Durchmesser und wachsender Kriimmung konstruiert. Das
Resultat ist in Abbildung 29 zu sehen. Es zeigt, dass sich auch nach vielen Zeitschritten stark
gekriimmte Regionen nicht kiinstlich deformieren, und dass der Durchmesser der Strukturen
hinreichend erhalten bleibt.

4.6.2 Vergleich mit anderen Algorithmen

Wir haben unseren Ansatz mit verschiedenen anderen Methoden verglichen (vgl. Abbildung 31,
in der verschiedene Verfahren auf einen kleinen Testdatensatz angewendet wurden). Zunichst
haben wir einen weiteren geometrischen Ansatz untersucht, die sogenannte anisotrope geome-
trische Diffusion, die entworfen wurde, um Hyperflichen zu glitten und dabei Kodimension-2-
Strukturen (z. B. Kanten auf einer 2D-Fliche im IR?) zu erhalten [120]. Wie schon in Abbildung
30 angedeutet, ist diese Methode jedoch nicht fiir freistehende Kodimension-2-Objekte geeignet
— das diinne Ende der Helix verschwindet.

Weiterhin haben wir den isotropen mittleren Kriimmungsfluss mit lokaler Volumenerhaltung
angewendet. Wir erhalten eine ausreichende Glittung der Fliche, dafiir aber auch partiell ein
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Abbildung 29: Unser Verfahren, angewendet auf eine implizit gegebene Helix mit variierendem
Durchmesser und variierender Kriimmung. Von links nach rechts sind die Zeitschritte 0, 100,
200 und 500 abgebildet, die zeigen, dass das Objekt relativ schnell gegliittet wird, und dass sich
die Geometrie der Helix unter der Evolution selbst iiber lingere Zeit nicht dndert.

Abbildung 30: Anwendung der geometrischen anisotropen Diffusion [120] auf die synthetische
Helix. Hier verschwindet das diinne Ende der Helix, welches anndhernd Kodimension 2 besitzt,
schon am Anfang der Evolution.

Aufspalten oder sogar den Verlust von diinneren Strukturen.

SchlieBlich haben wir unseren Algorithmus mit dem Ansatz von Lorigo et al. [88] verglichen,
welcher auch auf Kodimension-2-Strukturen angewendet werden kann und auf geometrischer
Diffusion in Richtung der kleinsten Hauptkriimmung basiert. Hierfiir wurde die Implementie-
rung von C. F. Westin in der Open Source ITK Klasse CurvesLevelSetImageFilter verwendet.
Wie in Abbildung 31 zu sehen ist, werden einige der diinneren Strukturen von deren, andere von
unserer Methode besser gefunden. Im Gesamten ist unser Verfahren jedoch durch eine bessere
Glittung charakterisiert.

4.6.3 Anwendungen auf reale MRA-Datensatze

Um die Anwendbarkeit unseres Verfahrens zu demonstrieren, haben wir die hier prisentierte
Methode auf reale MRA-Aufnahmen des menschlichen Gehirns angewendet. Diese Datensitze
haben eine Auflésung von 256 x 256 x 128 Bildpunkten und wurden uns freundlicherweise
von Carlo Schaller, Neurochirurgische Klinik, Universitdtsklinikum Bonn zur Verfiigung ge-
stellt. Wie bereits erwédhnt, werden die ellipsoiden Wulff-Shapes nur dann verwendet, wenn
die Momentenanalyse und die Radienabschidtzung schlauchférmige Strukturen erkennen las-
sen. Andernfalls verwenden wir Sphiren als Wulff-Shapes, d.h. wir wechseln zum iiblichen
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4.6 Numerische Resultate und Anwendungen

Abbildung 31: Vergleich unserer Methode zu anderen Verfahren auf einem 3D MRA-Datensatz.
Das zu gldattende Original-Bild ist links oben abgebildet. Danach sind die Resultate der aniso-
tropen geometrischen Diffusion [120] (Mitte oben), des lokal volumenerhaltenden mittleren
Kriimmungsflusses (oben rechts), die ITK-Implementierung des Ansatzes von Lorigo et al. [88]
(unten links) und schlieflich unseres Verfahrens (unten rechts) zu sehen.

isotropen Kriimmungsfluss. In dieser Situation verwenden wir dann auch keine Volumenerhal-
tung. Dies hat zur Folge, dass Rauschen auflerhalb der Blutgefifle zumindest dann verschwin-
det, wenn es keine schlauchformige Struktur hat und somit nicht als Gefal} interpretiert wird.
In den Abbildungen 32 und 33 sind Ergebnisse der Anwendung unseres Verfahrens auf zwei
unterschiedliche Datensitze zu sehen.

4.6.4 Grenzen unseres Ansatzes, Diskussion

Unser Verfahren eignet sich sehr gut zur Gliattung und Restaurierung schlauchférmiger Struk-
turen mit variierendem Durchmesser und variierender Kriimmung. Aneurysmen und andere
krankhafte Erweiterungen der Blutgefile bleiben im Laufe unseres Verfahrens bestehen (s.
auch Abschnitt 4.7). Weiterhin versucht unser Verfahren jedoch auch, kleine Liicken in den
Adern zu schlieBen. Dies ist im Falle von Blutgefal3-Verengungen (Stenosen) ein Nachteil, da
die GefiBBverengungen im Laufe der Evolution aufgedickt werden konnen. Dies geschieht, wie
die Bildung eines kreisformigen Querschnitts, zwar auch langsamer als das Glitten des Rau-
schens, kann aber natiirlich zu Verfélschungen fiihren.

Weiterhin kann es passieren, dass Strukturen zusammenwachsen, die in der Realitédt getrennt
sind (s. Abbildung 35). Dies kann der Fall sein, wenn eine Struktur auf eine andere zulduft,
dann aber kurz vor dem Zusammentreffen die Richtung @ndert.
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4 Restaurieren und Glatten von 3D MRA-Daten

Abbildung 32: Anwendung unseres Verfahrens auf ein MRA-Bild der Auflosung 256 x 256 x 128
Voxel. Auf der linken Seite sind die originalen Ausgangsdaten zu sehen (oben und unten aus
verschiedenen Perspektiven) und rechts die gegldtteten Daten nach 350 Zeitschritten.

Gegenwirtig soll unser Algorithmus als Durchfiihrbarkeitsstudie verstanden werden, d. h. wir
haben, abgesehen von unserem Narrow-Band-Ansatz, keine Geschwindigkeits-Optimierungen
untersucht. Hier ist sicherlich noch Potential vorhanden. So miisste der zeitintensivste Teil, die
Berechnung des lokalen Volumenkorrektur-Terms, wahrscheinlich nicht in jedem Zeitschritt
unternommen werden, wenn sich die Fldachen, wie bei kleinen Zeitschrittweiten, nur sehr wenig
dndern. Von einer Anwendung in Echtzeit wird man aber wohl dennoch nicht reden konnen.
Fiir Operationen, die unverziiglich vorgenommen werden miissen, ist der Algorithmus in sei-
ner jetzigen Formulierung zu langsam. Ist eine Operation dagegen fiir einen spédteren Termin
geplant, so kann sich der Chirurg anhand der glatteren Bilder durchaus einen besseren Uber-
blick iiber die Situation verschaffen, wobei er bei kritischen Entscheidungen immer noch mit
der Originalaufnahme vergleichen sollte.
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Abbildung 33: Weitere Anwendung unserer Methode auf einen MRA-Datensatz der Auflosung
256 x 256 x 150 Bildpunkte. Links ist das originale Ausgangsbild zu sehen, rechts das gegldittete
Bild nach 200 Zeitschritten.

4.7 Klinische Validierung des Modells
4.7.1 Beschreibung der Studie

In Zusammenarbeit mit C. Schaller, C. Schlimper und anderen Mitarbeitern der Neurochirurgi-
schen Klinik des Universititsklinikums Bonn haben wir in [133] unser Verfahren klinisch vali-
diert, d. h. Exaktheit und Visualisierung mit herkémmlichen Aufnahmetechniken verglichen.
Aufgrund ihrer rdumlich hohen Auflésung ist die Digitale Subtraktionsangiografie (DSA) [122]
der Gold-Standard, mit dem neue Verfahren bzgl. ihrer Exaktheit verglichen werden miissen.
Neben DSA- haben wir noch CTA- und unbearbeitete MRA-Daten zum Vergleich hinzugezo-
gen. In unserer Studie haben wir Daten von fiinf Patienten im Alter von 43 bis 62 Jahren (durch-
schnittliches Alter 53 Jahre) verglichen, von denen jeder an einem Aneurysma litt. Von vieren
dieser Patienten wurden sowohl DSA, CTA als auch MRA-Aufnahmen gemacht, von einem nur
MRA-Aufnahmen. Die zweidimensionalen DSA-Aufnahmen wurden aus drei Blickwinkeln ge-
macht, anteroposterior, lateral und oblique (vgl. auch [122]). Die CTA- und MRA-Aufnahmen
liefern Schichtbilder der Auflésung 512 x 512, aus denen sich ein Volumendatensatz bilden
lasst. Beide Schichtaufnahmen wurden noch mittels Maximum-Intensitéts-Projektion (MIP)
nachbearbeitet. Die genaue Konfiguration der Aufnahmegerite, sonstige Parameter und tech-
nische Details hierzu finden sich in [133].
Wir haben fiir die Datensitze dieser fiinf Patienten folgende Parameter erfasst:

* Prisenz aller intrazerebralen Arterien im Circulus arteriosus cerebri (engl. arterial circle
of Willis, ein Ring aus chirurgisch wichtigen Arterien im Zentrum des Gehirns)
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4 Restaurieren und Glatten von 3D MRA-Daten

Abbildung 34: Links: Visualisierung des Narrow Bands fiir die Blutgefdfistrukturen aus Ab-
bildung 32 (ein gelber Punkt entspricht einem Knoten im Narrow Band). Rechts: Farbkodierte
Visualisierung der geschditzten Blutgefdf3-Radien.

Abbildung 35: Real getrennte, aber dicht zusammenliegende Strukturen konnen félschlich zu-
sammenwachsen, wenn das Richtungsfeld v dies nahelegt.

* Prisenz oder Absenz von Aneurysmen

* Im Falle eines pridsenten Aneurysmas noch diverse Parameter wie Ort, Grofle, Gestalt,
Beziehung zu Blutgefiflen etc.

Diese Parameter sowie den visuellen Eindruck der mit unserem Verfahren nachbearbeiteten
MRA-Daten haben wir mit den Aufnahmen der anderen Verfahren verglichen. Eine Arterie
haben wir hierbei als prisent eingestuft, wenn zumindest Segmente davon sichtbar waren. Bei
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Arterie DSA CTA MIP-Bilder
prasent | abwesend | teilw. prdasent | prdsent | abwesend | teilw. priasent
Anterior com. 4(4) 3(4) 1(4)
Posterior com. 4(4) 2(4) 2(4)
Anterior cerebri 4(4) 4(4)
Median cerebri 4(4) 4(4)
Posterior cerebri | 4(4) 3(4) 1(4)
Aneurysma 4(4) 4(4)
Arteri MRA MIP-Bilder MRA: Unser Verfahren
rterie — : ~ = : =
prasent | abwesend | teilw. priasent | priasent | abwesend | teilw. priasent
Anterior com. 5(5) 5(5)
Posterior com. 3(5) 1(5) 1(5) 2(5) 1(5) 2(5)
Anterior cerebri 4(5) 1(5) 4(5) 1(5)
Median cerebri 5(5) 5(5)
Posterior cerebri | 5(5) 5(5)
Aneurysma 4(5) 1(5) 4(5) 1(5)

Tabelle 1: Auswertungen der Prisenz ausgewdhlter Arterien im Circulus arteriosus cerebri,
sowie der Priisenz des jeweiligen Aneurysmas. Von den zerebralen Arterien wurde jeweils das
Al-Segment betrachtet. Die Zahl in Klammern gibt die hochst mogliche Anzahl wieder.

dem Vergleich wurden die DSA-Aufnahmen (soweit vorhanden) als Referenz-Daten verwendet.

4.7.2 Resultate

Wir wollen hier nur die fiir uns relevanten Resultate erwédhnen, Details entnehme der geneigte
Leser [133]. In Tabelle 1 haben wir die Anwesenheit von fiinf Arterien im Circulus arteriosus
cerebri sowie des Aneurysmas in den jeweiligen Aufnahmen aufgelistet. Die Exaktheit der mit
unserem Verfahren nachbearbeiteten MRA-Aufnahmen erreichte hierbei fast die der originalen
MRA-Aufnahmen, die wiederum vergleichbar mit der des CTA-Verfahrens ist. Beide liegen
aufgrund ihrer begrenzten rdumlichen Auflosung unter der der DSA-Aufnahmen, liefern dafiir
jedoch Volumendaten, mit denen die Daten aus beliebigen Blickwinkeln betrachtbar sind.

Die Aneurysmen waren nach der Nachbearbeitung mit unserem Verfahren noch bei vier von
fiinf Patienten korrekt vorhanden. Das Aneurysma des iibrigen Patienten war nach der Evolution
zwar noch vorhanden, jedoch nur noch als sinnlose Uberbriickung zweier BlutgefiBe. Hier hat
unser Verfahren das ldngliche Aneurysma etwas wachsen lassen und félschlicherweise mit einer
sehr nahe gelegenen Ader verbunden (s. Abbildung 35).

Insgesamt wurde die dreidimensionale Anatomie des vorderen Teils des Circulus arteriosus
cerebri nur unwesentlich schlechter als bei iiblichen MRA-Aufnahmen und immer noch zuver-
lassig dargestellt. Die Adern wurden jedoch durch unser Verfahren deutlich geglittet, Artefakte
und storende Liicken wurden, soweit moglich, entfernt. Dies verbesserte die ,,Lesbarkeit” des
Bildes und ermdglicht somit auch auch eine erheblich bessere Orientierung in dem Datensatz.
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4 Restaurieren und Glatten von 3D MRA-Daten

Resiimee: Klassische PDG-Verfahren wurden bisher kaum verwendet, um diinne und léangli-
che Strukturen in 3D (wie z. B. Adern in 3D-MRA-Aufnahmen) angemessen zu glétten. Basie-
rend auf einer Klassifikation dieser Strukturen und ihrer Reprisentation durch lange Ellipsoide
als Wulff-Shapes ist es mit dem anisotropen mittleren Kriimmungsfluss moglich, diese Struktu-
ren zu glétten und dabei nicht nur zu erhalten, sondern auch zu verstirken und hervorzuheben.
Solange Liicken in diesen Strukturen nicht zu grof3 sind, konnen sie geschlossen werden. Fer-
ner wird ein kreisformiger Durchschnitt betont, was aber erheblich langsamer als die Glittung
bzw. Restaurierung geschieht. Die Anwendung auf MR Angiographie-Daten hier ist eine erste
Untersuchung. Zukiinftige Forschung wird nétig sein, um vor allem die Geschwindigkeit des
Verfahrens zu steigern. Auch konnen weitere Anwendungsszenarien untersucht werden.
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Restaurierung einer zerstorten Graphenfliche mit dem anisotropen Willmore-Fluss.

5 Restaurieren von Gravuren in Graphen-Flachen mit
anisotropem Willmore-Fluss

5.1 Einleitung

Wir wollen in diesem Kapitel eine Restaurierung von zweidimensionalen Graphenflachen mit-
tels anisotropem Willmore-Fluss behandeln. Diese Graphen werden durch eine zweidimensio-
nale Funktion definiert, deren skalare Werte als Hoheninformation des Graphen interpretiert
werden. In unserer Beispielanwendung beschreiben diese Graphen ebene Flidchen, in die mit ei-
nem spitzen Keil Text oder Zeichen irgendeiner Art eingraviert sind. Diese seien nun teilweise
zerstort und unser Ziel ist es, die zerstorten Teile unter Beriicksichtigung der unzerstorten Daten
in der Nachbarschaft zu rekonstruieren.
Die anisotrope Willmore-Energie einer Fliche M C R? ist gegeben durch

1
B M) = 5 /M 2 da,

wobei h., die anisotrope mittlere Kriimmung (vgl. Gleichung (39) in Kapitel 2.4.4) ist. Clarenz
hat in [28] gezeigt, dass das zu der Anisotropie v gehorende Wulff-Shape der einzige Mini-
mierer dieser Energie ist. Wir werden demnach in diesem Kapitel Wulff-Shapes konstruieren,
die geeignet sind, um Gravuren und ebene Flichen zu rekonstruieren. Weiterhin entwickeln wir
ein numerisches Schema zur effizienten Behandlung von Randwerten, das in Normalenrichtung
einen glatten (C') Ubergang am Rand des Restaurierungsgebietes garantiert. In Abschnitt 5.9
gehen wir auch noch kurz auf den Willmore-Fluss auf Nicht-Graphen-Fléachen, d. h. auf belie-
bigen, glatten, im IR® eingebetteten und implizit gegebenen Flichen ein.

Inpainting bei Bildern. Das Restaurieren von zweidimensionalen Graphenflichen kann
auch als Inpainting der zugehorigen zweidimensionalen Funktion angesehen werden. Die mo-
tivierende Aufgabenstellung hierfiir ist schon sehr alt. Beispielsweise werden teilweise zerstor-
te Gemilde von Kiinstlern derart retuschiert bzw. restauriert, dass die restaurierten Teile im
Anschluss moglichst nicht erkennbar sind. Hierfiir werden Informationen vom Rand des Re-
staurierungsgebiets plausibel in das Innere fortgesetzt. Die gleiche Aufgabenstellung tritt aber
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

auch bei modernen digitalen Bildern auf. Restaurierungen von Filmen, das Entfernen von Tex-
ten, Kratzern oder sonstigen unerwiinschten Teilen im Bild sind aktuelle Problemstellungen, in
denen gute Inpainting-Algorithmen gebraucht werden.

Viele Inpainting-Verfahren basieren auf Variationsmethoden. Die Minimierung der TV-Norm
erlaubt es beispielsweise, aullen liegende, auf den Rand des Restaurierungsgebietes treffende
Kanten in das zerstorte Gebiet hinein fortzusetzen. Diese Methoden fiithren auf nichtlineare par-
tielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit Dirichlet-Randbedingungen (s. z. B. [25] fiir
einen Uberblick). Einen C*-Ubergang in Normalenrichtung kann man damit im Allgemeinen
allerdings nicht erreichen, da in Verfahren zweiter Ordnung entweder nur die Grauwerte oder
die Gradientenrichtungen als Randwerte vorgeschrieben werden konnen.

Um einen solchen Ubergang zu erhalten, ist es notwendig, ein Verfahren vierter Ordnung zu
verwenden. Hierfiir gibt es mehrere Ansitze. In [22] haben Caselles, Morel und Sbert das Mi-
nimal Lipschitz Extension Model (AMLE) basierend auf fundamentalen Axiomen wie Trans-
lations- und Rotationsinvarianz, einem Vergleichsprinzip, Stabilitdt und Regularitét entwickelt.
Spiter haben Masnou und Morel in [91] diesen Ansatz verbessert und Isolinien unter Beriick-
sichtigung geometrischer Groflen wie Kriimmung und Lénge fortgesetzt.

Flachenrestaurierung. Fiir parametrische Flichen haben Kobbelt und Schneider in [134]
eine Methode vierter Ordnung verwendet, die die mittlere Kriimmung auf der Fliche vor-
schreibt. Greiner [67, 68] entwickelte eine Fixpunkt-Iteration, in der Flichenstiicke konstru-
iert werden, die eine linearisierte totale Kriimmung minimieren. Yoshizawa und Belyaev [157]
schlagen einen diskreten Willmore-Fluss vor, in dem die klassische Willmore-Formulierung
verwendet wird und Kriimmungsgroen approximiert werden. In [50] haben Droske und Rumpf
den isotropen Willmore-Fluss in einer Level-Set-Formulierung hergeleitet, spéter hat Droske
ihn in [48] dann in einer medizinischen Anwendung zur Restaurierung von Schéadeln verwen-
det.

Letztere Arbeit und der Ansatz von Clarenz et al. [29] iiber parametrische Flachenrestaurie-
rung mit dem isotropen Willmore-Fluss sind unserer Arbeit wohl am @hnlichsten. Durch geeig-
nete Substitution basierend auf der Arbeit von Rusu [128] erhalten die Autoren ein gekoppeltes
System partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung. In [29] werden, basierend auf einer
Finite-Elemente-Diskretisierung, Dirichlet- und Neumann-Randwerte durch ein Aufspalten des
Koeffizientenvektors und geschickte Wahl des Integrationsgebiets vorgeschrieben. Ein Ansatz,
der von uns iibernommen und in den Level-Set-Fall tibertragen wurde.

Wir wollen noch kurz einige weitere analytische Resultate iiber die Existenz von Lésungen
des isotropen Willmore-Flusses notieren. Simonett zeigte in [138], dass eine globale Lésung
fiir den isotropen Willmore-Fluss existiert, wenn die initiale Fliche C?“-Regularitiit besitzt und
hinreichend #hnlich zu einer Sphiire ist. Fiir allgemeine C'**-Flichen existieren immerhin noch
eindeutige lokale Losungen. Mayer und Simonett haben in [92] bewiesen, dass die Willmore-
Energie fiir solche Flichen im Existenz-Zeitintervall nicht abnimmt. Fiir den Fall, dass eine
Initialfliche eine hinreichend kleine Willmore-Energie besitzt, konnten Kuwert und Schiitzle in
[83, 84, 85] weiterhin zeigen, dass ebenfalls globale Losungen existieren.
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Anisotroper Willmore-Fluss. Uber den anisotropen Willmore-Fluss existiert nur wenig
Literatur. Palmer hat in [117] Eigenschaften von anisotropen Willmore-Flédchen, insbesondere
von Rotationskorpern, studiert. Zur Restaurierung wurde der anisotrope Willmore-Fluss unseres
Wissens nur von Diewald in seiner Dissertation [46] im parametrischen Fall betrachtet. Droske
hat in [48] den isotropen Willmore-Fluss zur Restaurierung von Schideln im Level-Set-Kontext
verwendet und dort einen knappen Ausblick auf den anisotropen Fall gegeben.

Probleme bei Verfahren vierter Ordnung. Ein wichtiges Theorem parabolischer Glei-
chungen zweiter Ordnung ist das Maximumprinzip. Dies impliziert, dass Level-Linien wihrend
einer Evolution ineinander geschachtelt bleiben, eine wichtige Voraussetzung fiir die Wohlge-
stelltheit eines Problems und fiir die Verwendung von Viskosititslosungen. Die Behandlung von
Gleichungen vierter Ordnung ist schwieriger. Hier gilt das Maximumprinzip nicht mehr und der
Begriff der Viskosititslosungen kann nicht mehr angewandt werden. Generell scheint hier die
Frage nach einem geeigneten Losungsbegriff noch offen zu sein [6].

Durch das fehlende Maximumprinzip kann dann auch nicht mehr garantiert werden, dass
Level-Linien ineinander geschachtelt bleiben. Mayer und Simonett haben hierzu in [92] ge-
zeigt, dass unter dem Willmore-Fluss Selbstiiberschneidungen schon nach kurzer Zeit auftreten
konnen. Ist man nur an der Evolution einer Niveaufliche interessiert, so kann man das mit
dem Auftreten von Singularititen verbundene ,,Hochschaukeln* von V¢ durch regelmiBiges
Reinitialisieren mit einer signierten Distanzfunktion umgehen. Dies ist bei der Evolution einer
Graphenflidche jedoch nicht moglich.

5.2 Gravuren in Graphenflachen

Wir wollen uns in diesem Kapitel dem folgenden Problem widmen: Gegeben sei eine Flidche
mit Gravuren (beispielsweise ein Grabstein, ein antike Schrifttafel oder dhnliches), von der Teile
zerstort sind.

Nach einer manuellen Markierung der zerstorten Bereiche ist es unser Ziel, eine moglichst
passende Restaurierung dieser Bereiche zu finden, wobei passend hier bedeutet, dass schar-
fe Kanten durch scharfe Kanten und ebene Flichen moglichst eben fortgesetzt werden. Dies
ist eine Anforderung, die der isotrope Willmore-Fluss nicht zu erfiillen vermag. Eine gleiche
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

Abbildung 36: Links: Eine synthetisch zerstorte Kante. Mitte: Restaurierung mit dem isotro-
pen Willmore-Fluss, ein glattes abgerundetes Fldchenstiick wird generiert. Dies entspricht aber
nicht der menschlichen Erwartung einer Fortsetzung. Rechts: Restaurierung mit dem anisotro-
pen Willmore-Fluss, hier wird die Kante gemdyf} der Erwartung scharf fortgesetzt.

Gewichtung aller Normalen fiihrt immer zu moglichst runden Flidchen, d. h. Kanten werden ab-
gerundet, je nach Randbedingungen auch ebene Flichen, was nicht unseren Anforderungen ent-
spricht (s. Abbildung 36). Wir werden stattdessen den anisotropen Willmore-Fluss verwenden,
der das Quadrat der anisotropen mittleren Kriimmung (39) minimiert. Clarenz hat in [28] ge-
zeigt, dass fiir C?-Anisotropien und geschlossene Flichen das zu einer Anisotropie + gehrende
Waulff-Shape der eindeutige Minimierer der anisotropen Willmore-Energie ist. Um dies zur Re-
staurierung von Kanten zu verwenden, benotigen wir ein Wulff-Shape, das eine entsprechend
geeignete Kante aufweist, also zumindest teilweise kristallin ist. Damit besitzt die zugehorige
Anisotropie v jedoch nicht mehr die benétigte C?-, sondern nur C°-Regularitit. Wir werden
daher die Anisotropie, wie in Kapitel 1.2.2 beschrieben, regularisieren, was zu leicht abgerun-
deten Kanten fiihrt. Fiir kleiner werdende Regularisierungsparameter werden die Kanten zwar
schirfer, ein zu kleiner Parameter fiihrt jedoch zu numerischen Instabilitdten (vgl. dazu Beispiel
5.5).

Wir wollen das Problem mathematisch spezifizieren: Es sei M° c R? Graphenfldche einer
Funktion ¢° : @ — R, ) € R?, d.h. es ist (vgl. auch Abbildung 37)

M° = {(z, 8 (x)) ’az e},

Zur Notation: Das ,,” ““ kennzeichnet Grofen, die sich auf das ganze Gebiet und nicht nur auf das
zerstorte Teilgebiet beziehen. Wir wollen weiterhin annehmen, dass Q) in der (x,y)—Ebene liegt
und die Funktionswerte von ¢° als Hohenwerte in z-Richtung interpretieren. Eine Teilmenge
MO © MO sei nun zerstort, und die verbleibende Menge M := MO\ M° sei in gutem
Zustand. Diese Teilflichen der Graphenfliche MO seien Graphen von Funktionen ¢° : Q2 — R
und ¢ : Q™ — IR, d. h. es ist

- | ) Lz e
¢O($) - { ¢ext(l,) T c Qext -

Wir fragen nun nach einer Restaurierung des zerstorten Bereiches mit C''-Ubergang am Rand
00, Diese Glattheit fordern wir allerdings nur in Richtung der Normalen. Der Rand selbst ist
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Abbildung 37: Zerstorter Bereich M° in einer Graphenfliiche MO mit Gravur inklusive des
Definitionsbereichs.

nur stetig, hier konnen ,,Knicke* von Kanten auftreten, die dann aber stetig differenzierbar in das
Innere des Gebiets fortgesetzt werden sollen. Wir werden diese Anforderung an den Ubergang
in Problem 5.2 iiber Randbedingungen mathematisch konkretisieren. Zunéchst formulieren wir
folgendes Problem:

Problem 5.1. Gesucht ist ein Flichenstiick M, so dass oben definiertes M = MU M die
anisotrope Willmore-Energie X

EY'[M] = 3 /M hZ da (70)
unter allen Flichen M mit festem Flichenbereich M* und C'-Ubergang (im obigen Sinne)
von M nach M minimiert.

Bevor wir nun den gewiinschten C'-Ubergang durch Randbedingungen an ¢ prizisieren,
formulieren wir im folgenden Abschnitt die Willmore-Energie in Abhingigkeit der Graphen-
funktion ¢.

5.2.1 Die anisotrope Willmore-Energie auf Graphenflachen

Wie wir in Kapitel 2.4 gesehen haben, ist die nach unten zeigende Normale des Graphen einer
Funktion ¢ gegeben durch
Vo, —1)T Vo, —1)T
n = ( ¢7 )T — ( (b? ) , (71)
Ve, =D (Ve

wobei [|Vo|l¢ := +/||V¢|]? + 1 die euklidische Norm der Normalen ist. Unsere Graphenfor-
mulierung ist somit ein Spezialfall der Regularisierung iiber skalierte Graphen mit Regularisie-
rungsparameter € = 1, wie sie in Kapitel 2.4 beschrieben ist.
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

Wir wollen auf unseren Graphenfldchen ein dreidimensionales Wulff-Shape vorschreiben,
d.h. eine geeignete Gewichtungsfunktion v : R® — Ry konstruieren. Diese Konstruktion
werden wir in den nidchsten Abschnitten vornehmen, zunidchst wollen wir Problem 5.1 noch
in Abhiéngigkeit von ¢ mit entsprechenden Randbedingungen formulieren. Dazu benétigen wir
die anisotrope mittlere Kriimmung auf Graphenfldchen. Diese ist gegeben durch

hy g :=div(7,(Vo, —1)), (72)

womit sich die anisotrope Willmore-Energie auf Graphenfldchen durch

1 1
EYole) = 5 [ v oo VP [Volode = 3 [ 1ol Volede 3

ergibt. Damit ldsst sich Problem 5.1 mit Randbedingungen folgendermalen formulieren:
Problem 5.2. Gesucht ist eine Funktion ¢ : Q) — R,

1

6 = argmin Bl = 5 [ 2 ol Vil da, (74
© Q

deren Normalenableitung auf 0X) existiert und die die Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen

a a ext
b) = 67(x) wnd S0(r) = T (w) as)

auf O erfiillt, wobei v € R? die iuflere Normale an ) ist. Obige Ableitungen sind hierbei nur
einseitig, wobei wir auch voraussetzen, dass die Normalenableitung von ¢ auf 0€) existiert.

Bemerkung 5.3. Eigentlich interessieren wir uns hier fiir eine Funktion, die Kanten enthalten
kann, d. h. einen wirklich kristallinen Graphen besitzt. Diese bestimmen wir jedoch als Losung
einer Gleichung vierter Ordnung, wobei wir zusdtzlich noch ein regularisiertes Wulff-Shape
vorschreiben werden. Insofern wird unsere Losung zu reguldr sein, um einen wirklich kristalli-
nen Graphen zu besitzen. Stattdessen werden kristalline Ubergcinge durch abgerundeten Kanten
approximiert, wobei die Abrundung der Kanten von dem Regularisierungsparameter der Ani-
sotropie abhdngt (vgl. auch Abschnitt 5.8.1).

5.3 Gunstige Normalen in unserem Problem

Wollen wir nun ein fiir unser Problem geeignetes Wulff-Shape konstruieren, miissen wir uns
iberlegen, welche Normalen unserer Graphenfldche giinstig und welche teuer sein miissen. Ge-
hen wir davon aus, dass alle Gravuren mit einem rotationssymmetrischen rechtwinkligem Keil
erzeugt worden sind, so kommen in einer idealen Gravur nur die folgenden Normalen vor (vgl.
Abbildung 38):

* Die Normale ny, die orthogonal auf die horizontale Fléache steht,
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5.3 Giinstige Normalen in unserem Problem

np
ng ny T T 1
WhrH

ot
R
o/

Abbildung 38: Links: Die Gravur wird mit einem Keil mit rotierter rechtwinkliger Spitze er-
zeugt. Rechts: Giinstige Normalen einer Gravur und Querschnitt durch das zugehorige Wulff-
Shape (Hexagon).

* und eine diagonale Normale n,, die mit der (z,y)-Ebene einen Winkel von 45° ein-
schliefBt, sowie alle Normalen die aus der Rotation um die z-Achse aus n, hervorgehen
(im Folgenden mit n/, bezeichnet).

Das Wulff-Shape als minimale Flidche soll somit genau diese Normalen aufweisen, d. h. es muss
rotationssymmetrisch bzgl. der z-Achse sein. Weiterhin sollen diese drei Normalenrichtungen in
der Energie gleiche Kosten verursachen, damit bei Ubergiingen von horizontalen zu diagonalen
Fldchen keine Fliche bevorzugt ausgebildet und Kanten damit verfilscht werden.

Im Graphenfall zeigen die Normalen entweder nur in den oberen oder in den unteren Halb-
raum, was das Wulff-Shape durch unsere Restaurierungsanforderungen nur fiir diese Normalen
festgelegt. Bei der Konstruktion der anderen Hilfte haben wir im Prinzip freie Hand. Da unser
Wulff-Shape im unregularisierten Zustand ein Polytop ist, ist es giinstig, es symmetrisch zu ge-
stalten, da wir dann die Stiitzfunktion tiber Gleichung (20) aus Kapitel 1.2.2 definieren kdnnen.
Im Querschnitt ist das Wulff-Shape somit das in Abbildung 38 gezeigte punktsymmetrische
Hexagon. Um ein Wulffshape zu erhalten, das fiir die gesamte Fldache mit ihren in beliebige
Richtungen verlaufende Gravuren geeignet ist, rotieren wir dieses Hexagon einmal um die z-
Achse. Wir wollen die zugehorige Stiitzfunktion mit vz (RH=Rotiertes Hexagon) bezeichnen.
Auf die genaue Konstruktion von vz werden wir in Abschnitt 5.4.2 noch genauer eingehen.

TN

Restaurieruw
mit dem rotierten

Hexagon

Abbildung 39: Die Restaurierung mit dem hexagonalen Wulffshape wird keine Spitze generie-
ren, sondern eine horizontale Fliche.

Dieses rotierte Hexagon ist fiir den Ubergang von der Gravur zur Oberfliche sicherlich gut
geeignet, fiir die Restaurierung einer spitzen Kante ist es jedoch untauglich. Betrachtet man den
Querschnitt einer zerstorten Flache in Abbildung 39, dann wird dieses hexagonale Wulffshape
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss
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Abbildung 40: Die Restaurierung mit dem Doppel-Kegel kann Spitzen generieren, aber keine
horizontalen Flichen oder Ubergiinge dorthin.

Abbildung 41: Anwendung es Doppel-Kegels und des rotierten Hexagons in einer Gravur. Zur
besseren Illustration wurde der Graph bei dem Doppel-Kegel invertiert.

keine spitze Kante, sondern nur eine horizontale Fldche generieren. Damit auch solche Kanten
richtig restauriert werden konnen, definieren wir ein zweites Wulff-Shape, welches nur die um
die z-Achse rotierten Normalen ny bevorzugt (in Abbildung 40 sind das die Normalen n, und
n},). Die untere Hilfte dieses Wulff-Shapes entspricht genau der Keilspitze, die obere Hilfte aus
den oben genannten Symmetriegriinden der gespiegelten Keilspitze, was dann rotiert insgesamt
in einem Doppel-Kegel resultiert. Wir wollen die zugehdrige Anisotropie entsprechend mit yp g
bezeichnen. Durch diese Konstruktion werden genau die Normalen begiinstigt, die der Keil in
der Gravur erzeugt. Natiirlich ist dieses Wulff-Shape wiederum nicht geeignet, um horizontale
Flichen oder den Ubergang dahin zu restaurieren. Wir werden daher basierend auf einer lokalen
Klassifikation entweder das eine oder das andere Wulff-Shape verwenden, und bei diagonalen
Flachen zwischen diesen beiden linear tiberblenden.

Bemerkung 5.4. Die Klassifikation zur Auswahl des lokalen Wulff-Shapes erfolgt in dieser
Arbeit manuell, d. h. der Benutzer muss vorgeben, in welchen Bereichen welche Anisotropie
verwendet werden soll. Wir verzichten auf die Implementierung einer automatischen Klassifi-
kation, da der Fokus dieser Arbeit nur auf der Restaurierung mit anisotropem Willmore-Fluss
liegt. Fiir den ansonsten benétigten Entwicklungs- und Implementierungsaufwand ist unser An-
wendungsproblem einfach zu artifiziell.

In Abbildung 41 sind beispielhaft Wulff-Shapes an den Stellen eingeblendet, an denen sie zur
Restaurierung verwendet werden sollten. Fiir unsere Beispielanwendung soll die Entscheidung,
welches Wulff-Shape verwendet wird, nur von den Funktionswerten von ¢ abhdngen. Dies ist
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5.4 Konstruktion der beiden Wulft-Shapes

sinnvoll, da die Spitzen der Gravuren immer unterhalb der horizontalen Fléache liegen. Fiir Gra-
phenstiicke, die oberhalb eines Wertes z,,,,,. liegen, soll das rotierte Hexagon, fiir Graphenstiicke
unterhalb eines Wertes z,,,;,, der Doppel-Kegel verwendet werden. Zwischen diesen Werten soll
mit einer Funktion 7 : 2 — IR linear iibergeblendet werden. Die Funktion 7 ist dabei wie folgt

definiert:
i

1

1 e S Zmin n(2)
n(z) == 0 12 > Zmas (76)
—mar—=_ y Zmin < 2z < Zmax | |

Zmax —RFmin i A

0 Z7‘nin ZLnaa: 1
Satz 1.24 aus Kapitel 1.1.5 besagte, dass eine nicht-negative Linearkombination von konvexen
Korpern, bzw. ihrer Stiitzfunktionen, wieder ein konvexer Korper bzw. eine Stiitzfunktion ist.

Somit kdnnen wir als Anisotropie fiir das komplette Bild dann die Konvexkombination

Y(z) = (1= () vru(2) + n(d)vpK (2) (77)

verwenden. Die ersten beiden Ableitung ergeben sich dann als

Y:(2) = (L=n(8)vru.(2) + () vpk. (2),
Ve(z) = (1 =n0(¢)vra..(2) + 1(d)1DK..(2).

T
Man beachte hierbei, dass v, = ( g—;’, ?TZ) nur den Vektor der partiellen Ableitungen bzgl. der
Ortskomponenten bezeichnet und nichts mit der Ableitung bzgl. der Koordinate z zu tun hat

(vgl. Bemerkung 2.8).

5.4 Konstruktion der beiden Wulff-Shapes

Aufgrund der obigen Betrachtungen haben wir nun genaue Vorstellungen, welche Normalen
giinstig sind und wie die entsprechenden Wulff-Shapes aussehen sollen. Wir werden jetzt die
zugehdrigen konvexen, positiven und 1-homogenen Gewichtungsfunktionen vy und vpx kon-
struieren.

In Kapitel 1.2 haben wir gesehen, dass sich diese Funktionen als Stiitzfunktion des Wulft-
Shapes oder als Distanzfunktion des Frank-Diagramms konstruieren lassen. Da unsere oben
gefiihrten Uberlegungen die Gestalt des Wulff-Shapes festlegen, wollen wir die erste Konstruk-
tion, d. h. die der Stiitzfunktion, durchfiihren. Dies ist im Allgemeinen auch einfacher und er-
spart uns zudem die Konstruktion des Frank-Diagramms. Als Stiitzfunktion konstruiert, erfiillt
die Anisotropie die erforderten Eigenschaften Konvexitit, Positivitit und 1-Homogenitét dann
automatisch.

Die idealen unregularisierten dreidimensionalen Wulff-Shapes sind im Querschnitt polygo-
nal, d.h. die beschreibenden Stiitzfunktionen sind zwar stetig, aber nicht differenzierbar. Da
wir fiir den Willmore-Fluss sogar zweimal stetig differenzierbare Anisotropien bendtigen, ist es
wichtig, die Stiitzfunktionen zu regularisieren. Dies ist einerseits fiir die Implementierung not-
wendig, um Divisionen durch Null beispielsweise bei der Ableitung der Norm zu vermeiden,
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

andererseits ist eine gewisse Regularitit auch fiir die Stabilitdt des Verfahrens wichtig. Clarenz
fordert in [28] C2-Regularitiit der Anisotropie. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, so ist das
Minimum der Willmore-Energie nicht mehr eindeutig, wie folgendes Beispiel verdeutlicht:

Beispiel 5.5. Betrachte die Anisotropie v(z) = ||z||1 = |2z1]|+| 2| € C°(R?). Fiir 2, # 0,2, # 0
ist 7(2) sogar differenzierbar mit

@7 ) [ sign(z) ) ( {-1,0,1} )
%) = z - : S :
V2(2) ( ﬁ ) ( sign(zz) {-1,0,1}
Somit bildet v.(z) zum Beispiel alle Normalen aus dem
ersten Quadranten (z; > 0,zo > 0) auf den Vektor

1 ab. D. h. liegen die Normalen eines Teils einer M gn

Fliche bzw. einer Kurve in 2D beispielsweise nur im er-
sten Quadranten, so ist vy, (n) konstant und damit die ani-

sotrope Kriimmung h., = div(v,(n)) = 0. Ist nun ein
Kurvensegment in einer Situation gesucht, in der die Nor-
malen an beiden Rindern im ersten Quadranten liegen, n
so sind alle Kurvensegmente, die nur Normalen im ersten
Quadranten haben, Minimierer der Willmore-Energie, M

da die Willmore-Energie nicht-negativ ist. In der Skizze
rechts sind dies alle roten Kurvensegmente. Die fest vor-
gegebenen Randsegmente sind schwarz gezeichnet.

5.4.1 Konstruktion des Doppel-Kegels in 3D

Wie schon erwéhnt, soll der Doppel-Kegel zum einen die Normalen enthalten, die auf dem
Keil zu finden sind und zum anderen fiir eine einfachere Konstruktion diejenigen, welche durch
Spiegelung an der z, y-Ebene daraus hervorgehen. In Abbildung 40 sehen wir, dass der Quer-
schnitt des Doppel-Kegels gerade #hnlich zur 1-Isolinie der L'-Norm ist, dessen Stiitzfunktion
wiederum die L°°-Norm ist (s. auch Beispiel 1.18 in Kapitel 1.1.3). Um nun den dreidimensio-
nalen Doppel-Kegel zu erhalten, rotieren wir diese Isolinie noch um die z-Achse. Der Wert der
Anisotropie hingt somit nur noch von der Hoheninformation z und dem Abstand r = /22 + 2
zur z-Achse ab. Wir erhalten also

atz 126 1
k(.9 2) = max{V/a? + ¢, |2} 9% S|V wp ]+ [Var e - | f . a8)

was des Betrages wegen in dieser Formulierung nicht differenzierbar ist. Der Betrag kann aller-
dings wieder durch |a| ~ |als = Va? + 0% approximiert werden. Fiir die Implementierung ist
es allerdings wichtig, den Regularisierungsparameter nicht zu klein zu wéhlen. Es kann dann
namlich passieren, dass v, (n) immer noch ,,zu konstant“ ist (s. auch obiges Beispiel), und die
Gradientenabstiegsrichtung nicht eindeutig gefunden werden kann. Ebene Flichenstiicke wer-
den dann auf einer groben Skala zwar gut restauriert, auf einer feinen Skala treten jedoch Os-
zillationen auf, die auch mit der Zeit nicht verschwinden (vgl. auch Abbildung 51 in Abschnitt
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5.4 Konstruktion der beiden Wulft-Shapes

Abbildung 42: Das Doppel-Kegel-Wulff-Shape (Bild 1,2) und das zugehorige Frank-Diagramm
(Bild 3,4).

5.8.1). Fiir die nachfolgend konstruierten Wulff-Shapes haben sich Regularisierungsparameter
von 0 = 0.05 bis 0 = 0.1 als geeignet herausgestellt. Wir erhalten damit die regularisierte
Anisotropie

Vox(®,y,2) = %{\/( x2+y2+z)2+62+\/(m—z)2+52}
- 1{‘ ] [Vt -] | (79)

2

Die ersten Ableitungen sind dann gegeben durch

1+ z 1— Z
X \ /12“1‘2/2 /£E2+y2
6&67?7[((1'73%2) = 5 + )
x2+y2—|—25 x2+y2—25
1+ z 1-— z
; y NET: N
ay/yDK(‘T:yaz) = 5 + )
x2+y2+z§ \/:U2+y2—z6
a 5 _ 1 $2+y2+2 B /$2+y2_z
Z’VDK("L‘ayaz) 2
x2+y2+25 \/$2+y2—z5

Fiir den anisotropen Willmore-Fluss benétigen wir auch die zweiten Ableitungen, die hier aus
Ubersichtsgriinden nicht wiedergegeben werden sollen. Der in der Implementierung verwendete
C-Code wurde mit dem Computer-Algebra-System Maple generiert.

In Abbildung 42 sind das Wulff-Shape und das Frank-Diagramm zu ~9,, visualisiert. Das
Wulff-Shape wurde mit dem volumenerhaltenden anisotropen mittleren Kriimmungsfluss (s.
Kapitel 4) generiert, das Frank-Diagramm ist als 1-Isofliche der Anisotropie unmittelbar gege-
ben.
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

5.4.2 Konstruktion eines allgemeinen, symmetrischen und um die z-Achse
rotierten Sechsecks in 3D

Analog zum Doppel-Kegel wollen wir auch hier zunéchst die Stiitzfunktion des zweidimensio-
nalen Hexagons konstruieren und dann erst durch Verwenden der Argumente z und r dieses um
die z-Achse rotieren. Wir wollen uns dabei an der in Kapitel 1.2.2 angefiihrten Konstruktion fiir
symmetrische polygonale Wulff-Shapes orientieren. Zunichst soll die Stiitzfunktion eines all-
gemeinen Sechsecks konstruiert werden, dessen Ecken durch die Ortsvektoren +vq, vy, £vs3
gegeben seien. Damit erhalten wir dann fiir 2 € IR? die Stiitzfunktion
Ara(Z2) = max T -Z=max{dv, - Z,+uvy- 2, tuv3- Z}
TEOW
= max{|v; - Z|,|vs - Z[, |v3 - Z|}.

/2 2
Zur Rotation um die z-Achse wihlen wir nun zZ = ( v ;— Y = ( Z ) Da es nach

Bemerkung 1.30 leider keine direkte analoge Formel zu Satz 1.26 fiir drei Komponenten gibt,
fithren wir ein weiteres Maximum ein und wenden Satz 1.26 zweimal an. Damit erhalten wir

Yru(2,y,2) = Yru(Z) = max{max{|v; - 2, vz - [}, [vs - Z[}

1
= max{§[|vl-2—v2-§|+|vl-2+vg-2|],|v3-2|}

- max{%“(vl —ws) - E + | (v + v2) - 2|],|v3~2|}

1l - - ~
= —{‘—“ (v1 —vg) 2| + | (v1 + v2) z|} — vz Z
2 U210 e — ——

=Up =vp

Unter Verwendung der obigen Regularisierung (|a| ~ |als = Vva® + 62) und den Abkiirzungen
Uy i= U1 — Vg, Up := V1 + vy ergibt sich dann schlieBlich:

—l—’%[\(vl —vy) - 2| + |(vy +U2)-2|] +uz-2

Vi (2) :% \/(%[\/(UM'5)2+52+\/(UP'5)2+52} —03-2)2+62

+ \/(%[\/(UM'g)Q—F(SQ—f—\/(UP'E)Q‘F(;Q} +v3~2)2+52

1 1 1
=5 {‘§(|UM'TL|5 + |vp-n|s) — vs - n‘6+‘§(|UM'”|5 + |vp-n|s) + Ug'n‘(s} (80)

Aus Ubersichtsgriinden verzichten wir in diesem Fall nicht nur auf die Wiedergabe der zweiten,
sondern auch auf die der ersten Ableitungen. Zur Implementierung dieser Ableitungen wurde
der zugehorige C-Code erneut mit Maple generiert.
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5.4 Konstruktion der beiden Wulft-Shapes

5.4.3 Konstruktion eines Sechsecks mit vorgegebenem Winkel zur (x, y)-Ebene
und gleichteuren Seiten

Wir wollen nun die Koordinaten der Ortsvektoren vy, vo und v3 herleiten, die die Eckpunkte
unseres Hexagons definieren sollen. In der Energie sollen alle Seitenflichen gleiche Kosten
verursachen, d. h. es soll Yry(ng) = Yru(ny) gelten. Da gy Stiitzfunktion des Wulff-Shapes
ist, ist dies genau dann der Fall, wenn die Seiten des Hexagons (und damit die entsprechenden
Stiitzebenen) den gleichen Abstand zum Ursprung haben.

U3

Um den gleichen Abstand der Seiten zum Ursprung zu garantieren, beginnen wir die Kon-
struktion mit einem Einheitskreis, an den wir die diagonalen Seitenflichen des Hexagons als
Tangenten einzeichnen. Diese schlieBen mit der r-Achse den Winkel « (bei uns @ = 45°)
ein. Die horizontalen Seitenflachen sind ebenfalls Tangenten an den Kreis und werden von den
diagonalen Seitenflichen begrenzt. Bevor wir nun die Vektoren vy, vy, v3 berechnen konnen,
miissen noch einige Vorberechnungen durchgefiihrt werden. Wir benotigen die Langen wg und
wgq, die sich mit Hilfe des Punktes () bestimmen lassen. Dieser ergibt sich mit den Beziehungen
sin(5 — a) = cosa und cos(5 — a) = sin a durch

o))

cos
o= (ol
Weiterhin gilt im Dreieck Pv;v, nach dem Sinussatz:

SIETSIE]

sin(

sina  sinw 1
= = Wg = —
1 Wy sin o
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

Abbildung 43: Das Hexagon-Wulff-Shape (Bild 1,2) und das zugehorige Frank-Diagramm (Bild
3,4).

Mit dem Strahlensatz lassen sich damit dann wz und wg berechnen:

sin(§ — a)
= — = WQ = W, COS Q,
wq W,
1 CoS & 1 —cosa
WR = Wq — W = — - = :
sina  sina sin «v

Damit ergeben sich schlieBlich vy, vy, v3 sowie vp und vy, durch

cos v sin o + 52 cos 1
T Q+wQ ) — 1sma . — sin « ,
—sin« COS (X — ——— COS (SN v 0
—cos sin «v 1—cosa [ —cosa 1—cosa
v, = @Q+wg . = + — . = s o ,
sin o COoS (v sin o sin o 1
cosa—1
vy = sulla ,
1—1+4cosa CcoS &
vy = 051ia1 — silf ,
1+1—cosa 2—cos «
vp = sin — sin v .
0+1 1

In Abbildung 43 sind das Wulff-Shape und das Frank-Diagramm zu der Anisotropie 7%, mit
den oben berechneten Vektoren vy, vy, v3 visualisiert. Die Generierung des Wulff-Shapes er-
folgte hierbei erneut mit dem volumenerhaltenden anisotropen mittleren Kriimmungsfluss, das
Frank-Diagramm ist wieder unmittelbar als 1-Isofliche der Anisotropie gegeben.

5.5 Anisotroper Willmore-Fluss im Graphenfall

Wir wollen in diesem Kapitel nun den Gradientenfluss herleiten, den wir dann spéter auch dis-
kretisieren werden. Dies soll zunédchst ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen geschehen,
auf diese werden wir in Abschnitt 5.7 eingehen.
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5.5 Anisotroper Willmore-Fluss im Graphenfall

Wie schon erwihnt, hat die anisotrope Willmore-Energie auf Graphenflichen folgende Ge-
stalt:

1 1
EYole = 5 [ lavau(Vo -0 [Volode = 5 [ 1ol Volede @D

Als Anisotropie v : R® — R, die hier die dreidimensionalen Graphennormalen gewichtet
und somit auch ein dreidimensionales Wulff-Shape vorschreibt, verwenden wir die zuvor kon-
struierte Anisotropie aus Gleichung (77), nun jedoch als Konvexkombination der regularisierten
Anisotropien 79, und 7% ;.

Die L?-Metrik auf Graphen ergibt sich ebenfalls aus der in Kapitel 2.4 betrachteten regu-
larisierten L?-Metrik auf skalierten Graphen (Gleichung (41)) mit Regularisierungsparameter

¢ = 1, d. h. wir verwenden
5152

o IVolle
Wir betrachten also eine Familie von Funktionen ¢(x,t) mit

atgb(x? t) = _gradng)GE’\‘ZFG [QS('I? t)]v

gL2,G(31732) = dx.

die wiederum eine Familie von Graphenflichen M(t) := {(z, ¢(z,t)) |z € Q} erzeugt. Als
Initialkonfiguration setzen wir

M(0) = M°
und fordern die in Gleichung (75) aufgefiihrten Randbedingungen fiir ¢(x, t) (s. Abschnitt 5.7).

5.5.1 Variation der Energie

Fiir den Gradientenfluss wollen wir nun den Gradienten dieser Energie als Abstiegsrichtung
berechnen. Zur Vermeidung zusitzlicher Vorzeichen betrachten wir die nach unten zeigende
Graphennormale n:%. Da unsere Wulff-Shapes symmetrisch sind, hat dies ansonsten kei-
nerlei Auswirkungen auf die Restaurierung.

Auch wenn unsere Fliche im R? eingebettet ist, wird sie doch von einer zweidimensionalen
Funktion definiert. Die Variation erfolgt damit auch nur in Richtung der x- und y-Koordinate.

Wir erhalten fiir ¥ € C5°(2)

d _ AL L
=By Gl0 + V) &3 /Q (div 1, (Vo + 6V, — 1)) |V + 6VY| da B
_ / div 7, (Yo, —1) div (7. (Vp, —1)V9) [ V|| d
Q
1 . 5 Vo -V
— divy,(Vo, —1)|" —— dx. 82
+2/Q[m< 6.~V T da (82)

In dieser schwachen Formulierung treten nun zweite Ableitungen der Funktion ¢ auf. Finite-
Elemente-Funktionen erster Ordnung wiirden hier verschwinden und wéren somit nicht fiir eine
Diskretisierung geeignet. Um Basisfunktionen hdherer Ordnung zu vermeiden, verfahren wir
wie Rusu in [128] und substituieren einen Term zweiter Ordnung derart, dass wir schlie3lich
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

ein gekoppeltes System aus zwei schwachen Formulierungen erster Ordnung erhalten. Die neu
gewonnene Gleichung sollte ebenfalls moglichst geometrischer Natur sein. Eine erste Wahl
wire hier die anisotrope mittlere Kriimmung. Bei einem Blick auf die letzte Gleichung stellt
man jedoch fest, dass die anisotrope Kriimmungskonzentration w := —||V¢||gdiv . (V¢, —1),
eine noch bessere Wahl ist. Damit erhalten wir

1 2
(82) = _/diV(’Yzz(V¢,—1)V19)wdx+—/ V¢ Vdr
0 2 Jo IVollZ
1 w?
= ——ngﬁ-V@?der/%z Vo, —1)Vuw - Vi da, (83)
|, 250 o =YY

was nun spater mit multilinearen Finiten Elementen diskretisiert werden kann. Eine schwache
Formulierung zur Bestimmung von w erhalten wir durch Multiplikation mit Testfunktionen
1 € C°(Q2), anschlieBender Integration iiber €2 und partieller Integration,

wyY - . .
o llVolla de = /lev (7:(Vo,—1)) ¢ dx
wi
" d _ . 1) J |
jlﬂvwex LWW¢:Uv¢x 54

was nun ebenfalls von erster Ordnung in ¢ und somit fiir unsere multilinearen Finiten Elemente
geeignet ist.

5.5.2 Der Gradientenfluss

Der anisotrope Willmore-Fluss ist der zur anisotropen Willmore-Energie gehorende Gradien-
tenfluss bzgl. der L2-Metrik auf Graphen, d. h. er ist gegeben durch

9r2,6(0e,9) = —(EJG 6], 9)
fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(€2). Damit ergibt sich folgendes kontinuierliche Problem:

Problem 5.6 (Kontinuierlicher anisotroper Willmore-Fluss). Gesucht ist eine Funktion ¢ €
HY2(Q) und eine zugehérige Kriimmungskonzentration w € H%?(Q), so dass die Gleichungen

;60 1/ w? /
de = —— —Vo - -Vidr — ..(Vo,—1)Vw - Vitdz, 85
o TVolle = 72 Jy wag Ve Vde = [ 1= (Vo m)Vw - Vi dr, - 85)
wy
dr = | 7.(Vé,—1) - Vi da, 86
Vol ™ L”(¢ ) Vo da (86)

fiir alle Zeiten t > 0 und alle Testfunktionen 9,1 € Hé’Q(Q) erfiillt sind.
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5.6 Diskretisierung

5.6 Diskretisierung
5.6.1 Finite-Elemente-Diskretisierung im Ort

Zur Diskretisierung im Ort wollen wir wie schon in Kapitel 3.4 bilineare Finite Elemente ver-
wenden. Hierzu diskretisieren wir das Gebiet €2 = 0, 1]% erneut mit einem Gitter G" aus quadra-
tischen Elementen, wobei h die Gitterweite bezeichnet. Wir interpretieren Knotenwerte unseres
Gitters als Hohenwerte der Graphenfliche und verwenden bilineare Interpolation um stetige,
stiickweise bilineare Funktionen auf G" zu erhalten.

Es sei V" der zugehérige Finite-Elemente-Raum der stetigen, stiickweise affinen Funktionen
auf Qund V" C V" der Teilraum, dessen Elemente auf OS2 verschwinden. Die Funktion ® € V"
mit Koeffizientenvektor ® sei die zweidimensionale Level-Set-Funktion, deren Graph unsere
Ausgangsfliche approximiert, und die Funktion W € V" mit Koeffizientenvektor W sei die zur
substituierten Kriimmungskonzentration w gehorende Finite-Elemente-Funktion. Dies fithrt uns
auf die folgende semi-diskrete Version von Problem 5.6:

Problem 5.7 (Semi-diskreter anisotroper Willmore-Fluss). Gesucht ist eine Funktion ® € V"
und eine zugehorige Kriimmungskonzentration W € V", so dass die Gleichungen

0,00 1 W2 /
v=— [ VO-VOdr — [ 7..(VD, —1)VW - VO dz, (87)
o Voo 2 Jo TV =V L)
W /
———dr = [ (VP —1) - VW dx, (88)
o Vol &= J, Ve =D

fiir alle Zeiten t > 0 und alle Testfunktionen ©, ¥ € V" erfiillt sind.

5.6.2 Semi-implizites Euler-Verfahren zur Zeit-Diskretisierung

Wir kommen nun zur Diskretisierung in der Zeit. Die Verwendung einer Vorwirts-Euler-Dis-
kretisierung wiirde ein explizites Verfahren liefern, das schon im isotropen Fall nur Zeitschritt-
weiten 7 < h* erlauben wiirde. Wir verwenden daher ein Riickwirts-Euler-Verfahren, d. h. fiir
eine fest gewihlte Zeitschrittweite T approximieren wir 9;® zur Zeit (k + 1)7 durch M,
wobei ®* die Funktion ® zur Zeit k7 bezeichnet. Hier beobachten wir jetzt allerdings, dass die
Terme m, %, V..(V®, —1) aus den Gleichungen (87) und (88) nichtlinear von ¢ und
W abhidngen. Um ein nichtlineares Gleichungssystem zu vermeiden, werten wir diese Terme

zur fritheren Zeit k7 aus, was dann schlieBlich in dem semi-impliziten System

(I)k:—H _(I)k 1 (Wk)Z
——— Odz = —/——V®k+l~V@dx
/Q T|[VO*F| g Q 2[[VOH|2,
— / Y2 (VOF, —1) VW . VO da, (89)
Q
Wk+1\11 /
——dr = YAV 1) . VI de, (90)
o TV s ot )
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

resultiert. Anders als im isotropen Fall [51] hiingt auch der Term v, (V®**! —1) auf der rechten
Seite von Gleichung (90) nichtlinear von ¢ ab. Um nun auch einen zumindest semi-impliziten
Ausdruck fiir W zu erhalten, linearisieren wir diesen Term:

VAV —1) ~ 7 (VOF, —1) + .. (VO —1) (V' — VoF)
Setzen wir diesen Ausdruck in Gleichung (90) ein, so erhalten wir unser voll-diskretes Problem:

Problem 5.8 (Voll-diskreter semi-impliziter anisotroper Willmore-Fluss). Gesucht eine Funk-
tion ® € V" und eine zugehorige Kriimmungskonzentration W € V", so dass die Gleichungen

q)k:—i-l_q)k 1 (Wk)Q
- Odx = — | =—L_VI*.VOd
/muwuc ! Lzuw% !
—/%Z(V@’f,—nvw’f“-vcada:, 91)
Q
Wk+1\11
= dr = /VZ(VCD’“,—l)-V\Ifder/yzz(Vdﬂ“,—l)V@k“-V\I/dx
o [[VO*|q Q Q

— / V.2 (VOF, —1)VO* . VU da, (92)
Q

fiir alle Zeiten t > 0 und alle Testfunktionen ©, ¥ € V"

int

erfiillt sind.

Im isotropen Graphenfall konnen mit diesem Verfahren Zeitschritte der Groenordnung 7 =
h? verwendet werden (s. [42]). In der Numerik beobachten wir bei der Verwendung von an-
nihernd singuldren Anisotropien jedoch, dass eine starke Einschrinkung der Zeitschrittweiten
nochmals vonnéten ist. Um weiterhin stabile Verfahren zu erhalten, miissen wir 7 in der Grof3en-
ordnung von h* wihlen. Bei expliziten Verfahren miisste die Zeitschrittweite bei Verwendung
solcher Anisotropien ebenfalls nochmal erheblich reduziert werden.

5.6.3 Matrix-Vektor-Formulierung

Um ein vollstindig implementierbares Finite-Elemente-Schema zu erhalten, wollen wir nun
noch die notigen Matrizen und Vektoren fiir die Matrix-Vektor-Formulierung dieses Systems
definieren. Die mit W gewichtete Massen- und Steifigkeitsmatrix haben wir schon im Zuge
des anisotropen mittleren Kriimmungsflusses in den Gleichungen (67) und (68) definiert. Wir
bendtigen nun noch die beiden gewichteten Steifigkeitsmatrizen

L% = (/Q Iy (7::(V®*(2), —1)) VO;(z) - VO, () dm) :

i,5€l

sowie den diskreten Vektor

A0 = ([ 1 (u(V04 @), 1)) - V(0 o

i€l
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5.6 Diskretisierung

Damit konnen wir Gleichung (91) in Matrix-Vektor-Schreibweise formulieren:

k+1

M[PFB" ! — M[®"B" = —rLe [0k, WHE™ — 1L [0l W (93)

Zur Assemblierung der Matrix L*[®* TW*] benotigen wir die Kriimmungskonzentration aus
dem letzten Zeitschritt. Hierfiir verwenden wir Gleichung (90) zur Zeit k7 anstatt (k+1)7, d. h.

(VO —1) - VU dz,
/ ||V¢k||G /Q ( )

k

die sich in Matrix-Vektor-Formulierung schreiben lisst als M[®*]W"™ = A7[®*]. Letztendlich

erhalten wir somit .
W' = M[®"]TAY[®].

Hier ist die Verwendung der gelumpten Massenmatrix sehr vorteilhaft, da die Berechnung der
Inversen nur das Invertieren der Diagonalen bedeutet.

Die Matrix-Vektor-Formulierung von Gleichung (92) lautet:

k+1

M[PH|W AV[OH] + LY [04)F — L [0FB" (94)

Zur besseren Ubersicht werden wir von hier an die Abhingigkeiten der Matrizen nicht mehr
notieren und nur noch beispielsweise M anstelle von M[®*] schreiben. Damit lassen sich beide
Gleichungen als Block-System formulieren:

M+rLe L7 [ @7 M3"
L M w T A1
Aus Gleichung (94) ergibt sich fiir W
W M (A0 L)

Setzen wir diesen Ausdruck in Gleichung (93) ein, ergibt sich

ME ! L LM T = ME - M (AT -1,
und damit das Gleichungssystem

w iy oy Sk —k 1% —k
(M+ L7+ ML) 8 = ME - M (A7 - 18

Da wir hier bisher jedoch keinerlei Randbedingungen formuliert haben, ist dieses Gleichungs-

system noch nicht eindeutig 16sbar. Wir werden die notwendigen Randbedingungen im néchsten
Abschnitt in einer impliziten Art und Weise integrieren.
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

5.7 Integration der Randbedingungen in unser Schema

In diesem Abschnitt wollen wir ein numerisches Schema fiir den anisotropen Willmore-Fluss
mit Randwerten entwickeln. Die vorzuschreibenden Randwerte sind hierbei schon im intakten
Gebiet O am Rand zu Q enthalten. Um in Normalenrichtung einen C''-Ubergang am Rand zu
erhalten, miissen wir sowohl die richtigen Hohenwerte (d. h. Dirichlet-Randwerte), als auch den
richtigen Normalenanteil des Gradienten von « (d. h. Neumann-Randwerte) vorschreiben. Fiir
diese zwei Randbedingungen haben wir zwei Gleichungen zur Verfiigung. In Gleichung (91)
werden wir Dirichlet-Werte durch ein Aufspalten des Koeffizientenvektors @ in innere Knoten
und Randknoten vorschreiben. Gleichung (92) wollen wir dagegen zur Definition von Neu-
mann-Randwerten nutzen. Dies konnten wir durch Berechnung eines Randintegrals machen.
Verwendet man bei der schwachen Formulierung von w Testfunktionen ¢ € C'*°(£2), so erhilt
man anstelle der kontinuierlichen Formulierung (84)

W gy = / 1.(Vé, —1) - Vb da —/ 1.(Vé, —1) - v da, 95)
o IVéle Q o0

wobei v die dullere Normale an 0f2 ist. Hier konnte man nun passende Werte fiir den Integranden
v.(V¢, —1) - v vorgeben. Wir wollen jedoch die explizite Berechnung dieses Integrals vermei-
den und stattdessen einen anderen Ansatz verwenden. Wir vergroBern das Integrationsgebiet
) um mindestens einen 1-Ring aus Gitterzellen, was uns mindestens eine ganze zusitzliche
Schicht von Randknoten liefert. Schreiben wir nun bei der Berechnung von W alle Knoten-
werte von ® in dieser Schicht fest vor, so fixieren wir offensichtlich die Richtung der Norma-
len in dieser Randschicht. Eine Motivation fiir diesen Mechanismus geben wir (der Ubersicht
halber nur) fiir den 1D-Fall im Abschnitt 5.7.3. Zunichst aber behandeln wir die Dirichlet-
Randbedingungen, fiir die wir nur die Knoten aus 0f2 fest vorschreiben miissen.

5.7.1 Dirichlet-Randwerte in der ersten Gleichung

Zur exakten Formulierung des numerischen Schemas fiir Dirichlet-Randwerte bendtigen wir
noch einige Notationen. Das zu restaurierende Gebiet {2 C Q) bestehe aus einem Untergitter
G" c G". Die Menge der Knoten von G" bezeichnen wir mit A und spalten diese zum Vor-
schreiben der Dirichlet-Randwerte nochmals auf in innere Knoten N und Randknoten N
Die entsprechend zugehérigen Indexmengen seien [ = [, U I,,. Neben Vifft definieren wir noch
den Raum V" als den Raum derjenigen Funktionen aus V", die auf ), verschwinden, d.h. es
ist V' = V" ¢ V! Die Knoten seien fiir eine bessere Ubersicht so angeordnet, dass in einem

ersten Block die inneren und in einem zweiten Block die Randknoten stehen, d. h. es gelte

H D ®H ' ®H T
S =( @1 Pyry s Pt oo Pt pi) -

TV vV
Werte zu inneren Knoten Werte zu Randknoten

In der Implementierung ist diese Anordnung nicht notwendig, sie dient hier nur einer klareren
Darstellung. Wir definieren noch die Vektoren
int (617 cey 6#Iim)T € R#Iimu
= (0,..,0,® P )7F e R#
bd y e My F Lty oy S i+ F b )

A
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5.7 Integration der Randbedingungen in unser Schema

mit denen sich eine auf den Koeffizientenvektoren operierende Matrix A aufteilen I4sst in
A_ — Aim,im Ahd,im
Aint,bd Abd,bd
Weiterhin definieren wir noch zwei einfache Operatoren, die zum Aufspalten bzw. Zusammen-
fiigen von Koeffizientenvektoren niitzlich sind. Diese sind die Extension

E . R#Iim — R#l, (iim — ((i)ima (_))7

die einen Vektor von inneren Knotenwerten auf einen mit Nullen aufgefiillten Vektor des R*/
abbildet, und die Restriktion

R:R* — R#*m, & — &,

die die zu Randknoten gehorenden Eintrige eines Vektors ® € R’ einfach abschneidet.
Damit konnen wir nun die Teilmatrix A,,,, die nur auf den eigentlichen Freiheitsgraden, d. h.
auf den inneren Knoten operiert, ausdriicken durch

A—inl7inl = RAE;

und den Koeffizientenvektor aufspalten in & = = E®. ' + ®,,. Setzen wir dies in Gleichung
(93) ein, so erhalten wir

R(M(ED. " +&,) - Md") = —7RLY(ED.,  +d,)— TRLW .

Dieser Ansatz bietet den Vorteil, dass wir immer mit der vollen Matrix arbeiten konnen und
keine Spalten-/Zeilenmanipulationen vornehmen miissen. Da wir gelumpte Massen verwenden
und M®,, somit nicht verschwindende Eintrige nur auf Randknoten hat, ist RM®,, = 0.
Wir erhalten damit die finale Matrix- Vektor-Formulierung von Gleichung (91) mit Dirichlet-
Randwerten

— —k—}—l)‘

R(M + rL*)E®, = R(M®" —7L*®,, — 7L'W (96)

Bemerkung 5.9. Mit der festgelegten Anordnung der Knoten lassen sich in der obigen Matrix-
Vektor-Formulierung die Extension und die Restriktion natiirlich als Matrizen

1 ... 0
S 1 0 0 0

E= 8 . (1) ERFIF R=| 1 .1 | e R#Hmx#
: : 0 10 0
0 - 0

schreiben, dies ist in der Implementierung aus Effizienzgriinden aber nicht empfehlenswert.
Dort werden Randknoten einfach mittels einer Maske ignoriert, was der Restriktion entspricht.
Die Implementierung der Extension erfolgt hier noch dadurch, dass die Werte der Randknoten
aus dem Koeffizientenvektor in einen tempordren Vektor kopiert, dann geléscht und nach der
gewiinschten Operation aus dem tempordren Vektor zuriickkopiert werden. Bei der Verwendung
des DT-Grids in Kapitel 6 wird die Extension noch eleganter umgesetzt (vgl. Abschnitt 6.4.2).
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss
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Abbildung 44: Das Rechengebiet 2, dessen innere Knoten die Freiheitsgrade unseres Problems
sind (rot). Die Randknoten von () (griin) geben Dirichlet-Werte vor, wiihrend die Randknoten
von Q (blau) noch zusitzlich zu den griinen benotigt werden, um in der zweiten Gleichung
Neumann-Randwerte vorzugeben.

5.7.2 Neumann-Randwerte in der zweiten Gleichung

In der zweiten Gleichung unseres Systems (Gleichung (92)) wollen wir Neumann-Randwerte
fiir ® vorschreiben, d. h. wir wollen die Richtung der Flichennormalen so vorgeben, dass wir
zusammen mit den Dirichlet-Randwerten in Normalenrichtung einen C'-Ubergang erhalten.
Um die Berechnung des Randintegrals (95) zu vermeiden, integrieren wir Gleichung (92) iiber
ein groferes Gebiet Q anstelle von . Dieses Gebiet sei definiert durch

Q= {C egh ‘ Die Gitterzelle C besitzt mindestens einen Knoten aus N } ,

d.h. es enthdlt zusitzlich noch einen 1-Ring aus Gitterzellen (vgl. Abbildung 44). Die zu den
Knoten aus () gehorende Indexmenge sei I = ],m U Ibd, der zugehorige Finite-Elemente-Raum
sei V" und @ sei der Koeffizientenvektor zu & € V". Ferner sei V"' der Raum derjenigen

int

FNunlgtlongn aus l{", dlg auf O verschwinden. Wir erhalten damit fiir die zweite Gleichung fiir
W,®cViund ¥ € Vi'nﬁ

Wk+1\i,

——dr = /fyz(Vq:Dk,—l)-V\i/dx—i—/’yZZ(V@k,—l)V@k“~V\ilda:
o [[VOr|q o Q

- / Yoo (VOF, 1) VO . VT da. (97)
Q

Weiterhin fithren wir eine weitere Restriktion und Extension ein durch
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5.7 Integration der Randbedingungen in unser Schema

Diese Operatoren passen die Koeffizientenvektoren des groBeren Gebietsﬂ den Koeffizienten-
vektoren des kleineren Gebiets €2 an und umgekehrt. Bezeichnen wir mit ®,, den Vektor, der fiir
Knoten aus N feste Randwerte und ansonsten nur Nullen enthélt, so lésst sich ein Koeffizien-

tenvektor 1 € R*! aufspalten in
RH 5 54— BESE 4 &,

Der Koeffizientenvektor des letzten Zeitschritts auf dem Gebiet ) sei &)’“, wobei die Knoten
wieder passend in Blocken angeordnet seien. SchlieBlich wollen wir die fiir das Gleichungssy-
stem bendtigten Matrizen und Vektoren, die nun auf Q integriert wurden, kurz mit M L und
A" bezeichnen. Damit haben wir nun alle benotigten Bezeichnungen zur Hand und kénnen die
zweite Gleichung (97) mit Neumann-Randwerten in Matrix-Vektor-Formulierung schreiben als

MW = A7+ (BB + &, - D08
woraus sich fiir den Koeffizientenvektor der Funktion W*+! € V" ergibt

WS RN (A7 4 D(EESL 4 6 - 06).

Setzen wir dies nun in Gleichung (96) ein, erhalten wir
—k+1
R(M + TL“’)E<I>im
- R(Mi’; — LT, — TLRM (A7 + L/(BET. ' + &,,) — fﬂi)’“)),
woraus wir durch ein wenig Umformen das finale lineare Gleichungssystem
R (M LY 4 TL”f{M’lfﬂE) ES
- R [Mi’; — 7L¥®,, — TL'RM ! (Av LD, - i@’fﬂ (98)

erhalten, das wir in jedem Zeitschritt 16sen miissen. Die Matrix dieses Gleichungssystems ist
zwar symmetrisch, aber nicht unbedingt positiv definit. In unseren numerischen Experimenten
konnten wir jedoch ohne Probleme einen CG-Loser verwenden.

5.7.3 Motivation: Neumann-Randwerte durch Integration liber ein groBeres
Gebiet in 1D

Wir wollen hier veranschaulichen, dass die Integration iiber ein hinreichend gréBeres Gebiet nu-
merisch wirklich dem Berechnen eines Randintegrals zum Vorschreiben von Neumann-Rand-
werten entspricht. Um die Rechnungen iibersichtlich zu halten, werden wir nur den 1D-Fall
betrachten. Unser Modell-Problem hierzu sei das Folgende:
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

Problem 5.10. Gesucht ist eine Funktion w € H(Q) mit w(z) = —Au(x) = —u"(z) auf
Q = [a,b], d h. in der schwachen Formulierung

/Qw¢da: = /QVU-Viﬁdx—/aQVu-uwda
b
= /u'w'd:c—u’wz
fiir alle » € C*(Q).

Das Intervall 2 = [a, b] sei weiterhin dquidistant zerlegt durch a = ¢ < 21 < ... < T, <
x, = b, wobei die Teilintervallbreite h sei. I = {0,...,n} sei die Indexmenge zu den Knoten
20, ..., Tn. Zur Approximation der Funktionen u,w sei V* der Raum der stetigen stiickweise
affinen Funktionen und {4y, ..., 1, } eine zugehorige Knotenbasis. Die zu u, w gehdrenden dis-
kreten Funktionen seien U, W € V", Wir werden nun beide Varianten (d. h. Berechnung des
Randintegrals versus Integration iiber ein groBBeres Gebiet) vergleichen:

r_1 X9 I Tp—1Tn Tp+l

Variante 1: Diskrete Approximation des Randintegrals. Die Diskretisierung der schwa-
chen Formulierung unseres Problems lautet

b b b b
/ W(z)¥;(x)dr = —/ U'(x)¥;(x)dx :/ U'(m)\lf;(x) de — U'(z)V;(x) .

—_————
U'(0)¥;(b)=U"(a)¥;(a)

Weiterhin gilt V;(a) = { (1) ’207:13(7)5 . U,(b) :{ (1) ) =™ d.h. wir erhalten die Matrix-

Vektor-Formulierung
MW = LU — ; = LU - B, (99)

wobei

b b
M:(/ wl-w]-d:c) , L:( w;w;d:c)
a ij a ij
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die ungewichteten Massen- und Steifigkeitsmatrizen seien. Wir approximieren die Ableitungen
an den Randknoten durch U’(b) ~ w und U'(a) ~ M

Variante 2: Integration Uber ein groBeres Gebiet. Nun wollen wir auf die explizite
Berechnung des Randintegrals verzichten und integrieren stattdessen iiber (2, = [T_1, Zpi].
Die Assemblierung fiihren wir fiir Testfunktionen ¥; € V), = span{¥_1, ..., ¥, .1} durch:

W(x)V;(z)dr = U'(x)¥(x) dx
Qn o
a w b Tnt1
= / U'(x) V(z) do —|—/ U'(x)W(x) dx + / U'(x)W)(x) dx
r_1 a b
Ur(a) f2 | SO0 goy (@)t =U7 0) Ur() [yt T ) gy )

Unter Zuhilfenahme der in Kapitel 5.7.2 definierten Restriktion R und Extension E schreibt
sich dies in Matrix-Vektor-Formulierung als

RMEW = RL(EU,, + U,). (100)

Vergleich der beiden Varianten. Warum liefern nun beide Varianten approximativ das
gleiche Ergebnis? Hierfiir vergleichen wir die kompletten Matrix-Vektor-Formulierungen (Glei-
chungen (99) und (100)) der beiden Varianten. Es gilt MW = RMEW, d. h. die linken Seiten
der Formulierungen sind identisch. Damit beide Ansitze das gleiche Ergebnis liefern, miissen
nun noch die rechten Seiten gleich sein, d. h.

LEU, + LU, - B=R(LEU, + LU,,)
= LU,-B=RLU,, (101)

wobei wir hier die Aufspaltung U = EU,, + U,, verwendet haben. Wir werden nun aus dieser
Gleichung die Matrix L bestimmen und sehen, dass dies genau die iibliche Steifigkeitsmatrix
ist, die sich durch Integration iiber ein grofleres Gebiet ergibt. Hierzu betrachten wir zunéchst
die linke Seite der Gleichung. Die Matrix L ist auf dem Intervall [a, b] assembliert, d.h. die
Eintrige sind

1 2 1
Uy =3 =W, WV == 0<i<n, W, = o
Somit ergibt sich fiir die linke Seite
LU, - B

vy - g, vy - v 0 Up
NAPRUS vl - NARRUS 0 B

Vo Wiy Wiy Wy 0, 0 0

0 v v Up,
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: -z 0 U —+(up —u_y)
102 1
% h Th 0 0
12 1
SRR R 0 1 0
0 7 h Un, E(un—&—l - un)
%(2UQ_U_1)
_uo
h
0
= : e R¥.
0
_un
h

%(2un - unJrl)

Auf der rechten Seite steht dagegen der Ausdruck RLU,,. Wir definieren die Indexmenge | =
{—1,..,n + 1} und den Vektor U = (u_y,u,0, ey 0,2y, Uy 1)T. Wenn Gleichung (101)
wahr sein soll, so muss die Matrix L € R dort offensichtlich folgendermaBlen gewihlt
werden:

*_1 1 _1
h h
+(2up —u_y) M2t U
uo h h h
— 50 o2t Ug
ho h h
0 ) 0
Rﬁj ) . = - .
0 _1 2 _1 X
—Un h o h h
. h B tn
E(Qun — Upt1) h _hl gh Un+1

Dies bedeutet aber gerade, dass L eine Steifigkeitsmatrix ist, bei deren Assemblierung iiber
ganz Q = [r_1, ..., T, 41] integriert wurde. Dies war zu zeigen.

5.8 Numerische Resultate

Fiir einen ersten numerischen Test wollen wir darauf verzichten, beide Wulff-Shapes durch eine
Linearkombination gleichzeitig zu verwenden. Wir fiihren stattdessen fiir jede Anisotropie ei-
nen separaten Restaurierungstest durch. Fiir den Doppel-Kegel (vgl. Gleichung (79)) haben wir
eine gekriimmte Kante mit 45° Offnungswinkel generiert. Durch die Rotationssymmetrie des
Waulff-Shapes sollte die Kriimmung der Kante die Restaurierung nicht beeinflussen. Dann haben
wir eine Teilmenge (2 zerstort, indem wir die zugehorigen Pixelwerte auf vom Ursprungswert
abhingige Zufallswerte gesetzt haben. Wie in Abbildung 45 zu sehen ist, wird die Kante trotz
der Kriimmung erwartungsgemél} gut restauriert.
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5.8 Numerische Resultate

Abbildung 45: Restaurierung einer artifiziellen Kante mit dem Doppel-Kegel-Wulff-Shape (79).
Gezeigt sind von links nach rechts die Initialkonfiguration der Auflosung 129% und die Zeit-
schritte 200, 3200 und 6000, wobei T = h* gewdhlt wurde.

Um auch die Restaurierung mit dem rotierten Hexagon (vgl. Gleichung (80)) zu testen, haben
wir eine Kante zu einem Plateau generiert, ebenfalls gekriimmt. Ergebnisse hiervon sind in
Abbildung 46 zu sehen.

Abbildung 46: Restaurierung einer artifiziellen Kante zu einem Plateau mit dem rotierten He-
xagon (80). Gezeigt sind von links nach rechts die Initialkonfiguration der Auflosung 129% und
die Zeitschritte 20, 100 und 250, wobei T = h* gewdihlt wurde.

Als finale Anwendung haben wir artifizielle Gravuren erzeugt, diese partiell zerstort und an-
schlieBend restauriert. Fiir den Gravurprozess haben wir eine Funktion implementiert, die den
Abstand eines Bildpunktes zu beliebigen Strecken und Kreisbogen im Bild berechnet. Ist nun
der Abstand eines Pixels zu einer Strecke oder einem Kreissegment kleiner als ein vorgegebe-
nes d,,., > 0, so wird der Wert des Pixels auf das Minimum der Abstinde zu den Strecken
und Kreissegmenten gesetzt, andernfalls auf d,,,,. Zum Zerstoren wurden die zu den Pixeln
aus {2 gehorenden Werte auf Zufallszahlen nahe den vorigen Werten gesetzt. Als Anisotropie
haben wir dann eine ortsabhingige Konvexkombination des Doppel-Kegels und des rotierten
Hexagons gewihlt, wobei der Parameter 1) aus Gleichung (76) der Einfachheit halber abhiingig
vom unzerstorten Originalbild gewihlt wurde. Das erste Beispiel ist die Restaurierung einer
Grabinschrift. Ergebnisse dieser Evolution sind in Abbildung 47 zu sehen. Ein weiteres Re-
staurierungsbeispiel einer Gravur ist in Abbildung 48 zu sehen. Hier wurde die Zahl ,,611
restauriert.
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

Abbildung 47: Restaurierung einer artifiziellen Grabinschrift (in der Auflosung 257%), wobei
eine ortsabhdngige Konvexkombination des Doppel-Kegels und des rotierten Hexagons verwen-
det wurde. Links ist das unzerstorte Originalbild zu sehen, dessen Werte auch fiir die Wahl der
Konvexkombination gewdhlt wurden. Danach sind von links nach rechts die zerstorte Initial-
konfiguration und die Zeitschritte 600 und 5000 abgebildet, wobei 7 = h* gewdihlt wurde.

Abbildung 48: Restaurierung der Zahl ,,611“ nach dem gleichen Schema wie in Abbildung
47. Links ist das unzerstorte Originalbild zu sehen, danach von links nach rechts die zerstorte
Initialkonfiguration und die Zeitschritte 100 und 8000, wobei 7 = h* gewdihlt wurde.

In Abbildung 49 wurde ein ,,7* mit einem ,,flachen Keil* eingraviert, d. h. in dieser Fla-
che existieren keine spitzen Kanten, die mit dem Doppel-Kegel restauriert werden miissten.
Dementsprechend wurde die Restaurierung auch nur mit dem rotierten Hexagon durchgefiihrt.

5.8.1 Grenzen des Algorithmus

Jeder Inpainting- oder Restaurierungsalgorithmus kann nur bis zu einer gewissen Grenze gut
funktionieren. Ab einer gewissen Grof3e des Restaurierungsgebietes konnen die verlorenen In-
formationen nicht mehr zuverldssig wiederhergestellt werden. Neben dieser allgemeinen Be-
schrinkung von solchen Algorithmen hat unser Ansatz in seiner jetzigen Formulierung noch
weitere Unzuldnglichkeiten:

Betrachtet man die vorherigen Resultate, so bemerkt man beispielsweise, dass ebene, nicht-
horizontale Flidchen, die einfach nur weiterhin eben fortgesetzt werden miissten, ein wenig ,,aus-
gebeult” werden (so zum Beispiel das ,,I* in Abbildung 47). Dies liegt an der Rotationssym-
metrie des Wulff-Shapes, hier werden runde Flachen bevorzugt (vgl. hierzu auch Abbildung
50). Wiirde man fiir nicht-horizontale ebene Flichen nochmal ein spezielles Wulff-Shape mit
geraden Seitenflichen, sprich ein vollstindig kristallines Wulff-Shape vorschreiben, konnte zu-
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5.9 Anisotroper Willmore-Fluss auf 3D-Level-Set-Funktionen

Abbildung 49: Restaurierung einer bedeutenden mathematischen Zahl nur mit dem rotierten
Hexagon (Gleichung (80)). Links ist das unzerstorte Originalbild zu sehen, danach von links
nach rechts die zerstorte Initialkonfiguration und die Zeitschritte 100 und 10000, wobei 7 = h*
gewdhlt wurde.

Abbildung 50: Erneute Restaurierung der ,,611“, wobei die Mitte der ersten ,,1* in der Initi-
alkonfiguration jetzt stirker zerstort wurde. Die Ausbildung von Rundungen durch die Restau-
rierung ist deutlich erkennbar.

mindest dieser Effekt vermieden werden, was ja bei der Restaurierung der horizontalen Flichen
auch geschieht. Dem miisste aber dann auch noch eine Klassifikation der Orientierungen vor-
ausgehen, damit das vollstindig kristalline Wulff-Shape passend ausgerichtet werden kann.

Weiterhin werden Kanten nicht in der Schérfe restauriert, wie sie im unzerstorten Originalbild
vorhanden ist. Dies ist ein Nebeneffekt der Regularisierung. Je groler der Regularisierungspa-
rameter 0 in den Anisotropien (79) und (80) gewihlt wird, desto weicher wird die Kante. Mit
kleinerem Parameter wird die Kante schérfer, numerische Tests haben aber ergeben, dass wir
0 = 0.1 in unseren Beispielen nicht zu weit unterschreiten sollten, da ansonsten Oszillationen
auf ebenen Flachen auftreten (vgl. Abbildung 51).

5.9 Anisotroper Willmore-Fluss auf 3D-Level-Set-Funktionen

Bisher haben wir den anisotropen Willmore-Fluss auf zweidimensionale Graphenflichen im
R? angewandt. Dabei wurde die Fldche von einer Funktion ¢ : 2 — R mit 2 C R? definiert,
und die Variation der Energie auch nur in zwei Dimensionen vorgenommen. Als Argument fiir
die Anisotropien haben wir die dreidimensionale Graphennormale verwendet, dadurch war es
moglich, dreidimensionale Wulff-Shapes fiir die Flidche vorzuschreiben.

In diesem Kapitel wollen wir nun den Willmore-Fluss auf eine dreidimensionale Level-Set-
Funktion anwenden, d. h. wir wollen simultan ein Biindel von Isoflichen restaurieren. Wir wol-
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

Abbildung 51: Restaurierung der Kante aus Abbildung 46, wobei der zerstorte Bereich vergro-
Pert dargestellt ist. Von links nach rechts: Das zerstorte Ausgangsbild, Restaurierung nach 1500
Zeitschritten mit 6 = 0.02, Restaurierung nach 1500 Zeitschritten mit 6 = 0.1 und rechts zum
Vergleich die originale unzerstorte Kante. Ist der Regularisierungsparameter zu klein gewdhlt,
treten Oszillationen auf, mit groferem § wird die Kante jedoch weicher.

len in diesem Kapitel keine gesonderte Anwendung betrachten, sondern einfach nur demonstrie-
ren, wie eine Formulierung des anisotropen Willmore-Flusses auf dreidimensionalen Gebieten
aussehen kann. Der Einfachheit halber wollen wir die Wulff-Shapes verwenden, die wir schon
fiir den Graphenfall konstruiert haben.

5.9.1 Problemstellung

Es sei Q C R das Definitionsgebiet einer Level-Set-Funktion qg Die Werte dieser Level-Set-
Funktion seien auf einem Gebiet (2 C ) zerstort, das restliche Gebiet bezeichnen wir analog
zum Graphenfall mit Q= = Q\ Q. Wir betrachten damit folgendes Problem:

Problem 5.11. Gesucht ist eine Level-Set-Funktion ¢ : () — R,
¢ = argmin E}"[p] = arg rnin/ RV dz, (102)
@ ® Q

die die Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen

0\ _
¢(z) =¢"(x) und 2"(x) =

auf ON) erfiillt, wobei v € R? die duffere Normale an ) ist.

agbext
5, (@)

(103)

Im vorigen Abschnitt haben wir die anisotrope mittlere Kriimmung der Graphenfldche mini-
miert. Dies kann als Spezialfall der Regularisierung iiber skalierte Graphen betrachtet werden,
bei der stets ||Vl # 0 gilt. Im Falle unserer dreidimensionalen Level-Set-Funktion konnen
wir nicht mehr ausschlieBen, dass V¢ verschwindet. Daher wenden wir hier die Regularisie-
rung iiber skalierte Graphen mit einem € < 1 an, was somit eine regularisierte Normale mit
vier Komponenten liefert. Da wir jedoch wieder dreidimensionale Wulff-Shapes vorschreiben
wollen, ignorieren wir im Argument der Anisotropie diese zusétzliche vierte Komponente, d. h.
wir setzen v(V¢, €) = 7(V¢). Wie beim anisotropen mittleren Kriimmungsfluss (vgl. Kapitel
4.5) haben wir € ~ h gewihlt, wobei h die Gitterweite ist.
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5.9 Anisotroper Willmore-Fluss auf 3D-Level-Set-Funktionen

5.9.2 Diskretisierung

Die Berechnung der Variation sowie die Formulierung der Energie erfolgt exakt wie im vorigen
Abschnitt hergeleitet, mit dem einzigen Unterschied, dass V¢ nun dreidimensional anstatt zwei-
dimensional ist. Als Diskretisierungsgebiet betrachten wir Q= [0, 1]3, das zugehorige Gitter Gy,
besteht aus gleichformigen Wiirfeln und die Finite-Elemente-Funktionen erhalten wir durch tri-
lineare Interpolation der Knotenwerte. Die Diskretisierung in der Zeit erfolgt wie im vorigen
Abschnitt beschrieben, so dass wir wieder ein semi-implizites Verfahren erhalten. Ferner ist die
Definition der Matrizen und Vektoren aus dem vorigen Kapitel vollig dimensionsunabhéngig.
Wir erhalten also mit einem komplett analogen Vorgehen wieder das Gleichungssystem (98),
welches wir erneut mit einem CG-Loser 16sen.

5.9.3 Numerische Resultate

Als Testbeispiel haben wir die Level-Set-Funktion des Doppel-Kegels aus Abbildung 42 be-
trachtet, die wir aus der Anwendung des anisotropen volumenerhaltenden Kriimmungsfluss ge-
wonnen haben. Dort haben wir die Spitze artifiziell durch Setzen von Zufallswerten zerstort. In
Abbildung 52 ist die Restaurierung einer Niveaufliche zu sehen.

Abbildung 52: Restaurierung des Doppel-Kegels (Auflosung 65°), bei dem ein Teil der Spitze
artifiziell zerstort wurde. Zu sehen ist die Evolution einer Niveaufiliche zu den Zeitschritten 0,
100, 280 und 500, wobei 7 = h* gewdihlt wurde.

Resiimee: Mochte man Fldchen glatt restaurieren (d. h. am Rand des Restaurierungsgebietes
mit C'-Ubergang in Normalenrichtung), so bendtigt man ein Verfahren vierter Ordnung, um
die notigen Randbedingungen vorschreiben zu konnen. Hier wurde in vorherigen Ansétzen un-
ter anderem der isotrope Willmore-Fluss verwendet, der durch die Minimierung des Quadrates
der mittleren Kriimmung glatte und oftmals den Anwendungen entsprechende Flidchenstiicke
generieren kann. In manchen Anwendungen ist es allerdings erforderlich, Kanten oder son-
stige anisotrope Merkmale fortzusetzen. Da isotrope Verfahren dies nicht leisten konnen, ha-
ben wir den anisotropen Willmore-Fluss betrachtet, der das Quadrat der anisotropen mittleren
Kriimmung minimiert. Durch die Definition geeigneter Wulff-Shapes, bzw. der zugehdrigen
Anisotropien, und Beriicksichtigung der Randdaten waren wir in der Lage, in der Evolution
moglichst solche Fliachen herausbilden zu lassen, die in dem unzerstorten Originalbild vorkom-
men. Auch wenn durch die Regularisierung der Anisotropien Kanten nicht so scharf ausgebildet
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5 Restaurieren mit anisotropem Willmore-Fluss

wurden wie im Originalbild, so sind die Restaurierungsergebnisse im Vergleich zum isotropen
Verfahren doch eindeutig glaubhafter und der menschlichen Erwartung entsprechend intuitiver.
Unser Verfahren funktioniert hierbei sowohl auf Graphenflachen, die durch eine zweidimen-
sionale Level-Set-Funktion definiert sind, als auch auf Niveauflichen von dreidimensionalen
Level-Set-Funktionen.
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Implizit gegebene Fliche der Auflosung 1986 x 1323 x 1104 mit Gittervisualisierung.

6 Narrow-Band-Methoden fur partielle
Differentialgleichungen auf hochaufgelosten
impliziten Flachen

6.1 Einleitung

Schon in den vorigen Kapiteln haben wir Level-Set-Methoden verwendet, um den mittleren
Kriimmungsfluss oder den Willmore-Fluss zu modellieren. Da dort Level-Set-Funktionen im-
mer vollstidndig gespeichert wurden, waren wir in 3D durch den benétigten Arbeitsspeicher auf
Auflésungen von héchstens 2572 Bildpunkten beschrinkt. In enger Zusammenarbeit mit Micha-
el Nielsen von der Universitit Arhus und Ross Whitaker von der Universitit Utah haben wir uns
nun dem Problem gewidmet, partielle Differentialgleichungen mit Finiten Elementen im Level-
Set-Kontext auf sehr viel hoher aufgelosten diskreten Flachen zu 16sen [102]. Mit geeigneten
Diskretisierungsverfahren und einer effizienten Datenstruktur (das schon vorher entwickelte
DT-Grid von Nielsen und Museth [106]) sind wir in der Lage, beispielsweise auf Fliachen der
Auflosung 2471 x 1439 x 827 den mittleren Kriimmungsfluss zu simulieren (s. Abb. 67). Damit
erreichen wir Auflosungen, die bisher eigentlich nur von triangulierten Fldachen zur Verfiigung
gestellt werden konnten.

Nach der fundamentalen Arbeit von Osher und Sethian [114] im Jahre 1988 ist das Interesse,
generell partielle Differentialgleichungen auf implizit gegebenen Flichen zu l6sen, stets ge-
wachsen. Viele Anwendungen aus den Bereichen Computational Physics [3, 12, 20, 26, 66],
wissenschaftliche Visualisierung [86], Bildverarbeitung [16, 35], und Computergrafik [101,
112] beruhen auf dem effizienten Losen partieller Differentialgleichungen auf implizit gege-
benen Kurven oder Fldchen. Die Attraktivitit von Level-Set-Verfahren auf iiblicherweise struk-
turierten Gittern liegt in der relativ groBen Anzahl an Freiheitsgraden, die reichhaltige Model-
lierungsmoglichkeiten bietet. Man hat die Freiheit, keine explizite Parametrisierung wihlen zu
miissen, dessen Wahl oft Gestalt und Topologie der Fliche beeintrichtigt.

Zwei Szenarien flr partielle Differentialgleichungen auf impliziten Flachen. Im
Wesentlichen gibt es zwei Szenarien, in denen partielle Differentialgleichungen auf impliziten
Fliachen gelost werden. Im ersten Szenario dient die implizite Flache als Gebiet, auf der eine
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partielle Differentialgleichung fiir eine Funktion w intrinsisch geldst wird. Beispiele hierfiir sind
die Ausbreitung eines diinnen fliissigen Films, einer Beschichtung auf Fldchen [125] oder auch
Reaktions-Diffusions-Gleichungen zur Texturgenerierung auf Fldachen [149, 130]. Zur Formu-
lierung der Differentialoperatoren miissen bei solchen Problemen die auf dem umgebenden
Raum definierten Ableitungen auf die Fliche projiziert werden [16] (vgl. auch Kapitel 2.2).
Entsprechende Finite-Elemente-Ansitze werden in [21] diskutiert.

Das zweite Szenario ist die Evolution einer Fliche selbst. Eine implizit gegebene Fldche
bewegt sich gemil einer partiellen Differentialgleichung, wobei die Geschwindigkeit hierbei
lokal von der Gestalt der Flache abhingt. Beispiele hierfiir sind natiirlich der schon bekannte
mittlere Kriimmungsfluss oder auch der ebenfalls schon behandelte Willmore-Fluss. Diskreti-
sierungen des mittleren Kriimmungsflusses sind beispielsweise durch Finite-Differenzen-Ver-
fahren [114, 139] oder Finite-Elemente-Verfahren [44] moglich. Wir werden in dieser Arbeit
nur Finite-Elemente-Verfahren und dabei auch nur (semi-)implizite Varianten betrachten, da
diese im Gegensatz zu expliziten Verfahren stabil sind und grofle Zeitschritte erlauben. Dies ist
vor allem bei partiellen Differentialgleichungen hoherer Ordnung wichtig [50, 66].

Vorteile impliziter Flachen. Warum implizite statt triangulierte Flichen? Zunéchst einmal
erhilt man eine implizite Fldche iiblicherweise vor der triangulierten Flidche: Ein 3D-Scanner
tastet ein Objekt, dessen Oberfliche als Fliche gespeichert werden soll, ab und speichert eine
Menge von Punkten im R?, die auf der Oberfliche des Objekts liegen. Aus dieser Punktwolke
wird liblicherweise zunéchst eine signierte Distanzfunktion berechnet, die dann wiederum zur
Generierung der Triangulierung dient [72]. Da jeder Schritt in einer solchen Kette von Verfahren
Fehler erzeugen kann, ist es durchaus ratsam, die zuerst erstellte implizite Darstellungsform zu
verwenden.

Das Modellieren von Fldachen mittels einer Level-Set-Funktion bietet aber auch noch einige
andere Vorteile gegeniiber triangulierten Flachen. So kdonnen beispielsweise eine ganze Reihe
komplizierter Flachen, beispielsweise solche mit Selbstdurchdringung oder mit mehreren Zu-
sammenhangskomponenten, sehr einfach innerhalb eines einzigen Modellierungsrahmens dar-
gestellt werden. Auch konnen Level-Set-Fliachen ihre Topologie automatisch ohne jegliches
Zutun des Programmierers veridndern. Flichen konnen in kleinere Flidchenstiicke zerbrechen,
Fliachenstiicke konnen zusammenwachsen, Locher konnen entstehen oder geschlossen werden,
ohne dass dem irgendeine besondere Aufmerksamkeit geschenkt werden miisste. Dies ist fiir
triangulierte Flichen, wenn iiberhaupt, nur sehr schwierig zu erreichen. Ansitze gibt es bei-
spielsweise in [104]. Dort wird wihrend der Flachenevolution auf bestimmte Topologiednde-
rungen hin tiberpriift und gegebenenfalls entsprechend reagiert, beliebige Topologieinderungen
werden jedoch nicht unterstiitzt.

Ein weiterer Vorteil ist, dass Level-Set-Funktionen meist auf regelméBigen Gittern definiert
sind, deren Elemente im Laufe einer Evolution nicht degenerieren, was wiederum bei triangu-
lierten Fldchen durchaus vorkommen kann (s. z. B. [54]).

In [15] erwdhnen Bertalmio et. al. weitere Vorteile impliziter Flichen: So sind z. B. Gro-
Ben wie Tangenten, Normalen, Hauptkriimmungsrichtungen und Kriimmungen auf impliziten
Flachen unkomplizierter, genauer und robuster berechenbar als auf triangulierten Fldchen.
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Bekannterweise hat die Definition von impliziten Fldachen jedoch auch einen groflen Nach-
teil: Zur Definition einer d-dimensionalen Fliche im R%*" wird eine (d + 1)-dimensionale
Funktion bendtigt. Damit wéchst sowohl der Speicherbedarf als auch die Rechenzeit um eine
volle Dimension gegeniiber parametrischen Flichen. Beispielsweise benotigt eine Level-Set-
Funktion der Auflosung 2572 schon 64 MB Speicher wenn sie mit £f1loat-Werten (4 Byte)
gespeichert wird, eine zugehorige Finite-Elemente-Matrix mit 27 Eintridgen pro Zeile dann ins-
gesamt schon ca. 1.7 GB, bei double-Werten entsprechend doppelt so viel. Wird das volle
Gitter gespeichert, so stellen Auflosungen dieser Grolenordnung bei heute iiblichen Rechnern
eine Obergrenze dar, ganz zu schweigen von der Rechenzeit, die, wie gesagt, auch eine ganze
Ordnung groBer wird.

Daher ist es wiinschenswert, Wege zu finden, Level-Set-Methoden sowohl speichereffizient
als auch schnell anwenden zu kénnen. Dann konnten auch Verfahren auf impliziten Flichen
laufen, die aufgrund der Auflosung der Flachen Triangulierungen vorbehalten waren.

Narrow Bands. Adalsteinsson und Sethian schlugen 1995 vor, partielle Differentialglei-
chungen nur auf kleinen Untermengen der Knoten, auf schmalen Biandern, sogenannten Narrow
Bands, um die Fliche herum, zu 16sen [2]. Verfeinerungen und Erweiterungen dieser Metho-
de wurden dann beispielsweise in [154, 118, 43] entwickelt. Dadurch wurde das Losen der
partiellen Differentialgleichungen enorm beschleunigt, jedoch speichern alle diese Verfahren
die Level-Set-Funktion immer noch auf dem vollen Gitter, was berechenbare Bildauflosungen
durch den groflen Speicherbedarf stark einschrinkt. Daher wurden von mehreren Autoren Da-
tenstrukturen entwickelt, die die Level-Set-Funktion in einem Narrow Band speichereffizient
reprisentieren sollen (hierzu unten mehr).

Cache-Nutzung. Ein wichtiger Faktor, der die Geschwindigkeit des Verfahrens stark mit-
bestimmt, ist die intelligente Nutzung des Zwischenspeichers (Cache). Fordert der Prozessor
eines Computers Daten aus dem Hauptspeicher an, so werden diese aus dem langsamen Haupt-
speicher in den schnelleren, aber erheblich kleineren Cache geladen. Dies ist sinnvoll, da es
durchaus wahrscheinlich ist, dass das gerade laufende Programm diese Daten in kurzer Zeit
erneut bendtigt (zum Beispiel in einem Schleifendurchlauf).

Hier liegt auch ein weiterer Vorteil von regelméBigen Gittern gegeniiber Triangulierungen.
Bei triangulierten Flidchen sind die Knoten im Allgemeinen nicht in einer solchen Weise ange-
ordnet, dass fiir einen gegebenen Knoten innerhalb kurzer Zeit alle Nachbarknoten durchlaufen
werden. In der Assemblierung beispielsweise kann dies dazu fiihren, dass benotigte Knotenwer-
te, die einmal im Cache waren, schon nicht mehr im Cache vorhanden sind, wenn sie erneut an-
gefordert werden. Dies verlangsamt den Datenzugriff. Bei regelméfBigen Gittern dagegen kann
genau vorhergesagt werden, welche Nachbarknoten wann in der Assemblierung durchlaufen
werden. Durch eine intelligente Anordnung von Knoten und Knotenwerten kann der Zugriff
darauf dann so vorgesehen werden, dass die jeweils benotigten Knotenwerte allesamt im Cache
liegen, was die Geschwindigkeit des Verfahrens durch kurze Zugriffszeiten erheblich steigert.
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Datenstrukturen. Die Verwaltung eines solchen schmalen Rechengebiets erfordert eine ef-
fiziente Datenstruktur, die sowohl schnellen Random-Access bieten muss als auch die Moglich-
keit, sich bei Fldchenevolutionen schnell an ein neues Interface anzupassen. Hier bauen wir auf
den Forschungen im Bereich der effizienten Datenstrukturen zur Speicherung von diinn beset-
zen Rechengebieten auf. In den letzten Jahren wurden in vielen Arbeiten Quadtrees (2D) und
Octtrees (3D) verwendet und weiterentwickelt [36, 141, 143, 142, 144, 49, 97, 69, 90, 55, 89].
Die zeigerbasierten Quadtree und Octtree-Datenstrukturen reduzieren den Speicherbedarf von
Level-Sets auf O((d+1)n), wobei d die Tiefe des zugehdrigen Baumes ist und n die Anzahl der
Punkte im Narrow Band. Der Zugriff benétigt aber einen Aufwand von O(d), wobei d > logn
durchaus méglich ist.

In [36] wurde die Octtree-Datenstruktur so modifiziert, dass der Speicherbedarf nur noch
O(n) und die Zugriffszeit nur noch O(log(n)) betrigt. Wie wir bei der von uns verwendeten
Datenstruktur sehen werden, ist jedoch selbst diese Zugriffszeit fiir Level-Set-Methoden immer
noch nicht optimal. Weiterhin verwenden heutige Traversierungs- und Zugriffsmethoden Bit-
Arithmetiken [140, 62], die nicht direkt mit diesen Modifikationen verwendet werden konnen.

Um die Geschwindigkeit von Octtrees weiter steigern zu konnen, schlagen Losasso et al.
in [89] vor, anstelle eines wie iiblich einzigen Octtree fiir das Narrow Band ein regelmifiges
gleichformiges Gitter zu benutzen, in dem jede Gitterzelle ihre eigene Octtree-Struktur spei-
chert. Dieser Ansatz entkoppelt die Tiefe des Octtrees von der des Rechengebietes und ver-
ringert damit die Tiefe d. Weiterhin wird ein Iterator definiert, der den Zugriff beispielsweise
fiir Semi-Lagrange-Advektion lokal beschleunigt. Leider existiert jedoch keine Studie, die den
praktischen Einsatz dieser Methode mit anderen Verfahren vergleicht. Weiterhin ist nicht offen-
sichtlich, wie garantiert werden kann, dass nach einem Anpassen des Narrow Bands aufgrund
von Interface-Bewegungen, immer noch Optimalitit bzgl. der Cache-Nutzung vorliegt.

Einen anderen Weg verwendet die von uns verwendete Datenstruktur, das Dynamic Tubular
Grid (DT-Grid) [106]. Diese Struktur verwendet eine in der Dimension hierarchische Lauf-
langenkodierung der Knotenmenge des Narrow Bands, es kann also theoretisch in beliebigen
Dimensionen verwendet werden. Wir wollen uns in unseren Anwendungen jedoch auf den 3D-
Fall beschrinken.

Nachfolgende oder dhnliche Arbeiten konzentrieren sich vor allem entweder auf Flexibilitit
[73] oder sind fiir spezielle Anwendungen, wie z. B. Fluid-Simulationen [74], maBgeschneidert.
Alle diese Datenstrukturen bieten O(n) Speicheraufwand und O(1) Zugriffszeit auf Knoten-
werte bei einem sequentiellem Knotendurchlauf in einem Stencil (vgl. Abschnitt 6.4.1), also
bei Zugriffen, wie sie hdufig (und auch von uns) bei Level-Set-Verfahren benttigt werden. Wei-
terhin haben sich diese Datenstrukturen in der Praxis als schneller als sonstige Narrow-Band-
und Octtree-Verfahren erwiesen. Dies liegt sowohl an dem insgesamt geringen Speicherbedarf,
als auch an der Anordnung der Knotenwerte im Speicher und den Zugriffsmethoden, die die
Geschwindigkeit des Caches geschickt ausnutzen.

Ein schmales Rechengebiet stellt jedoch nicht nur Anforderungen an die Datenstruktur, es
fordert auch die Entwicklung spezieller numerischer Schemata. Die Rénder des Narrow Bands
bestehen aus an den Achsen ausgerichteten Gitterzellen, die mit steigender Bildauflosung dem
Interface immer ndher kommen. Bei den sogenannten natiirlichen Randbedingungen fiihrt dies
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6.2 Reaktions-Diffusions-Gleichungen auf festen Fléchen

zu Artefakten am Rand des Narrow Bands, die zur Losung im Innern propagieren. Bei der
Evolution von Flichen ist weiterhin eine Beschrinkung der Evolutionsgeschwindigkeit not-
wendig, damit das sich bewegende Interface das Narrow Band nicht verlédsst. Da nur innerhalb
des Narrow Bands Knotenwerte gespeichert werden, wiirde ein Verlassen des Narrow Bands
zum Verlust der Fléache fiihren.

Auf hochaufgelosten Flichen, die mit dem DT-Grid oder anderen Laufldngenkodierungen
gespeichert wurden, existieren bereits Finite-Differenzen-Implementierungen. Der Beitrag un-
serer Arbeit ist es, semi-implizite Finite-Elemente-Verfahren auf solchen Flachen zu betrachten
und die zugehdrigen zum DT-Grid passenden Operationen und Matrizen einzufiihren. Um oben
erwihnte Artefakte des irregulidren Randes zu vermeiden, werden wir transparente Randbedin-
gungen definieren. Im Falle der Flichenevolutionen wird ein Schema mit inneren Iterationen
dazu fiihren, dass grofe Zeitschrittweiten verwendet werden konnen, die nicht von der Schmal-
heit des Rechengebiets restringiert werden.

Als reprisentative Anwendung werden wir fiir das erste Szenario eine Reaktions-Diffusions-
Gleichung betrachten und diese zur Texturgenerierung auf der Fliche verwenden. Im zweiten
Szenario werden wir die Evolution einer Fliche gemidfl dem mittleren Kriimmungsfluss mit
grofen Zeitschritten diskutieren. Um den roten Faden dieser Arbeit wieder aufzugreifen, wer-
den wir in beiden Szenarien auch noch auf anisotrope Varianten eingehen.

6.2 Partielle Differentialgleichungen auf festen Flachen: Eine
Reaktions-Diffusions-Gleichung auf schmalen Bandern

In diesem und dem néchsten Kapitel wollen wir eine Reaktions-Diffusions-Gleichung und den

mittleren Kriimmungsfluss als Beispiele fiir die beiden oben genannten Szenarien betrachten.

Wir werden ihre Finite-Elemente-Diskretisierung im Level-Set-Kontext herleiten und die Be-

rechnung auf ein schmales Band um das 0-Level-Set beschrinken. Hierzu werden passende
Finite-Elemente-Rdaume definiert und die jeweiligen Algorithmen angegeben.

6.2.1 Herleitung der Level-Set-Formulierung

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem ersten Szenario beschiftigen, d.h. wir 16sen eine
partielle Differentialgleichung intrinsisch auf einer implizit definierten Fldche. Hierzu sei eine
geschlossene, in der Zeit konstante Fliche M C IR?® gegeben, auf der wir beispielhaft das
folgende skalarwertige Reaktions-Diffusions-Problem 16sen wollen:

Problem 6.1. Gesucht ist eine Funktion u : RT x M — R, so dass
Ou — Apu = f(u) (104)
mit Anfangsbedingung u(0) = u® und einer gegebenen Funktion f : M — R gilt.

Hier bezeichnet A, den Laplace-Beltrami-Operator auf M. Als beispielhafte Anwendung
wollen wir eine Texturgenerierung auf Flidchen betrachten. Die genaue Formulierung der dafiir
verwendeten Gleichungen findet sich in Abschnitt 6.5.1.
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Zur Herleitung einer Level-Set-Formulierung von Gleichung (104) wollen wir nun anneh-
men, dass M als 0-Level-Set-Fliche einer Funktion ¢ : € — IR definiert werden kann, wobei
(2 ein quaderformiges Gebiet ist, das M enthilt. Die Beschrinkung auf eine kleine Untermen-
ge um das 0-Level-Set, das Narrow Band, werden wir in Abschnitt 6.2.3 vornehmen. Wie wir
in Kapitel 2.2 in Gleichung (26) gesehen haben, kann der Laplace-Beltrami-Operator in der
Level-Set-Formulierung wie folgt geschrieben werden:

Apu = r=—div ([[Vo[| P[g]Vu)

HV¢H

wobei Plgp] = 11 — ||v <1>|| ® ”V ¢|| die Projektion auf den Tangentialraum 7, M der Fliache M ist.
Um nun die gewiinschte Level-Set-Formulierung unseres Problems zu erhalten, multiplizieren
wir (104) mit einer Testfunktion ¥ € C;(£2) und integrieren zunéchst nur iiber M = [¢ = 0]:

/ (Ou — Apqu)d da = f(u)d da
[¢=0] [¢=0]

Nun integrieren wir iiber alle Level-Sets [¢ = ¢] und wenden die Ko-Fldchen-Formel an:

/ / (Ou — Apu)ddade = / f(u)ddade
ceR J [p=(] ceR J [p=¢]
- / (V60 — [Vl Anu)d de = / IV6ll (w)? do

[9] Q

= / IVl 0hud de — / div(| V6| Plo]Vu)d de = / Vo] ()9 da

6.2.2 Diskretisierung in der Zeit

Wir diskretisieren nun zunichst in der Zeit und verwenden hierfiir ein Riickwirts-Euler-Ver-
fahren, d. h. wir ersetzen 0;,u durch den Differenzenquotienten “k’“’H, wobei wie iiblich u*
den k-ten Zeitschritt (d. h. zur Zeit ¢, = k7) und 7 die Zeitschrittweite bezeichnet. Weiterhin
integrieren wir partiell und erhalten

/||V¢|| 19+HV¢HP[] Vur . v da

/ IV 6l ()9 da + / 16|l P8V - v da, (105)
Q o0

fiir alle Testfunktionen ¥ € C}(€). Hierbei bezeichnet v die duBere Normale an das Gebiet
(). Da f nichtlinear sein kann, ist es praktisch notwendig, f nur auf den alten Zeitschritt uk
anzuwenden. Wir erhalten somit ein semi-implizites Verfahren. Die Projektion P[¢] auf den
jeweiligen Tangentialraum garantiert, dass der Reaktions-Diffusions-Prozess entkoppelt auf den
verschiedenen Level-Sets ablauft.
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6.2 Reaktions-Diffusions-Gleichungen auf festen Fléchen

Abbildung 53: Darstellung eines Narrow-Band-Rechengebiets (), um eine Isofliiche herum (rot).
In der Vergrifserung rechts werden innere Knoten durch griine Punkte und der Rand 0%, durch
blaue Linien visualisiert.

6.2.3 Das diskrete Narrow Band

Wir beschrinken unser Gebiet nun auf eine kleine Untermenge €2, C € (n fiir narrow) um das
gewiinschte Interface herum. Es ist naheliegend, €2, moglichst symmetrisch um das Interface zu
definieren, d. h. so zu wihlen, dass der Rand 0f2, moglichst parallel in einem festen Abstand
zum Interface liegt (s. Abb. 53, links). Zur genauen Definition des diskreten Narrow Bands
wollen wir, wie schon in den Kapiteln zuvor, diskrete Gréen mit GroB3buchstaben und kontinu-
ierliche GroBen mit Kleinbuchstaben bezeichnen. Ferner beschreiben wir das Gebiet 2 ¢ R?
durch ein reguldres Wiirfel-Gitter und bezeichnen den Raum der zugehéorigen stetigen, stiick-
weise trilinearen Funktionen mit V", wobei h die Gitterweite ist. Die kanonische nodale Basis
dieses Finite-Elemente-Raumes sei {©; };<;, und [ sei eine knotenzugehorige Indexmenge.

Ist nun eine diskrete Fliche M), implizit durch eine diskrete Level-Set-Funktion ® € V"
gegeben, so fassen wir das diskrete Narrow Band als Vereinigung von Trigern bestimmter,
diskreter Basisfunktionen auf. Fiir das diinnstmogliche Narrow Band betrachten wir dazu die
entsprechende Indexmenge

L :={iel|suppO;,nM"£0}
und definieren das resultierende Narrow Band Q! = UiEIim supp O;. Eine Skizze dieses Narrow
Bands ist in Abbildung 53 zu sehen. Da die Knotenwerte der Basisfunktionen im Narrow Band
benotigt werden, um die Fldche darzustellen, ist dies das kleinstmégliche Narrow Band um die
diskrete Fliche M), zu definieren.

Ist ein solches Narrow Band gegeben, konnen wir die Breite des Bandes durch die Indexmen-
gen
Dt = {iel|3k € Pmitsupp ©; Nsupp O # 0 }

int

iterativ erhohen. Das zugehorige Narrow Band ist dann definiert durch

Q= U supp 6; . (106)

iel

int
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Abbildung 54: Der Rand des Narrow Bands ist an den Gitterachsen ausgerichtet und somit
nicht parallel zu den Isoflichen.

Im Folgenden werden wir den Index, der die Breite des Narrow Bands angibt, weglassen, sofern
die Breite im Kontext klar ist. Weiterhin bezeichnen wir mit V" den Raum der nur auf dem
Narrow Band definierten Finiten Elemente.

6.2.4 Transparente Neumann-Randbedingungen

Wihlen wir als Level-Set-Funktion eine signierte Distanzfunktion zum Interface, so sind die
Isoflachen parallel zueinander und ein Narrow Band mit Durchmesser 20 wird einfach durch
Q, = [0 < ¢ < J] fur ein kleines 6 € R definiert. Da der Rand im Kontinuierlichen dann
aus Level-Sets besteht, ist die Randnormale v auch normal auf den Isoflachen, d. h. wir erhalten
automatisch die natiirlichen Randbedingungen

Pl¢]Vu"™ - v =0, (107)

womit das Randintegral [, [|[Vo||P[¢]Vu**" - v da aus Gleichung (105) verschwindet.

Diese im Kontinuierlichen giiltige Uberlegung lisst sich leider nicht so einfach auf die diskre-
te Situation tibertragen, denn wie Abbildung 54 veranschaulicht, ist der Rand des diskreten Nar-
row Bands nicht parallel zur den Isoflichen (vgl. auch Abbildung 55 fiir eine Visualisierung des
Narrow Bands). Da er aus Réndern von quadratischen bzw. kubischen Zellen besteht, beschreibt
er vielmehr ein an den Gitter-Achsen ausgerichtetes Zick-Zack-Muster. Wiirden wir nun diese
natiirlichen Randbedingungen implementieren, so wiirden wir eine artifizielle Kopplung der im
Zick-Zack verlaufenden duBeren Normalen v und dem Gradienten Vu**! der diskreten Losung
erzwingen.

Um diese Schwierigkeit zu handhaben, kann man nun entweder den Rand des Rechengebiets
(2 dem Interface anpassen oder spezielle ,,transparente” Randbedingungen verwenden. Ersteren
Ansatz haben Deckelnick et. al. verfolgt: In [43] wurden die Randzellen des Narrow Bands in
einer solchen Art und Weise linear abgeschnitten, dass der Rand parallel zum Interface liegt
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6.2 Reaktions-Diffusions-Gleichungen auf festen Fléchen

Abbildung 55: Visualisierung des minimalen Narrow Bands: Auf dem Schnitt einer Ebene mit
einer Drachenfliche sind alle dort verwendeten Elemente in zwei Vergroflerungsstufen darge-
stellt. Das zugrunde liegende Vollgitter besitzt die Auflosung 982 x 695 x 442.

(wirklich parallel, da auch nur lineare statt multilineare Basisfunktionen verwendet wurden).
Ein solches Verfahren umgeht die Notwendigkeit, ein weiteres Randintegral zu implementieren,
dafiir sind die Generierung und die Verwaltung des komplizierteren Gebiets und der darauf
verwendeten ,,Unfitted Finite Elements* aufwindiger und zeitintensiver. Bei festen Flédchen ist
dieses Verfahren durchaus eine gute Alternative, da diese Generierung und Verwaltung dort nur
einmal geschehen muss. Bei Fldchenevolutionen ist es dagegen zu zeitaufwindig, da in einer
Evolution das Narrow Band iiblicherweise in jedem Schritt neu aufgebaut werden muss, was
ein effizientes Verfahren erfordert.

Aus diesen Griinden wollen wir den Rand des Gebiets nicht verdndern und dafiir das oben
aufgetretene Randintegral aus Gleichung (105) nédher betrachten. Unter der Annahme, eine gute
Approximation u'1 des unbekannten Zeitschritts «**! zu haben, kénnen wir die Auswirkun-
gen des achsenparallelen Gebietrandes kompensieren, indem wir das Randintegral auf diese
Approximation anwenden:

/IIWH 0+||V¢||P[] Vub . Vi da

[ Ivels@ids+ [ Vol POV - vda (108)
Qn o

Da wir ja zumindest im Kontinuierlichen kein solches Randintegral briuchten und jetzt nur die
Auswirkungen des diskreten Gitters kompensieren miissen, nennen wir diese Randbedingung
transparente Randbedingung (s. [102]).

6.2.5 Finite-Elemente-Diskretisierung der Reaktions-Diffusions-Gleichung

Ist eine Approximation ® € V" der Level-Set-Funktion ¢ gegeben, erhalten wir eine Appro-
ximation der Fliche M durch M;, = [® = 0]. Um nun die gegebene Reaktions-Diffusions-
Gleichung (108) zu diskretisieren, ersetzen wir alle kontinuierlichen Groflen durch die entspre-
chenden diskreten Groflen und definieren eine gewichtete gelumpte Massenmatrix und eine
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gewichtete Steifigkeitsmatrix durch

M[@] — ( / 22<|rv<1>||>z;<@iej>dx) | (109)
n i,j€I

Li®] = ( \|V<I>|]P[<I>]V@i-V@jda:) , (110)
n ijel

wobei Z7, 7} die stiickweise konstante, bzw. stiickweise multilineare Lagrange-Projektion be-
zeichnen (Vgi Gleichung_en 64). Weiterhin definieren wir fiir U, U, € V! den Vektor fiir die
rechte Seite F[U] = (f (Ui))iel und den Korrekturvektor

LU, ] = (/{m |VO||P[®](VUE . 1) O, da) (111)

approx
jel
und erhalten somit das lineare Gleichungssystem

=—k

(M[9] + rL[@)) U = M[@] (7F[U*] + T") + ~ TUf)]. (112)

approx
Bemerkung 6.2. Man beachte: Diese Matrizen entsprechen trotz gleicher Benennung nicht den
Massen- und Steifigkeitsmatrizen des mittleren Kriimmungsflusses, da diese das Gewicht m
enthalten.

Durch Losen dieses Gleichungssystems erhalten wir somit eine diskrete Losung U**1 zur
Zeit tyo1 = (k + 1)7 fiir k¥ > 0 und einer gegebenen Initialapproximation U°. Eine geeignete

Wahl fiir die Approximation ist beispielsweise der letzte Zeitschritt, d. h. wir setzen U1 = U,

approx
Ist || V“kHT_V“k | z2(50,) gleichmidBig beschrinkt, so ist der Fehler, den wir durch diese Appro-

ximation verursachen, in der GroBenordnung O(7). Im néchsten Abschnitt wird der Einfluss
dieser modifizierten Randbedingungen genauer untersucht.

6.2.6 Konsistenztest fir transparente Randbedingungen

Ziel dieses Abschnitts ist es, den Einfluss der transparenten Randbedingungen auf das Kon-
sistenzverhalten unseres Narrow-Band-Verfahrens zu itiberpriifen. Als Testflache betrachten wir
eine Sphére mit Radius % und als Initialdaten uy wihlen wir sphirisch harmonische Eigenfunk-
tionen zweiter Ordnung. Ferner sei f = 0. Als zu vergleichenden Fehler berechnen wir dann
die L2-Differenz zwischen der bekannten exakten Losung und der diskreten Losung auf dem
Narrow Band fiir verschiedene Gitteraufldsungen (33°, 65%, 129%...) des Rechengebiets [—3, £]°
zu einer festen Zeit ;.

In Tabelle 2 ist dieser Fehler fiir das Verfahren mit natiirlichen und mit transparenten Rand-
bedingungen fiir verschiedene Gitterweiten und unterschiedlich breite Narrow Bands angege-
ben. Es ist klar erkennbar, dass natiirliche Randbedingungen zu keinem konsistenten Verfahren
fiihren. Auch breitere Narrow Bands sind ab einer bestimmten Auflosung absolut gesehen so
diinn, dass Storungen am Rand es schaffen, zum Interface zu propagieren. Dies macht sich
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Gitterauflosung || 177 33 ] 650 | 1290 | 257 | 513% |
NB-Breite natiirliche Randbedingungen
Jj= 0.008630 | 0.003052 | 0.002378 | 0.004136 | 0.004901 | 0.004986
Jj=2 0.006465 | 0.001884 | 0.000911 | 0.000408 | 0.001375 | 0.001108
Jj= - 0.001763 | 0.000407 | 0.000179 | 0.000181 | 0.000285
Jj= - - 0.000432 | 0.000109 | 1.98e-05 | 2.77e-05
transparente Randbedingungen
j=1 0.005976 | 0.000775 | 0.000320 | 0.000124 | 0.000134 | 7.91e-05
j=2 0.006791 | 0.001828 | 0.000388 | 8.24e-05 | 0.000132 | 4.99e-05
j=4 - 0.001745 | 0.000428 | 0.000128 | 1.86e-05 | 5.31e-05
j=28 - - 0.000432 | 0.000109 | 2.66e-05 | 8.73e-06

Tabelle 2: Vergleich des L*-Fehlers der diskreten Lésung mit der analytischen Losung der
Wirmeleitungsgleichung auf einer Sphdre zu einer festen Zeit. Die jeweiligen Zeilen enthalten
den Fehler bei verschiedenen Gitterweiten fiir jeweils eine feste Bandbreite (Parameter j aus
Gleichung (106)). Im oberen Block sind die Resultate fiir das Verfahren mit natiirlichen und im
unteren fiir das Verfahren mit transparenten Randbedingungen aufgefiihrt.

dadurch bemerkbar, dass der L?-Fehler ab dieser Auflosung wieder steigt. Bei den transpa-
renten Randbedingungen erreichen wir jedoch schon ab dem zweitdiinnsten Narrow Band die
optimale Konsistenz zweiter Ordnung. Hier lésst sich teilweise beobachten, dass der Fehler
anndhernd konstant bleibt oder sogar leicht wichst. Dies liegt moglicherweise an variierenden
Konstellationen von Gitterfacetten zum diskreten Interface, die bei einem Ubergang von einem
Gitterlevel zum néchsten auftreten kdnnen.

Bemerkung 6.3. Zu den nicht gefiillten Tabelleneintrigen: Die sphdrisch harmonischen Eigen-
funktionen haben im Ursprung eine Singularitdt, daher liefert das Testprogramm fiir Gebiete,
die den Ursprung beinhalten, keine sinnvollen Werte.

Numerische Beispiele werden wir in Abschnitt 6.5.1 behandeln.

6.3 Flachenevolution: Der mittlere Krimmungsfluss auf schmalen
Bandern

Die Evolution von Flichen gemiB einer partiellen Differentialgleichung bildet das zweite Sze-
nario, das hier betrachtet werden soll. Im Gegensatz zu partiellen Differentialgleichungen auf
festen Flidchen ergibt sich hier die zusitzliche Schwierigkeit, dass sich das Narrow Band in
jedem Schritt an die sich bewegende Fliche anpassen muss, damit das Null-Level-Set (im Fol-
genden auch nur Interface genannt) nicht aus dem Rechengebiet herauswandert. Dies erfordert
einen zusitzlichen Verwaltungsaufwand an die Datenstruktur. AuBlerdem muss auch der alte
Zeitschritt in geeigneter Weise auf das neue Band fortgesetzt werden. Wir werden hierauf in
Abschnitt 6.3.2 genauer eingehen. Als allgemeines Beispiel fiir eine Fldchenevolution wollen
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wir hier den klassischen isotropen mittleren Kriimmungsfluss betrachten. Um den roten Faden
der anisotropen Verfahren beizubehalten und das Anwendungspotential dieses Narrow-Band-
Ansatzes zu unterstreichen, werden wir in Abschnitt 6.5 auch noch auf die anisotrope geome-
trische Diffusion und den anisotropen mittleren Kriimmungsfluss eingehen.

Ist nun eine initiale Fliche M, gegeben, so suchen wir eine Familie von Flichen M(t), die
dadurch erzeugt wird, dass die Punkte z(¢) € M(t) der Evolutionsgleichung

#(t) = —h(t)n(t) (113)

mit Startbedingung z(0) = x( mit zo € M geniigen. Wie vorher bezeichnen n(t) die duliere
Normale und h(t) die mittlere Krimmung von M (¢) im Punkt z(¢). Wie wir bereits in Kapitel
2.3.3 gesehen haben, lautet die Level-Set-Formulierung des mittleren Kriimmungsflusses

Vo
IVl

mit initialer Level-Set-Funktion ¢g(z) = ¢(0,2) und My = [¢py = 0]. Wir diskretisieren die
Zeitableitung wieder mit einem Riickwérts-Euler-Verfahren, d. h. wir approximieren 0;¢ zur
Zeit (k + 1)7 durch ¢k+17_¢k. Um die schwache Formulierung zu erhalten, multiplizieren wir
Gleichung (114) mit einer Testfunktion ¥ € C*'((Q), integrieren iiber 2 und wenden partielle
Integration an. Dies liefert uns

k1 _ ik
o, TIVEH IVor|l

019 — ||V o||div

0 (114)

k+1 k+1
Ve -VQ—/ Vo -vfda = 0. (115)
o

o, [[VoH]|

6.3.1 Transparente Dirichlet-Randbedingungen

Wie schon bei den Reaktions-Diffusions-Gleichungen beschrinken wir unser Gebiet nun auf
Q, = [-0 < ¢ < ¢] und nehmen wieder an, dass die einzelnen Isofldchen parallel zueinander
liegen. Hier hingt das Gebiet €2, jetzt allerdings von der Zeit, d. h. vom aktuellen Zeitschritt ab,
wir definieren somit genauer

OF = [-6 < ¢F < 9]

Auch die Situation der Randwerte ist nun verschieden von der der partiellen Differentialglei-
chungen auf festen Flichen. Dort blieb die Level-Set-Funktion wihrend der Evolution fest, und
Randbedingungen hatten nur Einfluss auf die auf dem Interface definierte Funktion u. Auch ver-
schwand dort im kontinuierlichen Fall das Randintegral natiirlicherweise durch den parallelen

Rand. Dies ist hier nicht mehr der Fall. Wiirden wir hier auf das Randintegral |, 80 % -vlda

. .o . . k 1 . . .
verzichten, d. h. natiirliche Randbedingungen Wé)—@;\\ - v = 0 vorschreiben, so wiirden wir er-
) ) k+1 . )
zwingen, dass die Normale Hgi—’“il\\ der Isofldchen orthogonal zur Randnormalen v ist. Dem-

nach wiirden wir die Niveauflichen von ¢**! zwingen, orthogonal zum Rand 9Q* zu stehen.
Das mag fiir groBBe Gebiete, in denen das interessante Interface hinreichend weit vom Rand ent-
fernt ist, vertretbar sein, da der Einfluss des Randterms dort praktisch nicht zu spiiren ist. Auf
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Abbildung 56: Im Falle von Neumann-Randbedingungen kann das Interface das Narrow Band
verlassen.

unseren schmalen Bindern hingegen hitte ein Vorschreiben von natiirlichen Randbedingungen
unmittelbaren Einfluss auf das sich bewegende Interface.

Wie im ersten Szenario wire es stattdessen natiirlicher, Randbedingungen vorzuschreiben,
nach denen das Interface wirklich parallel zum Rand des Gebietes ist (z. B. iiber V¢F*l.v = 1).
Dann haben wir jedoch wieder das Problem, dass wir in der diskreten Situation eine artifizielle
Kopplung der eigentlich glatten Normalen V¢**! an die an den Achsen ausgerichtete Zick-
Zack-Normale v erhalten. Somit sind erneut spezielle Randbedingungen vonnoten. Wihlen wir
wie im ersten Szenario Neumann-Randbedingungen, so schreiben wir nur den Normalenanteil
des Gradienten der Level-Set-Funktion am Rand vor. Damit konnen wir aber bei einer groflen
Zeitschrittweite und beispielsweise stark gekriimmten Regionen nicht verhindern, dass das In-
terface das Narrow Band verldsst (s. Abb. 6.3.1). Dies fiihrt dann dort zum Verlust der Fléiche,
da keine Knotenwerte aulerhalb des Narrow Bands gespeichert werden. Enthilt die Fliche zu-
mindest am Anfang stark gekriimmte Regionen (was bei verrauschten Flichen ja der Fall ist), so
miisste eine ausgesprochen kleine Zeitschrittweite oder ein sehr breites Narrow Band gewihlt
werden, um das Verlassen des Narrow Bands zu verhindern. Von dazu notwendigen komplizier-
ten A-priori-Abschitzungen abgesehen, erfordert ersteres eine groe Anzahl an Zeitschritten
und macht den groflen Vorteil (semi-)impliziter Verfahren, die Zeitschrittweite verhéltnismafig
grof3 wihlen zu konnen, zunichte. Ein breiteres Narrow Band dagegen kostet wieder mehr Spei-
cher und Geschwindigkeit, zumal auch die Frage nach der dann notwendigen Breite nicht trivial
zu beantworten ist.

Anstelle von Neumann-Randbedingungen wollen wir daher Dirichlet-Randwerte vorschrei-
ben, denn solange wir auf beiden Seiten des Interfaces unterschiedliche Vorzeichen vorschrei-
ben, wird das Interface das Narrow Band aufgrund des Maximumprinzips nicht verlassen. Das
Vorschreiben der Dirichlet-Randwerte erfolgt wie in Kapitel 5.7.1 iiber ein Aufspalten des Ko-
effizientenvektors, wobei die Indexmengen [ und [, jetzt die zum Narrow Band gehdrenden
Indexmengen sind.

Die vorgeschriebenen Dirichlet-Werte sollten natiirlich zumindest approximativ den Rand-
werten der neuen Level-Set-Funktion entsprechen. Ansonsten wiirde der Fluss unnotig stark
gebremst, eventuell sogar in eine falsche Richtung gelenkt. Wir bendtigen daher erneut ei-
ne Approximation ¢§):rnl von ¢**!. Wie bei den transparenten Randbedingungen im Fall der
festen Fliche basiert diese Approximation auf dem letzten Zeitschritt ¢*: Zu der Isofliche
[¢F = 0] C QF berechnen wir eine signierte Distanzfunktion S (s. Abschnitt 6.3.2) und ver-
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6 Narrow-Band-Methoden

wenden deren Werte auf 9QF als Dirichlet-Randwerte fiir den nichsten Zeitschritt. Wir ldsen
also folgende Gleichung:

¢k+1 o ¢k v¢k+1
0
/ Ve Ve

VO =0 mit¢"! =S auf 00! und VO € V!

o (116)
Um das Aufspalten des Koeffizientenvektors mathematisch exakt aufzuschreiben, bezeichnen
wir mit

Vi}nll = Span {@z |Z € Iim}
den Raum derjenigen diskreten Funktionen auf dem Narrow-Band-Gebiet, die auf dem Rand
012, verschwinden, und mit

VZZ =span{0; | € I\ I, supp©O; N, #0}
im@vb}s'

Mit den Matrixdefinitionen aus den Gleichungen (67) und (68) in Kapitel 4.5 und den Defi-
nitionen der Restriktion und Extension aus Kapitel 5.7.1 ergibt sich die Matrixschreibweise

den zu den Randknoten gehorigen Raum. Folglich erhalten wie die Zerlegung V" = V"

R(M[®"] + rL[®*)E T, ' = R(M[®*] " — 7L["] &1 ). (117)
Probleme bei Dirichlet-Randbedingungen. Leider bereitet auch dieser Ansatz zunéchst
Schwierigkeiten, denn die Bewegung des Interfaces wird durch die vorgeschriebenen Dirichlet-
Randwerte eventuell gebremst. Ein Interface, das eigentlich aus dem Narrow Band heraustreten
wiirde, wird nun gezwungen, innerhalb desselbigen zu bleiben. Dies passiert gerade bei gro3en
Zeitschrittweiten und/oder sehr diinnen Bindern und fiihrt unter anderem dazu, dass die gewihl-
te Zeitschrittweite nicht ausgenutzt wird, was wiederum verldssliche Zeitangaben unmoglich
macht.

Wihrend dies fiir iibliche Anwendungen (z. B. Glitten) nicht unbedingt relevant ist, ist ein
weit groerer Nachteil, dass sich die Flache evtl. nicht mehr geméfl dem mittleren Kriimmungs-
fluss bewegt. Denn die Geschwindigkeiten auf der Fliache werden nicht gleichméBig reduziert,
in hoch gekriimmten Bereichen werden sie stirker vermindert als in relativ flachen Bereichen.
Dies kann dazu fiihren, dass sich dann hoch gekriimmte und weniger gekriimmte Fldchenbe-
reiche mit der annidhernd gleichen Geschwindigkeit bewegen, was allerdings nicht mehr dem
mittleren Kriimmungsfluss entspricht (vgl. Abbildung 58).

6.3.2 Ein Schema mit inneren lterationen

Um dieses Problem zu 16sen, definieren wir neben der Iteration iiber die Zeitschritte eine zu-
sdtzliche innere Iteration. Ein dhnlicher Ansatz wurde schon von Droske in [48] fiir eine Re-
staurierung mit dem Willmore-Fluss verwendet. Die Idee ist relativ einfach: Die innere Iteration
lisst das gebremste Interface des neuen Zeitschritts ¢**! zusammen mit dem Narrow Band bis
zur endgiiltigen, eigentlichen ungebremsten Position von ¢**! wandern. Das Narrow Band wird
hierbei in jedem Schritt dem jeweiligen Interface der inneren Iteration angepasst.
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Ok _ Ok+l 0

g)k S)k“rl 0 Qk‘+1,() Qk‘+1.()

Abbildung 57: Ablauf der inneren Iteration: Links: Wir starten im Narrow Band Q19 = QF,
welches durch das Interface des alten Zeitschritts ®* (griin) definiert wird und berechnen den
neuen Zeitschritt ®T11 (rot) durch Losen der Gleichung (118). Mitte: AnschliefSend definie-
ren wir das neue Narrow Band QFH1 ym [@F+11 = 0] herum (in hellrot), setzen den alten
Zeitschritt ®* auf dieses neue Gebiet fort und ersetzen ®+1-! durch die signierte Distanzfunk-
tion zu [®*T1 = 0], um neue Dirichlet-Randwerte fiir den niichsten Zeitschritt zu erhalten.

Rechts: Darauf basierend berechnen wir durch erneutes Losen von Gleichung (118) die néichste
Iterierte ®**12 (blau) auf dem neuen Gebiet QF+11,

Wir wollen fiir eine bessere Ubersicht im Folgenden die duBeren Iterationen mit k& und die
inneren mit m indizieren. Diese Indizes verwenden wir dann sowohl fiir die Level-Set-Funktion,
als auch fiir das aktuelle Rechengebiet, wir schreiben also beispielsweise Q*+1™ fiir das Narrow
Band, welches durch die Funktion ®*t1™ definiert wird.

Ausgehend von einer diskreten Level-Set-Funktion ®* : QOF — R auf einem Narrow Band-
Gebiet 2* soll nun der nichste (duBere) Zeitschritt ®**! mit dem zugehorigen Gebiet F+!
berechnet werden. Wir initialisieren die innere Iteration mit Q1.0 = QF und ®*+1.0 = @k, Fiir
jedes m = 0,1, ... 16sen wir nun

—k+1,m+1 k+1,m

R(M[®"] + 7L[®*])E .. = R(M[0}] &" — rL[®k] ") (118)
auf QO und erhalten einen neuen inneren Zeitschritt ®*+1"+1 dessen 0-Isofliche aufgrund der
Dirichlet-Randbedingungen vollstindig in Q1™ liegt. Ausgehend von dieser neuen Isofliche
wird ein neues Narrow Band QF+1™+1 definiert, auf dem wir wieder das gleiche Gleichungssy-

stem 16sen werden. Hierzu miissen noch folgende Vorbereitungen getroffen werden:

e Der alte Zeitschritt ®* der duBeren Iteration muss auf dem neuen Gebiet QF 1™+ defi-
niert werden. Hierzu verwenden wir das Verfahren aus [108] um ®F als signierte Distanz-
funktion auf den neuen Knoten, d. h. auf QFF1m+1\ QFFLm fortzusetzen.

¢ Um auf dem neuen Narrow Band Dirichlet-Randwerte vorschreiben zu konnen, ersetzen
wir ®F+1mH1 durch eine signierte Distanzfunktion zum Interface [®*T1™+1 = (] und
setzen EFLm+2 — @F+LmHl Bej der Berechnung der signierten Distanzfunktion bleiben

jedoch Knoten, die zu Elementen gehoren, durch die das Interface verlduft, unangetastet.

Mit dieser Fortsetzung des alten Zeitschritts ®* und den neuen vorzuschreibenden Dirichlet-
Randwerten 16sen wir erneut Gleichung (118) — nun jedoch auf dem neuen Narrow Band —
und erhalten eine neue Level-Set-Funktion ®*T1m+2 jn QFLmFL (yo] Abbildung 57). Wir
l6sen somit immer das gleiche Gleichungssystem mit dem gleichen alten Zeitschritt der dufleren

149
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Iteration. Nur das Rechengebiet, auf das ®* in geeigneter Weise fortgesetzt wird, und auf dem
wir immer neu angepasste Dirichlet-Randwerte vorschreiben, dndert sich.

Dieser Vorgang endet, wenn ®*+1+1 mit der Vollgitterlosung von (116) iibereinstimmt, d. h.
wenn das Interface nicht weiter wandert, also auch das Narrow Band sich nicht weiter veridndert.
Zu diesem Zeitpunkt ist dann das Gleichgewicht zwischen altem Zeitschritt und Evolution er-
reicht. In der Implementierung beenden wir die innere Iteration, sobald sich das Narrow-Band-
Gebiet nicht mehr wesentlich verindert. Da kleine Gebietsoszillationen beobachtet wurden,
kann nicht gewartet werden, bis das Gebiet komplett unverindert bleibt.

Als Algorithmus lédsst sich das komplette Iterationsschema fiir X Zeitschritte wie folgt for-
mulieren:

Mittlerer Kriitmmungsfluss( 50) {

Initialisiere 2°;

for(k=1k< K;k++){ // dullere Iteration
PR Ek; m = 0; QFFL0 = QF; // Initialisiere innere Iteration
do { // innere Tteration
Berechne @ auf QFLm durch Losen von
R(M[®H] + rL@*)E B " = R(M[®*] &° — 7L[®F] 3°™);
Definiere das neue Band Q¥+1m+1 zy Ek“’mﬂ;
Wende £[QF1m, QF+1m+1] quf " ynd B" an;
m=m-+1;
} while(| 570" — BT > § or QiLm £ Q+Lm-1)
T, QR+ QL
} // Ende der dufleren Iteration

}

Hierbei beschreibt der Operator £[QFF1m QFFLmHL] die oben bereits erwihnte Fortsetzung
einer Funktion von QF+1:m quf QF+1m+1 basierend auf einer signierten Distanz-Transformation.
Dies entspricht dem diskreten Losen der Eikonal-Gleichung ||V ®|| = 1 ausgehend von einem
gegeben Interface. Bei der Fortsetzung des alten Zeitschritts ®* bleiben die Werte auf dem alten
Gebiet Q1™ komplett unverindert, wihrend die gesuchten Werte auf QF*1™m+1 mit einem
Fast-Marching-Algorithmus berechnet werden [108].

Die Fortsetzung von ®*+1™+1 dient der Festlegung von Dirichlet-Randwerten. Hier erzielen
wir eine hohere Genauigkeit unseres Verfahrens, wenn wir nur die Funktionswerte derjenigen
Knoten fixieren, die zu Elementen gehoren, durch die das Interface verlduft. Auf den restlichen
Knoten 16sen wir im Falle des diinnstmdglichen Narrow Bands die diskrete Eikonal-Gleichung
dann iiber eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, im Falle breiterer Béander iiber
ein Weno-Schema zweiter Ordnung [108]. Letzteres Verfahren ist nur auf breiteren Béndern
sinnvoll, da zur Initialisierung des Verfahrens eine weitere Knotenschicht fest vorgeschrieben
werden muss, welche auf dem diinnstmoglichen Narrow Band einfach nicht vorhanden ist.
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6.3 Flichenevolution: Der mittlere Kriimmungsfluss auf schmalen Béindern

Abbildung 58: Vergleich des mittleren Kriimmungsflusses mit und ohne innere Iterationen an-
gewendet auf eine zylindrische Fliche mit ellipsoider Grundfiiche (links). Abgebildet sind die
ebenen Querschnitte mit inneren Iterationen (in rot) und ohne (in blau) zu den Zeitschritten 0, 6
und 8 (Mitte) bei Zeitschrittweite T = 0.04, Gitterweite h = 0.008 und einem diinnstmoglichen
Narrow Band. Die Isofliichen sind anfangs durch das begrenzte Rechengebiet offen, schliefen
sich jedoch dann wdhrend der Evolution. Ganz rechts sind (bei gleicher Farbgebung und Kon-
figuration) die Querschnitte von jeweils verschiedenen Zeitschritten aber zu gleichen Breiten
in x-Richtung abgebildet. Dies verdeutlicht, dass die resultierende Fldche wirklich von unter-
schiedlicher Gestalt ist, die Initialfliiche sich also ohne innere Iterationen nicht mehr gemdf
dem mittleren Kriimmungsfluss bewegt hat.

6.3.3 Konsistenztest flir das Schema mit inneren lterationen

Um die Konsistenz unseres Schemas zu iiberpriifen, wenden wir den mittleren Kriimmungsfluss
auf eine Sphire M mit initialem Radius R, an. Die Hauptkriimmungen von M, sind in jedem
Punkt gegeben durch k1 = ko = RLO und die mittlere Kriimmung ist dementsprechend H = Rlo.
Im Laufe der Evolution schrumpft die Sphire und besitzt zur Zeit ¢ den Radius

R =y/R:—4t fir 0<t<T=251 (119)

Wir bezeichnen mit ¢, unsere numerische Losung und dementsprechend mit M, = [ggt = 0]
die simulierte Fliche mit Radius Rt. Um die Konsistenz unseres Verfahrens zu testen, ist es
nicht sinnvoll, einfach den L2-Fehler ||¢; — gEtH 12 zu berechnen, da unser Verfahren zwar das
Interface exakt bestimmen sollte, nicht aber die Level-Set-Funktion, die es beschreibt. Startet
man den Kriimmungsfluss mit einer signierten Distanzfunktion, so ist die analytische Losung
zu einer Zeit t > 0 keine Distanzfunktion mehr, da sich die Level-Sets mit kleinerem Radi-
us, sprich hoherer Kriimmung, schneller bewegen als diejenigen mit groerem Radius. Unser
Verfahren redistanziert in regelmiBigen Abstdnden jedoch die Level-Set-Funktion, fiihrt also
zu einer Funktion mit identischem Interface, aber mit anderem Gradienten. Daher wiirde ein
diskreter L2-Fehler, der die Knotenwerte im gesamten Narrow Band beriicksichtigt, immer zu
falschen Ergebnissen fiihren.

Um wirklich den Positionsfehler des Interfaces zu messen, vergleichen wir den analytischen
mit dem numerischen Sphirenradius. Der analytische ist durch Gleichung (119) gegeben, der

numerische berechnet sich iiber r = 4%, wobei flt der Fldcheninhalt von Mt ist (da flt durch
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Integration iiber die Flache ermittelt wird, ist auch dieser eigentlich nur skalare Fehler praktisch
auch ein mittlerer Fehler).

In [37] haben Dziuk und Deckelnick gezeigt, dass sich der Fehler zwischen diskreter und
analytischer Losung unter der verwendeten Diskretisierung abschitzen ldsst durch

81t1p e — gz~§t|| < c(r + h*|log h|?),

wobei ¢* die analytische Losung zur Zeit k7 ist. Fiir 7 ~ h? erwarten wir also quadratische
Konvergenz, fiir 7 ~ h noch lineare Konvergenz. In Tabelle 3 sind die Ergebnisse unseres Tests
zu sehen. Man sieht, dass sich die erwartete quadratische Konvergenz bei einem Narrow Band
ab Breite 7 = 4 perfekt ergibt, die lineare Konvergenz sogar schon bei j = 2. Ohne innere
Iterationen ergibt sich kein konsistentes Schema.

Bemerkung 6.4. Wir haben in dieser Arbeit entweder Evolutionsprobleme auf festen Flichen
oder die Evolution der Geometrie entsprechend einer partiellen Differentialgleichung selbst
behandelt. Beides kann natiirlich auch in der Evolution einer Dichte u auf einer sich bewe-
genden Fldche miteinander kombiniert werden. Die Fldche unterliegt dann einer Evolution,
die ihrerseits wiederum u als Parameter enthdilt. Folgendes System von Reaktions-Diffusions-
Gleichungen beschreibt ein solch gekoppeltes System:

drult) — Angoult) = f(ult),2(1)),
dua(t) — eApar(t) = glult), z(1))

fiir einen kleinen Parameter e. Viele Anwendungen in der geometrischen Modellierung oder
geometrischen Texturgenerierung fiihren zu solchen gekoppelten Problemen.

6.4 Die Datenstruktur: Das DT-Grid

Wie bereits bemerkt, ist eine effiziente Datenstruktur fiir das Gitter von entscheidender Bedeu-
tung fiir die Effizienz des gesamten Narrow-Band-Verfahrens. Die Struktur muss es ermogli-
chen, schnell iiber die Elemente des Narrow Bands zu iterieren, auf die Knoten zuzugreifen und
das Narrow Band gemif einer sich bewegenden Flidche neu aufzubauen.

Als sehr schnell und speichereffizient erweist sich hier das Dynamic Tubular Grid (DT-Grid)
[107], welches von M. Nielsen und K. Museth entwickelt wurde. Das DT-Grid ist sowohl eine
Datenstruktur als auch eine Sammlung von Algorithmen zur Speicherung und zum Bearbeiten
von Teilmengen von Knoten oder Elementen, die auf einem reguléren Gitter definiert wurden —
insbesondere von schlauchformigen Untermengen wie den Narrow Bands. Der Speicherbedarf
ist asymptotisch linear in der Anzahl der Knoten des Narrow Bands. Ebenso ist die Komplexitit
von Berechnungsroutinen, die auf sequentiellen Datenzugriff mit einer Schablone (Stencil, vgl.
Abschnitt 6.4.1) beruhen, auf den DT-Grids linear. Das DT-Grid ist schneller und benétigt we-
niger Speicher als bisherige Narrow-Band-Algorithmen und diinn besetzte Datenstrukturen wie
Octrees oder andere lauflangenkodierte Volumina [105, 106, 73]. Diese schnelleren Laufzeiten
liegen sowohl in dem geringen Speicherbedarf im Ganzen als auch in der besseren Nutzung
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Gitterauflosung | 17° | 33 | 65° | 129° | 257° |

Schema mit inneren Iterationen, 7 = h?

j=1 0.018982 | 0.006987 | 0.004533 | 0.002694 | 0.001267

]=2 0.012818 | 0.002848 | 0.001277 | 0.000883 | 0.000785

j =4 0.007579 | 0.001830 | 0.000492 | 0.000144 | 6.16e-05

] =28 0.006822 | 0.001629 | 0.000411 | 9.65e-05 | 2.33e-05
Schema mit inneren Iterationen, 7 = éh

j=1 0.024438 | 0.015436 | 0.005113 | 0.000767 | 0.008048

j = 0.024601 | 0.014252 | 0.003951 | 0.002080 | 0.000305

j= 0.010950 | 0.008937 | 0.002940 | 0.001370 | 0.000603

Jj=38 0.008948 | 0.004677 | 0.001996 | 0.000910 | 0.000393
Schema ohne innere Iterationen, 7 = %h

j=1 0.026056 | 0.050502 | 0.042877 | 0.047269 | 0.049729

j = 0.006402 | 0.014512 | 0.024515 | 0.036311 | 0.043778

] =4 0.006223 | 0.002222 | 0.007890 | 0.019629 | 0.030859

j=38 0.176777 | 0.003851 | 0.000525 | 0.004257 | 0.012067

Tabelle 3: Fiir eine Sphdre mit Radius 0.25 als Initialfliiche berechnen wir den mittleren Fehler
des numerischen Radius der diskreten 0-Isofldiche, verglichen mit dem analytischen Radius zur
Zeit 0.0059, zu der die exakte Losung um den Faktor % geschrumpft ist. In den Zeilen verglei-
chen wir Narrow Bands mit unterschiedlicher Breite, gemessen in Zellen (j ist der Parameter
aus Gleichung (106)), die Spalten verweisen auf unterschiedliche Vollgitter mit einer Gitter-
weite h von 16™1 bis 2561, Im oberen Drittel wurde das Schema mit inneren Iterationen und
T = h? getestet, um die (optimale) Konsistenz zweiter Ordnung zu verifizieren. Im zweiten
und letzten Drittel wurde die Zeitschrittweite dann auf T = % vergroflert. Trotz dieser recht
groflen Zeitschrittweite konnen wir beim Schema mit inneren Iterationen immer noch die er-
wartete Konsistenz erster Ordnung beobachten, wohingegen die Konsistenz bei dem Verfahren
ohne innere Iterationen (letztes Drittel) vollig zusammenbricht.

des Caches [105] (spiter noch genauer beschrieben) begriindet. Mit Stencils, die das Gitter
beim Aufbauen, Speichern und Manipulieren von Vektoren und Matrizen sequentiell durch-
laufen, wird Zugriff mit konstantem Zeitaufwand durch die erwihnte optimale Nutzung des
Zwischenspeichers erreicht. Wir geben zunichst einen kurzen Uberblick iiber den Aufbau und
die Terminologie des DT-Grids, um spiter Implementierungsfragen verstiandlich darstellen zu
konnen. Fiir eine genauere Darstellung sei der Leser auf [107] verwiesen.

6.4.1 Definition und Terminologie des DT-Grids

Zwei der wichtigsten Begriffe des DT-Grids sind die Daten und die sogenannte Topologie, die
komplett separat gespeichert werden. Die Topologie bezeichnet hierbei die Struktur, die ,,weill*,
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zu welchem Knoten des Narrow Bands ein Dateneintrag gehort und umgekehrt, wo zu einem
Knoten des Narrow Bands der entsprechende Funktionswert zu finden ist. Funktionswerte selbst
werden von der Topologie jedoch nicht gespeichert. Dadurch ist es moglich, zu einer Fldache
mehrere Vektoren mit Datenwerten (z. B. fiir vektorwertige Funktionen) zu speichern, ohne die
Struktur der Fliche mehrmals speichern zu miissen. Die Daten selbst sind hierbei nur als reine
Arrays gespeichert, also ohne jegliche Strukturinformationen.

Die Datenstruktur arbeitet rekursiv in der Dimension, d. h. das DT-Grid ist rekursiv in Termen
von niederdimensionalen DT-Grids gespeichert — dieser Ansatz garantiert eine Anwendung in
beliebigen Dimensionen. Der Einfachheit halber wollen wir das zugrundeliegende Prinzip an ei-
nem 2D-Beispiel (s. Abbildung 59) genauer darstellen. Dazu ist die Einfithrung zweier Begriffe
notwendig:

* Nielsen und Museth sprechen in [107] von sog. p-Spalten (kurz fiir Projektions-Spalten).
In N Dimensionen ist die p-Spalte mit dem Index (z1, 2, ..., xy_1) definiert durch die
Menge derjenigen Gitterpunkte, die durch orthogonale Projektion auf den durch die ersten
N — 1 Koordinatenrichtungen aufgespannten Raum auf (xy, zo, ..., zx_1,0) abgebildet
werden.

* Eine Zusammenhangskomponente in N Dimensionen ist definiert als die maximale Men-
ge von benachbarten Gitterpunkten innerhalb einer p-Spalte.

Im Beispiel in Abbildung 59 besteht mit bei (0, 0) beginnender Indizierung die p-Spalte Nr. 3
aus der Menge der Gitterpunkte {(3,1), (3,2), (3,4), (3,5)} und enthilt die zwei Zusammen-
hangskomponenten {(3,1), (3,2)} und {(3,4), (3,5)}.

Ein N-dimensionales DT-Grid enthilt fiir V> 1 nun folgende Komponenten:

* Ein Array value, welches im (in unserem Beispiel 2D-)DT-Grid die Knotenwerte des
Narrow Bands in lexikographischer Reihenfolge enthélt. In unserem Beispiel sind dies
genau die blauen und gelben Knoten, deren Werte hier illustrativ genau dem Index einer
lexikographischen Ordnung entsprechen.

* Ein Array Coord, welches die minimale und maximale (bei uns y-)Koordinate jeder
Zusammenhangskomponente speichert. In Abbildung 59 a),b) sind diese gelb gekenn-
zeichnet. Dieses Array gibt zusitzlich noch Auskunft iiber die Konnektivitit des Narrow
Bands.

* Ein Array acc, welches Zeiger in das value-Array speichert. Diese Zeiger identifizieren
jeweils den ersten Gitterpunkt einer Zusammenhangskomponente und sind wichtig fiir
schnellen Direktzugriff auf Knotenwerte.

* Ein (N — 1)-dimensionales DT-Grid, in unserem Beispiel ein 1D-DT-Grid (auch projiD
genannt), welches Paare von Indizes aus dem value- und Coord-Array enthilt. Der erste
Index zeigt hierbei auf den ersten Datenwert einer p-Spalte, der zweite auf die zugehorige
(im Beispiel y-)Koordinate.
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Abbildung 59: (a) Das Beispielbild im Vollgitter (2D). (b) Die Komponenten des zugehorigen
2D-DT-Grids. (c) Das resultierende 1D-Gitter mit den zugehorigen DT-Komponenten (d).

Das 1D-DT-Grid enthilt kein weiteres DT-Grid mehr, sondern nur die drei oben beschriebe-
nen Arrays. In 3D besteht ein DT-Grid dann analog aus 1D-, 2D- und 3D-Komponenten (vgl.
Abbildung 60, links). Das values-Array der 3D-Komponente enthilt die wirklichen Knotenwer-
te des Narrow Bands, die 2D- und 1D-Komponenten sind nur Projektionen auf die xy-Ebene,
bzw. auf die 2-Achse. Der coord-Bestandteil im nD-Gitter speichert hierbei die n-te Koordina-
te des ersten und letzten Knotens in jeder topologisch zusammenhdngenden Komponente von
Gitterknoten in einer Spalte der nD-Gitterkomponente. In Abbildung 60 (links) sind diese rot
markiert. Dort ist ebenso zu sehen, dass die values,p- und values;p-Arrays die 1D-, 2D- und
3D-Komponenten verbinden, indem sie Indizes speichern, die auf die erste Koordinate in einer
Spalte im coord-Bestandteil der 2D- bzw. 3D-Gitterkomponente zeigen. Fiir eine detaillierter
Darstellung sei wieder auf [107] verwiesen.

Mit Ausnahme des value-Arrays der 3D-Komponente fassen wir alle anderen Arrays und
Komponenten unter dem Begriff Topologie des DT-Grids zusammen. Aufgrund der strikten le-
xikographischen Anordnung der Knoten des Narrow Bands (von 0 beginnend) gehort der i-te
Eintrag des value-Arrays auch eindeutig zum Knoten ¢ des Narrow Bands. Somit entspricht ein
sequentieller Durchlauf vom Anfang bis zum Ende dieses Datenvektors genau dem Durchlauf
der Knoten des Narrow Bands in lexikographischer Reihenfolge. Diese Separierung von Daten
und Topologie erlaubt es auBerdem, mit geringstmoglichem Speicheraufwand mehrere Daten-
vektoren zu einer Fliche zu speichern. Ein dreidimensionales Vektorfeld auf der Fliche wird
somit einfach durch drei Datenvektoren realisiert, deren i-ter Eintrag jeweils dem ¢-ten Knoten
des Narrow Bands entspricht.
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Abbildung 60: Links: Die 1D-, 2D- und 3D-Komponenten des DT-Grids einer Sphdire. Rechts:
(a) Der Stencil eines Element-Iterators. (b) Der Stencil eines Randfliicheniterators. Das zuge-
horige Element ist als Drahtgitterwiirfel in der Mitte dargestellt. (c) Der Stencil eines Iterators,
der Zugriff auf die von multilinearen Knotenbasisfunktion benotigten Nachbarknoten gewdhrt
(der zentrale Knoten ist rot markiert).

Ein weiteres wichtiges Konzept des DT-Grids ist das des Stencil-Iterators, um sequentiellen
Zugriff auf jeden Knoten des Narrow Bands zu ermdglichen und zeitkonstanten Zugriff auf des-
sen Nachbarn zu bieten. Welche Knoten Nachbarn sind, wird im Iterator definiert und hiingt von
der Anwendung ab. Ein Stencil-Iterator besteht hierbei aus M einfachen Iteratoren, die einfach
nur alle Knoten in lexikographischer Reihenfolge durchlaufen, wobei M die Anzahl der Knoten
im Stencil ist. Einer dieser einfachen Iteratoren ist der zentrale Iterator, der die Bewegung des
gesamten Stencils beim Durchlauf diktiert. Ist (, y, z) die neue Position des zentralen Iterators
nach einem Inkrement, so werden auch die iibrigen einfachen Iteratoren, unterstiitzt durch die
lexikographische Anordnung relativ zum zentralen Iterator, neu positioniert. Jeder Iterator bietet
hierbei wirklich zeitkonstanten Zugriff auf die Knotenwerte (fiir eine detaillierte Beschreibung
siehe wieder [107]).

6.4.2 Implementierung

Die Implementierung eines Finite-Elemente-Verfahrens auf einem DT-Grid erfordert die Defi-
nition mehrerer Datenvektoren auf dem Narrow Band. Diese gehoren zum einen zu der Level-
Set-Funktion, zum anderen beispielsweise zu den Funktionen u, f, der rechten Seite, eventu-
ellen tempordren Vektoren sowie zu einer oder mehrerer Matrizen auf dem Narrow Band. Wie
schon oben beschrieben, enthalten die Vektoren jeweils einen Eintrag zu jedem Knoten. Be-
zeichnet K die Anzahl der Knoten im Narrow Band, so ist eine zum Narrow Band gehorende
Matrix zunichst von der Dimension K x K. Durch den beschrinkten Triager der Basisfunktio-
nen erhalten wir bei unserem Finite-Elemente-Ansatz jedoch nur diinn besetzte Band-Matrizen
mit hochstens 27 Eintridgen pro Zeile (in 3D). Daher konnen solche Matrizen mit 27 iiblichen
Datenvektoren der Linge K gespeichert werden, wobei der i-te Eintrag eines solchen Vektors
einem FEintrag in der i-ten Zeile der Matrix entspricht.

Fiir die Integration iiber den Rand des Narrow Bands, die Assemblierung der Matrizen sowie
der Matrix-Vektor-Multiplikation wurden Iteratoren mit speziellen Stencils entworfen, die in
den folgenden Abschnitten beschrieben werden.
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Iteration Uber Elemente und Randflachen. Die Assemblierung der Massen- und Stei-
figkeitsmatrizen erfordern eine Iteration iiber die Elemente des Narrow Bands. Die Stencil-
Iteratoren durchlaufen aber nur einzelnen Knoten. Ein Iterator, der sequentiell alle Elemente
eines Gitters durchlduft, kann jedoch als Stencil-Iterator mit einem Stencil von acht Knoten in-
terpretiert werden (siehe Abbildung 60 (a)). Der Iterator des lexikographisch kleinsten Knotens
im Stencil (in Abbildung 60 (a) rot markiert) diktiert die Bewegung des Stencils, und er iiber-
springt einen Knoten, wenn mindestens einer der verbleibenden sieben Knoten auflerhalb des
Narrow Bands liegt. Ein solcher Stencil-Iterator bietet damit Zugriff auf solche acht Knoten, die
ein Element des Gitters bilden. Folglich konnen mit diesem Stencil alle Elemente des Narrow
Bands in lexikographischer Reihenfolge durchlaufen werden.

Auf dhnliche Art und Weise definieren wir einen Iterator, der die Seitenflichen des Narrow
Bands durchléduft, mit einem Stencil-Iterator. Ein solcher Randflichen-Iterator tritt beispiels-
weise bei den Neumann Randbedingungen in der Berechnung des Randintegrals auf. Wie in
Abbildung 60 (b) zu sehen ist, kann er durch den oben beschriebenen Elementiterator mit zu-
sdtzlichen 24 Knoten im Stencil definiert werden. Dort gehort die griin dargestellte Seitenfli-
che des Elements genau dann zum Rand des Narrow Bands, wenn mindestens einer der in rot
gezeichneten Knoten auflerhalb des Narrow Bands liegt. V6llig analog werden die restlichen
Seiten des Elements tiberpriift.

Matrix-Vektor-Multiplikation. Die Matrix-Vektor-Multiplikation € = Ab von Finite-Ele-
mente-Matrizen wird ebenfalls durch einen Stencil realisiert. So muss dieser Stencil an einem
bestimmten Knoten ¢ alle Knoten derjenigen Elemente enthalten, die innerhalb des Trégers der
Basisfunktion zum Index 7 liegen (vgl. Abb. 60 (c)). Das Matrix-Vektor-Produkt wird dann
durch eine sequentielle Iteration dieses Stencils iiber die Knoten des Narrow Bands gebildet.
An jedem Knoten ¢ wird der Eintrag ¢; des Ergebnisvektors durch

N-1
ci=> Ais;)bsy)
=0

berechnet, wobei S den Stencil-Iterator bezeichnet und /N die Anzahl an Knoten im Stencil ist.
Die Abbildung S(j) ordnet dem lokalen Knotenindex j den entsprechenden globalen lexiko-
graphischen Knotenindex im Narrow Band zu. Sollte ein Knoten des Stencils auBerhalb des
Narrow Bands liegen, so wird sein Beitrag im obigen Produkt auf Null gesetzt.

Die Restriktions- und Extensionsoperatoren R und E auf Vektoren, die in Verbindung mit
Dirichlet-Randbedingungen auftreten, konnen direkt in die obige Matrix-Vektor-Multiplikation
integriert werden. Weiterhin muss es moglich sein, formal entweder nur auf innere oder nur auf
Randknoten des Narrow Bands zuzugreifen. Die Implementierung dessen erfordert die Kon-
struktion einer Randmaskierung. Diese besteht einfach aus einem Bitvektor, in dem ebenfalls in
lexikographischer Reihenfolge fiir jeden Randknoten eine 0 und fiir jeden inneren Knoten eine
1 gespeichert ist. Insbesondere werden die Knoten nicht umsortiert, um innere und Randknoten
zu gruppieren. Stattdessen bleibt die lexikographische Reihenfolge bestehen, d. h. beide Arten
von Knoten werden gemischt gespeichert.

157



6 Narrow-Band-Methoden

Diese Randmaske wird im DT-Grid gespeichert und direkt in die Matrix-Vektor-Multiplikation
integriert, um Produkte der Form RAEU " und RAU" zu ermoglichen. In beiden Fiéllen wird
der Wert fiir einen Eintrag des Ergebnisvektors nur dann berechnet, wenn der Eintrag zu einem
inneren Knoten gehort (was der Anwendung des Restriktionsoperators entspricht). Im Falle des
Produkts RAEU,, berechnet sich der i-te Eintrag des Ergebnisvektors dann iiber

N-1
_ — —)
¢ =Y BsyAispU ",
=0

wobei Eg(j) der S(j)-te Eintrag des Maskierungsvektors ist. Analog folgt fiir die Berechnung
des Produkts RAU"

N-1
_ = _—
¢ = > (-Bs)Ais;)U 7,

§=0
wobei — die Negation der Bitmaske bezeichnet.

Quantisierung. Ublicherweise ist in einem Finite-Elemente-Verfahren eine Matrix die spei-
cherintensivste Struktur. Selbst unsere diinn besetzte Matrix hat, verglichen mit einem einfa-
chen Datenvektor, immerhin den 27-fachen Speicherbedarf. Um diesen Bedarf zu reduzieren,
allokieren wir wéhrend eines Programmablaufs so wenig Matrizen wie moglich. Wenn nétig,
reduzieren wir den Speicherbedarf einer Matrix noch durch eine uniforme Quantisierung der
Matrixeintrdage [129]. Dies erfordert ein vorausgehendes Wissen iiber die Grenzen des Werte-
bereichs der Matrixeintrige, welche aber iiblicherweise einfach abgeschitzt werden konnen.
Allerdings erfordert die Quantisierung auch einen nicht unerheblichen Rechenaufwand, was zu
fast 60% liangeren Laufzeiten fiihrt.

Neuaufbau des Narrow Bands und Fortsetzung der Daten. Wie wir schon im Ab-
schnitt 6.3.1 gesehen haben, muss das Narrow Band bei Flachenevolutionen dem sich bewegen-
den Interface angepasst werden. Es wird hierzu symmetrisch um das neue Interface herum neu
aufgebaut. Weiterhin miissen die auf dem alten Narrow Band definierten Funktionen (beispiels-
weise die Level-Set-Funktion selbst) auf das neue Narrow Band fortgesetzt werden.

Der Neuaufbau des Narrow Bands wird mit dem Dilatations-Operator des DT-Grid durch-
gefiihrt. Dieser erweitert ein dreidimensionales DT-Grid um j Knoten, indem er einen wiirfel-
formigen Stencil der Dimension (25 + 1)? iiber die Knoten des Narrow Bands iteriert, und alle
aullenliegenden Knoten zum Narrow Band hinzugefiigt, die im Triger dieses Stencils liegen.
Um ein Narrow Band mit diesem Dilatations-Operator um ein Interface herum neu aufzubau-
en, miissen in einem ersten Schritt alle Elemente des Narrow Bands identifiziert werden, durch
die das Interface verlduft. AnschlieBend wird der Dilatations-Operator iiber die Knoten dieser
Elemente iteriert, was in einem neuen Narrow Band entsprechend der Definition in Gleichung
(106) resultiert.

Die Fortsetzung von Daten beschrinkt sich in unserem Verfahren auf die Fortsetzung bzw.
Neu-Initialisierung von signierten Distanzfunktionen. Hierfiir existieren viele Ansitze und Al-
gorithmen (s. [108] fiir einen Vergleich der giingigsten Methoden), Fiir die Reinitialisierung der
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neuen Level-Set-Funktion ®*+1™+1 zy einer signierten Distanzfunktion auf dem neuen Gebiet
QF*1 verwenden wir das Verfahren von Peng [118]. Bei der Fortsetzung des alten Zeitschritts
®F behalten wir Werte an Knoten, die auch im alten Narrow Band Qf“’m enthalten waren, bei,
wohingegen Werte an neuen Knoten nach der Methode von Whitaker [75] iterativ neu berechnet
werden.

6.5 Anwendungen
6.5.1 Texturgenerierung

Als Beispiel von partiellen Differentialgleichungen auf festen Fldchen betrachten wir die Gene-
rierung von Texturen basierend auf einem Reaktions-Diffusions-Modell. Solche Gleichungen
beschreiben eine Vielzahl von biologischen und chemischen Phinomenen, wurden in der Com-
putergrafik aber auch verwendet, um interessante, natiirlich aussehende Texturen auf Flachen
zu generieren [150] . Wir wollen hier die von Turing [149] eingefiihrten Gleichungen

oa = cs(a—ab) + c,Apma,
Ob = cs(ab—b— )+ cpAmb

auf einer Level-Set-Fliche M = [¢ = 0] verwenden. Hierbei sind a,b : M — R Funktio-
nen, die beispielsweise chemische Potenziale darstellen. Dann beschreibt das Modell, wie diese
beiden Potenziale in der Zeit miteinander reagieren. Ebenso kann mit diesen Gleichungen die
Evolution einer Tierart a und ihrer Nahrung b modelliert werden. Beide vermehren sich und
breiten sich aus. Tiere verzehren Nahrung, wodurch das Wachstum der letzteren eingeschrénkt
wird. Das Ausbreiten der Tierart wird dagegen durch die nur begrenzt vorhandene Nahrung
gebremst.

Unter geeigneten Parametern cs, ¢, ¢, @ € R konvergieren die Funktionen a und b und bil-
den ein Muster, dessen Gestalt, Ausmall und Héufigkeit von den oben genannten Parametern
bestimmt wird. Die Funktion 3 : M — IR ist eine stochastische Funktion, die einen gewis-
sen Grad an Zufall im Muster erzeugt. Geeignete Parameter fiir verschiedene Muster sind sehr
ausfiihrlich in [130] beschrieben.

Wir diskretisieren diese Gleichung wie in Abschnitt 6.2.5 beschrieben, wobei wir jeweils den
Reaktionsterm explizit und den Diffusionsterm implizit behandeln und weiterhin Gebrauch der
transparenten Neumann Randbedingungen machen. Fiir die erste Gleichung ergibt sich damit
im Level-Set-Kontext die zeitdiskrete aber raumlich kontinuierliche Formulierung:

an-l—l —am
| Ivelods
R T
_ cs/ IVoll( — a0 dar + ca/ div (|V|[PVa™) 0 de
Qn n

= cs/ IVo|(a — a"b™)ddx — ¢, | ||Vo||PVa"T -Vddr+c, | ||Vo||PVa"-vda
Qn Qn aQn
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Abbildung 61: Texturgenerierung mit Reaktions-Diffusions-Gleichungen auf einem Drachen,
von links nach rechts in verschiedenen Skalen dargestellt. Zur Visualisierung der Feinheit des
unterliegenden Gitters wurde auf dem rechten Bild zusdtzlich noch ein Dreiecksgitter iiber die
Fldche gelegt, welches durch einen Marching-Cubes-Algorithmus generiert wurde. Das Muster
bendotigte 150 Zeitschritte mit den Parametern c; = 0.05, ¢, = 2.5 - 1077, ¢, = 6.3 - 1078
o = 16 und 3 = 12 £ 0.4 sowie der Gitterweite h = 0.00102.

Mit den in den Gleichungen (109) und (110) definierten Matrizen und dem in Gleichung (111)
angegebenem Korrekturvektor erhalten wir dann im diskreten Fall das folgende lineare Glei-
chungssystem:

n+

M[@]A"" — M[®]A" = re,M[d](@ — A"B") — 7, L[@|A""" + r¢, T[A"]

= (M[®] + 7¢,L[@) A" = M[®]A" + re,M[®]( @ — A"B") + ¢, T|A"]

Hierbei bezeichnet A"B" den Vektor der Produkte der jeweiligen Komponenten. Vollig analog
und mit der gleichen Notation erhalten wir fiir die zweite Gleichung:

=Sn+1

(M[®] + T¢,L[®]) B

“NSN

= M[®B" + 7¢,M[®](A"B" — B" — B) + 7¢, T B"]

Beide Gleichungssysteme werden dann abwechselnd gelost. Abbildung 61 zeigt die Losung der
Reaktions-Diffusions-Gleichungen auf dem 3D-Modell eines Drachens [1], das von einem 3D-
Scan in ein DT-Grid der Aufldsung 982 x 695 x 442 mit der in [73] beschriebenen Methode
konvertiert wurde.

Anisotrope Texturen. Anstelle des oben verwendeten isotropen Diffusionsterms A y u ist
es auch moglich, einen anisotropen Diffusionsoperator zu verwenden, der dann entsprechend
anisotrope Texturen erzeugt. Ist ein Einheitsvektorfeld v : 2, — S? gegeben, so definieren wir

Ao = ||V~ div (|[Vo]| (grov" + go (1L — v0")) P[] V) |
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Abbildung 62: Ergebnisse der anisotropen Reaktions-Diffusions-Gleichungen auf der Drachen-
fldiche mit Mustern von unterschiedlicher Feinheit aus einer diagonalen Perspektive (oben) und
einer seitlichen (unten) nach 450 Iterationen. Die verwendeten Parameter sind c; = 0.05,
a = 16, f = 12 £+ 0.4 und Gitterweite h = 0.00102. Um die Feinheit des Musters zu kon-
trollieren, muss die Relation von c, und c, zu c, verdndert werden. Links: c, = 2.5 - 1077,
o = 6.3-107% Mitte: ¢, = 6.25-1078, ¢, = 1.575 - 10~%, Rechts: ¢, = 1.5625 - 1078,
e, = 3.9375- 1077,

wodurch die Diffusion in v-Richtung mit dem Gewicht g; € R und in orthogonaler Richtung
mit go € IR gewichtet wird. Mit geeignetem v lésst sich nun erreichen, dass sich die Textur
an der Struktur der Flidche ausrichtet, wodurch der (hoffentlich schon vorhandene) natiirliche
Eindruck der Textur noch verstiarkt wird. Fiir solche Vektorfelder lassen sich beispielsweise
die Hauptkriimmungsrichtungen und fiir die Gewichtungen die Hauptkriimmungen der Fldche
selbst verwenden. Um diese zu approximieren, greifen wir den Strukturtensoransatz aus [152]
auf und definieren den 3 x 3-Tensor

Jo() = (Voo () ® Voo (1)), , (120)

wobei der Index o angibt, dass die jeweilige Grofle mit einem GauB-Filter der Filterweite o
geglittet wurde. Bezeichnen dann \; < Ay < )3 die Eigenwerte zu den Eigenvektoren vy, vs, vs,
dann wihlen wir v = vy, g1 = g(A1), und g = g(A2), wobei g(s) = (l—f—f\—z)*2 ist. Die Diffusion
wird hierdurch in Richtung der subdominanten Hauptkriimmungsrichtung, also z. B. entlang
einer Kante, verstirkt und in Richtung der stirksten Kriimmung, also z.B. iiber eine Kante
hinweg, verringert. Beispiele solcher anisotropen Texturen sind in Abbildung 62 zu sehen.

161



6 Narrow-Band-Methoden

6.5.2 Flachenevolutionen

Kriimmungsfliisse sind ein gut geeignetes Mittel um beispielsweise gescannte Flachen zu glit-
ten [45, 154]. In Abbildung 67 wurde der klassische mittlere Kriimmungsfluss auf ein aus einem
Scan konvertierten Modell der Lucy Statue [1] angewendet. Das DT-Grid hat hierbei eine Auf-
16sung von 2471 x 1439 x 827 Bildpunkten und wiirde als volles 3D-Gitter mit 2 940 620 963
float-Werten fast 11 Gigabyte Speicher benotigen. Die DT-Grid-Reprisentation kommt mit
35730441 Knoten aus und benétigt somit nur ungefihr 159 Megabyte an Speicher. Der mittle-
re Kriitmmungsfluss benotigt fiir die Lucy Statue in Abb. 67 ungefihr 8 Minuten pro Zeitschritt
auf einem Intel Pentium 3.6 GHz Prozessor und ungefihr 5.5 Minuten pro Zeitschritt fiir den
asiatischen Drachen aus Abbildung 63 [1].

Mehrere Profiler-Durchldufe auf dem mittleren Kriimmungsfluss ergaben, dass der Zeitauf-
wand der Verwaltung des DT-Grids relativ klein ist. Der deutlich zeitaufwéndigste Teil ist die
Assemblierung der Matrizen, die ca. 62 % der Laufzeit in Anspruch nimmt. Die verbleibenden
38 % bestehen aus Durchlidufen von diversen Stencil-Iteratoren (beispielsweise zum Neuauf-
bau des Narrow Bands), dem Losen des linearen Gleichungssystems und dem Berechnen der
signierten Distanzfunktionen.

In Abbildung 64 wurde der mittlere Kriimmungsfluss auf eine Hantel-formige Flidche an-
gewendet, die im Laufe der Evolution in zwei Teile zerbricht. Dies demonstriert noch einmal
den groBlen Vorteil von Level-Set-Verfahren, Topologieanderungen einer Fliche und auch das
Auftreten von Singularitdten vollig automatisch zu behandeln.

Abbildung 63: Der mittlere Kriimmungsfluss mit Dirichlet-Randwerten angewendet auf den
asiatischen Drachen ( 1986 x 1323 x 1104 ) [1] zu den Zeiten 0, 0.01, 0.06, und 0.23 (von
links nach rechts). Die initiale Zeitschrittweite ist T = h =~ 0.0005, spdter wurde 7 = 8h
verwendet. In jedem Schritt werden ca. 1-3 innere Iterationen bendotigt, insbesondere aber in
der Anfangsphase der Evolution. In der unteren Zeile ist links eine Vergrofierung des Kopfes zu
den Zeiten O und 0.00044 zu sehen, rechts eine erneute Vergrofierung des Zungenbereichs, der
zu Demonstrationszwecken mit einem Marching-Cubes-Gitter iiberlagert wurde.
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Abbildung 64: Um die Fihigkeit zur Topologiednderung auch in unserem Verfahren zu demon-
strieren, wurde der mittlere Kriimmungsfluss auf eine Hantel der Auflosung 1017 x 387 x 387
angewendet. Von links nach rechts sind die Losungen der Evolution zu den Zeiten 0, 1.288067 -
1073, 1.290934 - 1073 und 2.278962 - 102 zu sehen. Der initiale Radius der Sphciren der Hantel
ist 0.4971 und die Zeitschrittweite betrug 7 = 0.95554 - 1075,

Anisotrope Geometrische Diffusion. Die Resultate des mittleren Kriimmungsflusses
konnen durch eine kantenerhaltende anisotrope geometrische Diffusion noch verbessert werden
(vgl. [120, 34]). Dieses schon in Kapitel 4.6.2 vorgestellte Modell wird durch die Gleichung

O — IV o]l div(AV ) = 0 (121)

beschrieben. Ist nun Q diag(\;, Ao, A3)Q” eine Diagonalisierung des regularisierten geometri-
schen Strukturtensors J, aus Gleichung (120), dann wihlen wir den anisotropen Tensor A als

A = Qdiag(g(M1), g(X2),0)Q",

wobei g(s) = (1 + i—i)*l ist. Dieses Schema erhilt Kanten der Fliache, die sich durch eine
hohe Hauptkriimmung iiber die Kante hinweg auszeichnen. Um die Verdnderungen der sich
bewegenden Fliache zu beriicksichtigen, muss der Strukturtensor in jedem Schritt neu berechnet
werden.

Bei der Implementierung der anisotropen geometrischen Diffusion haben wir beobachtet,
dass fiir die Berechnung dieses Strukturtensors mindestens ein Narrow Band der Breite 7 = 2
(s. Definition in Gleichung (106)) verwendet werden muss, um zuverldssige Approximationen
der Hauptkriimmungen zu ermdglichen. In Abbildung 65 wurde diese Methode auf den asia-
tischen Drachen angewendet und mit dem klassischen mittleren Kriimmungsfluss verglichen.
Die Parameter waren dabei 7 = 0.000015 und A = 0.1, der Breitenparameter des Narrow
Bands war ; = 2. Wie in Abschnitt 6.3.1 beschrieben wurde das Verfahren mit transparenten
Randbedingungen und inneren Iterationen durchgefiihrt.

Anisotroper mittlerer Krimmungsfluss. Als weitere Anwendung haben wir den aniso-
tropen mittleren Kriimmungsfluss (s. Kapitel 4.4.2)

016 — [IV¢ldiv (72(V¢)) = 0

implementiert und dabei auch wieder die Stabilisierung von Dziuk und Deckelnick [38] ver-
wendet, was zu folgendem diskreten Gleichungssystem fiihrt (vgl. Gleichung (69)):

(M[®"] + 7AL[®*]) (6““ - 6“) — —7R[0"]

163



6 Narrow-Band-Methoden

Abbildung 65: Vergleich des mittleren Kriimmungsflusses mit der anisotropen geometrischen
Diffusion nach 30 Zeitschritten mit 7 = h? (obere Zeile). In der unteren Zeile sind Vergrifde-
rungen des Kopfbereiches unter anisotroper geometrischer Diffusion zu den Zeitschritten 0, 7,
30 und 47 zu sehen.

Auch hier wurden wieder wie in Abschnitt 6.3.1 beschrieben transparente Randbedingungen
und innere Iterationen verwendet. Anders als im isotropen linearen Kriimmungsfluss mussten
wir jedoch ein Narrow Band mit Mindestbreite ; = 2 verwenden, um kleine Oszillationen zu
vermeiden. Als Anisotropie wurde

Y(z) = ||Izll1 = |z1] + | 22| + |23]

gewdhlt, um , kubistische Kunstflichen* zu erschaffen. Als finales Resultat, welches sicherlich
als ein Hohepunkt dieser Arbeit angesehen werden kann, wurde dieser Fluss auf den bekannten
Stanford-Bunny angewendet. Resultate dessen sind in Abbildung 66 zu sehen.

6.6 Vergleich zur parametrischen Flachenverarbeitung

Schon in der Einleitung wurden viele Vorteile der Level-Set-Methode erwéhnt: So sind Aus-
gangsdaten beispielsweise schon oft in impliziter Form gegeben, eine Level-Set-Evolution be-
wiltigt topologische Verdnderungen vollig automatisch und das Zusammenspiel zwischen Fla-
che und umgebenden Volumen kann im Allgemeinen unkompliziert in die Methode integriert
werden. Nichtsdestotrotz erfordert auch unser Narrow-Band-Ansatz einen nicht unerheblichen
zusitzlichen Rechenaufwand gegeniiber parametrischen Ansétzen.

Um dies ndher zu untersuchen, haben wir unsere Narrow-Band-Methode mit einer entspre-
chenden Evolution einer parametrischen Fliche verglichen. Hierfiir haben wir eine Iteration
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Abbildung 66: Anwendung des anisotropen mittleren Kriimmungsfluss auf den Stanford Bunny
[1] der Auflosung 595 x 590 x 462 mit einem Wiirfel als Wulff-Shape. Abgebildet sind Zeitschritte
0, 2000 und 4000, wobei 7 = 5.7 - 102 und A = 2.5 gewdhlt wurden.

des isotropen mittleren Kriimmungsflusses auf einer Sphire berechnet. Wir haben zum einen
111

eine implizite Darstellung der Sphére mit Radius % und Mittelpunkt (3, 5, 5) auf einem un-
terliegenden Gitter der Aufldsung 513 generiert und zum anderen eine annihernd uniform
triangulierte Sphire, deren maximale Kantenlinge approximativ der Gitterweite h = 51271
des oben genannten Gitters entspricht. Im Level-Set-Fall haben wir das diinnstmégliche Nar-
row Band als Rechengebiet gewihlt, dessen durchschnittliche Breite ungefihr 5 Zellen betrigt.
Wir haben dann sowohl nach unserer Level-Set-Methode als auch nach einem parametrischen
Schema [53] einen Zeitschritt Kriimmungsfluss mit 7 = h? berechnet. Um den Zeitaufwand zu
vergleichen, haben wir jeweils die Zeit gemessen, die zur Assemblierung der Matrix, zum Lo-
sen des Gleichungssystems und im impliziten Fall zum Anpassen des Narrow Bands inklusive
Redistanzierung der Level-Set-Funktion benétigt wird (s. Tabelle 4).

Eine einzelne Iteration des CG-Verfahrens ist auf der parametrischen Fldache ungefdahr 12.5
mal schneller als auf dem Narrow Band. Dies iiberrascht jedoch nicht, da das Narrow-Band-
Schema ungefdhr 5.5-mal so viele Freiheitsgrade bendtigt. Damit entspricht der zusitzliche
Aufwand einem Faktor 2 — gemessen in Rechenaufwand pro Freiheitsgrad ist dies auffallend
klein. Hier macht sich die geschickte Nutzung des Cashes in unserem Narrow-Band-Verfahren
bezahlt.

Die Anzahl der CG-Iterationen ist im Level-Set-Ansatz ungefdhr 17-mal kleiner. Wir ver-
muten, dass dies eine Folge der vorgeschriebenen Dirichlet-Randbedingungen am Rand des
Narrow Bands ist. Alles in allem resultiert dies in einem @hnlichen Zeitaufwand zum Ldsen
des Gleichungssystems. Zur Assemblierung wird jedoch deutlich mehr und zur Anpassung des
Narrow Bands an das neue Interface noch zusitzliche Zeit benotigt.

Resiimee: Um den groBen Nachteil der Level-Set-Methode, den groB3en Speicher- und Re-
chenzeitbedarf, auszugleichen, fithren wir die erforderlichen Berechnungen nur auf sehr schma-
len Bindern um die interessante Isofliche durch. Hierfiir haben wir das schon existierende, so-
wohl sehr speicher- als auch recheneffiziente DT-Grid verwendet, um (semi-)implizite Finite-
Elemente-Diskretisierungen von partiellen Differentialgleichungen zu implementieren. Um den
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|

| Anpassung | Assemblierung | Losen | Freiheitsgrade | CG-Iterationen |

Narrow Band

10.202 s

14.133 s

5.864 s

1098 484

5

Parametrisch

0.780 s

4.296 s

196 614

84

Tabelle 4: Vergleich des mittleren Kriimmungsflusses auf parametrischen und impliziten Fld-

chen.

besonderen Anforderungen am Rand des Gebiets und der Moglichkeit gro3e Zeitschritte gehen
zu konnen, Geniige zu leisten, wurden transparente Randbedingungen definiert und ein Schema
mit inneren Iterationen entwickelt. Diese Methode hat sich als konsistent herausgestellt, und
die dargestellten Resultate zeigen, dass es durchaus realisierbar ist, partielle Differentialglei-
chungen auf hochaufgeldsten (vergleichbar mit géngigen Dreiecksgittern) impliziten Flidchen

in vertretbarer Zeit zu 10sen.
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6.6 Vergleich zur parametrischen Flichenverarbeitung

Abbildung 67: Der mittlere Kriimmungsfluss mit Dirichlet-Randwerten angewendet auf die
Lucy-Statue [1]. Oben ist die gesamte Ausgangsfliche (links) und das Resultat nach 19 Zeit-
schritten mit Zeitschrittweite T = 0.0004 zu sehen. Unten sind verschiedene vergrofierte Aus-
schnitte gezeigt, wobei diejenigen der feinsten Skala zu Demonstrationszwecken noch mit einem
Gitter iiberzogen sind, welches mit dem Marching Cubes-Algorithmus aus [87] generiert wurde.
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