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1 Einleitung

Der Begriff Shape-Optimierung beschreibt jene Art von Optimierungsproblemen, bei wel-
chen die zu Optimierende Variable nicht etwa eine Menge von Parametern oder Funktionen,
sondern die Form und Struktur eines geometrischen Objektes ist. Diese Art von Optimie-
rung findet man in einem breiten Spektrum von Problemen. Angefangen bei der Suche
nach der optimalen Form oder Obadhenstruktur der Tragithen eines Flugzeugaber
Bildregistrierung [25] bis hin zur Optimierung von elastischen Strukturen. Die mathema-
tischen Grundlageruf diesen Themenbereich werden unter bem Be§¥itipe analysis
zusammengefasst. Die Terminolodieéape analysis wurde in unterschiedlichen Zusam-
menkangen eingeéfhrt. Zum einen in der klassischen Mechanik und zum anderen in der
Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

In der klassischen Mechanik umfasst dikape analysis viele teilweise auch speziell an

das Problem angepasste Methoden bei der Theorie der Gestaltung von Balken, Platten,
Muschelschalen, Bickenldgen und Sitzbalken. Dabei ist das Ziel die Minimierung ei-

nes Funktionals, welches z. B. die von einer auf den betrachtetepeK einwirkenden

Kraft verrichtete Arbeit beschreibt. Dies geschieht durch Bestimmung der charakteristi-
schen formgebenden Parameter désgers, wie z.B. Dicke oder Breite.

Ein Beispiel daiir ist die Optimierung der Dicke einer Muschelschale [21]. Hierbei ist der
Parameter, der die Dicke beschreibt, auf einem 2-dimensionalen Gebiet verteilt. Wenn die
Dicke an einer Stelle Null wird, entstehefther und induzieren topologiscAaderungen

in dem zugrundeliegenden 2-dimensionalen Gebiet. Diled fn den Bereich der 'topolo-
gischen Optimierung’, bei der es z.B. um das Finden der optimalen Anzahlaaretn in
Strukturen oder das Auftreten von Mikrostrukturen geht. Diese Art von Problemen wurden
vor allem mit Methoden aus der HomogenisierungstheorieltKonvergenz untersucht.

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen bezeichnet maty mipe analysis

die Sensibiliit der Losung eines Randwertproblems bglzch der Geometrie oder Va-
riation des Gebietes, auf der das patrtielle Differentialgleichungssystem definiert ist. Die
Analysis aus diesem Themenbereich wird@tsipe sensitivity analysis bezeichnet und
wurde schon weitgehend entwickelt (siehe [30] [33] [37]0r Eine Einfihrung verweisen

wir auf die neuere Literatur von Sokolowski und Zolesio [38] und von Delfour und Zolesio
[24]. Die Shape sensitivity analysis ist eine sehr allgemeine Methode und kann auf eine
grof3e Klasse von Shape-Optimierungsproblemen angewand werden. Die zugrundeliegende
Idee ist die Variation eines Funktional$2)(zu berechnen, wenn das GeMliein Richtung

einer Transformation ( Diffeomorphimus ) gédtwird. Wobei diese Transformation durch
Geschwindigkeitsfelder in Normalenrichtung des Randes{varzeugt wird. Unter ge-
eigneten Voraussetzungen kann die Stetigkeit veX),J& sogar Existens von Ableitungen
erster und zweiter Ordnung, gezeigt werden. Die Ableitung v Béziglich 2 werden

als Shapeableitungen bezeichnet. Diese wollen wir nutzen, um mit einem Gradientenver-
fahren ein Shape-Optimierungsproblem numerisclozan.

Wir widmen uns in dieser Arbeit der Shapeoptimierung von elastischen Strukturen. Dies
ist ein sehr wichtiges und pogaukes Arbeitsfeld. Ganz wesentlicirfden Optimierungs-
prozess sind drei Sachen.



6 1 Einleitung

(i) Erstens ist es notwendig eine flexible Methode zur Beschreibung von Gebieten oder
Korpern zur Verfigung zu haben.

(i) Zweitens die oben angesprochene TheorieSieipe sensitivity analysis zur Ge-
nerierung von Abstiegsrichtungen in Form von Deformationen.

(i) Und drittens ist es wichtig einen effizienten und akkuraten Ela&tstiser zur Ver-
fugung zu haben, um die elastischen Eigenschaften des zu optimieredigemd<zu
beschreiben und um den Zeitaufwand des Optimierungsprozesses gering zu halten.

Wir wollen an dieser Stelle kurz auf schon existierende Arbeiten zu diesem Thema ein-
gehen, welche zu den drei oben angesprochen Punkten gleichalodehe Methoden
benutzt haben.

Den ersten Punkt bécksichtigend wollen wir uns der Levelsetmethoden bedienen, welche
von Osher und Sethian [32] entwickelt wurden, um Bewegung und Evolution amhé&h

zu beschreiben. Hierbei werdenaEhen als Isolevel einer zogenannten Levelsetfunktion
beschrieben. Levelsetmethoden haben sich zu den mit am erfolgreichsten Methoden in der
Bildverarbeitung entwickelt und bieten sehr robuste, akkurate und effektive Verfahren zur
Berechnung der Evolution von&dthen.

In der Arbeit von Sethian und Wiegmann [35] werden Levelsetmethodledié Shape-
optimierung von 2-dimensionalen elastischen Strukturen benutzt. Die Formdipsrk
wurde dabei durch einen freien Rand beschrieben, welcher selbst auf einem fixierten Gitter
mit der 'Immersed Interface method’ dargestellt wird. Die Belastbarkeit der Struktur wurde
dort durch eine eigendif dieses Verfahren entwickelte Methode verbessert, die auf einer
der 'Von Mises’ equivalenten Spannung basiert. Die in dieser Arbeit erzeugte Gebietsva-
riation basierte aber nicht auf déhape sensitivity Analysis.

Die Arbeit von Allaire, Jouve und Toader [3] greift sowohl auf die Levelsetmethoden als
auch auf dieShape sensitivity analysis zurick, um ein Gradientenverfahren zu im-
plementieren, das dann in gewissem Sinne gegen d@sarg konvergiert. In dieser Ar-

beit zeigt sich der Vorteil defhape sensitivity analysis, da hier Shapeableitungen von
Funktionalen unterschiedlichen Types behandelt werden. Dort wird eine ganze Reihe von
interessanten Ergebnissen (teilweise sogar 3-dimensiorgdgmiiert. Der Optimierungs-
prozess startet mit einem Initialgebi@t das in einem Konstruktionsgebiet D enthalten

ist und deformiert? iterativ gen@l3 der berechneten Shapeableitung. Dabei muf3 nach je-
dem lIterationsschritt die Elastiaiisgleichungiir das neue Gebiet gedt werden. Die Elas-
tizitatsgleichung wird dort auf dem ganzen Konstruktionsgebigisgeindem man das
Gebiet D\(2 mit einem 'weichen’ Ersatzmaterial aufft. Jedoch &3t diese Arbeit noch
Verbesserungen im Bezug auf den verwendeten Elggshiser und vorallem auf die Ge-
nerierung von Abstiegsrichtungen zu.

Einen Schritt in Richtung eines theoretischen Konzepts zur allgemeinen Berechnung von
Shapeableitungen und Abstiegsrichtungen machen die Arbeit von Burger [11] und die Ar-
beit von Burger und Osher [12]. Hier werden durch Wahl verschiedener Skalarprodukte auf



dem Rand des betrachteten Gebietes und der so erzeugten Abstiegsrichtungen unterschied-
liche Gradientenilsse definiert. Weiter wird die &jlichkeit vorgestellt, die Shapeablei-
tungen, die di&shape sensitivity analysis liefert, in den Kontext der Levelsetfunktionen

zu Ubertragen. Dies ist ein Aspekt der auch in unserer Arbeit eine zentrale Rolle gespielt
hat. Wir haben die Absicht den Optimierungsprozess komplett in eine Levelsetformulie-
rung zuilbersetzen.

Damit kommen wir jetzt zu einerdberblick iiber den Inhalt unserer Arbeit und den Un-
terschieden zu den oben angesprochenen.

e In Kapitel 2 und 3 wird das betrachtete Optimierungsproblem beschrieben. Nach
einem kurzen Resnee der Elastizitstheorie und der Formulierung des Optimie-
rungsproblems in Kapitel 2 folgt in Kapitel 3 eberblick der theoretischen Grund-
lagen derShape Sensitivity Analysis.

e Die Levelsetformulierung des Optimierungsprozesses wird in Kapitel 4 motiviert.
Nach einer Einfihrung der gngigen Levelsetmethoden wird die Beziehung zwischen
der Variation einer Levelsetfunktiop und der geometrischen \&@rderung des zu-
geldrigen Gebiete§) = [¢ < 0] durch Geschwindigkeitsfelder aufgezeigt. Damit ist
es dann raglich die geviinschte Levelsetformulierung des Optimierungsprozesses
herzuleiten.

¢ In Kapitel 5 wird aus den Ergebnissen aus Kapitel 4 eine allgemeine Definition eines
Shapegradienten bereitgestellt. Hier sind ung#serlegungen eine Verallgemeine-
rung der Betrachtungen aus [11], da uns die Levelsetformulierung dilhe \on
neuen Myglichkeiten bietet, Abstiegsrichtungen zu generieren.

¢ In Kapitel 6 wird die von uns verwendete Diskretisierung dargelegt. Diese basiert auf
der sogenannten CFE-Diskretisierung (Composite Finite Elements), welche eine gute
Auflosung eines Gebietsrandes auch bei einer recht geringer Gittertieibiestet.
Der hierzu von Liehr und Rumpf [29] entwickelte Elasti#gbser ernmaglicht es uns
nur auf dem ta#chlich betrachteten Gebiet die Elastirsigleichung zudsen. Im
Gegensatz zu demdser in der Arbeit von Allaire, Jouve und Toader [3]. Die dis-
krete Darstellung der Shapeableitung und des Shapegradienigglibkezler CFE-
Diskretisierung ist Thema im zweiten Teil von Kapitel 6.

¢ In Kapitel 7 wollen wir das Gradientenverfahren beschreiben, das wir benutzen. Wir
haben unsiir ein Newton-Verfahren mit Schrittweitensteuerung entschieden.

e Die numerischen Ergebnisse dieser Arbeit werden dann in Kapitel 8 vorgestellt und
in Kapitel 9 diskutiert.
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2 Problembeschreibung

2.1 Linearisierte Elastizit at

Zuerst wollen wir kurz die Resultate der Elas@gtheorie zusammentragen.Beginnen wir
also mit der Beschreibung der Problemstellung.

Sei() € R3 ein beschiinktes Gebiet ohne inneréRder, welches einendper, bestehend
aus einem isotropen elastischen Material, darstellen soll. In unserem Modellproblem wir-
ken nun auf diesen &per zum einen Volumenéfte, bezeichnet mit f, und zum anderen
Oberfachenkéfte, bezeichnet mit g, geafl dem Hook'schen Gesetz ein. Der Rand $on
bestehe aus zwei disjunkten Teiléif2 = Iy U I'p mit Dirichletrandbedingungen alf,
und Neumannrandbedingungen auf . Die Dirichletfunktion setzen wir der Einfachheit
halber konstant gleich null. Gesucht ist die Deformatin 2 — R3, die dieser Krper
erfahrt.

Betrachtet man das Verschiebungsfeldfu -+ R3, definiert durchd = I + u, dann erhlt
man den linearisierten Verzerrungstensar)

Vu + Vu®
e(u) == —
Die mechanische Spannugwird durch den Elastizittstenso€ beschrieben :
S=C(e(u)) = Atr(e(u)) T+ 2u e(u)

mit den Lan#-Koeffizienten\ und . als materialabfingigen skalarwertigen Konstanten.
Fur (3 x 3)-Tensoremd und 5 verwenden wir das Skalarprodukt

3
A:B=) AyB;=tr[A"B]
2,J=1
Die Minimierung elastischen Energie

E(v) = %/e(v) :C(e(v)) — f-vdx — /g-vdy (2.1)

Q oN
mit f € L2(2)? und ge L?(092)® Uber dem Hilbertraum
HE (Q) :={ve H?Q)® : U|FD =0}
liefert das Minimum u

F(u)= min F(v
() veHllD(Q) (>

welches den mechanischen Gleichgewichtszustand beschreibt. Di®nggelEuler-Lagrange
Gleichungen sind im folgenden Differentialgleichungssystémufbeschrieben
—div(C(e(u))) = f in
(Pu) vw = 0 on Tp
Cle(u))-n = g on 'y
Fur den Beweis der Existenz eined$ung u verweisen wir auf [22].
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2.2 Shapefunktion

Die von uns betrachtete Funktion sieht wie folgt aus.

J(Q) = / fu dx + / gu dv = / Cle(w)) : e(u)dx (2.2)

T Q

Wobei u die losung zu £,) ist, f und g wie oben die Volumenkraft und Obédhenkraft
beschreiben. 9Y) kann als die vom Krper(2 in Form von Spannungsenergie aufgenom-
mene Energie interpretiert werden. Das Optimierungsprobdesst kich nun schreiben als
Minimierungsproblem von 1) beziglich (2 :

(PQ) Qrg(l’)rjd J(Q)
Hierbei beschreib®,, eine Menge von zalssigen Gebieten. An dieser Stelle &gj, wie
folgt gegeben :

Ou={2CD, | =V}

D = C R3 ist ein beschinktes Gebiet, welches wir als Konstruktionsgebiet bezeichnen und
V sei ein fixiertes Volumen.

Da P, fur alle Gebiete? € O, l6sbar sein muss, iissen die Gif3en f und g auf dem
ganzen Konstruktionsgebiet D gegeben sein. Wahien aus diesem Grunddf L?(D)?

und ge H'?(D).

Der Beweis der Existenz einedsung fir Probleme solcher Art ist nichttrivial und soll

in dieser Arbeit nicht weiter behandelt werden. Es soll jedoch d#is¥&ndigkeit halber

ein wohldefiniertes Minimierungsproblem formuliert werden, welches unsere weiteren Be-
trachtungen motiviert.

Obiges Minimierungsproblem ist so noch nicht wohlgestellt und es existiert kein globales
Minimum. Um die Existenz von Minima zu geélrleisten ist eine Modifikation von{J

notig. SeiP(2) = H(012) das (d-1)-dimensionale Hausdorffmal des Randesvdetzt

man

J(Q) = J(Q) + LPQ)

mit/ € R, [ > 0 einem positiven Lagrangemultiplikator, dann besitzt das Minimierungs-
problem
/ : !

(Fo)  min J(Q)
mindestens eine optimal®sung2,,;, € O,q. Wir verweisen auf die Arbeit von Ambrosio
und Buttazzo [5]. Der TermhP(£2) unterdiickt die Bildung von Microstrukturen, welche
bei dieser Art von Problemen typisch ist.
Aus verschiedenen @nden Kbnnen wir von vornherein nicht erwarten das Shapeoptimie-
rungsproblem exakt zwsen, d.h. die globaledsung(?,,; zu finden. Zum einen betrach-
ten wir nur eine numerische Approximation des Problems mit bas&ter geometrischer
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Auflosung der Strukturen. Zum anderen wollen wir das Shape-Optimierungsproblem mit
einen Gradientenverfahreiden. Dieses ist sehr atlig dafur lokale Minima statt globa-

ler zu finden. Deshalb scinken wir unsere Betrachtungen auf folgende Restriktionsmenge
ein :

O.a = {2 C D, 09 Lipschitz-stetig
Zusatzlich stellen wir Bedingungen an den Rand des Konstruktionsgebiets D
0D = 0Dp U 0Dy

Dabei seien Dirichlerandwerte atD , und Neumannrandwerte ap ,, gegeben. Weiter
seidD, eine Teimenge voAD mit H(0S2) # 0, die einen fixierten Rand beschreibitirF
die Gebiete aus der Meng2,; gelten dann die Bedingungen

02N AD, # | (2.3)
02N AD, # 0 (2.4)

Damit lautet unser Optimierungsproblem
(Po)  min J(£)

QeOqq

Ou = {2 C D : 092 Lipschitz-stetig und eifilt (2.3) und(2.4)}

> s

I'p

Abbildung 2.1: Konstruktionsgebiet D und Konfiguration der Randbedingungen in 2D
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3 Shape Sensitivity Analysis

Die Shape Sensitivity Analysis bildet die theoretische Grundlage unseres Opitmierungs-
verfahrens, deshalb wollen wir dieses Kapitel einer kurzentiiming in dieses Gebiet
widmen. Wir werden dieifr uns wesentlichen Resultate zusammentragen. Einéfalishe
Diskusionuiber den Inhalt dieses Kapitels findet sich in dem Buch von Zolesio und Delfour
[24].

Die Sensitive Analysisifhrt auf der Basis von Transformationen des Gebietgenal} der
"Velocity-Method’, sogenannte Shapeableitungen ein, welche es uns dann erlaubt Transfor-
mationen als Abstiegsrichtungen zu identifizieren. Das heif3t, wir finden Transformationen
T(Q2) =Q c D fur die gilt :

JQ) < J(O)

Somit bietet sich also die ®glichkeit an ein Gradientenverfahren anzuwenden, um un-
ser Ausgangsproblen() zu losen. Leider ist ein Gradientenverfahren in der Hinsicht
anfallig, lokale statt globale Minima zu finden und daruniiseen wir die Tatsache ak-
zepieren auf diese Art der Optimierung nur lokale Minima zu erhalten. Wir werdaersp
sehen wie sich die Wahl eines Initialgebietes auf das von unserem Optimierungalgorithmus
gefundene 'Optimum’ auswirkt.

3.1 Shapefunktionen und Shapeableitungen

In diesem Abschnitt wollen wir die Definitionen der Semi-Differenzierabkeit von Shape-
funktionen, anhand der Definitionen vori8aux- und Hadamard-Semiableitungen in to-
pologischen Vekto&umen, motivieren. Wir werden hierzu den von Vektorfeldern erzeug-
ten Fluss, und die dardurch erzeugte Transformation eines Gebietes jalicines Geiist
ubernehmen, um Semiableitungeém Shapefunktionen zu definieren. Es gibt zwei Vari-
anten Transformationen durch Vektorfelder zu erzeugamlich einmal die Methode der
'Storung der Identdt’ und die 'Velocity Method'. Die erste Variante, die Methode der
'Storung der Identét’, wird dabei der Gteaux-Semiableitung entsprecheatwend die
"Velocity Method’ der Hadamard-Semiableitung entspricht.

Zunachst rufen wir uns nocheinmal die Definition voat€aux- und Hadamard-Semiableitungen
in topologischen Vekto&gumen ins Gedchtnis.

Definition 3.1 (Semiableitungen)
Sei f eine reelwertige Funktion, definiert in einer Umgebung U eines Punkimss einem
topologischen Vektorraum E.

(i) Wir sagen, dass f einedBeaux-Semiableitung im Punkt« U in Richtung ve E
besitzt, falls folgender Limes existiert :
R C)
e\.0 3
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wenn der Grenzwert existiert, dann bezeichnen wir ihn mit df(x;v).

(i) Wir sagen, dass f eine Hadamard-Semiableitung im Pumktikin Richtung ve E
besitzt, falls folgender Limes existiert :

m L& FEw) = f@)

eN0 w—wv £

wenn dieser Grenzwert existiert, dann bezeichnen wir ihniga(k;v).

Es ist klar, dass df(x;v) existiert und df(x;v)d (x;v) gilt, falls die Semiableitung g (x;v)
existiert.

Fur Shapefunktionen wollen wiaquivalente Semiableitungen definieren. Aberaalns
einmal geben wir unsere Definition einer Shapefunktion an.

Definition 3.2 (Shapefunktion)

Sei D# () eine nichtleere Untermenge vdtf und bezeichndC(Q) = {Q : Q C D} die
Menge aller Untermengen von D. D ist unser Konstruktionsgebiet. Eine Shapefunktion ist
nun eine Abbildung

J: A—F

von einer Familied von zuBssigen Gebieten alg(?) in einen topologischen Raum E, so
dass fir jeden Homeomorphismus T véhmit der Eigenschaft ¥g) = Q fur alle Elemente
Qe Agilt I(Q2) = I(TEL)).

Das Konstruktionsgebiet D kann, wie in unserem Fall, eine physikalische oder mechani-
sche Einscliinkung repisentieren, oder sogar eine Untermanigfaltikeit Béssein. Im
allgemeinen kann D so grof3 und der Rand von D so glatt wigyrgewahlt werden. Im
unbeschiinkten Fall ist D gleich deri<.

Die MengeA besitzt im allgemeinen keine Vektorraumstruktur. Trotzdem ist églich
Differenzenquotienten und deren Grenzwerte, entlang ein-dimensionaler Richtungen um
ein Element € A, zu betrachten. Damit ist eine Variatiétis mit folgender Methode
gemeint.

Sei Ve C°(RY,R?) ein Vektorfeld. Dann definieren wir die folgende Abbildung :

T(s,x):=xz+ sV (x) Vo e R, s>0
Fur s hinreichend klein ist die Abbildung

T(s,.):R* = R?, x+— x+ sV(z) Vo € R?, 5>0
ein lokalerC'-Diffeomorphismus, denn es gilt :

I+ sV)e C'®R"RY)  und li{% detl + sV) =1
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Daraus folgt, dass esiff jedes besclnkte Gebief2 eins, > 0 gibt, so dasl,(.)
diffeomorph auf,, = T;,(<2) abbildet. Dabei ist(£2) folgendermafien definiert

To(Q) :={Ts(x) : Vz € Q}

wobeiT,(z) := T (s, x) vV € Q gilt.

Diese Methode bezeichnen wir alsofing der Identdt. Es ist uns nun oglich eine
Semiableitung dJ{;V) von J, an der Stell€2 in Richtung V, als den Grenzwerte (falls
dieser existiert) eines Differenzenquotienten zu definieren.

Dazu konstruieren wir uns eine Abbildufig : 2 — Qg gen@f3  Wir definieren nun die
Semiableitung dJt;V) wie folgt :
J(T,(€) — J(©)

lim = dJ(;V)
s\.0 S

Betrachtet man Vektorfelder V aus einem topologischen Vektorrauné(&cich die Ste-
tigkeit und Lineariait der Abbildung

Vo dJ(QV) = lim J(Ts(Q) — J(2)
7 . s\0 S

untersuchen und die Resultate sind analog zu denen in Bauswbn. Jedoch unterliegt
diese Methode insofern Einsé@mkungen, da Variationen vdn nur entlang der Verbin-
dungslinien zwischefi + V und der Identit I auftreten. Falls D eine Untermanigfaltig-
keit desR? mit nichtverschwindender Kimmung ist, ist sie generell nicht anwendbar. So
wie die Hadamard-Semiableitung eine Verallgemeinerung degdsbix-Semiableitung dar-
stellt, wollen wir jetzt eine allgemeinere Methode zur Variation von Gebieteiil@ianh.

Sei Ve C°(R?, RY) wieder ein Vektorfeld. Dann berachten wir jetzt den von V erzeugten
lokalen Fluss, also die Abbildung X®* x R? — R? mit folgenden Eigenschaften :

(s,z) = V(x(s,T)) Vs >0
z(0,Z7) = I VzeR?
Damit konnen wir uns jetzt eine Abbildurig, : R — R? definieren mit der wir Gebiet@
variieren.
Ts(Z) := (s, T) Vs >0 VzeR?

Hierbei ist die Geschwindigkeit des Punktes x{gum Zeitpunkt s abkdingig von V(x(st))

und nicht von V(). Dies ist der Grundgedanke der "Velocity-method'. Diese Konstruktion
laf3t sich leicht auf zeital@imgige Fektorfelder ausweiten.

Sei Ve C°(RT x R%,RY) ein zeitablngiges Vektorfeld. Dann betrachten wir den von V
erzeugten Fluss geif? :

(s,z) = V(s,x(s,T)) Vs >0
z(0,Z7) = = VzeR?
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Abbildung 3.1: Transport vorf2 durch das Geschwindigkeitsfeld V

Wie oben definieren wir nun die Abbildurig: R x R — R¢
T(s,z7) :=x(s,7) Vs >0 VzcR? (3.1)

Die obige Funktion x R x R? — R? ist die Losung einer geahnlichen Differentialglei-
chung. Es ist leicht zu zeigen, dass di#zsung stetig von den Anfangswerten ahgt. Die
FunktionT : Rf x R? — R% ist somit stetig.

Analog zu obiger Definition wird die Semiableitunky;J(2; V) der Shapefunktion J in
Richtung des zeital@imgigen Vektorfeldes V als der Grenzwert, falls dieser existiert, eines
Differenzenquotienten definiert

dgJ(2;V) = lim J(T(s, ) = I
s\.0 S

wobei T(s2) ={ T'(s,z) : = € }ist.
Wir zeigen jetzt, dass die 'Velocity-method’ eine Verallgemeinerung der Methode der
'Storung der Identdt’ ist. Somit lassen sich diedBeaux-Semiableitung mit der '&tung
der Identiat’ und die Hadamard-Semiableitung mit der "Velocity-method’ in Bezug brin-
gen.
Um diesen Vergleich zu motivieren, konstruieren wir nun ein ze#alges Vektorfeld
V: RS x RY — RY, welches wir einem konstanten Vektorfeld: R? — R? zuordnen
kdnnen. Und zwar in der Weise, dass die Transformation, aus dem zeigigkn Vektor-
feld durch die "Velocity-method’ erzeugt, mit der Transformatidoereinstimmt, die durch
Storung der Identidt mit dem konstanten Vektorfeld erzeugt wird. Betrachten wir also
die Transformation

T(s,z) = 2(s) = 7 + sV(2) VZeR?, s>0

Das Vektorfeld V muss so geMalt werden, dass die Funktion x dié&sung zu folgender
Differentiallosung ist.

(s) = V(s,z(s)) Vs >0
z(0) = =
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Es ist leich zu sehen, das diédung wie folgt aussieht :

V(s,z):=V(T *s,z)) VR s>0

Unter geeigneten Voraussetzungen an Stetigkeit und Differenzierbarkeit ( undgegen
klein ) lasst sich feststellen :

V(0,z) = V Vi € R?

W(s,2) o = —[DV(@)V(z) Vo e R
Dabei ist DV (z) die Jacobimatrix voi’ im Punkt x. Aus den beiden Gleichungen oben er-
kennt man, dass die Punkte dugleichzeitig von dem Vektorfeld V(0,x) g’(m) und dem
Beschleunigungsfelti (0,x) = -[DIN/(x)]‘N/(x) beeinflusst werden. Die beiden vorgestellten
Methoden werden bei geeigneten Bedingungen (z.B. D ist keine wirkliche Untermanigfal-
tigkeit desR?) die gleichen Semiableitungen erster Ordnung produzieren. Semiableitungen
zweiter Ordnung wWirden sich durch einen Beschleunigungsterm unterscheiden, welcher
bei der Methode der 8tung der Identdt auftritt. Ableitungen zweiter Ordnung wollen

wir hier jedoch nicht behandeln.

Die bisher aufgezeigten Parallelen zwischen Hadamard- uteb@x-Semiableitungen auf

der einen Seite und den Semiableitungen, erzeugt durch die "Velocity-method'amd&t

der Identitit, auf der anderen Seite, sollen nun durch folgenden Satz konkretisiert werden.
Er bringt die Hadamard-Semiableitung mit der Semiableitung, erzeugt durch die "Velocity-
method’, einer reelwertigen Funktion R? — R in Beziehung.

Satz 3.3 (Hadamard-Semiableitung und "Velocity-method’)

Sei f: N, — R eine reelwertige Funktion definiert in einer Umgebu¥igeines Punktes

x € R?. Dann ist f Hadarmad semidifferenzierbar im Punkt x in Richtung eines Vektors v
€ R% genau dann, wenn es eirn> 0 gibt, so dassifr alle zeitabBngigen Vektorfelder V :
[0,7]xR¢ — R?, die den folgenden Bedingungen digen

(i V(,z) € C([0,7];RY) VaeR?
(i) 3c>0,s0dasy z,y € RYgilt [V(.,y) = V(.. 2)[lgo.rmey < clly — 2

(i) der Grenzwert

i JEV)(s, 7)) = f()
dpf(x,V) = il{r(l) .

existiert, hierbei ist T(V)(s,X) :%(s) die Losung der Differentialgleichung

T(s) = V(s,Z(s)) Vs >0
z(0) = =
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gilt, falls V(0,x) = v ist, dann folgt daraus
dp f(z, V) = dyf(z,V) wobei V(s,z)=v Vs>0

Fur den Beweis zu diesem Satz verweisen wir auf [24]. Satz 3.3 motiviert uns also die
Hadamard-Semiableitungif Shapefunktionen zu definieren. Iraahsten Abschnitt tragen
wir die hier gesammelten Ergebnisse zusammen.

3.2 Erster Ordnung Semiableitungen

Zusatzlich zu den Bedingungen im obigen Satz, ist im besckten Fall DC R¢, noch
zu gewvahrleisten, dass transformierte Gebiete noch in D enthalten sind. Dies erreichen wir
durch die Forderung

VeedD,Vsel0r] qilt V(s,z) € TRyp(x)

an die betrachtenten Vektorfelder. Hierbei bezeicfiiej,(x) den Tangentialraum vayD

im Punkt xe 0D. Der Rand) D unseres Konstruktionsgebietes D musdidgerugen glatt

sein. In dem von uns betrachten Optimierungsproblem stellt eine solche Forderung keine
Einschéankung dar. Die im bescankten Fall geforderten Bedingungen an die Vektorfelder
lauten also :

V(,z) € C([0,7];R?) VazeR? (3.2)
Je > 0,s0dasy xy € RUgilt [V(,y) = V(,2)llcponms <clly—zl  (3.3)

VaeedD,Vsel0r] qit V(s,z) € TRyp(x) (3.4)

Die von einem, die Bedingungen (3.2) bis (3.4)gnden, Vektorfeld V erzeugte Trans-
formation

T,(V)(Q) :=T(V)(s, Q) (3.5)
bildet Gebiete? € D auf Gebiete2,(V) € D ab.

Definition 3.4 (Semiableitung und Ableitung von Shapefunktionen)
SeiV ein topologischer Untervektorraum von Lip{®’) und sei J eine reelwertige Shape-
funktion.

() Wenn V ein zeitab&ngiges Vektorfeld ist, welches den Bedingungen (3.2) und (3.3)
gerigt, dann sagen wir J besizt eine Euler-SemiableitungbieiRichtung V, falls
der folgende Grenzwert existiert und endlich ist

’ . s\,0 S
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(i) Far einV e Lip(D,R%) und das zeitakimgiges Vektorfeld V

Vis,z) = V(x) Vsel0,r], VzeD
benutzen wir die Notation d2¢V) oder einfach dJ¢; V).

(iii) §ei1~/ € V, dann sagen wir, J hat eine Hadamard Semiableitun§beiRichtung
V bediglichV, falls fir alle zeitabBngigen Vektorfelder V,ir die erstens (3.2) und
(3.3), zweitens V(s,.E V und drittens V(0,x) =V (x) =: V(0) gilt, der Grenzwert
dJ(2;V) existiert und nur von V(0) akdngt. B
In diesem Fall wird die Semiableitung mait;J(2;1") bezeichnet und natlich gilt

dJ(Q;V(0)) = dJ(;V(0))

(iv) Jheil3t differentierbar bélin V, falls Jin jede Richtun@N’ €V eine Euler-Semiableitung
besitzt, und die Abbildung

aJji; ) Vv —- R (3.6)
linear und stetig, d. h. ein Element aus dem Dualratimon ) ist.

Die Definition der Euler-Semiableitung ist sehr allgemein. Zum Beispiel ist sie leicht er-
weiterbar auf Shapefunktionen, die auf UntermanigfaltigkeitenRfedefiniert sind. Sie
schliel3t Rlle ein, in denen ddx;V) nicht nur von V(0) abhngen kann, sondern auch von
V(s) in einer kleinen Umgebung von s = 0. Wenn{&3() nur von V(0) abkangt, dann
kann die Analysis auf statiégme Vektorfelder beschnkt werden, da dann die Hadamard-
Semiableitungen existieren. Die von uns betrachtete Shapefunktion liegt in einer Kiasse f
die dieses gilt. Wir verweisen dazu auf Kapitel 8 in [24].

Zunachst ein einfaches Beispiélrfeine Shapeableitung.

Beispiel 3.5
Sei V e C°(R4,RY) und sei der Rand voft von der Klasse . Die Shapefunktion J sei
wie folgt definiert :

J(Q) = / dz

Q

Es istQ), = T,(V)(£2), wobeiT,(V)(.) 2 diffeomorph auf?, abbildet. Dann gilt :

J(Q,) = / dr = / | det DT, (V) ()| dz

Qs
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DT,(V)(x) ist die Jacobi-Matrix vor’s(V)(.) bezuglich x. Dann gilt weiter

oy 9(%)
ar@v) = “) /|d EDT.(V) ()| dr|
_ /8|det DT,(V)(x)] e
0s 5=0
Q
Betrachten wir die Taylorentwicklung biéglich s der Abbildund’,(V)(.) :
0
T(V)(@) = To(V) (@) + 5 T(V)(@)| s + ofs)
=I+V(x)s + o(s?)
Dann gilt fur die Jacobi-Matrix vor’,(V)(X) :
DT, (V)(z) =1+ DV (x) s + o(s?)
Einsetzen in die Formelf die Shapeableitung ergibt :
0
dJ () T /gdet DT,(V)(x) - dz
:/—det 14+ DV()s + ofs?)| de
s=0
_ / tr(DV(z)) dz
Q
= /V(a:) - dv
o0

Man sieht, dass nur der Normalenanteil von V auf dem Rand¥ondie Shapeableitung
eingent.

3.3 Struktursatz

Angelehnt an die Diskusion am Ende des vorherigen Abschnitts, @edam wir uns
jetzt auf statioare Vektorfelder Ve V, wobeiV ein topologischer Untervektorraum von
Lip(R4,R%) sei. Der einfachheit halber bertachten wir an dieser Stelle den unbe&tdm
Fall D =R<. Der beschiinkte Fall liefer&ahnliche Resultate, ist aber technisch aufwendiger.
Fur Details verweisen wir auf [23].

Die Shapeableitungamgt naifirlich wesentlich von der Wahl des topologischen Untervek-
torraumes von LigR%,R%) ab. Der Anschaulichkeit halber arbeiten wir mit glatten Vektor-
feldern. Sei alsa’ = D(R4,R?%) der Raum der unendlichoft differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Tager. Damit sind die Bedingungen (3.2) und (3i8)dlle V € V erfllllt.
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Definition 3.6
Sei J eine reelwertige Shapefunktion und@ei R? eine Untermenge deR”.

(i) Wir sagen, die Shapefunktion J ist shapedifferentierbathéalls sie bei(2 in alle
Richtungen Ve V differentierbar ist.

(i) Die Abbildung in (3.6) definiert eine Vektordistributi% in D'(R4,RY), fur welche
wir folgende Notation eirithren :

0J
—,V >:= dJ(;V
< 50 > J(Q2; V)
Hierbei bedeutet: 52, . > die Anwendung vor$Z auf ein Element \& D(R?,R?).

Im Weitern wollen wir die Eigenschaften ven g—{z, . > untersuchen. Hierzu dient folgen-
des vorbereitende Lemma.

Lemma 3.7
Die in (3.1) definierte Abbildung T(s,x) istif ein V&V =D(RRY) ein
C'-Diffeomorphismus.

Beweis
Zunachst ist das zu einem ¥ V gehdrige dynamische System F autonom, denn es gilt
F(s,x) = F(x) := V(). Desweiteren ist F linear bes&hkt, denn es gilt

1E(s, @)} < Lflzl] + [1F(0)]]

wobei L die Lipschitz-Konstante von V ist. Somit isirfjedes Intervall [0,a], & O die
Abbildung T(s,x) mit s= [0,a] definiert, da die einzelnen Integralkurven auf ganz [0,a] de-
finiert sind. Nach dem Satz von der Diffeomorphie der Zustandsabbildufg(\}(x) =
T(s,x) s€ [0,a], T,(V)(.) : R¢ — R? ein Diffeomorphismus.

Wir verweisen fir Details auf [28]. O

Der folgende Satz gibt Aufschlugder die Gestalt vorr 2% . >,

o’
Satz 3.8 (Struktursatz)
Sei J eine reelwertige Shapefunktion. J sei shapedifferenzigrbainf Untermengé) des
R,
Dann ist der Tager von< 2Z.. > in 9Q enthalten.
Beweis
Sei Ve C5°(RY RY) mit V = 0 aufdf2. Zu zeigen ist, dasg, (V) (Q2) = Q ist.
Seiz, € 09. Fir die Trajektoriez(s,z,) von z, gilt:

z(s) = V(x(s)) Vs >0
i’(O) = Xy
z(0) = V(z(0) =0
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Es ist leicht zu sehen, dass die eindeutig definiettguing die Fornx(s,xy) = xo hat. Das
heisst also, der Ran#t2 von €2 wird auf sich selbst abgebildet.

T,(V)(99) = 99

Der Rand vor teilt denR? in zwei disjunkte Zusammenhangskomponenteimiich in

int(Q2) undR? \ Q. DaT,(V)(.) als Diffeomorphismus stetig ist, gilt dies audir tlie Bilder

der beiden Zusammenhangskomponenten. Da stetige Abbildungen d&ddehiMengen
auf beschiinkte Mengen abbilden, mugs(V)(int(2)) = int(2) gelten. Somit gilt also

TV =Q Vs>0 = JT(V)Q)=JQ) Vs>0
= A V) =0

Esgiltalso< 22,V >=0furalle Ve Y mitV|yo =0.
Bemerkung 3.9

Die Aussage des obigen Satzésdt sich auf Vektorfelder ¥ Cg°(R¢, R?) ohne Norma-
lenanteilibertragen.

V.i=0 aufoQQ = dJ(V)=0

Man kann zeigen, dass der Rand vrauf sich selbst abgebildet wird. Dann folgt aus
obigen Argumenten die Behauptung.

3.4 Shapeableitung fir eine Klasse von Shapefunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir die Shapeableituiig die von uns betrachtete Shapefunk-
tion berechnen. Die folgenden Lemmata bereiten die Berechnung der Shapeableitung der
Shapefunktion aus (2.2) vor.

Lemma 3.10
Sei Ve D(R?,R?) und der Rand vofu sei von der Klassé€'. Zusatzlich sei eine Funktion
9 € CHRY,R?) gegeben. Die Shapefunktion

ist differenzierbar bei2 und es gilt:

oJ

< 8_Q’V >) = /diV(V(x)ﬁ(:p)) dr = /V(x) i(x)d(x) dv
Q o0
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Beweis

Die AbbildungT,(V)(.) ist ein C'*-Diffeomorphismus und bilde® diffeomorph auf, :=

{T,(v)(z) : z € R} ab.
/19 Yz — /19 )| det DT,(V)(z)| dz

DT,(V)(z) ist die Jacobi-Matrix vorT(V)(.) bezuglich x. Dann gilt weiter

oJ B 0J ()
<(9_Q’V>— s

_ 88/19 )| det DTL(V)(x)| da

s=0 s=0

_ / % (I(T(V)(@))] det DT(V) (@)} | da
Q

= [ O@O)@)| _ 1det DTV) (@)
FOG)@) - (et DLW | o

9
_ Q/ 5s V@)
0

+ 9(@) o (|det DT,(V)(@)]) | _ da

Fur die Taylorentwicklung der Abbildung,(V)(.) beziglich s gilt :

0
T(V)(x) = To(V)(2) + 5 Tu(V)(z)| s + ofs”)
=I+V(x)s + o(s?)
Fur die Jacobi-Matrix vorT,(V)(x) gilt dann:
DT,(V)(z) =1+ DV(z) s + o(s?)

Dann gilt fur den zweiten Term im Integral:

5(?5 (det DT,(V)(2))| = r(DV(2)) = div(V(2))
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Fur die Shapeableitung gilt dann :

A F L))

+ J(z) div(V(x)) dx

s=0

+ J(x) div(V(x)) dx

s=0

_ / Vi(a) - (1(V) ()
Q

= /Vﬁ(m) V(z) + 9(z)div(V(x)) dz
Q

oQ
O

Nun folgt ein Lemma, welches afer dazu dienen wird Neumannrandwerte in die Shape-
funktion einzubauen.

Lemma 3.11
Sei wieder Ve D(R?,R?) und der Rand vof sei von der Klass€'*. Zusatzlich sei eine
Funktiony € C%(R?¢,R?) gegeben. Die Shapefunktion

1(Q) = / 9(z) da
oN

ist differenzierbar bef2 und es gilt:

oJ . oV
< 8_Q’V > = /V(I) -7i(x) (a—n(x) + h(x)ﬂ(x)) dv
oN

Hierbei ist h(x) die mittlere Kiimmung der Fichedf). Den Beweis dieses Lemmas wollen
wir an dieser Stelle nicht herleiten.

Bemerkung 3.12 Aus den Lemmata (3.10) und (3.11) lassen sich leicht Terme zur Volumen-
oder Oberfhichenbescknkung herleiten. So gilt

o) = /dac = dO(;V) = /V(:L‘)n(x) dv
Q o0
Zur Oberfachenbesclnkung benutzt man:

P(Q) = /dx = dP(;V) = /V(x)n(x) h(x) dv

o0 o
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Nun fugen wir noch zwei Lemmata ein, die uns das Rechnen mit dem symetrischen Tensor
C erleichtern werden.

Lemma 3.13
Fur den symmetrischen Tens6raus Kapitel 2 gilt mit hinreichender Differezierbarkei
folgende Identit:

/C:e(gp)dm = /diV(C)-godx + /C-n-apdy
Q

Q o0

Beweis
Im Folgenden benutzen wir die Einsteinsche Summenkonvention.

1
/C ce(p) dr = 5 /Cz‘j(%j + @ji) dx

Q Q

1 1
= —E/Cz'j,j%—i‘cz'j,z’%)dl’ + §/Cij(90mj+90jni)dl/
Q o9

:—/div(C)-(pdx + /@-C-ndu

Q o0

Lemma 3.14
Fur den symmetrischen Tensor

Cle(u)) = Atr(e(w))I + 2pue(u)

gilt, wegen der Symmetrie vortu), folgende Identt:

Beweis
Cle(u)) : e(p) = Atr(e(u))L = () + 2pue(u) : e(p)
= Atr(e(u))tr(e(p)) + 2utr(e(u) - €(p))
= Mr(e(p)L: e(w) + 2ue(p) : e(u)

(
= C(e(p)) = e(u)
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Nun wollen wir die Shapeableitung der Shapefunktion aus (2.2) angeben.

Satz 3.15

Sei ) € R? ein glatt berandetes Gebiet und&/D(R?,R3). Fur die Funktionen f und g
fordern wir fe H*?(Q)? und ge H*?(Q2)3. Zusatzlich fordern wir fir die Losung u von

(P.) u e H*?(Q2)3. Dann ist die Shapeableitung der Shapefunktion J aus (2.2) gegeben
durch:

<y /(2 {8(9'“) Y hg-u + f-u} - Ce(u):e(u)) V. iidy

o’ on
+ / (Ce(u) : e(u)) V-ndv

Beweis
Wir folgen dem Beweis aus [3] und greifen die Notation auf. Sei eine allgemeine Shape-
funktion J gegeben

J(Q2) —/j(x,u(x)) dr + /l(x,u(m)) dv

Q I'n

mit differenzierbaren Funktionen R x R? — Rund | :R x R* — R. Die folgende Vorge-
hensweise ist bekannt aus der Kontroltheorie. Das partielle Differentialgleichungssystem
wird als Nebenbedingung in einem Minimierungsproblentibksichtigt. Man konstruiert

eine Lagrangefunktion von der Gestallt

L@, ¢) = F(Q ) + dE(Q, ¢;¢) .1 € Hp(Q)

dabei ist F wie folgt definiert

unddE(S, ;1) beschreibt die Variation der ZWP, ) gelorenden elastischen Energie aus
(2.1) in Richtungy an der Stellep. Diese Methode ist hier nicht direkt anwendbar, da der
betrachtete Funktionenrauff, (Q2) von Q2 abhangt.

Um diese Abkngigkeit zu umgehen, wird die Lagrangefunktion etwas modifiziert. Dies
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geschieht durch addieren eines vom Probl&ty) @bhangigen Terms.

cm#w»=/< u(@)de + [ 1o, ulw)) v

I'n
/ —¢ - f do — /77/1 g dv
2 LI
dE(QWb)
—/¢~Ce(gp)-ﬁ+g@-Ce(@/})-ﬁdV ¢,¢€H1’2(R3;R3)

I'p

TV
Zusatzterm

Betrachten wir den stati@gmen Punkt vorC (€2, ¢, ) , den wir mit (u,p) bezeichnen, dann
ist u die Losung zum Problerfi{,) und p die losung zum adjungierten ProblefA,j. Denn
fur den statioaren Punkt (u,p) gilt einmal

< %(Q,mp),qb > = /¢ (div(Ce(u)) + f) dx

+/¢u&w»ﬁ—g>W—3/w«uwwﬁw

I'p

Hierbei wurde Lemma (3.13) auf den Tetfa(u) : €(¢) angewendet. \Bhlt man zuersp
€ C5°(92), dann folgt mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung

—div(Ce(u)) = f in Q
wahlt man danr € H} () so folgt
Ce(u))-n =g aufl'y

und abschlieRend variiert mah(¢)) - 7 auf ', und erlélt die Dirichletrandbedingung u
=0 aufl'p. Somit ist u die losung von P,).
Auf der anderen Seite gilt

oL
<%(Qup /8 z,u(z qbdx—i—/a (x,u(z)) - pdv

+/&wwdmm

Q

—/@cm»ﬁ+¢cwymw

T'p
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Es gilt mit Verwendung von Lemma (3.13) und (3.14)

[ecto): ctvyin = [ ee) s (o) ds
_ —/div(Ce(p))-¢dx+/d)-Ce(p)-ﬁdu

Damit ergibt sich

<Se@upo>= [ ). o-dvicp)-or

Q
+F[¢-Ce(p)-ﬁ + g—é(m,u(:v))-¢dz/

- [ pecdo) i

I'p

Mit der gleichen Argumentation wie oben erhalten wir

—div(C(e(p)) = —(rulx) in Q
(P,)

P 0 on I'p
Cle(p)) - n

= —%(m, u(z)) on Ty
Dies ist ein wohldefiniertes Randwertproblear en adjungierten Zustand p. Weiter gilt
fur die Shapefunktion 9))

J(Q) = L(Q,u,p)

da die Bedingunged£(2, u; p) = 0 (u ist Minimum der Energie E) und u = p = 0 auf
I'p gelten. Die Shapeableitung der Shapefunktié?) df Richtung eines Vektorfeldes ¥
D(R3,R3) ist nun gegeben in der Form

oJ oL

< a_QvV > = a_Q(Qauap)

Die Funktionen u und p sind dabei di&sungen zu®,(2)) und (P,(€2)) und somit kon-
stante Gol3en. Diese Darstellung ist eines der zentralen Ergebnisse der Sensitivity Analy-
sis. Die Rechtfertigung der obigen Gleichungnde den Rahmen dieser Arbeit sprengen,
darum verweisen wir auf die Arbeit voné@ [20] und Kapitel 9 aus [24].

Wir konnen nun Lemma (3.10) und (3.11) benutzen um die Shapeableitudgzii be-
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rechnen

<9 v [ (laute) +Cletw) s cp) ~p- 1)V - itdy

99 ) + hg - p>V~ﬁdV

on
I'n
— (8_1:) + hw) V-ndv
on
I'p

mitw = (u - C(e(p)) -7 + p-C(e(u)) - 1) .
Wir zeigen in einer Nebenrechnung, daissw aufIp qilt :

(% n hw) = 2C(e(u)) : e(p)

Esgitu=p=0aufp, d.h.:

Wir notierend = (a;); undb = (b;),;. Dann gilt
Cle(w)) = e(p) =(2p e(u) + Atr(e(uw))l) « e(p)
=21 e(u) : e(p) + A(tr(e(w)) I) : (p)

—apotr | VLY TEETET (et et

3 3
:g ZVui - Vpi + gz_: ulzaUMaUsz (]91,i,p2,i,p3,i)

J/

=1 K
Vu-VpT Vu‘r-Vp
3 3
gz “(Pris P2 P3.i) +gz Uy, Ui, Uz) = Vi
=1 =1

VU -Vp vuT . vpT

+ A tr(Vu) tr(Vp)
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Benutzt man Gleichung (3.7) dann athman :

Betrachten Wirjetz(g—lg + h w) . Zumchst einmal gilt wegen u =p = 0 alij, :

(g_jj i hw> = O V(- C(elp) )

Fur den ersten Term gilt :

V(u-Cle(p)) - 7i) -7t = (Vu' C(e(p)) - @) -7 + u-V(C(e(p)ii) - 7

I
<
<

~
S
+
=
=
\;/l
3!
+
>
<]
=
3
N— 7
3!

durch vertauschen vahundb gilt furr den zweiten Term selbiges.
Damit gilt also tatachlich :

(g% * hw) = 2C(e(u) 1 e(p)  auflp



3.4 Shapeableitung fiir eine Klasse von Shapefunktionen

29

Dann gilt weiter @ir d.J(€; V) :

LI V) = / (i, ul@)) + Cle(w)) : e(p) —p - )V -iidv
—l—/ (W + hl(x,u(x))) V-ndy

I'n

_/(6’(9;}9) + hg~p)V-ﬁd1/
on

'y

- / (=i, ul@)) + Cle(w) : e(p) +p- )V - il

Tp
Wahlt man jetzt j und | wie folgt :
j@u(@) =f-u  l(zu(@)=g-u
Dann gilt fur die Losung p von®,) und die Losung u vonp,)
p=-u

Einsetzten liefert dann die Aussage :

<g—é,V> — /(2 {8(%51;) Y hg-u + f-u} - Ce(u):e(u)) V. ddy

INY

+ / (Ce(u) : e(u)) V-ndv

'p
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Abbildung 4.1: Levelsetfunktion und Isolevel Null als Randrf2

4 Levelsetmethoden

Ziel dieses Abschnittes soll es sein, den Optimierungsprozess in einem Levelset basierten
Szenario zu formulieren.

Levelsetmethoden wurden zuerst von Osher und Sethian [32] @mtedls einfache Kglichkeit
die Evolution von Kurven oder Bthen zu beschreiben. Die zentrale Idee ist recht einfach.
Seil’ € R? das betrachtete Interface(Hypadhe) mit Codimension 1{if d = 3 eine zwei-
dimensionale Fche, welches ein Gebiét ¢ R? berandetI’ IaRt sich nun in folgender
Weise als ein Isolevel einerdherdimensionalen, glatten (mindestens lipschitz-stetigen)
Funktion, der sogenannten Levelsetfunktiofy) : R? — R identifizieren :

plr) = 0 <=> z€ 0 =T
plr) < 0 <=> =z €
olr) > 0 <=> z & Q

Die Variation des Interfaces in der Zeit, wird nun implizit durch die Variation der Level-
setfunktion in der Zeit ausgdiitkt. Dieses Vorgehen ist leicht auf Probleme @héren
dimensionen anwendbar. Ein weiterer grol3er Vorteil ist das sehr einfache Verarbeiten von
aufeinandertreffenden und verschmelzenden Interfagdarn. Mittlerweile sind Levelset-
methoden gut ausgearbeitet und bieten sehr robuste, akkurate und effektive Verfahren zur
Berechnung der Evolution von &then. Die fir uns relevanten Methoden wollen wir in
diesem Kapitel kurz vorstellen.
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4.1 Levelsetgleichung

SeiQ) ¢ D c R? ein gegebenes Gebiet mit glattem Rand, welches in obiger Weise durch
die Levelsetfunktiorp € C5°(2) beschrieben wird.

00 = {zeD|¢(x)=0} = [¢p=0]
Q = {xeD|gx) <0} = [p<0]
Mit dieser Darstellung lassen sich die geometrischeif¥én, die aul3ere Einheitsnorma-

le, und h, die mittlere Kimmung, der vord) beschriebenen &the durch die Levelset-
funktion berechnen.

i YO
IVl

Die Evolution von Fachen und Gebieten wird nun durch eine zeitaigige Levelsetfunk-
tion erreicht.

My = {zeD|ot,z)=0} = [op =0
Qu = {zeD|ot,z) <0} = [pn <0

Setzt man voraus, dass sich die einzelnen Isolevelgvomt einer Normalengeschwin-
digkeit v(x) € C°(D) bewegen, d.h.tfr die Trajektorie x(t) eines Partikels auf einem
Isolevel gilt

2(0) = w(2(0)) 7i(2(0))

dann Asst sich folgende Hamilton-Jacobi-Gleichung verifizieren:

h = div(i)

5 (o(x(1))) = 0
& ota(t) + Vot (t)) - i (1) ~ 0
< ot z(t) + v(z() [V e, z()]| = 0

Obige Gleichung wird auch Levelsetgleichung genannt. Sie macht die Beziehung zwischen
geometrischer Variation des Rand#2 und der zeitlichen Variation der Levelsetfunktion
deutlich. Hat man eine Variation des Randes, beschrieben durch die Normalengeschwin-
digkeit, gegeben, dann liefert die Levelsetfunktion die zeitlicheahderung der Level-
setfunktion. Umgekehrt ist nicht sofort klar welches Geschwindigkeitsfeld eine Variati-
on der Levelsetfunktion erzeugt. Diese Fragestellung ist Gegenstand der in Abschnitt 4.4
gefuhrten Diskusion, da unser Ziel ist dihapeSensitivity Analysis aus Kapitel 3 von

der Betrachtung von Vektorfeldern zasen und vollsindig in eine Levelsetformulierung

zu Uibersetzen. Vorweg genommedrkien wir sagen, dass das Ergebniss aus Abschnitt 4.4
die Vermutung bestigt, die sich aus der Levelsetgleichung ergibt.

R ron
v(z(t)) = IV o(t, (1))

Hat man eine Variation der Levelsetfunktion gegeben, dann gibt die Levelsetgleichung das
Geschwindigkeitsfeld der geometrischenafelerung vords2 an.
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4.2 Extension Velocity

Wie im obigen Abschnitt edutert, sind Levelset-methoden gut geeignet, um die Evolution
von Hyperfichen (Isolevel ) unter einem gegebenen Geschwindigkeitsfeld zu beschreiben.
Aus der Levelsetgleichung geht aber hervor, dass diese Geschwindigkeiisfalle 1sole-

vel, also auf dem ganzen betrachteten Gebiet D, definiert sein muss. Im allgemeinen ist man
nur an der Evolution eines Isolevels, wie in unserem Fall dem Null-Isolevel, interessiert. So
kann es sein, dass bei bestimmten Problemen ein Geschwindigkeitsfeld®hastinur auf

dem relevanten Isolevel definiert werden kann. Um die Stabdies Levelsetverfahrens zu
gewahrleisten, ist es notwendig eine angemessene Fortsetzung der Geschwirldigkeit

von dem betrachteten Isolevel auf die umgebenden Isolevel zu erzeugen. Die Fortsetzung
muss dabei nicht auf ganz D berechnet werden, esgieine kleine Umgebung (narrow-
band).

Wie ist nun eine angemessene Fortsetzung alen ? Eine \ilnschenswerte Eigenschaft

von V.,; ware die Erhaltung einer Signed-Distance Funktion.

Wahlt manV/,,; so, dass folgende Gleichung gilt

VVet - Vo = 0 (4.1)

Setzt man also V in Normalenrichtung konstant fort, dann ist einfach zu zeigen, dass die
Gleichung

2
olIvell” _ ﬁ(vqﬁ-ws) = 2V¢- g(w)

ot ot t (4.2)
= =2V VWeu|[ VOl — 2V - V([[VP| Verr)
gilt. Ist ¢ nun eine Signed-Distance Funktion, gilt also
Vo[l =1

dann ist die rechte Seite in obiger Gleichung gleich Null, danmden ersten Term gilt
wegen Gleichung (4.1)

_2V¢ VvextHngH =0
Fur den zweiten Term gilt
=2V - V(|[Ve[ Verr) = =2V [V([VO) Verr + [| VI VVeri] -

Das heil3tp bleibt zumindestiir kleine Zeitschritte nahe einer signierte Distanzfunktion.
Um diese Fortsetzung im diskreten Fall zu konstruieren benutzen wir die Fast-Marching-
Method, welche wir weiter unten kurz attern wollen.
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4.3 Reinitialisierung

Unter Reinitialisierung versteht man das Ersetzen einer Levelsetfunktiomch eine Le-
velsetfunktiong,,..,, welche eine signifizierte Distanzfunktion ist und miauf dem be-
trachteten Isolevalbereinstimmt.

¢new = d) auf [¢:O] |’v¢newH =1

Diese Reinitialisierung wird in unseremapren Optimierungsalgorithmus regéliig durch-
gefuhrt, da eine signifizierte Distanzfunktion eine bessere Kondition zur Berechnung, der
von ihr beeinflussten GfRen hat. So ist zum Beispiel die mittlerefidmmung h der impli-
zieten Fache[¢p = 0], wie weiter oben beschrieben, gegen durch

) Vo
h=d —
v (||v¢||>

hierbei sieht man, dass d8|V¢|| < 1 zu nicht unerheblichen Rundungsfehlern kommen
kann. Im rachsten Abschnitt werden wir sehen, dass auch die Berechnung der Abstiegs-
richtung von der Norm des Gradienten der Levelsetfunktioralgly ist, wie am Ende von
Abschnitt 4.1 angedeutet.Das heil3t die Norm des Gradienten beeinflusst unmittelbar

die Berechnung der Shapeableitung . Deshalb ist es notwendig mit einer Levelsetfunktion
zu arbeiten, welche 'nahe’ einer signifizierten Distanzfunktion ist.

Die Reinitialisierung kann auf mehreren Wegen bewerkstelligt werden. Wir wollen auch
hierbei die Fast-Marching-Method benutzen um die signifizierte Distanzfunktignzu
erzeugen. Dazwbken wir die Eikonalgleichung

VT =1

auf beiden Seiten der&the[¢ = 0], mit den Randwertbedingungen T = 0 aif= 0]. Die
allgemeine Formulierung der Eikonalgleichung lautet

IVT| F = 1

und bietet eine Alternative zur Levelsetgleichung, um die Evolution vaattdn zu schrei-
ben.Im Unterschied zur Levelsetgleichung,welche ein Initialwertproblem beschreibt, be-
schreibt die Eikonalgleichung ein Randwertproblem. Die Eikonalgleichung stellt die Be-
dingung F> 0 (F < 0) an das Geschwindigkeitsfeld F (da F stehtig sein muf3), das heif3t ein
betrachtetes Isolevel bewegt sich entweder nach 'auf3en’ oder nach ’innen’. Sie ist daher
nicht so flexibel wie die Levelsetgleichung, ist aber numerisch sehr effizisbét.
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4.4 Shapeableitung in Levelsetformulierung

Ziel dieses Abschnittes soll es sein, den Optimierungsprozess in einem Levelsetbasierten
Setting zu formulieren. Dazu wollen wir eineigke schlagen zu den Methoden der Sen-
sitive Analysis wie im vorherigen Kapitel beschrieben, dann stehen uns die Ergebnisse
dieser Arbeit zur Vekigung. Wir besclanken unsere Betrachtungen auf den Funktionen-
raumCge (D).

Zuerst soll gekdrt werden, wie Variationen des von uns berachteten Gebiet erzeugt werden.
Sei also die Levelsetfunktiop gegeben, welche impliziet unser Geldiebeschreibt :

0 = {zeD|¢(x)=0} = [¢p=0]
Q = {xeD]|¢ox) <0} = [p<0

Die Variation des Gebiete¢3wird durch Variation der Levelsetfunktiaherreicht. Sei dazu
Y € C3°(D) und se R. Die Funktion

¢s(x) = ¢o(x) + 59(2)

bezeichne die in Richtung variierte Levelsetfunktion. Analog definieren wir uns die Va-
riation (), des Gebiet$)

i = {zeD|ds(x)=0} = [¢ps=0
Qs = {xeD|os(x) <0} = [ps<0]

Die Variation eines Gebief3 wurde in Kapitel 3 mit der "Velocity-Method’ konstruiert.
Qs = Ts(v)(Q) seR

wobei T, (V')(€2) die in Gleichung (3.5) definierte Abbildung ist. Ziel ist es nun die Va-
riation des GebieteQ, erzeugt durch die 8tung der Levelsetfunktion, in der Form zu
schreiben, die der "Velocity-Method’ entspricht. Dann stehen uns die Ergebnisse der Sen-
sitive Analysis zur Verfigung. Das Problem ist also ein Vektorfeld V zu finden, so das die
Gleichung gilt:

[ps < 0] = Ts(V)([po < 0]) seR (4.3)
Betrachten wir also die Variation der Levelsetfunktion :
¢s(x) = go(z) + s¥(x)

mit s€ R* und+y € C?(D,R). Die Idee ist jetzt die Bewegung der einzelnen Isolevel von
¢, zu analysieren um ein Geschwindigkeitsfeld zu erkennen. Wir schauen uinshatidie
Evolution des Isolevelg) = 0] an. Die Ergebnisse lassen sich dann analog auf die anderen
Isolevelubertragen.
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Sei alsar € [¢ = 0] ein Partikel auf dem Isolevéb = 0]. Gesucht ist die Trajektorie x(t),
entlang sich dieses Partikel bewegt.

ds(x(s)) = d(x(s)) + s(x(s)) = 0 Vs >0

z(0) = =
Wir leiten obige Gleichung nach s ab und erhalten :
5 [o(x(s)) + 5 d(a(s))] = 0
& Vo(a(s) - o(s) + v(x(s)) + s-Vi(a(s)) = 0
& [Vé + s Vil -a(s) + (z(s)) = 0
Offensichtlich gilt fir Losungen x(s) :
Vo + s-Vip

+ ¢(s)[Vo + s-Vy]*

z(s) = —yY(x(s
(5) = 0 1o 5o
Fur eine beliebige skalare Funktion c. Somit finden wir zeitadgiige Vektorfelder V, so
dass die zugeirige AbbildungT(V')(.) der Gleichung (4.3) gemt.
Vo + s- Vi
Vis,x) = —Y(x
52 3= s s v

Der Struktursatz 3.8 sagt aus, dass die Shapeableitung nur von V(0[x)-auf] abrangig

ist. Weiter folgt aus Bemerkung 3.9, dass der tangentiale Anteil von V(@rJi¢ Shapa-
bleitung nicht relevant ist. Somit giltif die Shapeableitung in Richtung des oben definier-
ten zeitabAngigen Vektorfeldes :

dJ(QLV >= dJ(QV)

wobei

o Yo )
Vis:2) = —00iggE = v

ein statiorares Vektorfeld ist {/ € C>(D) ), welches durch)(x) eindeutig definiert wird.
Durch die Beziehung in Gleichung (4.4dst sich nun die Shapeableitung in Levelsetfor-
mulierung schreiben.

J(¢) == J(Q)
dJ(¢;) = dJ(QV)

Dabei Fangtd.J(¢; ) nur von ¢|[¢:O} ab. Damit ist naglich die Vektordistribution aus

Definition 3.6 mit einem Objekt aus dem Dualrad@fr([¢ = 0])’ von C§°([¢ = 0]) zu
identifizieren.

0I0) o))
9J(9)

Das Funktional< =52, > € Cg°([¢ = 0]) beschreibt in obiger Art und Weise die

+ o(s)[Vo + s-Vil*

(4.4)

V>

o]
Shapeableitung der Shapefunktio@){n Richtungerny € C§°(D) .
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5 Shapegradient und Regularisierung

5.1 Shapegradient

Unser Optimierungsalgorithmus soll auf einem Gradientenfluss basieren. Dazu ist es not-
wendig zu kéren, wie ein Gradient einer Shapefunktion aussieht.

Definition 5.1 (Shapegradient)

Sei J@) eine shapedifferenzierbare Shapefunktion aus der in Satz 3.15 betrachtenten Klas-
se. Desweiteren seien der Funktionenrdfimmit einem Skalarproduk& .. >,, gege-

ben. Dann wird der Shapegradient, den wir im Weiterengmiti bezeichnen, bémglich

< .,. >y InF durch folgende Gleichung ifi definiert, falls diese einedsung besitzt :

<gmd,w>M:<aJ—w)‘w> Vi € F (5.1)

99
Die Losbarkeit der obigen Gleichung ist g&hwleistet, wenn< .,. >, eine besclankte
und koerzitive Bilinearform istF mit < .,. >, ein Hilbertraum ist und< 8‘5—?;. > ein
lineares, beschnktes Funktional auf ist. grad ist dann selbst eine Funktion aus dem

RaumF. Fur die Shapefunktion aus (2.2) i‘sta‘g—f;”; . > linear und besclankt.

Dies ist eine sehr allgemeine Definition, da der zahlende Funktionenrauii sowohl

auf dem Rand vofi) [¢ = 0], als auch auf dem ganzen Konstruktionsgebiet D definiert
sein kann. Da< 8‘(;—5?;. > ein Objekt mit TAger auf dem Isolevely = 0] ist, liegt es
zurachst nahe einen Funktionenraum mit zuyggem Skalarprodukt auf diesem Isolevel

zu definieren, um einen Gradienten zu definieren. Diese Vorgehen wurde von uns zuerst
benutzt, um Abstiegsrichtungen zu berechnen.

Methode 5.2 (1. Variante)
FUr I haben wir den Hilbertrauni?([¢ = 0]) mit dem Skalarproduki .,. >p2(s—q)
gewahlt. Somit lautet die Gleichung 5.1 :

0J
< grad, > p2((g=0) = < %; V> =< >y VY € L([¢=0)
(5.2)
dabei isto die Funktion aus Satz 3.15 mﬂi%” multipliziert.
(2 [%:) + hg-u + f-u} - Ce(u):e(u)> ﬁ auf Ty
o —
(Ce(u) : e(u)) m auf T'p

Die Losung der Gleichung (5.1) ist dann gegeben durch :

grad = « (5.3)
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Damit haben wir eine Updatefunktion ajuf = 0] definiert. Um eine Updatefunktion auf
ganz D zu erhalten, wenden wir die Methode an, welche in Abschnitt 4.2 vorgestellt wurde.
Dabei wirdgrad einfach in Normalenrichtung konstant fortgesetzt und wir so erhalten eine
Funktion

¢update mit Qbupdate = gT’CLd auf [Qb:()]

Die Variation der Levelsetfunktion gestalltet sich dann wie folgt :

¢new = ¢old - At (bupdate

Auf die Berechnung einer geeigneten Schrittwéitewird in Kapitel 8 genauer eingegan-
gen.

Die numerische Imlementation dieses Verfahrens habt gezeigt, dass diese Methode jedoch
einige Nachteile aufweist. Und zwar hat sich gezeigt, dass dieser Shapegradient auf dem
Isolevel p = 0] hohen Schwankungen unterliegt. Mit Hilfe einer Metrik mihtgenden
Eigenschaften, z.B.

2
<P, >y = /gm/z + %V@-deu oceR (5.4)
[¢=0]

kdnnen regularisierte Shapegradienten auf dem Isolevel erzeugt werden. Dieses Vorgehen
funktioniert, falls der Rand vof [¢ = 0] glatt genug ist und durch die Diskretisierung

gut approximiert wird. Vdhrend des Optimierungsprozesses tritt aber immer wieder die
Situation ein, das Gebietander aufeinander treffen. Dabérknen die neu entstandenen
Rander stark verrauscht sein. Dann ist digtginde Eigenschaft der Metrik aber nur noch
gewebhrleistet, wenn mit einer hinreichend feinen Asifing gearbeitet wird. Eine feine
Diskretisierungdsst jedoch den Rechenaufwand des Ela&tlagers stark ansteigen, was

den Optimierungsprozess enorm verlangsamt.

5.2 Regularisierung

Aus oben genannten Gnden wollen wir eine weitere Methode vorstellen, eine Abstiegs-
richtung zu berechnen.

Methode 5.3 (2. Variante)
Wir wahlen uns jetztiir F den Hilbertraum# (D) mit dem Skalarprodukk .,. >, aus
Gleichung (5.4)iir ein geeignetes > 0. Die Gleichung (5.1) lautet dann :

9J(¢)

2
/gmdw n %ngd-vwd:v =< v Vue H2(D)

D

Die linke Seite ist eine beschmkte und koerzitive Bilinearform, daraus folgt mit dem Satz
von Lax-Milgram die Existenz einerdsunggrad € H,*(D). Diese ist, im Gegensatz
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zu dem Shapegradienten aus Methode 5.2 , nicht nur auf dem Isofexe0] definiert,
sondern auf ganz D. Daher eiltiit das Fortsetzen in Normalenrichtung. Der Update der
Levelsetfunktion erfolgt analog :

¢new - ¢old — At QTCLd

Die Diskusion der Schrittweitenbestimmung erfolgt in Kapitel 7.
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6 Diskretisierung

In diesem Kapitel wollen wir kurz auf die Diskretisierung eingehen, die benutzt haben. Da-
bei beschreiben wir die grundlegenden aspekte der Ortsdiskretisierung und wie wir anhand
dieser eine diskrete Shapeableitung konstruiert haben.

6.1 Diskretisierung der Elastizit at

Eine naive Vorgehensweise eine Diskretisierung eines GelSieteskomplizierten Rindern

zu erzeugen, ist ein uniformes Gitter so weit zu verfeinern, dass eine gewissen Genauigkeit
erreicht ist. Diese Methodaéilirt jedoch zu einem raschen Anwachsen der Freiheitsgrade
und somit zu hohem Rechen- und Speicheraufwand. Auch bei Verwendung von adaptiven
Diskretisierungsmethoden ist dieser Nachteil von Belang.

Wir benutzen hier eine andere Methode, um komplizied@d®r angemessen zu appro-
ximieren, ramlich die Diskretisierung mit den sogenannten Composite Finite Elements
(CFE). Der Zweck dieser Diskretisierung beinhaltet mehr als nur dieddufig von Ge-
bietsi&ndern, sie dient in erster Linie der Konstruktion eines Finite Element Raumes, wel-
cher an ein Differentialgleichungsproblem mit springenden Koeffizienten angepasst ist. Da-
mit ist es dann z.B. fglich die Elastiziatsgleichungiir inhomogene Krper zu bsen. kir

eine Einfirung verweisen wir auf [26] [27] [29] [41] .U uns sind aber nur die Adgungs-
eigenschaften von Interesse. Im Folgenden wollen wir deshalb kuérenkivie die Orts-
diskretisierung aussieht.

Die Basis der Diskretisierung bildet ein uniformes Gitter aus kubischen (in 2D aus quadra-
tischen) Elementen. In diese Elemente wird ein Tetraeder-Gitter eingebettet, so dass jedes
kubische Elementin 6 (in 2D in 2) sogenannte Standart Tetraeder unterteilt wird.&ho erh
man eine Zerlegung z.B. des Einheits¥els [0, 1] in Simlizes, deren Inneres paarweise
disjunkt ist. Sei IC N eine endliche Indexmenge. Dann gilt

0,1 = Uﬂ T,NT;#0 <« T,UT; istein Untersimplex voff; undT;

el

und M :={T; : i € I} heillt zubssiges simliziales Gitter vdn, 1]*. Die Menge der
Eckpunkte, im Folgenden Knotenmenge gennannt, bezeichnen wk nider betrachtete
diskrete losungsraum

S = {p € C°([0,1P) : ¢|, affinlinearir T € M}

ist der Raum der stetigenjiskweise affin linearen Funktionen mit déslichen Lagrange-
Basis{: }oen-

@x(y) = 5acy Vx,y € N

Ist nun[¢ < 0] C [0, 1]® das aufzubsende Gebiet, so wird durch folgende Verfeinerungs-
methode der Rand von approximiert. Schneideif) ein kubisches Element, so werden
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anhand der Schnittpunkte vl mit den Kanten der standart Tetraeder diese standart Te-
traeder so in Untertetraeder zerlegt, dass die Eckpunkte der Untertetraeder entweder obige
Schnittpunkte oder Knoten aug sind. Der Fall, das8(2 einen Knoten aud/” schneidet

wird durch eine leichte Modifikation vail ausgeschlossen. Damit bleibt das Gitter ragul
Durch diesen Verfeinerungsschritt des simplizialen Gitters wird eine Approximatiof von
aus Simplizes erzeugt, welche wir rhitbezeichnen wollen. Die Menge dieser Simplizes
benennen wir mitM. Es ist alsaM ein zubBssiges und regates simpliziales Gitter von

Q. Der Rand vorf2 wird durch eine Triangulierung aus Facetten von Untertetraedern ap-
proximiert. Die Menge dieser Facetten bezeichnen wir mit F. Bei dem Verfeinerungsschritt
entstehen keine neuen Freiheitsgrade. Es werden lediglich @gemder Basisfunktionen

0. = € N modifiziert, deren TageroS2 schneidet. Und zwar werden diese Basisfunktio-
nen einfach "abgeschnitten’

Py = Xa Pz

hierbei istyg die charakteristische Funktion vén Die beschriebene Vorgehensweise wird

\7

/ o0

o9 / a0

Abbildung 6.1: Die obigen Abbildungen zeigen den Verfeinerungsschritt in 2D.
links: Standartzerlegung einesiWelelements; mitte: Verfeinerung und
Triangulierung des Randes; rechts: Modifikation deggérs vonV,,

von Florian Liehr in seiner Diplomarbeit [29] ausifrlich diskutiert. Zum Bbsen des resul-
tierenden Gleichungssystems wird dort eine Mehrgitterverfahren herangezogen. Der im-
plementierte Bser wird von uns benutzt, um die Elastiggleichung zudsen.

6.2 Diskretisierung der Shapeableitung

Im Folgenden werden wir mit Grol3buchstaben die diskreten Funktionen bezeichnen. So ist
zum Beispiel

zeN
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dabei istd der Knotenvektor aus den zu den Basisfunktionerdgefden Koeffizienten.
Der diskrete Shapegradient wird mit Grad gekennzeichnet.
Die kontinuierliche Shapefunktion aus (2.2) hat die Gestallt

/fu dx + / gu dy = /C(e(u))  e(u) dx (6.1)

I'n

Dann definieren wir die diskrete Shapefunktiﬁ(\cb) indem wir einfach die diskreten
GroRRen einsetzen

dabei ist¢(¢(U)) : ¢(U) konstant auf den Simplizes @ M, da U stickweise affin linear
ist. Analog definieren wir die Anwendung des diskreten Funktioaaﬁsgd)ﬁ, . > auf eine
Funktioni durch einsetzen der diskreten Funktionen

< 8‘] erf;FN/( [ Y iuc.vsr.u —C(e(U)):e(U))%du
Z/ O e

Da G = 0 auf den freien &dern ist vereinfacht sich die Gleichung zu

0J(@) o _ | —v
S us= Y /(2F-U—§(6(U)) V) gy !
JERfCTN
v
+ ) /C( (U)) : e )W
fEFyngD f
- -
Polynom 3. Grades PonnorBrL Grades
—-v
s / (el W) g
fEFfCl"D

Polynom 1. Grades

Fur die Integration der Polynome auf den Dreiecken werden exakte simpliziale Quadratur-
formeln benutzt.
Nun konnen wir die diskreten Shapegradienten zu den Methoden (5.2) und (5.3) berechnen.
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Abbildung 6.2: Die Abbildung zeigt die Spur (hellgn) auf dem Rand (rot) einer randna-
hen Basisfunktionl,, (dunkelgiin)

Die diskrete Gleichungir den Gradienten grad aus Methode (5.3) sieht dann wie folgt aus:

dJ(®)
0

2
/ Grad U, + %VGmd VU, dr = <
D

W, > Ve e N

Hierbei ist wiedenl, die Basisfuntion am Knoten x. Setzt mair 5 die Summe

>~ G. ¥, ein, dann er&lt man folgendes Gleichungssystem.
zeN

2
(M + %L)-Gmd =R

Dabei ist

D

die sogenannte Massematrix und

L= (LU)’LJ mit Lij = /V\Ily . V\I/x dx €T,y € N
D
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die Stefigkeitsmatrixé = (G,). bezeichnet den Koeffizientenvektor der Funktion G und
die rechte Seite des Gleichungssystems ist der Vektor

A 0T(@)

Die Losung dieser Gleichung erfordert nur eine Modifikation der lokalen Matrizen und
wird mit dem selben tiser gebst den wir fir die Elastiziatsgleichung benutzen.

Die Diskretisierung des Shapegradienten aus Methode 5.2 geschieht durch Projektion der
Funktiona aus Gleichung (5.3) in den Finite-Elemente Raum auf dem Iso|ével 0],

der wie folgt aussieht. Die Knotenmengg ist die Menge der Eckpunkte aller Facetten f

€ F, die eine Triangulierung des Rand#3 bilden. Der diskrete sungsraum

Ss == {p € C%[®=0]) : gp\f affin linear irf ¢ F}

ist der Raum der stetigenjiskweise affin linearen Funktionen mit déslichen Lagrange-
Basis{ v frens-

@x(ﬁU) = 6xy ‘v’x,y € NS

Die Projektion der Funktion hat die Form

Grad = Z < Q, Pz >12(0=0] Pz
x € Ns

Dabei sind wieder Integrale von Polynomen auf den einzelnen Facetten zu berechnen. Die-
se werden wie oben edtnt mit der entsprechenden simplizialen Quadraturformel berech-
net. Damit haben wir eine Updatefunkticfrad auf dem Rand® = 0] gegeben. Diese
setzen wir dann mit der Fast-Marching-Method in Normalenrichtung fawt Cretails zur
Implementierung diese Verfahrens verweisen wir auf [34]. So erhalten wir eine Update-
funktion Grad € C°(D).

Es sei hier bemerkt, dass durch diverse Tests keine Konsisteaimen der beiden Shape-
gradienten nachgewiesen werden konnte. Jedoch gibt es auch in der bis jetzt existierenden
Literatur zu diesem Thema keinen Konsistenznachvigidie Shapeableitung der von uns
betrachteten Shapefunktion.
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vi

fx)

Tangente an f(x)
| | >

T s

X Xﬂmu r X

Abbildung 7.1: Schrittweitenbestimmung mit Armijo-Regel

7 Optimierungsverfahren

Nun wollen wir die zu den beiden konstruierten Shapegradienteargetien Optimie-
rungsalgorithmen vorstellen. Wie schon Anfangs @mt wollen wir Gradientenverfah-

ren benutzen um die Shapefunktion (2.2) zu minimieren. Genauer gesagt benutzen wir
ein Newton-Verfahren mit Armijo-Schrittweitensteuerung. Dazu beschreiben wir kurz die
Schrittweitenbestimmung mit der Armijo-Regel i®¥.

7.1 Schrittweitensteuerung

Sei f : R" — R eine differenzierbare Funktion und segpR”™ eine Abstiegsrichtung mit
Vf - p < 0. Zustzlich seien zwei Konstantenund 5 0 < v, < 1 gegeben. Dann ist
eine Schrittweite- > 0 akzeptabel falls sie der Bedingung ggn:

flx+7p) — f(x) < y7Vf-p (7.1)

Anschaulich gesagt liegt(z + 7p) unter der “nach oben gedrehten Tangente™{Tf£z) +
tyWVf-p \t > 0}. Ist Bedingung (7.1) nicht €iflt, dann wird eine neue Schrittweitg,.,,
getestet.

Tneuw — 67—

Dieser Prozess liefert nach endlich vielen Schritten eine akzeptabele Schrittweitse
Schrittweitenbestimmung istif unseren Optimierungsprozess ausreicheid.die Sha-
pefunktion J lautet die Bedingung (7.1 fr :
0J()
0P
Als Parameter haben wir= 0.7 undg = 0.5 gesetzt.

J(®+7grad) — J(P) < vy7 <

;grad > (7.2)

Damit kommen wir jetzt zur Beschreibung der Algorithmen.
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7.2 Optimierungsalgorithmen

Zuerst stellen wir den Optimierungsalgorithmus vor, der Methode (5.2) aufgreift.

Algorithmus 7.1

() Initialisierung der Levelsetfunktios als signifizierte Distanzfunktion. Festlegen der
fixierten Rander und der Neumann- und Dirichletrandbedingungen. Die Anfangs-
schrittweiter wird ablangig von der Gittertiefe geilt. Bei Gittertiefe 6 wird sie 2
gesetzt.

(i) Losen der Elastizitsgleichung®,) mit dem Mehrgitterdser aus [29] .
(i) Berechnung des Shapegradienjend germald Methode (5.2) .

(iv) Fortsetzen des Shapegradienten mit der Fast-Marching-Method aus Abschnitt 4.4 .

V) &
Update der Levelsetfunktioh

(I)neu = (I)alt + Tgrad

b) Losen der Elastizittsgleichungir ®,,.,, .
c) Testen der Armijo-Regel.

d) Falls die Armijo-Regel nicht et ist wird 7 verringert und Schritt (iv) wie-
derholt.

(vi) Falls die Bedingung < [|[V®|| < 3 auf dem Rand® = 0] verletzt ist, wird die
Levelsetfunktion®, wie in Abschnitt 4.3 beschrieben, reinitialisiert. Dann muf3 die
Elastizitatsgleichung erneut gadt werden.

(vii) Zurtck zu Schritt (iii).

Dies ist eine rekursive Prozedur bei der die Schrittweitaikzessiv verringert wird, bis

keine spirbare Variation des Gebietes mehr erfolgt. Dann kann man den Optimierungs-
prozess als beendet betrachten. Der zweite Optimierungsalgorithmus basiert auf Methode
(5.3). Er unterscheidet sich nur gerifigfg von Algorithmus (7.2).

Algorithmus 7.2

() Initialisierung der Levelsetfunktiosh als signifizierte Distanzfunktion. Festlegen der
fixierten Rander und der Neumann- und Dirichletrandbedingungen. Die Anfangs-
schrittweiter wird ablangig von der Gittertiefe geinlt. Bei Gittertiefe 6 wird sie 2
gesetzt.

(i) Losen der Elastizitsgleichung®,) mit dem Mehrgitterdser aus [29] .
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(i) Berechnung des Shapegradienjend germald Methode (5.3) .

(v) a)
Update der Levelsetfunktioh

(bneu = (I)alt + Tgrad

b) Losen der Elastizitsgleichungiir @,,.,, .

c) Testen der Armijo-Regel.

d) Falls die Armijo-Regel nicht edflt ist wird 7 verringert und Schritt (iv) wie-
derholt.

(v) Falls die Bedingung < [|[V®| < 3 auf dem Rand® = 0] verletzt ist, wird die
Levelsetfunktion®, wie in Abschnitt 4.3 beschrieben, reinitialisiert. Dann mufd die
Elastizitatsgleichung erneut gt werden.

(vi) Zuriick zu Schritt (iii).
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8 Numerische Ergebnisse

Beginnen wollen wir die Rrsentation unserer Ergebnisse mit der Modellierung eines kur-
zen Kranarmes. Dies ist motiviert durch die existierenden Ergebnisse in den Arbeiten [35]
und [40]. Die dort betriebene Shapeoptimierung ist allerdings auf den 2-dimensionalen Fall
beschankt.

Im weitern Verlauf sind die LadKoeffizienten\ = 70 undyu = 40 fest gewhlt.

Der Optimierungsprozess ist beendet, wenn die Armijo-Regel keinen weiteren Iterations-
schritt zuBRt und die Schrittweite nur noch kleiner wird.

8.1 Kurzer Kranarm

Initialgebiete sind ein Quader (Dimensionen:XX®3x 1) ohne innere bcher und ein Qua-

der mit einem inneren Loch.UF beide gelten dieselben Randbedingungen; homogene
Dirichlet-Randwerte auf der linken Seite und Neumann-Randwerte auf der rechten Sei-
te, wie in Abbildung 8.1 dargestellt. Die Neumann-Randwerte sollen eine Kraft von ei-
ner Gewichtseinheit simulieren. Der Lagrangemultiplikdttiir den Volumenterm ist 1,5
gewahlt. An diesem Beispiel wollen wir die beiden Optimierungsverfahren gdgggstellen

und das Verhalten bei unterschiedlichen Initialgebieten analysieren.

[y,

F_,\;{,

Abbildung 8.1: Konfiguration der Randwertel', fixierter Rand; I'y, inhomogene
Neumann-Randwerté;y, homogene Neumann-Randwerfg; homoge-
ne Dirichlet-Randwerte
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Algorithmus 7.1 (Gradient auf dem Isolevel) fir ein Initialgebiet ohne L ocher

Abbildung 8.2: Initialgebiet und Iterationen 2, 5 und 7
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Abbildung 8.3: Die Deformation des resultierenderdioers mit farblicher Visualisierung
der 'Von Mises’-Spannung.(lila=0, gelb =0.7)

25

T
'M-Norm.dat’ ——

15

05

Abbildung 8.4: oben:L2-Norm des Gradienten auf dem Interface; unten: Verlauf der Sha-
pefunktion(rot) , des Vomulens(gruen) und der Spannungsenergie(blau)
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Algorithmus 7.2 (regularisierter Gradient) fur Initialgebiet ohne L Ocher
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Abbildung 8.5: Iterationen 0,2, 5 und 8
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Abbildung 8.6: Die Deformation des resultierenderdioers mit farblicher Visualisierung
der 'Von Mises’-Spannung.(lila=0, gelb =0.7)

'RegShapeGrad8Type1Dim3Slice32CfN3d6restrilOneDOVCL1.dat’

Abbildung 8.7: Querschnitt (x-, z-Achse) des regularisierten Gradienten zum Iterations-
gebiet 5
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T T
M-Norm-of-Gradient.dat

T T
‘ShapeFunktion.dat’

o r "Compliance.dat’ -+ |

Abbildung 8.8: oben: Norm des regularisierten Gradienten; unten: Verlauf der Shapefunk-
tion(rot) , des Vomulens(gruen) und der Spannungsenergie(blau)
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Algorithmus 7.1 (Gradient auf dem Isolevel) fir ein Initialgebiet mit einem
Loch
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Abbildung 8.9: Iterationen 0, 2, 5und 11
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Abbildung 8.10: Die Deformation des resultierenderdioers mit farblicher Visualisie-
rung der 'Von Mises’-Spannung.(lila=0, gelb =0.7)

Abbildung 8.11: oben: L?-Norm des Gradienten; unten: Verlauf der Shapefunktion(rot)
, des Vomulens(gruen) und der Spannungsenergie(blau). Die Aus-
schige der Norm sind zuckzufihren auf das Aufbrechen’ der Struk-
tur, wobei die Struktur lokal sehiithn werden kann.
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Algorithmus 7.2 ( regularisierter Gradient ) fur ein Initialgebiet mit einem
Loch

Abbildung 8.12: Initialgebiet und Iterationsgebiete 2, 5, 10 und 16
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Abbildung 8.13: Die Deformation des resultierenderbipers mit farblicher Visualisie-
rung der 'Von Mises’-Spannung.(lila=0, gelb =0.7)

Abbildung 8.14: links: M-Norm des regularisierten Gradienten; rechts: Verlauf der Sha-
pefunktion(rot) , des Vomulens(gruen) und der Spannungsenergie(blau)
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8.2 Langer Kranarm

Initialgebiet ist ein perforierter Quader (Dimensionendl3x 0.6) mit den Randbedingun-
gen genal3 Abbildung 8.15 .

Iy,

1]

FD FNl

Tw,

Abbildung 8.15: Konfiguration der Randwertel’, fixierter Rand; 'y, inhomogene
Neumann-Randwertd; 5, homogene Neumann-Randwerig; homo-
gene Dirichlet-Randwerte

Abbildung 8.16: Initialgebiet
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Algorithmus 7.2 (regularisierter Gradient)
Konfiguration 1

Die Neumann-Randwerte regmentieren eine Kraft von 0.3 Gewichtseinheiten . Der La-
grangemultiplikator fur den Volumenterm ist 0.2 gélt.

Abbildung 8.17: Iterationsgebiete 2, 3, 5, 7, 10 und 14



8.2 Langer Kranarm 59

Abbildung 8.18: Die Deformation des 2-ten Iterations-Struktur und der resultierenden
Struktur mit farblicher Visualisierung der "Von Mises’-Spannung.(lila =
0,gelb=0.5)

Abbildung 8.19: oben: Norm des regularisierten Gradienten; unten: Verlauf der Shape-
funktion(rot) , des Vomulens(gruen) und der Comlianze-Energie(blau)
Die Ausschhge der Norm sind ziickzufuhren auf das 'Aufbrechen’ der
Struktur, wobei die Struktur lokal sehiidn sein kann.
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Algorithmus 7.2 (regularisierter Gradient)
Konfiguration 2

Die Neumann-Randwerte regmentieren eine Kraft von 0.6 Gewichtseinheiten . Der La-
grangemultiplikator fur den Volumenterm ist 0.2 gélt.

Abbildung 8.20: Iterationsgebiete 2, 5, 10, 15, 20 und 36
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Abbildung 8.21: Die Deformation des 2-ten Iterations-Struktur und der resultierenden
Struktur mit farblicher Visualisierung der "Von Mises’-Spannung.(lila =
0,gelb=0.5)

Abbildung 8.22: oben: Norm des regularisierten Gradienten; unten: Verlauf der Shape-
funktion(rot) , des Vomulens(gruen) und der Comlianze-Energie(blau)
Die Ausschhge der Norm sind ziickzufuhren auf das 'Aufbrechen’ der
Struktur, wobei die Struktur lokal sehiidn sein kann.
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8.3 Wiirfel

Initialgebiet ist ein perforierter \hfel (Dimensionen X 1x1) mit den Randbedingungen
gemald Abbildung 8.15 . Die Neumann-Randwerte &sgntieren eine Kraft von 8 Ge-
wichtseinheiten . Der Lagrangemultiplikatoftir den Volumenterm ist 1.2 gealt.

I'p

Abbildung 8.23: Konfiguration der Randwertel’, fixierter Rand; 'y, inhomogene
Neumann-Randwertd; 5, homogene Neumann-Randwerig; homo-
gene Dirichlet-Randwerte

Abbildung 8.24: Initialgebiet und Iterationen 2, 5 und 10
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Abbildung 8.25: Die Deformation der 2-ten lterationsstruktur und der resultierenden
Struktur mit farblicher Visualisierung der "Von Mises’-Spannung.(lila =
0,gelb=0.5)

Abbildung 8.26: links: Norm des regularisierten Gradienten; rechts: Verlauf der Shape-
funktion (rot), des Vomulens (gruen) und der Spannungsenergie (blau)
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9 Schlussbemerkung

Wie die numerischen Ergebnisse zeigen ist der Shape-Optimierungsprozess sehr sensibel.
Das Beispiel des kuzen Kranarmes zeigt den Einfluss der Wahl eines Initialisierungsgebie-
tes auf das Ergebnis, welches unser Optmierungsalgorithmus liefert.

Viel groReren EinfluR auf das Verhalten des Optimierungsalgorithmuses haben aber die
Konfiguration der wirkenden Kafte und des Lagrangemultiplikatok$ir den Volumen-

term. Bei der Wahl eines zu grol3en Lagrangemultiplikators kann die Struktur des Gebietes
lokal so fein (teilweise im Bereich einer Gitterweite) werden, dass sie von der Diskre-
tisierung nicht mehr gdigend aufgeist wird. Dann bekommt die Matrix der diskreten
Elastizifatsgleichung eine komplizierte Struktur und déskr liefert kein Ergebniss mehr.
Anders herum bewirkt die Wahl einer zu groRBen Kraft kaintlerungen des Initialgebie-

tes oder ein Verdicken der Struktur.

Ein 'Herantasten’ an eine optimale Struktur und einer guten Konfiguration der Parameter
durch Rechnen auf einemdrerem Gitter ist eine Bglichkeit die oben erahnten Effekte

zu vermeiden. Dies ist aber nicht immebglich. Das Beispiel des langen Kranarmes ist
hierfur ein Beispiel. Die Komplexdt der Struktur ist auf Gitterlevel 5 nicht zu erreichen.

Es ware hilfreich vorab eine Aussagéer die Topologie zu haben, welche zu erwarten ist.
Dazu kdnnte man sich der Methoden der Topologischen Optimierung bedienen.

Bemerkenswert ist das Ergebnigs tlen langen Kranarm aus Abschnitt 8.2 mit Konfi-
guration 2. Der Algorithmus schafft es die entstandenen Tragarme wieder zu verschmelzen.

Abschliel3end lassen die Ergebnisse des Optimierungsprozesses folgende allgemeine In-
terpretation zu. Im Verlauf des Algorithmus nimmt mit zunehmender Herausbildung einer
Struktur die aufgenommene Spannung zu, was die Graphen des Spannungsverlaufs bele-
gen. Es findet aber eine gleichfige Verteilung der Spannung statt, wie in den Visualisie-
rungen der Deformationen und Spannungen zu sehen ist.

Die Moglichkeiten mit weiteren Skalarprodukten andere Abstiegsrichtungen zu erzeugen

sind noch nicht ausgesgpft. Man kdnnte zum Beispiel das Skalarprodukt aus Methode
5.3 ersetzen durch eine geometrische Regularisierung :

0.2
<ezui= [IVolle v + GP(Ve) - Vo) da
Q

Wobei P die Projektion auf den Tangentialraum ist.
Aus zeitlichen Gianden haben wir dieses nicht mehr in Angriff genommen.
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