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1 Einleitung

Eine wichtige Aufgabe in der Finanzmathematik ist das Bewerten von Basketoptionen. Dies
sind Wertpapierer, die ein Recht auf den Erwerb oder Verkauf mehrerer Underlyings darstellen,
jenachdem ob es sich um Calls oder Puts handelt. Ein Basket sei hierbei ein Aktienindex, sodass
die Underlyings dementsprechend Aktien sind. Grundlage fiir die Preissetzung ist eine partielle
Differentialgleichung: Die Black-Scholes-Gleichung

ov(s,n 1 , ,0°V(S,1) ovV(S,1) B
Ey +20'S 352 + 7S 5 rV(§,0) =0 VY(S,H)eR,x(,T) (1.1

Dabei entsprechen die Parameter S dem Aktienkurs, V dem Preis, o der Volatilitit des Ba-
siswertes und ¢ der Laufzeit der Option. Die Anzahl der Underlyings und somit die GroBe des
Baskets bestimmt die Dimension der zu 16senden partiellen Differentialgleichung.

Die Black-Scholes Gleichung lédsst sich durch mehrere Variablentransformationen in die War-
meleitungsgleichung

0
&u(x, H—Au(x,t)=0 auf Qx (0,T]

tiberfithren.

1.1 Motivation

Ziel der Arbeit ist es die Dimension der Gleichung mit Hilfe der ANOVA-Zerlegung zu reduzie-
ren. Besonderes Augenmerk soll auf die Anker-ANOVA-Zerlegung gelegt werden. Diese ver-
wendet als Integrationsmaf} das Diracmalf}, das sich besser zur numerischen Berechnung eignet.
Dafiir muss zunéchst die Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung betrachtet werden

1 —|IxI?
Hﬁﬂ_mmﬂ0p(4t)

rﬁ 1 (—ﬁ)
= exp|—|,
.1 Vant 4t
die ausgenutzt wird, um niederdimensionale Teilprobleme zu erhalten. Wir benétigen hierfiir
die ANOVA-Zerlegung der Anfangsbedingung

u(x,0) = g(9) = ) gu(x) (1.2)

uchD




1 Einleitung

mit D = {1,...,d}. Diese Darstellung wird dann in die Fundamentallosung eingesetzt
ety = [ Flx=ygody
R
Y, [ Fe-vngo0ds
uchD R4

Z f F(XZ)\M - YD\us t) dyZ)\u X f F(xu - Yus t)gu(yu) dyu
weD Rd—M R\ul

=1
= Z Llu F(x, - Yus t)gu(yu) dyu~ w3

uchD

Da die Integration des Kerns F gleich 1 ist, konnen die Teilprobleme in (1.3) nun als nie-
derdimensionale partielle Differentialgleichungen gelost werden.

In der Arbeit wird zunichst die Transformation der Black-Scholes-Gleichung in die Wir-
meleitungsgleichung erldutert. An dieser Stelle wird eine Hauptachsentransformation durchge-
fiihrt, sodass wir zunéchst die Diffusionsgleichung

ou 1 d 0u

ouw 1 2
ox?

522 =0 Y(x, 1) € R x (0,T)

1

erhalten. Die durch die Transformation entstehenden Eigenwerte A; sind Teil der weiteren Un-
tersuchungen. In Kapitel 3 wird dann die ANOVA- und AnkerANOVA-Zerlegung eingefiihrt.
Dabei betrachten wir insbesondere die relativen Fehler, die durch das Abschneiden der Reihe
einer 3-dimensionalen Funktion entstehen auf den Gebieten [0, 1]° und [—1,2]? und den Ein-
fluss der eben erwihnten Eigenwerte. Diese sind ein Indiz fiir die Gewichtung einer Variable
in der ANOVA-Zerlegung. Im folgenden Kapitel wird zunéchst der Differentialgleichungsloser
beschrieben und anschlieBend wird anhand einiger Beispiele der relative Fehler der Losungen
betrachtet. Dabei wird der 2- und 3-dimensionale Fall separat untersucht. Die niederdimensio-
nalen Teilprobleme werden getrennt voneinander gelost, zusammengefiigt und anschlieBend mit
der Losung verglichen, in der die Anfangsbedingung nicht zerlegt wurde. Auflerdem wird im
3-dimensionalen Fall zusitzlich noch die gekiirzte, also auch fehlerbelastete Anfangsbedingung
eingesetzt.

Fehlerquellen

Da im Fazit eine ausfiihrlichere Erlduterung der Fehlerquellen, die in diesem Verfahren ent-
stehen, vorhanden ist, mochte ich hier nur einen groben Uberblick verschaffen. Es ist jedoch
sinnvoll sich dieser Fehlerquellen bewusst zu sein.

e Das Losungsgebiet R? muss gekiirzt werden. In unserem Fall auf [0, 1]* bzw. [0, 1]°.



1.1 Motivation

Die Anzahl der Ankerpunkte hat Einfluss auf die Genauigkeit der Approximation.

Durch die gekiirzte ANOVA-Zerlegung ist schon die Anfangsbedingung fehlerbelastet
(vgl. 3.3).

Die Losug wird durch Linearkombination niederdimensionaler Teillosungen erzeugt, wo-
durch ein weiterer Randfehler entsteht (vgl. 4.2.1).

Die Diskretisierung ist sowohl fiir den Loser wie auch fiir die Integration mithilfe der
Quasi-Monte Carlo Methode wichtig.

Sind die Eigenwerte aus der Hauptachsentransformation nicht stark genug abfallend, so
fiihrt dies zu einer erheblich ungenaueren Approximation durch die gekiirzte ANOVA-
Zerlegung.






2 Die Transformation der

Black-Scholes-Gleichung in die

Warmeleitungsgleichung

Die folgenden beiden Kapitel basieren auf der Dissertation von Dr. M. Reisinger [Rei03]. Es

wurden meinerseits einige Zwischenrechnungen hinzugefiigt.

2.1 Der 1-dimensionale Fall

Wir betrachten das klassische Black-Scholes-Modell ohne Dividendenauszahlungen

VS, 1, L,8V(ES, 0 AV, 1)
o 275 sz TS g

-rV($,n =0

Fiir die die Transformation sind drei Schritte erforderlich.

1) u=Ve"es V=uye"

v _ reu + e"a—u
o ot
oV ou
-
as oS

’v.  u

_ = _er

0S%  0S*

Gleichung (2.1) wird zu
Ou ou 1 0u

2) S=ee z=InS)

auf R*\0x[0,7]. (2.1)

(2.2)



2 Die Transformation der Black-Scholes-Gleichung in die Wirmeleitungsgleichung

u(S, 1 =u(z(S),1)
Ou dudz 0dil
S ~ 8708 8zS
0u 1 on 0%

751 = 573 * 557
Daraus folgt
aﬁ + ( — 10-2)6_& + l 82~
or TV T2 78,727 a2

1 1
3) x:z—(r—zol)t@ z2=x+(r— =0 ' =—t

i(z(S), ) = w(x(z(S), 1), 1(t))
on 6u ox @ @
ot 6x ot 8t’ ot

= ?(—H %0'2) + 5(‘ )
on _ dndx
3z 0xdz
_ o
" ox
O 0%
a2 ax

2.2 Der mehrdimensionale Fall

Das mehrdimensionale Black-Scholes-Modell hat folgende Form

o 1<
E_E o ”DUGS@S ZS(?S +ru=0 V(S,1) € RY x (0,T)

u@ing@):(K—zzmSJ vS e RY.
i=1

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)



2.2 Der mehrdimensionale Fall

Dabei sind y; positive Gewichte auf einem Basket. Auch in dieser Transformation miissen wir
zunéchst die logarithmischen Aktienwerte betrachten

yi=mS;) l<i<d

u(S,1 =a(y(S),1
sowie die dadurch entstehenden Ableitungen

ou_anon _on1
8S:  0y:8S; Oy S,

.. Pu 0 (aa 1) i 1
i) 1#] =2 |3 |~
HSJ'aSi 0S] 8yiSi ayjayl'SiSj
.. 0w 0 (oal 1 ( on &
i i=] — =<\t
as?  0S;\dy;S;) S*\ 9y dy?

Setzen wir nun alle Gleichungen in (2.5) und (2.6) ein, so erhalten wir

@—1d : --~ﬂ—ri A 28—a+r~—0 Yy, ) eRYx (0, T) (2.7
or 2 — U’U"p”ayi@yj — 271 dy; ‘e . ' .
d
i(y,0) = g(y) := [K - ,u,-ey"] VyeRY  (2.8)
i=1 +

2.2.1 Hauptachsentransformation

Fiir die Transformation dient die Sochastische Differentialgleichung
dY; = pdt + dw;

mit
dY;,dY;) = o;dt

als Grundlage. Dia Kovarianzmatrix X := (o;) mit o; = 00 p;; ist symmetrisch und positiv
definit, sodass eine orthogonale Transformation Q auf Diagonalform

020" = diag(A) = A

existiert. Definieren wir,
Z:=QY

so folgt
<dZ,', dZJ> = /liéijdt. (29)



2 Die Transformation der Black-Scholes-Gleichung in die Wirmeleitungsgleichung

Dies fiihrt wegen

d
5= Z qijy;
j=1

u(y, 1) = a(z(y), 1)

zu folgenden partiellen Ableitungen:

dy;, g azz 6y i

P 0 .o SRR P
dy;0y; (9y, — ﬁzlqu - ZZ 8zk8Z1quki

Einsetzen in (2.7) fiihrt mit Hilfe von (2.9) zu

dii i 0z i o

d d

o 1 P 1, on

—_— _ = Qi ——— — - —0)gij— + =

ot 2 e 0419k 8ZkaZ1 rijzz“l(r 20- )anZi ru
o 1n P A, 1, o . .
E—E E /lia—zg—l’ E (I’—EO'i)qija—Zi-f-l’M:O Y(z,t) e R*x (0, T)

und

d
a@m=y@=gﬁ%:&>§}wﬁmﬂ. Vz e R
= +

Mit der Translation

x:=z—1b

z](r

M&

j=1

folgt mit

iz, 1) = i(x(z, 1), 1)

on  Ohdx; Oh

0z Ox 0z Ox
a9 on  Ohox, 0

9z az,. ox.  ox 0z ox
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2.2 Der mehrdimensionale Fall

sodass Gleichung (2.11) zu

Oi liaazéﬁ =0 Y(x,1) € RY % (0, T) (2.15)
— —— i— +ri = X, , :
or 24 x;
d d
A ~ T sy
i(x,0) = g(x) = g(e? ") = (K - Zﬂiezf=1q-”x-’] Vx e R? (2.16)
i=1 +
wird. Nach einer letzten Substitution
v=¢ o h=e
und erneutem partiellen Differenzieren
ot .
— =—ri
ot

ist nun auch der Reaktionsterm rit verschwunden und wir erhalten die mehrdimensionale Wiir-
meleitungsgleichung

on

1 &
eI
Betrachten wir noch einmal die Fundamentalldsung fiir die allgemeine Gleichung

& *u
Z N2 20 mitA = (ay),
ot ; Y .0, mit A= (i)

=0

“"N‘ IS5

Y(x, 1) € R x (0, 7). (2.17)

wobei A konstant und positiv definit ist. Mithilfe der Green’schen Formel und des Transforma-
tionssatzes, folgt

1 1 T A—1
u(x, t) = —f g(y)e—m(x—y) A (x—y)dy_
(4rf)42 \det A Jre

(2.18)
Auf unser Problem bezogen, resultiert aus (2.18) und A =

1020 = A ,dass
A(x(So, 1), 1) = e V(x(S o, 1), 1)

=€

1
—rt f B(y)e w S0 AT @S 0.0-) g,
(dnyd/? [det 1A VE

u(So, 1) =

¢ _Llyd 2
(2rr)!2 Vet A fR 88 (. Hm O Ny,

o2
wobei x; = Zle qij(InS ; + t(r — +)) von S und 7 abhéngt



2 Die Transformation der Black-Scholes-Gleichung in die Wirmeleitungsgleichung

2.2.2 Nutzen abfallender Eigenwerte

Sind abfallende Eigenwerte gegeben, so kann diese Eigenschaft ausgenutzt werden, um Fehler
bei der Kiirzung der AnkerANOVA- Zerlegung zu minimieren. Dafiir definieren wir

R 1
£ = —x.
VA
Hieraus ergibt sich fiir (2.17) mit (%, 1) = u(x, 1) wegen g%‘ = %%

x>

o 1Ko

- _ - =0

ot 2 1:21 0Xx;
und im 3-dimensionalen Fall

i(x,y,z) = u( \//l—lx, \//l_zy, \//1_3z) Vx,y,z € R. (2.19)

Zur Vereinfachung wihlen wir folgende Testfanfangsbedingung

d d

g(S) = [3 - Z S,-] & g(Vax) = (3 - Z ve) Vx € RY (2.20)

i=1 + i=1

Die Transformationsmatrix Q entspricht dabei der Einheitsmatrix, sodass £ schon Diagonal-
gestalt mit Eigenwerteintrigen hat.
Das spitere Losen der Differentialgleichung ist nur auf einem abgeschnittenen Gebiet moglich,
deswegen betrachten wir die Auszahlungsfunktion mithilfe einer linearen Transformation

T [ A, VA % x =g, ] = [0, 117

definiert als

X1 —a Xqd — aq

T, : ) mit a;=-+4 b=+ Vxel0,1]%

by—a;’ " bg—ay

Die Anfangsbedingung (2.20) wird mit

g:=g(T™'(0)

also zu

d d
3(x) = [3 - Z e~ Vit Wﬁ) & 3(Vax) = [3 - Z e W”m) Vx € [0, 174 (2.21)
i=1 i=1

Die Bilder 2.1 und 2.2 zeigen die Anfangsbedingung (2.21) mitd = 2, A = [1,1] und
A =[1,0.125] auf dem Gebiet [0, 1]¢.
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2.2 Der mehrdimensionale Fall

Abbildung 2.1: Auszahlungsfunktion Abbildung 2.2: Auszahlungsfunktion
mit 4 = [1,1] mit A = [1,0.125]
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3 ANOVA-Zerlegung (Analysis of
Variance)

In diesem Kapitel wird die ANOVA-Zerlegung eingefiihrt und untersucht. Als Grundlage dient
[Hol10] . Hierbei wollen wir kldren inwieweit sich eine d-dimensionale Funktion als Summe
niederdimensionaler Funktionen

d
O =fo+ Y+ D )+ + fia a0 fRISR O (B)
i=1

1<i<j<d

Ju(xu) (3.2)

uc{l,...,d}

zerlegen ldsst und welcher Fehler durch das Abschneiden einer solchen Reihe entsteht.
AuBlerdem miissen einige Notationen eingefiihrt werden. Sei Q C R und ; seien Borelunter-
mengen von Q¢ fiiralle j = 1,...,d und Q" = Q) Q; C R, dann definieren die Warscheinlich-

JEU

keitsmaBe y; auf Q; ein ProduktmaR auf Q!

d
du(x) = | | i), (3.3)
i=1
Die Menge aller £2-Funktionen f : Q¢ — R und das Skalarprodukt

(f.8) = f JF(x)g(x)dp(x) (3.4)
Qd

bilden zusammen den Hilbertraum V@ := £2(Q9, u). Die MaBe u induzieren Orthogonalpro-
jektionen P : V@ —

P.f(x,) = f F(X)dpgpu(x) firucD
Qi
P.f(x,) = f(x) firu=9

mit u € D und V" c V@ Dabei bezeichnet x, den |u|-dimensionalen Vektor, der alle Kompo-
nenten von x enthélt, deren Indizes in u sind und

dppn () = | | duyx))

Jjéu

13



3 ANOVA-Zerlegung (Analysis of Variance)

das Integrationsmaf3. Man kann zeigen, dass f beziiglich der £2-Norm durch die Projektionen
P, minimiert wird. Siehe [ottershagen]. Das heiBt diese projizieren f auf optimale f, € £>(Q").
Mittels des Teleskopsummenprinzips kann f nun also in eine Summe zerlegt werden, deren
niederdimensionale Terme f, die Funktion jeweils bestmdglch approximieren. Die 2¢ Terme f,
sind rekursiv definiert durch

fulr) = Puf(e) = ) fulx)

vCu

und koénnen explizit bestimmt werden mit

Fulr) = D (=DM f(x),

vQu

3.1 Anker-ANOVA-Zerlegung

Die ANOVA-Zerlegung eignet sich schlecht fiir numerische Berechnungen, da zur Bestimmung
jedes ANOVA-Summanden f, mit u € D eine Integration durchgefiihrt werden muss. Wihlt
man nun aber das Dirac-mal} als Integrationsmal}, so miissen stattdessen lediglich Punktaus-
wertungen an den sogenannten Ankerpunkten a bestimmt werden.

Sei a der Ankerpunkt in Q = [0, 1], dann definiert du(x) = 6(x — a)dx das Integrationsmal} und
die Orthogonalen Projektoren

Puf(xu) = f(x)x:a\xua (35)

wobel f(xX)|y=a\x, = f(ai,...,ai-1, X, Qjs1, - . ., ag) mMit der dazugehorigen Verallgemeinerung
x = a \ u. Die Standard-ANOVA-Zerlegung ist eine Mittelung der Anker-ANOVA iiber al-
len moglichen Ankerpunkten auf dem Gebiet Q = [0, 1]%. Deswegen ist die Anker-ANOVA-
Zerlegung so implementiert, dass dem Programm eine variable Anzahl p an Ankerpunkten pro
Dimensionsrichtung als Input iibergeben werden kann. Diese werden dann dquidistant verteilt
und entsprechend ihrer Anzahl gemittelt. Bildet f von R nach R ab, so gibt es d” Ankerpunkte
auf dem gesamten Gebiet. Das Integrationsmal} ist dementsprechend

1
=3 > ds, (3.6)

und die Projektoren 3.5 werden zu
1
Puf(-xu) = W Z f(x)x:a\xu-

Sei p < n, dann folgt, dass die Berechnung eines der 2¢ Terme den Aufwand O(p"\“n) hat

und wir insgesamt eine Laufzeit von
024" (3.7)

14



3.1 Anker-ANOVA-Zerlegung

benotigen. Die nachfolgenden Bilder zeigen die einzelnen Terme der AnkerANOVA-Zerlegung
von (2.20) mit einem Ankerpunkt AP=[0.5,0.5],d =2 und 4 = [1,0.125].

08 T T T T

0 B

04t B

02f B
ok i

021 B

04

06 B

08

(a) ANOVA term fi(x;) (b) ANOVA term f>(x)

566 _ooooo
Pvattatem~

(c) ANOVA term fj2(x1, x2) (d) Funktion f(x;, x;)

Abbildung 3.1: Beispielfunktion und ihre ANOVAterme mit einem Ankerpunkt

Um einen Eindruck des Einflusses der Ankerpunkte zu gewinnen sieht man zum Vergleich,
dass bei hoherer Anzahl an Ankerpunkten p = 10 die niederdimensionalen Terme stetiger wer-
den. Genauere Analysen der Eigenschaften dieses Glittungseffekts sind in [GKS10] zu finden.

08 T T T T
05 B
04t B
02 f B
oF i
02 B
04 B
06

(a) ANOVA term fi(x;) (b) ANOVA term f>(x,)

(c) ANOVA term fl’z(xl ,X2) (d) Funktion f(xy, x3)

Abbildung 3.2: Beispielfunktion und ihre ANOVAterme mit 10 Ankerpunkten
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3 ANOVA-Zerlegung (Analysis of Variance)

3.2 Effektive Dimensionen

Die Idee der Effektiven Dimension ist eine GroBle zu bestimmen, die einen Anhaltspunkt gibt,
inwieweit sich die AnkerANOVA-Zerlegung kiirzen ldsst. Dies ist von Interesse, wenn man
hoch-dimensionale Anfangsbedingungen hat und diese dann auf 3- oder sogar 2-dimensionale
Probleme kiirzen mochte. Dafiir definieren wir den Operator |/(-)| mit | f[o,l]d Sodx| < fllL, -
Somit werden wir hier eine Fehlerabschitzung fiir die Integration einfiihren. Dies ist aber auch
von Inteteresse, wenn man anschlieBend den relativen £2-Fehler der gekiirzten Zerlegung mit-
hilfe der Quasi-Monte Carlo Methode bestimmen moéchte. Sei

&= Y A< ) e, (3.8)

ucD, ucD,
u#Q u#Q

so kann mit dem Anteil @ = 0.99 die Trunkationsdimension (truncation dimension) definiert
werden als der kleinste Integer d;, sodass

IIfl > ad(f) (3.9)

uc{l,....ds},
u#0

gilt. AuBerdem definieren wir die Superpositionsdimension (superposition dimension), einen
weiteren Integerwert d

D 1l = a6 (h). (3.10)

lul<ds,
u#0

Sind die Variablen ihrem Einfluss entsprechend geordnet, so beschreibt die Trunkationsdi-
mension die Anzahl der relevanten Variablen fiir die Funktion f. Die Superpositionsdimen-
sion hingegen gibt einen Anhaltspunkt fiir die hochste Anzahl der einander beeinflussenden
Variablen. Beide Grofen sind nur ungefihre Anhaltspunkte und konnen unter Umstéinden bei
der AnkerANOVA-Zerlegung falsche Ergebnisse liefern. AuBerdem sind beide Gré8en von der
Wahl des Anteils « abhéngig (vgl. [Hol10]).

3.2.1 Fehlerabschatzungen

Wir wollen hier zwei Fehlerabschitzungen zeigen, die vor allem auch den Integrationsfehler bei
der relativen Fehlerberechnung betreffen.

Lemma 3.1. Sei d, die Trunkationsdimension von f, a der Anteil und fu,(x) ‘= X ,cq1....ay Ju(Xu)-
Dann gilt

\Lf = 1fal < (1 = )G (f).

Beweis.

If=1fal=1 Y Ifl< > UAL=DUUAI= > ULl < (- a)F(f)

ug{l,....d;} ug{l,....d;} uch uC{l,....d;}

16



3.3 Fehleranalyse der AnkerANOVA-Zerlegung

O

Lemma 3.2. Sei d, die Superpositionsdimension von f, a der Anteil und f; (x) ‘= X <a, fu(Xu)-
Dann gilt

\f =1fs] < (1 =a)5(f).
Beweis. Mit Abschitzung 3.8 und 3.10 folgt

I =1f) =1 Y 1fl < UL < (1= a)5(f).

|ul>ds lu>ds

3.3 Fehleranalyse der AnkerANOVA-Zerlegung

Da wir uns in dieser Arbeit auf den 3-dimensionalen Fall der Black-Scholes Gleichung be-
schrinken, ist der Fehler von Interesse, der entsteht, wenn man die Zerlegung einer 3-dimensionalen
Funktion auf ihre 2-dimensionalen Terme kiirzt. Dafiir sind zwei Faktoren ausschlaggebend.
Zunichst folgt aus der Mittelungseigenschaft der AnkerANOVA , dass eine hohere Anzahl an
Ankerpunkten eine genauere Approximation zur Folge hat. Desweiteren konnen abfallende Ei-
genwerte aus der Hauptachsentransformation wie in (2.19) ausgenutzt werden, um den Fehle-
reinfluss der jeweiligen Variable zu minimieren. Tabelle 3.1 zeigt den relativen £>-Fehler

Fu(fi(x) = f(x))2dx
fa f2(x)dx

relFehler = M = J

1£1l2

der gekiirzten Funktion f; = 3, fu zur korrekten Losung im Gebiet [0, 1]°. Dabei steht Para-
meter p fiir die Anzahl an Ankerpunkten pro Dimension und Parameter k zeigt bis auf welche
Dimension die Treme gekiirzt wurden. Die Integration wird dabei mit Hilfe der Quasi-Monte
Carlo Methode durchgefiihrt. Das heif3t f fu=1f, = q, und

relFehler ~ w — J Z?Zl(f(xi) - Zlulsk fu(xi))z,

ligll2 T ()

wobei n die Ortsdiskretisierung ist.

Die Ergebnisse in Tabelle 3.1 und 3.1 legen die Vermutung nahe, dass ab einer bestimm-
ten Anzahl an Ankerpunkten die Approximationseigenschaft nur noch geringfiigig besser wird.
Es ldsst sich jedoch festhalten, dass die Wahl von nur einem Ankerpunkt nicht sinnvoll ist. In
Kapitel 4 werden wir den Wiermeleitungsloser auch auf das vergroBerte Gebiet [—1,2]° an-
wenden, um anschlieBend das Teilgebiet [0, 1]° zu betrachten. Deshalb ist es von Interesse die
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3 ANOVA-Zerlegung (Analysis of Variance)

p=1 p=1 p=2 p=2
[A1, A2, A3] relFehler k = 1 | relFehler k = 2 | relFehler k = 1 | relFehler k = 2
[1,1,1] 0.91 0.43 0.64 0.31
[1,1,1/2] 0.88 0.42 0.59 0.31
[1,1,1/4] 0.81 0.38 0.52 0.24
[1,1,1/8] 0.76 0.31 0.50 0.18
[1,1,1/16] 0.71 0.23 0.49 0.13
[1,1/2,1/2] 0.86 0.42 0.59 0.32
[1,1/2,1/4] 0.80 0.39 0.53 0.27
[1,1/2,1/8] 0.75 0.32 0.49 0.21
[1,1/2,1/16] 0.70 0.25 0.48 0.15
[1,1/4,1/4] 0.76 0.37 0.47 0.27
[1,1/4,1/8] 0.70 0.32 0.44 0.22
[1,1/4,1/16] 0.65 0.26 0.42 0.16
[1,1/8,1/8] 0.64 0.29 0.39 0.19
[1,1/8,1/16] 0.58 0.25 0.37 0.14
[1,1/16,1/16] 0.50 0.22 0.32 0.11

Tabelle 3.1: Relative Fehler der gekiirzten ANOVA-Zerlegung mit einem und zwei Ankerpunk-

ANOVA-Zerlegung zusitzlich auf dem grolen Gebiet durchzufiihren und anschlieBend den re-
lativen Fehler auf dem Teilgebiet zu untersuchen. Tabellen 3.3, 3.4 und 3.5 veranschaulichen
diese Fehler. Leider ist hier auch deutlich zu sehen, dass der Fehler auf dem vergroferten Gebiet
[—1,2]? sich im Vergleich zum Fehler auf dem Teilgebiet [0, 1]3deutlich erhoht. Um dem relati-
ven Fehlern der Zerlegung auf [0, 1]° zu entsprechen, muss eine signifikant groBere Anzahl an

ten und Diskretisierung n = 100

Punkten gewihlt werden.
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3.3 Fehleranalyse der AnkerANOVA-Zerlegung

p=>5 p=>5 p=10 p=10
[A1, A2, A3] relFehler k = 1 | relFehler k = 2 | relFehler k =1 | relFehler k = 2
[1,1,1] 0.54 0.21 0.54 0.21
[1,1,1/2] 0.52 0.19 0.52 0.19
[1,1,1/4] 0.49 0.16 0.49 0.15
[1,1,1/8] 0.47 0.12 0.46 0.12
[1,1,1/16] 0.45 0.09 0.45 0.09
[1,1/2,1/2] 0.51 0.19 0.50 0.18
[1,1/2,1/4] 0.48 0.16 0.48 0.16
[1,1/2,1/8] 0.45 0.13 0.45 0.12
[1,1/2,1/16] 0.44 0.10 0.44 0.09
[1,1/4,1/4] 0.45 0.15 0.50 0.14
[1,1/4,1/8] 0.42 0.12 0.42 0.12
[1,1/4,1/16] 0.40 0.09 0.40 0.09
[1,1/8,1/8] 0.38 0.10 0.38 0.10
[1,1/8,1/16] 0.35 0.08 0.35 0.08
[1,1/16,1/16] 0.30 0.07 0.30 0.07

Tabelle 3.2: Relative Fehler der gekiirzten ANOVA-Zerlegung mit fiinf und zehn Ankerpunkten
und Diskretisierung n = 100

p=5,001] p=5,[01] =5=[-1,2| p=5[-12)
[A1, Az, A3] relFehler k = 1 | relFehler k = 2 | relFehler k = 1 | relFehler k = 2
[1,1,1] 0.64 0.31 0.62 0.28
[1,1/2,1/4] 0.63 0.32 0.59 0.25
[1,1/2,1/8] 0.60 0.27 0.56 0.21
[1,1/4,1/4] 0.60 0.32 0.58 0.24
[1,1/4,1/8] 0.57 0.28 0.55 0.21
[1,1/4,1/16] 0.51 0.23 0.51 0.17

Tabelle 3.3: Relative Fehler der gekiirzten ANOVA-Zerlegung mit 5 Ankerpunkten auf dem

Gebiet [—

Gebieten.

1, 2]® und Diskretisierung n = 90. Betrachtet wird der Fehler auf beiden
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3 ANOVA-Zerlegung (Analysis of Variance)

p=13,[0,1] p=13,[0,11° | p=13,[-1,2) | p=13,[-1,2]°
[A1, A2, A3] relFehler k = 1 | relFehler k = 2 | relFehler k = 1 | relFehler k = 2
[1,1,1] 0.62 0.30 0.62 0.28
[1,1/2,1/4] 0.59 0.29 0.59 0.24
[1,1/2,1/8] 0.54 0.25 0.56 0.21
[1,1/4,1/4] 0.57 0.29 0.58 0.23
[1,1/4,1/8] 0.53 0.25 0.55 0.21
[1,1/4,1/16] 0.48 0.20 0.51 0.16

Tabelle 3.4: Relative Fehler der gekiirzten ANOVA-Zerlegung mit 13 Ankerpunkten auf dem
Gebiet [—1,2]? und Diskretisierung n = 90. Betrachtet wird der Fehler auf beiden

Gebieten.

p =20, [0,1]° p=20,[0,11°| p=20,[-1,2)° | p=20,[-1,2]°
[A1, A2, A3] relFehler k = 1 | relFehler k = 2 | relFehler k = 1 | relFehler k = 2
[1,1,1] 0.61 0.30 0.62 0.28
[1,1/2,1/4] 0.58 0.29 0.59 0.24
[1,1/2,1/8] 0.54 0.24 0.56 0.21
[1,1/4,1/4] 0.56 0.28 0.58 0.23
[1,1/4,1/8] 0.52 0.24 0.55 0.21
[1,1/2,1/16] 0.48 0.20 0.51 0.16

Tabelle 3.5: Relative Fehler der gekiirzten ANOVA-Zerlegung mit 20 Ankerpunkten auf dem
Gebiet [—1,2]* und Diskretisierung n = 90. Betrachtet wird der Fehler auf beiden
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4 Die Warmeleitungsgleichung

Um die Wirmeleitungsgleichung numerisch behandeln zu kdnnen, betrachten wir das Anfangs-
randwertproblem

Oou Ou d
E(x, - 0'@()6, H=0 Y(x,1) €[0,1]° x (0, 1]

u(x,0)=g(x)  Vxel0,1]%

Die sonst iibliche Nullrandbedingung wird nicht vorausgesetzt, da die Terme der ANOVA-
Zerlegung diese nicht beibehalten . Wir halten aber fiir jeden Zeitschritt den Rand fest, der durch
die Anfangsbedingung gegeben ist. Ein recht groes Problem ist die Kiirzung des Gebiets. Sie
verursacht einen Fehler, der sich in jedem Zeitschritt in das Innere des Gebiets fortpflanzt.
Dies ist vor Allem von Interesse, wenn durch Linearkombinationen aus niederdimensonalen
Teillosungen die Losung bestimmt wird (siehe 4.2).

4.1 Der PDE Loser

Als PDE-Loser wird das 6-Schema der Differenzenverfahren verwendet. Es ist die konvexe
Kombination des expliziten und impliziten Euler-Verfahrens mit Parameter 6.

explizites Eulerverfahren

O/ u; — 0o 0, u; =0 j=L....M-1, nx=0
u?zuo(xj) j=0,....M

implizites Eulerverfahren

O utt — a0 =0 j=L....M-1, n>0
u?:uo(xj) j=0,....M
0-Schema
O ut! — o0t 0] + (1 - 0)u] =0 j=1,....M-1, n>0
u?:uo(xj) j=0,....M
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4 Die Wirmeleitungsgleichung

Durch Ausschreiben der Differenzenquotienten erhilt man ein tridiagonales Gleichungssystem

u
0
d d d
Aun+1 — Bun, un = c R(M+l) A,B € R(MH) X(M+1)
n
Uy
mit den Systemmatrizen
1
o6 1 4 200 _ o
Ax? At Ax? Ax2
A= o
—9o0 1 4 200 _ gf
Axz At Ax? Ax?
1]
1
c1-0) 1 _ 20(1=0) o(1=0)
Ax? At Ax? Ax2
B= - - .
agld-6) 1 _ 20(-6) o(-6)
Ax? At Ax? Ax?
1

Analog zum 1-dimensionalen Fall, lassen sich auch Systemmatrizen fiir 2- und 3-dimensionale
Wirmeleitungsgleichungen erstellen. Da diese eine feste Struktur besitzen und schwach besetzt
sind, kann der Loser implementiert werden ohne die Matrix explizit speichern zu miissen. Das
Verfahren ist stabil fiir 6 € [%, 1]. Falls 6 < 1/2, so muss zusitzlich die CFL-Bedingung

At < 1
(Ax)? ~ 2(1 -26)

erfiillt sein . Das Lineare Gleichungssystem, das in jedem Zeitschritt entsteht, wird mit dem
vorkonditionierten BICGStab-Verfahren gelost vgl[BICGStab suchen].

4.2 lineare Kombination niederdimensionaler
Teillosungen

Betrachten wir nocheinmal die Fundamentallosung (1.3) mit den ANOVAtermen der 3-dimensionalen
Zerlegung mit D = {1, 2, 3}
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4.2 lineare Kombination niederdimensionaler Teillosungen

u(x, t) = Z f F(-xu = Yus t)gu(yu)dyu

uc?hD R
=go + Z fF(Xi - yi, gi(x)dy; + Z f F(xi; —yij, )8 (xi)dyi
i<z VR 1<i=j<3 VR
+ fg F(x123 = y123)8123(x123)d(y1, 2, 3)
R.
=uy + Z u;, (x;) + Z u; j,(xi, x;j) + uy03,(x1, X2, X3). 4.1)
i<3 1<i<j<3

Aus den 1- und 2-dimensionalen Teillosungen u; und u; ; lassen sich die 3-dimensionalen
Terme durch Linearkombinationen generieren.

4.2.1 Randproblem

Das Problem bei dieser Zerlegung ist die inkonsequente Randwertbehandlung. Die Stamman-
fangsbedingung g gibt eigentlich konstante Randwerte vor, die in jedem Zeitschritt festgehalten
werden. Wird nun aber z.B. g; als Anfangsbedingung eingesetzt, das heifit wir 16sen die 1-
dimensionale Warmeleitungsgleichung, erhalten wir in jedem Zeitschritt eine Losung

ult(x) = ul(xa t)’ (42)
die wir zur 3-dimensionalen Teillosung

i1, (X, y,2) = uy,(x) (4.3)

iw(x,y,2,t) = up + uy,(x) + us,(y) + u3,(2) + u12,(x,y) + u13,(x,2) + u23,(y, 2) + u123,(x,,2)

erweitern. Losung (4.3) entspricht jedoch nicht mehr dem Term u;,(x, y, z) aus (4.1). Der Grund
ist, dass (4.2) in jedem Zeitschritt mehr abflacht. Erweitern wir nun auf die hoherdimensionale
Losung, so flieBt dieser Effekt auch in #%;, und dessen Rand ein. Der Diffusionseffekt wird also
durch die sechs Terme gy, g2, 83, 1.2, 813, 82,3 verstirkt und fiihrt deswegen zu einer weiteren
Fehlerquelle.

Zur Verdeutlichung schauen wir uns eine vereinfachte Funktion

2
g(x) = Z(l —2x;—0.5])  VYxel0,1] (4.4)
i=1

als Anfangsbedingung an.
Eine Moglichkeit der Dimensionsreduktion ist analog zu (4.2) und (4.3) das separate Losen
der 1-dimensionalen Wirmeleitungsgleichung mit Anfangsbedingung

Jfx) =1 =2]x = 0.5]) (4.5)

und anschlieBender Erweiterung zur hoherdimensionalen Losung. Wir behandeln das Problem
mit folgenden Werten:
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4 Die Wirmeleitungsgleichung

e die Ortsdiskretisierung sei n = 30
e die Zeitschritte seien ¢ = 50
e 0 = 0.5 (entspricht Crank-Nicolson-Schema)

e der Diffusionsparameter sei o = 0.1

Die Abbildungen in 4.1 zeigen die Testfunktion (4.4) und ihre Warmeleitungslosung zum
Zeitpunkt ¢ = 50. Analog zu (4.3) entsprechen die weiteren beiden Abbildungen der dimensi-
onsreduzierten Losung #;,,(x;, x»). Die Inkonsistenz der Randwerte ist hier besonders deutlich
zu erkennen. Zum einen ist der Rand im reduzierten Problem stark abgeflacht, zum anderen
wirkt sich das auf das Innere des Gebiets aus, da dieses offenbar stirker gesunken ist als die
Losung der Testfunktion ohne Dimensionsreduktion.

(a) Testfunktion (b) Losung zum Zeitpunkt 50

Abbildung 4.1: Testfunktion (4.4) und ihre Wirmeleitungslosung zum Zeitpunkt ¢ = 50

(a) 1-dimensionale Teillosung (b) reduzierte Losung zum Zeitpunkt
t=50

Abbildung 4.2: Losung der 1-dimensionalen Testfunktion (4.5) und die aus dem Zeitschritt ¢ =
50 generierte reduzierte Losung

Uns interessiert nun der relative £2-Fehler

»EO,I]Z (M(X1, X2, t) - ﬁlt(xl, x2))2d_x

j£0,1]2 u(XI, X2, t)zd-x

relFehler, =
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4.2 lineare Kombination niederdimensionaler Teillosungen

0.45 T T T T
04 ]
035 |- ]
03 - ]
025 - e .
02 / .
0.15 [ l -
0.1} L ]

0.05 B

0 == - I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 4.3: relativer £?—Fehler zur urspriinglichen numerischen Losung fiir das 2-
dimensionale Testroblem

der dimensionsreduzierten Losungen beziiglich der numerischen Losung des eigentlichen Test-
problems. Abbildung 4.3 veranschaulicht diesen Fehler fiir jeden Zeitschritt.

Offenbar ist die Auswirkung des Randfehlers ein nicht zu vernachldssigendes Problem und
wird im Folgenden fiir Gleichung (2.21) als Anfangsbedingung untersucht.

2-dimensionaler Fall
Als Parameter werden hier folgende Werte benutzt:
e die Ortsdiskretisierung sei n = 30
o die Zeitschritte seien t = 50
e 0 = 0.5 (entspricht Crank-Nicolson-Schema)
e der Diffusionsparameter sei oo = 0.01 und o = 0.1
e Die Anzahl an Ankerpunkten pro Achse sei p =5

Der Einfluss des Diffusionsparameter o hat dhnlichen Einfluss auf die Gleichung wie die Zeit-
schritte. Eine Vergroflerung von o entspricht einer Minderung der Zeitschritte. Betrachten wir
nun die 2-dimensionale Anfangsbedingung (2.21) mit ihren ANOVAtermen. Die Abbildungen
in 4.4 zeigen die ANOVAterm f(x;) und f>(x,) und ihre Wirmeleitungslosung. Abbildung
4.5 illustriert den 2-dimensionalen Term f;, und seine Losung zum Zeitschritt ¢ = 50.

Wir addieren diese Teillosungen in jedem Zeitschritt nun aufeinander und vergleichen diese
mit der urspriinglichen numerischen Losung, um den relativen £>—Fehler zu analysieren.

Interessanterweise fiihren abfallende Eigenwerte hier zu einem groferen Fehler im Gegen-
satz zu den Ergebnissen aus Tabelle 3.1 und Tabelle 3.2 . AuBerdem hat die Erhthung des
Diffusionsparameters ebenfalls einen negativen Effekt auf den Fehler, da die Zeitkomponente
diesen schneller in das Innere des Gebiets trigt. Um diesen Effekt zu verringern, ist es sinnvoll
das Problem auf einem groeren Gebiet zu 16sen. Dies zieht leider aber auch den "Fluch der
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4 Die Wirmeleitungsgleichung

0.8
056
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0
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(a) ANOVA term f;(x;)
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(c) ANOVA term f>(x2) (d) Losung

Abbildung 4.4: 1-dimensionale ANOVAterme mit A = [1, 1/8] und ihre Wirmeleitungslosung

005 oooo
dbboooo0
SRETERCR

SREo2RER
S90S oooo
SRZo2RER

(a) ANOVA term f2(x1, x2) (b) Losung zum Zeitschritt r = 50

Abbildung 4.5: 2-dimensionaler ANOVAterm mit A = [1, 1/8] und seine Warmeleitungslosung
im Zeitschritt = 50
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4.2 lineare Kombination niederdimensionaler Teillosungen

0.014 T T T T

lambda = [1, 1] ——

lambda = [1,1/2] -
0012 F  jambda = [1, 1/4] —— ~
lambda = [1, 1/8] —=

0.01 | lambda = [1, 1/16] e .

0.008
0.006
0.004

0.002

Zeit

Abbildung 4.6: relativer £>—Fehler zur urspriinglichen numerischen Losung fiir unterschiedli-
che Eigenwerte mit Diffusionsparameter 0.01 fiir das 2-dimensionale Problem

Dimensionen"nach sich, denn die Anzahl an Punkten pro Achse wichst proportional zur Gro3e
des Gebiets.

0.07

0.06

T
lambda=[1,1] ——
lambda=[1,1/2]
lambda=[1,1/4] ——

lambda=[1,1/8] —=

0.05 | lambda=[1,1/16] ) ,/

Abbildung 4.7: relativer £>—Fehler zur urspriinglichen numerischen Losung fiir unterschiedli-
che Eigenwerte mit Diffusionsparameter 0.1 fiir das 2-dimensionale Problem

3-dimensionaler Fall

Fairerweise sollte nocheinmal erwédhnt werden, dass wir hier eine nicht fehlerbelastete Anfangs-
bedingung haben, da nicht gekiirzt wurde. Vergleichen wir nun die auf die 2-dimensionalen Ter-
me gekiirzte ANOVA-Zerlegung des 3-dimensionalen Problems als Anfangsbedingung, sowie
die nicht gekiirzte Anfangsbedingung. Abbildung 4.8 zeigt fiir unterschiedliche Eigenwerte
den relativen Fehler in Abhiingigkeit der Zeit auf dem Gebiet [0, 1]* mit der Ortsdiskretisierung
n = 30.

Bei wachsendem Diffusionsparameter steigt jedoch der relative Fehler bis um das Sechsfache.
Abbildung 4.8 und 4.9 verdeutlichen dies fiir die Diffusionsparameter 0.01 und 0.1.
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4 Die Wirmeleitungsgleichung

0.03

 lambda=[1,1,1] —— lambda={1,1,1] —— | =
“fombga=(1,1/2,1/4] lambda=[1,1/2,1/4]
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(a) relativer £2-Fehler fiir gekiirzte Terme (b) relativer £2-Fehler

Abbildung 4.8: Die Losung des 3-dimensionalen Problems mit gekiirzter und korrekter An-
fangsbedingung mit Diffusionsparameter 0.01

0.22 T 0.18 T
lambda=(1,1,1) — lambda=[1,1,1] ——
lambda=(1,4/2,1/4] —— e 0.16 - lambda=[1,1/2,1/4]
02 1\ lambda=[1,1/2,1/8] —— 7 lambda=[1,1/2,1/8] ——
ambda=[1,1/4,1/4] —— . 0.14 |- lambda=[1,1/4,1/4] ——
o.1g | lambda=[L,1/4,1/8] = | lambda=[1,1/4,1/8]
0.12 |

0.6 0.8 1

(a) relativer £2-Fehler fiir gekiirzte Terme (b) relativer £2-Fehler

Abbildung 4.9: Die Losung des 3-dimensionalen Problems mit gekiirzter und korrekter An-
fangsbedingung mit Diffusionsparameter 0.1
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4.2 lineare Kombination niederdimensionaler Teillosungen

Betrachten wir das Problem nun auf dem Gebiet [—1,2]. Um einen sinnvollen Vergleich zu
gewiihrleisten, wihlen wir als Ortsdiskretisierung n = 90, sodass auf dem Teilgebiet [0, 1]°
die gleiche Diskretisierung wie zuvor stattfindet. Die GebietsvergroBerung zieht aulerdem die
Erhohung der Ankerpunkte p nach sich. War p zuvor noch gleich 5, so miisste p nun intuitiv
gleich 13 entsprechen. Die Ergebnisse aus den Tabellen 3.3, 3.4 und 3.5 zeigen jedoch, dass
bei vergroBerten Gebieten eine erheblich hohere Anzahl an Ankepunkten bendtigt wird, um
vergleichbare Fehler wie auf dem Gebiet [0, 1]° zu erhalten. Der Unterschied zwischen 5,13
und 20 Punkten ist vernachlédssigbar. Wir beschrinken uns daher wieder auf 5 Ankerpunkte pro

Dimension.

0.000001

0.12 L L L L 0.000000
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) relativer £2-Fehler fiir gekiirzte Terme

lambda=[1,1,1] —— ‘ ‘
0.3 -\Jambda=[1,1/2,1/4] g 0.000001 -
lamibda=(1,1/2,1/8] ——
0.28—\ lambda=[1,1/4,1/8] — - 0.000001 -
S N 0.000001
y o 0.000001 |-
0.000000 -
0.000000 -

0.000000 -

0.000000 |/

T
lambda=[1,1,1]
lambda=[1,1/2,1/4]
lambda=[1,1/2,1/8] ——
lambda=[1,1/4,1/8] —

0.000000 f7ues "~

0.2 0.4 0.6

(b) relativer L2-Fehler

0.8

Abbildung 4.10: Die Losung des 3-dimensionalen Problems auf [—1, 2]* mit gekiirzter und kor-
rekter Anfangsbedingung mit Diffusionsparameter 0.01. Betrachtet wird der

Fehler auf dem Teilgebiet [0, 1]°.
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5 Fazit

Die Methode der Dimensionsreduktion mithilfe der ANOVA-, oder in unserem Fall, der Anker-
ANOVA-Zerlegung ist im 3-dimensionalen Fall leider zu fehleranfillig. Unter anderem werden
zu starke Anforderungen an die Kovarianz der jeweiligen Aktien bzw. Unternehmen gestellt.
Ich mochte hier einige Fehlerquellen auffiihren.

Zunichst miissen die Eigenwerte in der Kovarianzmatrix X recht stark abfallend sein, was die
Tabellen 3.1 und 3.2 in Abschnitt 3.2 verdeutlichen.

An ihnen sieht man auch, dass die Wahl der Ankerpunkte, insbesondere ihrer Anzahl, den
relativen Fehler gravierend beeinflussen. In der Praxis fiihrt die Erhohung der Punkte leider
aber auch zu einer hoheren Laufzeit (vgl. 3.7) . Hierbei sollte noch einmal erwihnt werden,
dass es sich in unserem Fall um dquidistant verteilte Punkte handelt und eine andere Verteilung

moglicherweise schon bei einer geringeren Anzahl zu erheblichen Verbesserungen des relativen
L?-Fehlers fiihrt.

Es entsteht auerdem ein Fehler durch das Abschneiden des Gebiets, der zwar durch das
Losen auf einem vergroBerten Gebiet verringert werden kann, dies jedoch zu einer steigen-
den Ortsdiskretisierung fiihrt, sodass wir wieder mit dem "Fluch der Dimensionen" kdmpfen
miissen. Auch hier spielt die Laufzeit der ANOVA-Zerlegung eine Rolle, da sie von der Diskre-
tisierung n abhéngt.

Noch gravierender ist jedoch das Randproblem, das die einzelnen ANOVAterme verursa-
chen. Jeder einzelne Term der ANOVA-Zerlegung fiihrt zu neuen Randbedingungen, die mit
der Zeitkomponente auch ihren Einfluss in der jeweiligen Losung haben. Durch die anschlie-
Bende Linearkombination werden diese Fehler dann aufeinanderaddiert.

Eine weitere Fehlerquelle ist die Integration mithilfe der Quasi-Monte Carlo Methode. Es
gibt eine obere Schranke

1 &
| 0,137 f(x)dx = ] ; Fx)l < V(f)Dya,

wobei der Fehler von der Ordnung O((k’i#) ist (vgl. [MC95]).
Die Ausfiihrung der Dimensionsreduktion mithilfe der ANOVA-Zerlegung ist also nur unter ge-
wissen Umstéinden niitzlich. Insbesondere der Fehler, der durch das Abschneiden der Zerlegung
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5 Fazit

entsteht, ist von Relevanz, da er schon in der Anfangsbedingung Einfluss findet. Grundsétzlich
ist also eher das Betrachten eines Baskets mit signifikant hoherer Anzahl an Unternehmen von
Interesse, da hier das Abschneiden moglicherweise einen geringeren Einfluss hat. Der Einfluss
einzelner ANOVA-terme kann wie in 3.9 und 3.10 mithilfe der Trunkations- bzw. Superposi-
tionsdimension bestimmt werden.

Insgesamt ist das Verfahren eine Frage des geschickten Ausbalancierens der Fehlerquellen. So
wire eine Untersuchung des Einflusses der abfallenden Eigenwerte auf die Trunkations- bzw.
Superpositionsdimension von Interesse, ein moglicherweise effizienteres Verteilen der Anker-
punkte und andere Gitterstrukturen beim Losen der Differentialgleichung.
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