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Kapitel 1

Einleitung

Die numerische Stromungsmechanik ist in der heutigen Zeit von groflem Interesse. Sie ver-
bindet mathematische, physikalische, informatische und ingenieurswissenschaftliche Ele-
mente und gehort zu dem modernen Gebiet des wissenschafltichen Rechnen. Das Ziel
der Stromungsmechanik ist es Vorgidnge aus der Natur mit einem moglichst genauen ma-
thematischen und physikalischen Modell zu beschreiben und dieses dann am Computer
zu simulieren, sodass moglichst realistische Ann&herungen an die Naturvorgénge entste-
hen. Mithilfe von Stréomungssimulationen kénnen Experimente, die in der Realitdt nur
mit grofem Aufwand und mit hohen Kosten durchfithrbar sind, am Computer wesentlich
glinstiger simuliert werden. Jedoch sind Stromungssimulationen, selbst in der heutigen
Zeit von modernen Hochleistungsrechnern, immer noch mit sehr langen Berechnungszei-
ten verbunden. Um komplexe Simulationsszenarien mit hohen Auflésungen nur wenige Se-
kunden zu simulieren, benotigt man mehrere Tage oder Wochen Rechenzeit. Allein durch
die Weiterentwicklung von Hochleistungsrechnern kénnen die Laufzeiten nicht angemes-
sen reduziert werden. Daher miissen zusétzlich intelligente, problemangepasste Verfahren
entwickelt werden. Die Optimierung von Losungsverfahren im Bereich der Stromungsme-
chanik ist also von immenser Bedeutung. An diesem Punkt setzt die vorliegende Arbeit
an.

Motivation

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Simulation von zweiphasigen Fluidstrémungen.
Ein Fluid bezeichnet dabei eine Fliissigkeit oder ein Gas. Zweiphasig bedeutet, dass zwei
solche Fluide gleichzeitig simuliert werden kénnen, wie zum Beispiel Wasser und Luft.
Diese beiden Fluide sollen sich nicht mischen kénnen und so existiert eine Grenzschicht
zwischen ihnen, welche man auch mit freier Oberfiiche oder freiem Rand bezeichnet.
Im Fall von Wasser und Luft kann man sich die freie Oberfliche als Wasseroberfléche
vorstellen.

Uberall, wo die Bewegung und das Verhalten von freien Oberflichen eine wichtige Rolle
spielen, kommen zweiphasige Stromungssimulationen zum Einsatz, wie beispielsweise im
Bereich des Schiffbaus oder der Oberflichendynamik in Beschichtungsprozessen. Auch fin-
den Simulationen von Trépfchendynamik und Gasblasen breite Anwendung, beispielsweise
im Bereich von Verbrennungsmotoren und Transportprozessen von Erdol.



Abbildung 1.1: Wassersédule nach Auf- Abbildung 1.2: Rutschender Tropfen
prall eines Wassertropfen (Qelle [12]) auf einem Blatt (Qelle [13])

Als mathematisches Modell, welches zur Beschreibung dieser natiirlichen Strémungsvor-
gange dient, werden die Navier-Stokes-Gleichungen verwendet, welche ein System von
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung bilden. Diese werden auf einem Ge-
biet Q betrachtet. Durch Setzten von gewissen Anfangs- und Randbedingungen kénnen
verschiedenste Simulationsszenarien entstehen. Da die Navier-Stokes-Gleichungen ein kon-
tinuierliches Modell bilden, miissen diese fiir eine Numerische Simulation zunédchst diskre-
tisiert werden. Dies kann zum Beispiel mit dem Ansatz der finiten Differenzen geschehen.
Dabei werden die kontinuierlichen Differntialoperatoren der Navier-Stokes-Gleichungen
durch Differenzenoperatoren ersetzt und es werden Approximationen in diskreten Punk-
ten, welche auf einem Gitter liegen, berechnet. Eine Verbesserung der Approximation lésst
sich damit durch eine Verfeinerung des entsprechenden Diskretisierungsgitters erreichen.
Von besonderem Interesse sind daher Simulationen mit sehr feinen Diskretisierungsgittern
und demnach hohen Auflésungen. Jedoch erhoht sich mit feinerer Auflosung der Rechen-
aufwand dramatisch. Um dies einzusehen, kann man ein Beispiel einer Wasserstromung
in einem Kanal betrachten. Im Wasser steht ein Briickenpfeiler, um welchen das Wasser
herumfliet (siehe Abbildung 1.31).

Abbildung 1.3: Stréomung um ein Hindernis

'Quelle [16]



In einem quaderférmigen Gebiet berechnet man Approximationen in endlich vielen Punk-
ten, welche auf einem Gitter liegen. Bei 60 Punkten in xz-Richtung, 25 in y-Richtung und
40 in z-Richtung miissen also pro Schritt 60 - 25 - 40 = 60000 Approximationen berechnet
werden. Um eine Sekunde in dieser Auflésung zu simulieren, bendtigt man eine Rechenzeit
von etwa einer Minute. Vervierfacht man die Anzahl der Punkte in jeder Raumrichtung, so
miissen 3840000 Approximationen pro Schritt berechnet werden. Eine Simulation von ei-
ner Sekunde derselben Aufgabe bei einer erhhten Auflésung benétigt in etwa 12 Stunden
Rechenzeit. Rechnet man die Zeiten hoch fiir eine Simulation von einer Minute, so wiirde
man in der niedrigen Aufldsung eine Laufzeit von etwa einer Stunde benétigen, in der
hohen Auflésung eine Laufzeit von ungefdhr einem Monat. Dabei wurden Testrechnungen
parallel auf 32 Prozessoren mit jeweils 3.2 GHz durchgefiihrt. Ingesamt gilt, dass sich die
Anzahl der zu berechnenden Unbekannten kubisch zum Verfeinern der Auflésung verhélt.
Verdoppelt man die Auflésung in jede Raumrichtung, so verachtfacht sich die Anzahl der
Unbekannten. Hieran kann man erkennen, dass man beliebig viel Rechenleistung durch
Verfeinern der Auflésung neutralisieren kann. Daher miissen zusétzlich die Verfahren zur
Stromungssimulation optimiert werden.

In dieser Arbeit wird die Berechnung der Druckwerte optimert. Die Druckwerte gehéren
zu den gesuchten Grofien in den Navier-Stokes-Gleichungen. Man erhélt diese durch das
Losen der Druck-Poissongleichung, welche Im n-ten Zeitschritt von der Form

1
v (p(¢>”+ Y
ist, wobei p der zu bestimmende Druck und rhs eine vorher berechnete rechte Seite ist.
Der Term p(¢) ist die Dichte des entsprechenden Fluids in Abhéngigkeit der Level-Set-
Funktion ¢, welche den Abstand zur freien Oberfliche angibt. Da zweiphasige Strémungen
betrachtet werden, kénnen also auch zwei Fluide mit unterschiedlichen Dichten vorkom-
men. Simuliert man zwei Fluide mit einem groflen Dichteunterschied, wie zum Beispiel
Wasser und Luft (Dichteunterschied in etwa 1 : 1000), so kommt es an der freien Ober-
fliche zu einem grofien Dichtesprung. Wie man an der Form der Druck-Poissongleichung
(1.1) sehr gut erkennen kann, geht dieser Dichtesprung unmittelbar in die Druckberech-
nung mit ein. Nach geeigneter Diskretisierung der Poissongleichung entsteht ein lineares
Gleichungssystem der Form

Vp"“) =rhs (1.1)

Az =0. (1.2)

Jedoch bleibt der Term ﬁ auch in den Eintrdgen der Matrix A erhalten und so ist die
Kondition der Matrix A abhéngig von dem Dichtesprung. Je gréfler der Dichteunterschied
der beiden Fluide ist, desto gréfier und damit schlechter wird die Kondition von A. Proble-
matisch ist, dass die Konvergenzgeschwindigkeit von Krylov- Unterraum- Verfahren, welche
in dieser Arbeit zum Losen des Gleichungssystems (1.2) verwendet werden, entscheidend
von der Kondition der Systemmatrix abhédngen. Man kann also erkennen, dass das Si-
mulieren von Zweiphasenstromungen eine zusétzliche Schwierigkeit mit sich bringt. Der
Dichtesprung an der Phasengrenze wirkt sich direkt auf die Konvergenzgeschwindigkeit des
Losungsverfahren aus. Daher sind Zweiphasensysteme noch zeitaufwéndiger zu berechnen
als Einphasensysteme. Dies verstarkt die Notwendigkeit von optimierten Losungsverfahren
im Bereich von zweiphasigen Stromungssimulationen.

Wie allgemein bekannt, gehéren Mehrgitterverfahren zu den effizientesten Verfahren zum
Losen von grofien linearen Gleichungssystem. Sie sind in der Hinsicht optimal, als dass



die Konvergenzgeschwidigkeit nicht von der Maschenweite des Diskretisierungsgitters ab-
héngt. Damit sind Mehrgitterverfahren auf lange Sicht die schnellsten und effizientesten
bisher bekannten Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme. Jedoch gilt dies nur auf
die lange asymptotische Sicht. Da Mehrgitterverfahren zunéchst aufwéindige Gitterhierar-
chieen erstellen miissen, kdnnen andere Verfahren im praasymptotischen Sinne schneller
und effizienter sein. Die Alternative zu Mehrgitterverfahren sind die vorkonditionierten
Krylov-Unterraum-Verfahren. Diese haben zwar eine Konvergenzgeschwindigkeit, die von
der Maschenweite abhéngt, aber es miissen keine aufwéndigen Gitterhierarchieen erstellt
werden. Die Idee dieser Arbeit ist es, die besten Elemente aus der Klasse der Mehrgit-
terverfahren und der der Krylov-Unterraum-Verfahren zu vereinen. Dazu wird ein proble-
mangepasster Vorkonditionierer entwickelt, welcher fiir Zweiphasensysteme besonders gut
geeignet ist. Ein Vorkonditionierer hat die Aufgabe, die Konvergenzgeschwindigkeit eines
Verfahrens zu erhéhen, indem die Kondition der Systemmatrix verringert wird. Dabei wird
das dquivalente System

P 1Az =P (1.3)

gelost, wobei P der Vorkonditionierer ist. Die Kunst ist es einen Vorkonditionierer zu
finden, welcher zum einen moglichst einfach zu invertieren ist und zum anderen die Kon-
dition von P~'A moglichst klein werden lisst, zumindest aber wesentlich kleiner als die
Kondition von A.

Der in dieser Arbeit speziell entwickelte Vorkonditionierer verwendet die Robustheit und
Effizienz von Mehrgitterverfahren, sowie die schnelle Konvergenz von vorkonditionierten
Krylov-Unterraum-Verfahren im praasymptotischen Sinne. Fiir spezielle zweiphasige Pro-
blemstellungen kann gezeigt werden, dass dieser Vorkonditionierer das Lésungsverfahren
um mehr als eine GroBenordnung beschleunigt und somit deutliche Geschwindigkeitsvor-
teile gegeniiber den bisherigen Verfahren liefert. Damit ist er von erheblichem Vorteil fur
die zweiphasige Stromungsmechanik.

Zu dieser Arbeit

In dieser Arbeit geht es um eine Optimierung der Druckberechnung mit einer gebiets-
abhangigen Vorkonditionierung. Dazu wurde eine Vorkonditionierung mit der additiven
Schwarz Methode verwendet, welche auf H. A. Schwarz [8] zuriickgeht. Die oben beschrie-
bene schlechte Kondition der Matrix A rithrt von einem hohen Dichtesprung an der Pha-
sengrenze her. Daher ist die Idee, das Gebiet €2 in einen schmalen Bereich um die freie
Oberfliche Q2 und in den iibrigen Bereich (}; aufzuteilen, sodass gilt

Q=000 (1.4)

Die Druckberechnung muss dann abwechselnd auf beiden Gebieten durchgefiihrt werden.
Es entstehen also zwei Unterprobleme, welche nach ihren individuellen Eigenschaften ef-
fizient gelost werden sollen. So ist es moglich fiir beide Unterprobleme verschiedene Vor-
konditionierer zu verwenden und so die lokalen Gebietseigenschaften auszunutzen.

Der Bereich €y enthalt die freie Oberfliche und somit ist das Unterproblem auf €2 schlecht
konditioniert. Daher sollte auf diesem Gebiet ein moglichst robuster und starker Vor-
konditionierer verwendet werden, welcher die Kondition der Submatrix Ag ; Wwesentlich



verringert, wie zum Beispiel ein algebraisches Mehrgitterverfahren. Auch wenn der Vor-
konditionierer in der Pridasymptotik aufwéindiger zu berechnen ist, so sollte sich wegen
der Tatsache, dass die freie Oberflache niederdimensional ist und damit €2; klein ist im
Vergleich zu 2 die Gesamtkomplexitdt des Verfahrens nicht wesentlich erhéhen.

Auf dem {ibrigen Gebiet §2; wird hingegen eine relativ glatte Losung erwartet, sodass
hier eine kostengiinstige Vorkonditionierungsmethode eingesetzt werden kann, wie zum
Beispiel ein Jacobi-Verfahren.

Eigener Beitrag

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das oben beschriebene Verfahren in den bestehenenden
zweiphasigen Stromungsloser NaSt3DGPF der Universitdt Bonn implementiert. Im Fol-
genden sind die wesentlichen Beitrdge dieser Arbeit zusammengefasst

e Vollstindige Einarbeitung in den Stromungsléser NaSt3DGPF und in das Portable,
Extensible Toolkit for Scientific Computation (PETSc) [15], welches Werkzeuge zum
Lésen von grofien linearen Gleichungssystemen bereitstellt.

e Implementierung einer Gebietsaufteilung mithilfe der Level-Set Funktion in 2, und
Q1. Diese Aufteilung wird in geeigneten PETSc Indexmengen gespeichert.

e Zuordnung dieser Indexmengen an den PETSc-Vorkonditionierer ASM (Additive
Schwarz Methode), wodurch zwei Unterprobleme entstehen.

e Auf diesen Unterproblemen sind verschiedene Vorkonditionierer einstellbar.

e Implementierung einer Eigenwertberechnung auf den Unterproblemen zur Bestim-
mung der Kondition.

Ubersicht

Im Folgenden wird ein Uberblick iiber die einzelnen Kapitel dieser Arbeit gegeben

Kapitel 2 erlautert den mathematischen Hintergrund von Zweiphasenstréomungen. Nach
einer Beschreibung der mathematischen Modellierung wird kurz auf die Parallelisierung
eingegangen.

Kapitel 3 beschreibt das Prinzip der Vorkonditionierung. Nach einer Vorstellung der
klassischen Verfahren wird die allgemeine alternierende Schwarz Methode beschrieben und
schlieBlich ihre Bedeutung im Spezialfall der additiven Schwarz Methode in dieser Arbeit
erklart.

Kapitel 4 stellt die Implementierung der gebietsabhéngigen Vorkonditionierung in den
NaSt3DGPF dar. Zunéchst wird die Diskretisierung der Druckberechnung durch die Pois-
songleichung und darauthin die Vorkonditionierung mit PETSc beschrieben. Schliefilich
wird erklart wie die Gebietszerlegung mithilfe der Level-Set-Funktion implementiert wur-
de.

Kapitel 5 dient der Prisentation der Ergebnisse von simulierten Stromungsproblemen.
Nach einer Verifikation der Gebietszerlegung, werden die Kondition, die Konvergenz und



die Laufzeit des implementierten Verfahrens analysiert. Dabei konnen fiir einige Test-
rechnungen erhebliche Geschwindigkeitsvorteile gegeniiber den bisherigen Verfahren erzielt
werden.

Kapitel 6 fasst die vorliegende Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick auf mdogliche
Weiterentwicklungen.
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Kapitel 2

Stromungssimulation

In diesem Kapitel geht es um die Berechnung von Zweiphasenstromungen, wie zum Beispiel
Stromungen von Wasser und Luft. Dabei wird zunéchst erklédrt, wie man einphasige Stro-
mungen mit einem geeigneten mathematisches Modell beschreiben kann. Dies geschieht
mithilfe der Navier-Stokes-Gleichungen, welche ein System partieller Differenzialgleichun-
gen bilden. Der Ansatz des einphasigen Modelles wird dann auf ein Zweiphasensystem
erweitert. Hierbei wird fir jede der beiden Phasen ein solches System aufgestellt und mit-
tels der Oberflichenspannkraft wird ein Zusammenhang zwischen den beiden Systemen
hergestellt, wodurch man eine Darstellung von Zweiphasenstromungen erhélt.

Darauthin wird eine Projektionsmethode zur Losung des mathematischen Modellproblems
erlautert. Ein wesentlicher Teilschritt dieser Methode ist die Druckberechnung, welche im
Mittelpunkt dieser Arbeit steht. Dabei muss in jedem Zeitschritt eine Poissongleichung
gelost werden, was nach geeigneter Diskretisierung zu einem linearen Gleichungssystem
fiihrt. Dieses Gleichungssystem wird bei einer feinen Auflésung und damit vielen Unbe-
kannten sehr grof, weshalb man versucht dieses Gleichungssystem auf moglichst effiziente
Art zu Losen.

Ein weiterer zentraler Punkt dieser Arbeit ist das Beschreiben der sogenannten freien
Oberfliche, welche die Trennfliche der beiden Phasen bildet (zum Beispiel die Wassero-
berfliche bei Wasser und Luft), mithilfe der Level-Set-Methode. Dabei ist die Idee eine
moglichst glatte Funktion zu finden, deren Nullniveaumenge gleich dieser freien Oberflé-
che ist. Die Level-Set-Funktion ist also eine Abstandsfunktion, die jedem Punkt im Gebiet
den Abstand zur freien Oberfliche zuordnet. Die zeitliche Anderung dieser und damit
auch der Level-Set-Funktion wird durch die Transportgleichung beschrieben. Mithilfe der
Level-Set-Funktion wird es spéter moglich sein, das gesamte Gebiet aufzuteilen. Einen
Teil bildet ein festgelegter Bereich um die freie Oberflache und die restlichen Gebietszellen
bilden den anderen Teil. Auf beiden Teilen werden dann verschiedene Vorkonditionierer
zur Druckberechung eingesetzt, um die Konvergenz zu beschleunigen.

SchlieBlich wird noch kurz darauf eingegangen, wie man ein Programm zur Strémungs-
simulation parallelisiert, das heif3t auf vielen Prozessoren simultan berechenbar macht.
Dies liefert gegeniiber dem sequenziellen Rechnen einen enormen Geschwindigkeitsvorteil.
Weiterhin ist zusammenfassend ein parallelisierter Algorithmus angegeben, mit dem es
moglich ist Stromungen von zwei Phasen zu simulieren.



2.1 Das mathematische Modell

Bei einer Stréomungssimulation muss man zunéchst die Vorgénge aus der Natur, wie zum
Beispiel eine Wasserstromung, die um einen Briickenpfeiler flieit, in ein geeignetes mathe-
matisches Modell iibersetzen. Mit diesem Modell ist es dann spater moglich, Berechnungen
durchzufiithren, welche die natiirlichen Vorginge moglichst realistisch wiederspiegeln. In
dieser Arbeit werden instationére, also sich zeitlich &ndernde, Stromungen von viskosen
Fluiden behandelt. Ein Fluid bezeichnet eine Fliissigkeit oder ein Gas und die Viskositét
gibt die Zahigkeit eines Fluids an. So hat Luft eine sehr geringe, Wasser eine etwas hohere
und Honig eine sehr hohe Viskositdt. Diese Stromungen lassen sich physikalisch mithilfe
der Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben. Betrachtet man zunédchst ein Einphasensys-
tem von solchen Stromungen, also ein System mit nur einem Fluid, so erhélt man ein
System partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung bestehend aus den Impulsglei-
chungen

bu Aoy _u(Pu P o) 06 dm) o)
ot  pox p\0x2 0Oy? 022 Ox oy 0z Ja>
oo Loy (@0 Py o) o) 06 o) |
ot pdy p\0x2  0Oy? 022 Ox oy 0z Jy>
ow n 1op _p 621;) N 8215 n 821;1 ~ O(uww)  I(vw) d(w?) ‘o
ot pdz p \Ox oy 0z ox oy 0z
und der Kontinuitatsgleichung
ou Ov Ow
o tayt e =0 (2.1)

welches in einem Gebiet 2 = [0,xlength] x [0, ylength] x [0,zlength] C R? und in dem
Zeitintervall [0, tc,q] gelost werden soll. Die gesuchten Grofien hierbei sind die Geschwin-
digkeiten w,v,w : Q x [0,teng] — R, welche man auch zu einem Geschwindigkeitsvektor
il = (u,v,w)T zusammenfassen kann, sowie der Druck p: Q x [0, tenq] — R.

e p bezeichnet dabei die Dichte des Fluids und wird bei Einphasenstromungen als
konstant angenommen,

e 4 ist die Viskositdt des Fluids und wird ebenfalls im einphasigen Fall als konstant
angenommen,

e §=(92,0y,9.)" sind duBere Kriifte, wie zum Beispiel die Erdanziehungskraft.

Bezeichnet man mit @ ® @ die 3 x 3 Matrix @ - @*

modell auch verkiirzt dargestellt werden als

, so kann das obige einphasige Stromungs-

o Vp ., .

LM PAG V. (iod 2.2

8t+ P P -V -(U®d)+ g, (2.2)
V-a4=0. (2.3)

Weiterhin miissen fiir dieses System von partiellen Differenzialgleichungen, damit es aus
mathematischer Sicht ein wohlgestelltes Problem ist, Anfangs- und Randbedingungen vor-
gegeben werden. Diese sind dafiir da die Situation eines speziellen Problems zu Beginn und



an den Gebietsrdndern zu beschreiben. Durch verschiedene Anfangs- und Randbedingun-
gen kann man also verschiedene Stromungen simulieren. Als Anfangsbedingungen gibt
man die Geschwindigkeiten @ und den Druck p zum Zeitpunkt ¢ = 0 an. Die Randbe-
dingungen werden auf dem Gebietsrand I' = 99 fiir alle t € [0, teng] vorgegeben. Im Fall
Q = [0,xlength] x [0, ylength] x [0, zlength] sind die Rénder gerade die Auflenwénde des
Quaders. Es ist natiirlich moglich auf den verschiedenen Auflenwénden verschiedene Rand-
daten vorzugeben, wodurch jedes mal andere Simulationen entstehen. Dabei unterscheidet
man zwischen verschiedenen Typen von Randbedingungen

e Haftbedingungen: Das Fluid haftet auf diesem Rand, also verschwindet dort der
Geschwindigkeitsvektor u|r = 0.

e Fixe Ein- und Ausstrombedingungen: Das Fluid stromt auf diesem Rand mit einer
fest vorgegebenen Geschwindigkeit iy ein beziehungsweise aus u|p = .

e Rutschbedingungen: Das Fluid gleitet ohne Reibungsverluste auf diesem Rand, das
heiBt nur die tangentialen Geschwindigkeiten bleiben erhalten, welche keine Ande-
rung in Richtung des Normalenvektors haben.

e Ausstrombedingungen: Die Fluidgeschwindigkeit auf diesem Rand &ndert sich nicht
in Normalenrichtung.

Weiterhin muss beim Setzen der Randbedingungen darauf geachtet werden, dass das Ran-
dintegral iiber die Geschwindigkeiten senkrecht zum festen Rand Null ist, denn aus (2.3)
und dem Satz von Gauf folgt

Oz/v-ﬁdf:/ i-idF. (2.4)
Q o0

Betrachtet man nun ein Zweiphasensystem, also ein System, in dem zwei Fluide simuliert
werden (oft sind es Wasser und Luft), so existiert ein (unter Umsténden grofler) Unter-
schied in der Dichte und in der Viskositdt der beiden Fluide. Zum Beispiel liegt bei Luft
und Wasser ein Dichtesprung von 1 zu 1000 vor. Die freie Oberfléche bezeichnet die Trenn-
flache zwischen den beiden Phasen (wie zum Beispiel die Wasseroberflache bei Wasser und
Luft). Die Materialeigenschaften innerhalb einer Phase werden als konstant angenommen
und so erhélt man zunéchst zwei getrennte, wie oben beschriebene Einphasensysteme. Der
Zusammenhang zwischen den beiden Einphasensystemen bildet die Oberflachenspannung.
Durch Ausnutzen der Randbedingungen auf dem freien Rand erhilt man die integrale
Darstellung der Impulsgleichung fiir zwei Phasen

9 L VP 4z - ﬁM-V-(*@aHgdf—/ KAL) o (2.5)

Q Ot P Qp r; P

wobei I'y den freien Rand, o den Oberflichenspannungskoeffizienten, £ den Kriimmungs-
parameter und 77 den Einheitsnormalenvektor bezeichnet. Eine genaue Beschreibung zur
Herleitung des Zweiphasensystems ist in [2] gegeben. Mithilfe dieser zweiphasigen Inte-
graldarstellung und der Level-Set-Technik, welche in Abschnitt 2.3 erklart wird, kénnen
Zweiphasenstromungen wie folgt dargestellt werden

9@ Vp  u(9)

gu MO NG v (@i + g TRPNVE
ot T pe)  plg) TV EOE g
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Dabei ist ¢ die sogenannte Level-Set-Funktion, welche die freie Oberfliche beschreibt,
und ¢ ist eine Dirac-Funktion welche auf I'y := {¢ = 0} konzentriert ist. Ein wesentli-
cher Aspekt des Zweiphasenmodells ist, dass die Dichte p und die Viskositéit p sowie der
Kriimmungsparameter x nicht mehr wie im Einphasensystem konstant sind, sondern von
der Level-Set-Funktion ¢ abhéngen. Die genaue Dichte- und Viskositétsverteilung wird
in Abschnitt 2.3 beschrieben. Die Darstellung (2.6) von Zweiphasenstromungen wird in
ahnlicher Form von Croce, Griebel und Schweitzer [4], Sussman, Smereka und Osher [10]
und Unverdi und Tryggvason [11] verwendet. Die Idee, die Oberflaichenspannkrafte auf
dem freien Rand durch die Dirac-Funktion § zu aktivieren, ist von Brackbill, Kothe und
Zemach [1].

Das Ziel ist es nun das Zweiphasensystem zu berechnen.

2.2 Die Projektionsmethode

Um die Geschwindigkeiten und den Druck im oben beschriebenen Zweiphasensystem fiir
den néchsten Zeitschritt zu berechnen, wird eine Projektionsmethode verwendet, bei der
nicht divergenzfreie Schitzgeschwindigkeiten mithilfe des Drucks in den Raum der diver-
genzfreien Geschwindigkeiten projeziert werden. Dabei werden zuerst die Schatzgeschwin-
digkeiten

(")
p(e™)

(2.7)

@ = @+ 6t ( » m<<z>">6<¢">w")

—n —n —n

A" =V - (@"@ud")+g (")
aus den zweiphasigen Impulsgleichungen (2.6) ohne den Druckgradienten V—”) bestimmt.
Hierbei ist die Dichte im Gegensatz zum Einphasensystem nicht mehr konstant, sondern
héngt von der freien Oberfliche ab. Die freie Oberfliche wird durch die Nullniveaumenge
der Level-Set-Funktion ¢ approximiert, welche fiir jeden Punkt & € € den Euklidischen
Abstand zum freien Rand angibt. Um den Druck und die Geschwindigkeiten fiir den neuen
Zeitschritt zu berechnen, benétigt man auch eine neue Aprroximation der freien Oberflache
¢"*t1. Eine genaue Beschreibung fiir die Berechnung der Level-Set-Funktion ist in Kapitel
2.3 gegeben. Nun wird aus

anrtl — g+ vpn-i-l

5t plen)
Vit =0 (2.9)

=0, (2.8)

die Poissongleichung hergeleitet und dann werden die neuen Geschwindigkeiten @"*! be-
stimmt. Durch Anwenden der Divergenz auf Gleichung (2.8) und Ausnutzen von (2.9) folgt
die Poissongleichung

1 u*
V=5V ”+1) =V —. 2.10
<p(¢”+ nYF ot (2.10)
Die Geschwindigkeiten 7! berechnen sich aus der Druckkorrektur von @*
ot
vt =g — vp'tL, 2.11
p(¢m+1) &1)
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Damit die Poissongleichung (2.10) zu keinem unterbestimmten Gleichungssystem fiihrt,
miissen Randbedingungen fiir den Druck vorgegeben werden. Setzt man @*|p = @™ |y
auf dem Rand I' = 012, so ergibt sich die Formel

8pn+1

57| = Vp- it = rlo) (@*|r — @) -7 =0, (2.12)

ot

welche homogene Randbedingungen beschreibt.

Nach einer geeigneten Diskretisierung der Poissongleichung (2.10), welche in Kapitel 4.1
beschrieben wird, ensteht ein zu losendes lineares Gleichungssystem Axz = b. Die Qualitéit
des Iterationsverfahrens zur Losung dieses Gleichungssystems héngt entscheidend von der
Kondition der Systemmatrix A ab und jene verschlechtert sich, je hoher der Dichtesprung
zwischen zwei Phasen ist. Um diesen Effekt der verschlechterten Kondition abzuddmpfen
wird das Gleichungssystem zunéchst vorkonditioniert. Die Methode der Vorkonditionie-
rung ist in Kapitel 3.1 beschrieben. Im Rahmen dieser Arbeit soll ein kleiner Bereich um
die freie Oberflache herausgefiltert werden, welcher den Dichtesprung der Phasen enthalt.
Dieser Bereich wird dann mit einem stidrkeren aber auch aufwandigeren Vorkonditioner
behandelt als der restliche Bereich, welcher keinen Dichtesprung der Phasen enthélt. Um
den Bereich um die freie Oberfliche herauszufiltern, ist die Level-Set-Methode von grofier
Bedeutung. Diese wird im Folgenden beschrieben.

2.3 Die Level-Set-Methode

Die Level-Set-Methode ist ein Verfahren, um geometrische Objekte und deren Bewegung
approximativ zu verfolgen. Im Fall der zweiphasigen Navier-Stokes-Gleichungen wird die-
ses Verfahren verwendet, um die freie Oberflache zwischen zwei Phasen zu beschreiben.
Die Grundidee besteht darin, eine moglichst glatte Funktion zu konstruieren, deren Null-
niveaumenge gleich der freien Oberflache ist. Diese Idee geht auf Sussman, Smereka und
Osher [10] zuriick. Betrachtet man eine geschlossene Fliche I'¢ in drei Dimensionen, die
zwei Gebiete voneinander trennt, so ist das Ziel die zeitliche Verdnderung der Flache unter
einer gegebenen Geschwindigkeitsfunktion F' in Normalenrichtung zu verfolgen. Einfliis-
se in tangentiale Richtung werden hierbei vernachlissigt. Sei 2 C R? ein festes Gebiet
und I'¢(t) C Q fiir alle ¢ € [0,tcpq] eine sich zeitlich &ndernde Fliche. Gesucht wird eine
Funktion ¢(Z,t) auf Q x [0, tenq], deren Nullniveaumenge {¢ = 0} gleich I'f(¢) ist, also

Let) ={2 : ¢(&,t) =0} Vt € [0,tend). (2.13)
Fiir einen Partikel Z(t) € I'(¢) gilt somit
d(Z(t),t) =0 Vt €0, tenal- (2.14)
Differenziert man (2.14) nach ¢, so erhilt man
ot + Vo(E(t),t) - 7' (t) = 0. (2.15)

Hierbei ist V¢ auf I'y orthogonal zur Nullniveaumenge {¢ = 0} und F := &'(t) - 71 ist das
Geschwindigkeitsfeld, das orthogonal zu den Niveaumengen der Funktion ¢ steht, wobei
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= % der Einheitsnormalenvektor beziiglich der Nullniveaumenge {¢ = 0} ist. Es gilt
also

) - n=F
" Vo
S T (t)- W =
& 7(t)- Vo = F|Ve| (2.16)

Durch Einsetzen der Gleichung (2.16) in Gleichung (2.15) erhdlt man die Transportglei-
chung fiir ¢ in Form eines Anfangswertproblems

¢+ F|Vo| =0, (2.17)
¢(Z,0),
welche die zeitliche Entwicklung der Level-Set-Funktion ¢ beschreibt. Im Fall der Navier-

Stokes-Gleichungen ist ein globales Geschwindigkeitsfeld # gegeben. Da nur die Transport-
geschwindigkeit in Normalenrichtung betrachtet wird, gilt

Vo
V|

Durch Einsetzen von (2.18) in (2.17) ergibt sich die zeitliche Entwicklung der Level-Set-
Funktion beziiglich der Stromungsgeschwindigkeit @ zu

F=i-ii=i- (2.18)

¢+ V=0, (2.19)
¢(Z,0).

Weiterhin soll die Level-Set-Funktion den folgenden Bedingungen geniigen

> 0, falls ¥ in Phase 1 ist
o(Z,t)¢ =0, fallszZely
< 0, falls ¥ in Phase 2 ist

V| = 1. (2.20)

Dies kann man fordern, da lediglich die Nullniveaumenge von ¢ die relevante freie Oberfl&-
che darstellt. Im Allgemeinen ist jedoch die sich zeitlich &ndernde Level-Set-Funktion keine
Abstandsfunktion mehr. Dies gilt nur dann, wenn die sogenannte Eikonalgleichung (2.20)
erfiillt ist. Fiir die Berechnung der Oberflachenspannungskréfte ist es aber wichtig, dass die
Level-Set-Funktion wiahrend der gesamten zeitlichen Entwicklung eine vorzeichenbehafte-
te Abstandsfunktion innerhalb einer e-Umgebung des freien Randes I'y bleibt. Falls die
Abstandseigenschaft der Level-Set-Funktion nicht aufrecht erhalten wird, entstehen mit
der Zeit sehr grole oder sehr kleine Geschwindigkeitsgradienten an der freien Oberfléche,
die zu verzerrten Oberflichenspannungskriften oder Oszillationen fithren kénnen. Daher
sollte die Level-Set-Funktion durch eine Reinitialisierung zu einer Abstandsfunktion um-
gewandelt werden ohne dabei die Nullniveaumenge zu verédndern. Eine Moglichkeit dies
umzusetzen, ist ein Verfahren von Sussman, Smereka und Osher [10]. Bei diesem ist die
Idee, iterativ in kiinstlicher Zeit 7 eine stationdre Losung des Anfangswertproblems

d + sign(¢)(|Vd| — 1) =0, (2.21)
d(Z,0) = ¢(7)
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zu berechnen, wobei die signum-Funktion durch

—1, falls¢ <0
sign(¢) = 0, falls¢=0 (2.22)
1, falls¢p >0

definiert ist. Die stationdre Losung von (2.21) ist eine vorzeichenbehaftete Abstandfunk-
tion, deren Nullniveaumenge gleich der der Level-Set-Funktion ¢ ist, da sign(0) = 0 gilt.
Ist die stationére Losung erreicht, so wird die Level-Set-Funktion ¢ durch diese stationére
Losung d ersetzt. Diese Methode der Reinitialisierung hat den Vorteil, dass bei einer kom-
plizierten Anfangsgeometrie die freie Oberfliche sehr einfach beschrieben werden kann,
indem ¢ = —1 in den Gitterzellen der ersten Phase und ¢ = 1 in den Gitterzellen der
zweiten Phase gesetzt wird. Daraufhin wird eine globale Reinitialisierung der Anfangsda-
ten vorgenommen, welche bis zur maximalen Gebietslange 7,4, durchgefithrt wird, und
man erhélt die gewiinschte Abstandsfunktion. Mithilfe der Abstandsfunktion kann man
nun die Dichte- und Viskositatsverteilung definieren, welche fiir die Projektionsmethode
zur Druckberechnung benétigt werden.

pg + (1 — pg)H(9), (2.23)
fg + (= pg) H(9),

wobei pg, pi, ftg, t die Dichte beziehungsweise die Viskositat der entsprechenden Gas- oder
Liquidphase bezeichnet. Die Heavyside’sche Sprungfunktion H(¢) ist wie folgt definiert

0, fallsp <0
H(¢):={ %, falls¢=0 (2.24)
1, falls ¢ >0

Im folgenden Abschnitt ist das gesamte Verfahren zur zweiphasigen Strémungssimulation
algorithmisch zusammengefasst und es wird erklart, wie ein solcher Algorithmus paralle-
lisiert werden kann.

2.4 Parallelisierung

In der heutigen Zeit sind Parallelrechner, welche aus einigen dutzend bis hin zu mehreren
tausend leistungsfiahigen Prozessoren bestehen, weit verbreitet. Mit diesen ist es mog-
lich, auf den verschiedenen Prozessoren gleichzeitig zu rechnen und zu kommunizieren.
Ein parallelisierter Algorithmus geht zunéchst aus einem moglichst effizienten sequenti-
ellen Verfahren hervor, welches dann durch die Parallelisierung weiter beschleunigt wird.
In dem Fall der zweiphasigen Stromungsberechnung geschieht dies sehr intuitiv. Die zur
Stromungsberechnung notwendigen partiellen Differentialgleichungen miissen alle auf dem
gesamten Gebiet ) gelost werden. Das Gebiet wird dann in N Teilgebiete €21, ..., QN zer-
legt und auf jedem Prozessor wird ein Teilgebiet behandelt. Die erste sogenannte Gebiets-
zerlegungsmethode wurde 1870 von H.A. Schwarz [8] entwickelt, weswegen man auch von
Schwarz’schen Gebietszerlegungsmethoden spricht. Die Strategie, wie das Gebiet ) zer-
legt wird, héngt stark von der jeweiligen Problemstellung und dem verwendeten Gitter ab.
Hier soll ein kartesisches Gitter und eine Zerlegung in Blocke verwendet werden. Damit die
Diskretisierungssterne bei der Berechnung nicht auf undefinierte Werte zugreifen, miissen
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fiir jeden Block Uberlappungszellen (Randbordiiren) an den Réndern hinzugefiigt werden.
Die Werte in diesen Randbordiiren sind gleich den Werten der entsprechenden inneren
Gitterzellen des anliegenden Gebietes. Damit in den Randbordiiren immer die aktuellen
Werte zur Verfiigung stehen, miissen diese an geeigneter Stelle zwischen den einzelnen
Prozessoren kommuniziert werden. Abbildung 2.1 veranschaulicht, zur Ubersichtlichkeit
in zwei Dimensionen, die Druckkommunikation zweier benachbarter Teilgebiete.

| O/ O \.
l\ (0] /I:] ([ ]

Abbildung 2.1: Druckkommunikation zweier benachbarter Teilgebiete

Die grauen Zellen sind die kiinstlich hinzugefiigten Randbordiiren, in welche die Werte des
anliegenden Gebietes iibergeben werden miissen. Da der Datenaustausch relativ viel Zeit
im Vergleich zur Ausfiihrung von Rechenoperationen benétigt, muss man darauf achten
den Kommunikationsaufwand zu minimieren. Andernfalls kann ein erhéhter Kommunika-
tionsaufwand den Geschwindigkeitsvorteil durch die Parallelisierung reduzieren oder sogar
ausloschen. Weiterhin muss darauf geachtet werden, dass jeder Prozessor in etwa gleich be-
lastet wird. Dies geschieht hier, indem die Blocke, in die das Gesamtgebiet zerlegt wurde,
in etwa gleich grofl angelegt werden und somit anndhernd gleich viele Unbekannte behan-
delt werden miissen. Auflerdem sollten in etwa gleich viele Prozesse auf jedem Prozessor
laufen.

Jedes Teilgebiet wird dann von einem Prozess behandelt, welcher einem Prozessor zur
Berechnung der Unbekannten zugeordnet werden kann. Somit reduziert sich bei fester
Problemgrofie der Speicher und Rechenaufwand pro Prozess mit wachsender Anzahl an
Teilgebieten. Bei Verwendung von P Prozessoren und P Teilgebieten wére eine P-fache
Verkiirzung der Rechenzeit optimal, was jedoch wegen des Kommunikationsaufwands nicht
zu realisieren ist. Dennoch werden mit einer parallelisierten Stromungssimulation erhebli-
che Geschwindigkeitsvorteile gegeniiber dem sequentiellen Rechnen erzielt. In Algorithmus
1 ist die parallele Berechnung von Zweiphasenstromungen noch einmal zusammengefasst
dargestellt
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Algorithmus 1 Algorithmus zur parallelen Berechnung von Zweiphasenstromungen

Setze t :=0,n:=0

Initialisiere i, p, ¢

if (¢ € {—1,1}) then
Setze Teng :=Grofite Kantenldnge des Gebietes
Setze die Randbedingungen fiir die Level-Set-Funktion
while 7 < 7,4 do

Reinitialisiere nach Abschnitt 2.3 und kommuniziere vor jedem Teilschritt die Level-

Set-Werte der Randbordiiren
end while
end if
Setze die Randbedingungen fiir u™
while ¢t < t.,q do

Bestimme den neuen Zeitschritt 6t in jedem Teilgebiet und bestimme durch eine

Kommunikation das Minimum
Berechne @* aus @" und ¢" nach (2.7)
Setze die Randbedingungen fiir «*

Berechne die rechte Seite der Poissongleichung (2.10) RHS :=V - %

Berechne vorldufige Level-Set-Funktion ¢* durch Losen der Transportgleichung (2.19)

while 7 < 2¢ do

Berechne ¢™*! durch Reinitialisierung von ¢* nach Abschnitt 2.3 und kommuniziere

vor jedem Teilschritt die Level-Set-Werte der Randbordiiren
end while
while it < it;q, or ||r¥]] < € do

Lose iterativ V - (WV}W‘H) = RH S nach geeigneter Diskretisierung und kom-
muniziere vor jedem Iterationsschritt die Druckwerte der Randbordiiren
end while

Bestimme @™ iiber die Druckkorrektur (2.11)
Kommuniziere die Geschwindigkeitswerte der Randbordiiren
Setze die Randbedingungen fiir #"+!
Setze t :=t+dt,n:=n+1

end while
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Kapitel 3

Vorkonditionierung

In diesem Kapitel wird zunéchst die Methode der Vorkonditionierung erklart sowie einige
wichtige Vorkonditionierer vorgestellt. Die in Kapitel 2 vorgestellte wesentliche Druckbe-
rechnung soll in dieser Arbeit weiter optimiert werden. Das Problem ist der Dichtesprung
an der Phasengrenze, welcher in die Druckberechnung mit einfliefft und eine schlechte Kon-
dition des aus der Poissongleichung entstehenden Gleichungssystems bewirkt. Daher ver-
wendet man eine Vorkonditionierung. Im Gegensatz zu den bisherigen Vorkonditionierern
soll in dieser Arbeit eine gebietsabhéngige Vorkonditionierung verwendet werden. Dazu
wird der Ansatz der additiven Schwarz Methode eingesetzt. Diese wird in einem allgemei-
nen Rahmen iiber die alternierende Schwarz Methode in Abschnitt 3.2 erklért. Schliefilich
wird in Abschnitt 3.3 beschrieben, wie die Gebietszerlegung genau durchgefiihrt wird und
welche Vorteile diese bewirkt.

3.1 Klassische Vorkonditionierung

Ein wichtiger Teilschritt der Projektionsmethode ist die numerische Losung der Poisson-
gleichung (2.10). Wird diese mit zentralen Differenzen diskretisiert (sieche Kapitel 4.1) so
erhélt man unter Berticksichtigung der Randbedingungen (2.12) ein lineares Gleichungs-
System

Az =0. (3.1)

Zur Losung des Gleichungssystems werden oft Krylov-Unterraum-Verfahren verwendet.
Die Konvergenz dieser iterativen Verfahren héngt jedoch wesentlich von der Kondition

r(A) = 1Al - 1A (3.2)

der Matrix A ab. Bei zweiphasigen Problemen verschlechtert sich die Kondition der Ma-
trix, je grofer der Dichtesprung zwischen den beiden Phasen ist. Daher konvergiert ein
Krylov-Unterraum-Verfahren wie beispielsweise das BICGSTAB Verfahren bei einem ho-
hen Dichtesprung (beispielsweise 1 : 1000 bei Luft und Wasser) nur sehr langsam. Um die
Konvergenz zu beschleunigen wird Gleichung (3.1) zunéchst mit einer reguldren Matrix
P~ von links multipliziert

P 1Az =P ', (3.3)
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Das Ziel ist es eine regulire Matrix P~! zu finden, die mit moglichst geringem Rechen
und Speicheraufwand zu bestimmen ist. Gleichzeitig sollte P~' A eine méoglichst gute Ap-
proximation der Einheitmatrix liefern, sodass 1 < k(P~'A) < k(A) gilt. Die Matrix P
wird als Vorkonditionierungsmatrix bezeichnet. Beispiele fiir Vorkonditionierer sind

e Jacobi Verfahren: Dabei wird die Vorkonditionierungsmatrix P = D = diag(A)
gesetzt. Der Vorteil dieser Methode ist, dass sie sehr kostengiinstig und leicht an-
wendbar ist.

e Gaufl Seidel Verfahren: Hier wird P = D — L gesetzt, wobei D = diag(A) und L
die linke untere Dreiecksmatrix von A ist.

e Unvollstindige LU Zerlegung: Wiirde man eine Faktorisierung LU der Matrix
A berechnen und U~'L~! als Vorkonditionierer verwenden, so wiirde dieses Verfah-
ren nach einem Schritt konvergieren. Leider ist im Allgemeinen die Faktorisierung
von diinnbesetzten Matrizen deutlich dichter besetzt als die Matrix selbst, wodurch
wesentlich mehr Speicher verwendet werden muss, was zu Geschwindigkeitsverlusten
fiihrt. Auflerdem ist das explizite Berechnen der Zerlegung sehr aufwendig. Daher
werden L und U durch eine unvollstandige Zerlegung approximiert. Eine Moglichkeit
ist es zum Beispiel, bei einer LU Zerlegung alle Elemente zu ignorieren, die kleiner
als eine gegebene Toleranz sind, wodurch weniger Speicher und Rechenzeit ben6tigt
wird. Die unvollstdndige LU Zerlegung wird auch kurz mit ILU (incomplete LU)
bezeichnet.

e Blockvarianten: Erweiterungen des Jacobi und des Gaufl Seidel Verfahrens sind
die entsprechenden Blockvarianten dieser Verfahren. Dabei werden die Unbekann-
ten sowie die Vorkonditionierungsmatrix in Blocke eingeteilt und es werden jeweils
gleichzeitig kleinere lineare Gleichungssysteme gelost. Da hier jeweils mehrere klei-
nere Probleme gleichzeitig gelost werden kénnen, sind die Blockvarianten auch ideal
zum parallelen Rechnen. So kann beispielsweise pro Prozessor ein kleineres Glei-
chungssystem gelost werden. Die Konvergenz der Blockverfahren hdngt von der Par-
titionierung und Anzahl der Blécke und Prozessoren, den vorgegebenen Toleranzen
und der Qualitit des eingesetzten iterativen Verfahrens fir die kleineren Gleichungs-
ysteme ab. Daher ist es sehr schwer, genaue Aussagen iiber die Konvergenz zu treffen.

e Additive Schwarz Methode: Diese Methode ist eine Erweiterung der Blockvarian-
ten, wobei jetzt die Partitionierung der Blocke von der Gebietsstruktur abhéngt. So
wird das Diskretisierungsgebiet zerlegt und anhand dieser Zerlegung geschieht dann
die Aufteilung der Vorkonditionierungsmatrix. Der Unterschied zu den Blockvarian-
ten ist, dass sich die Gebiete auch iiberlappen konnen. So ist die additive Schwarz
Methode ohne Uberlapp édquivalent zu dem Block Jacobi Verfahren.

Da die Vorkonditionierung mithilfe der Additiven Schwarz Methode im Vordergrund dieser
Arbeit steht, wird diese Methode im folgenden Abschnitt detailiert erklart. Dazu wird
zunéchst auf die verallgemeinerte alternierende Schwarz Methode eingegangen.
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3.2 Die alternierende Schwarz Methode

Die alternierende Schwarz Methode ist die erste bekannte Gebietszerlegungsmethode und
wurde von Hermann Amandus Schwarz [8] bereits 1870 entwickelt. Heute werden die
Schwarz’schen Gebietszerlegungsmethoden vor allem dazu verwendet, Randwertprobleme
von partiellen Differentialgleichungen zu parallelisieren und numerisch zu l6sen. Damals
diente die alternierende Schwarz Methode als Hilfsmittel fiir einen Beweis zur Existenz
harmonischer Funktionen in nicht glatten Gebieten. In dieser Arbeit soll die alternierende
Schwarz Methode als Vorkonditionierer fiir das aus der Poissongleichung (2.10) entstehende
Gleichungssystem Ax = b verwendet werden und wird daher hier kurz erlautert. Gegeben
sei ein Gebiet {2 und die lineare elliptische partielle Differentialgleichung

Lu=f in Q, (3.4)
u=4g auf 0Q.

Bei der klassischen alternierenden Schwarz Methode wird 2 zunéchst in zwei sich tiber-
lappende Teilgebiete 2 und Q9 unterteilt. Mit I'; = 91 N Q9 wird der Teil des Randes
von €1 bezeichnet, der im Inneren von {29, also nicht auf dem Rand des urspriinglichen
Gebietes Q, liegt. Hingegen ist 0Q2;\I'; der Teil des Randes von €5, der mit dem Rand
von € iibereinstimmt. Entsprechend sind auch I'y und 0Q9\I's definiert. In Abbildung 3.1
werden die Bezeichnungen noch einmal dargestellt.

Abbildung 3.1: Gebietszerlegung in zwei sich tiberlappende Teilgebiete

Sind nun die Randwerte auf I'; und I's bekannt, so kann das Randwertproblem (3.4) auf
den Teilgebieten €27 und 5 gelost werden. Dies motiviert den folgenden Algorithmus,
wobei u; die approximierte Losung in €2; nach n Iterationen bezeichnet.

e Sei u eine Startlésung auf Q.

e Fiirn=1,2,... 16se das Randwertproblem
ul =g auf 0Q;\I'1, (3.5)
ul = uy auf T';.
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Dann 1ose

Eug = f in QQ,
uy =g auf 002\I'y, (3.6)
uy = uylr, auf I's.

Das bedeutet, in jedem Halbschritt des Algorithmus wird das Randwertproblem (3.4) auf
Q; mit den gegebenen Randdaten g auf dem echten Rand 9€;\I'; und den vorher appro-
ximierten Randdaten auf dem kiinstlichen inneren Rand I'; gelost. Da es im Allgemeinen
nicht moglich ist, fiir diese Randwertprobleme (3.5) und (3.6) eine analytische Losung zu
finden, miissen die Randwertprobleme, fiir die Realisierung des Algorithmus, numerisch
gelost und daher zunéchst auf einem geeigneten Gitter diskretisiert werden. Der Losungs-
vektor

UQ,
Ui = | UGQ\Ty (3.7)
ur,

7

besteht aus den Werten an den Gitterpunkten in dem entsprechenden Teilgebiet €2;, dem
echten Rand 9Q;\I'; und dem kiinstlichen Rand T';. Dabei sind die Werte ugg,\r, eigentlich
bekannt, da sie auf dem echten Rand liegen und somit durch g gegeben sind. Sie werden
hier dennoch mitgefithrt um die Notation zu vereinfachen. Entsprechend zu u; sind auch
die rechte Seite f; und die Randwerte g; definiert.

Die Matrix A; ist die diskrete Form des Operators £ und bezieht sich auf das Teilgebiet
;. Sie besteht aus drei Teilmatrizen. Die Matrix Ag, stellt den Zusammenhang zwischen
den inneren Knoten dar, Agq,\r, den der inneren Knoten und den Knoten auf dem echten
Rand und Ar, den der inneren Knoten und den Knoten auf dem kiinstlichen Rand. Damit
kann A; geschrieben werden als

Ai = (Ag, Apo,r, Ar,)- (3.8)

Weiterhin miissen fiir die Berechnung der diskreten Randwerte auf den kiinstlichen Réan-
dern I'y und I'y die Werte aus dem jeweils anderen Teilgebiet interpoliert werden. Dazu
werden die Interpolationsabbildungen

Tio: 0 — Ty,

Ig}l . QQ — Fl

definiert. Damit haben die Randwertprobleme (3.5) und (3.6) die diskrete Form

A = fr in (),
Usor, = 91 auf 0Q\I'y, (3.9)
up, = Ile(uggl) auf I';.
Aguy = fo in Qy,
quQ\FQ = g9 auf 0Q9\I'y, (3.10)
up, = T12(ug,) auf T'y.
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Mit dieser Methode kann man einen Algorithmus implementieren, der das Randwertpro-
blem (3.4) 16st. In dieser Arbeit soll die Schwarz Methode allerdings als Vorkonditionierer
eingesetzt werden. Dazu wird die Vorkonditionierungsmatrix

-1
_ 0 00
P1:< gl o>+<0 A91> (3.11)
2

verwendet. Falls sich die Gebiete 2 und s iiberlappen (andernfalls wére die Vorkondi-
tionierung mit P dquivalent zum Block Jacobi Verfahren) und zudem die Diskretisierungs-
gitter in 27 Ny iibereinstimmen, so entstehen in den Matrizen Ag, und Aq, gemeinsame
Eintrage und daraus identische, zu losende Gleichungen. In diesem Fall spricht man auch
von der additiven Schwarz Methode. In dieser Arbeit wird ein kartesisches Gitter und
eine Zerlegung des Gebietes in Blocke verwendet, weshalb die Diskretisierungsgitter in
der Uberlappungsregion iibereinstimmen. Es soll also eine additive Schwarz Methode als
Vorkonditionierer verwendet werden.

3.3 Gebietsabhiangige Vorkonditionierung

In Abschnitt 3.1 wurde schon erwédhnt, dass sich die Kondition des aus der Poissonglei-
chung entstehenden Gleichungssystems bei einem hohen Dichtesprung zwischen den Pha-
sen verschlechtert. Bisher wurde daher das Gleichungssystem mit einem Vorkonditionierer
umgewandelt, um so ein besser konditioniertes Gleichungssystem zu erhalten, welches ef-
fizienter gelost werden kann. Das Problem dabei ist, einen geeigneten Vorkonditionierer
zu finden. Wahlt man einen starken Vorkonditionierer, so kann das Gleichungssystem
zwar in wenigen Iterationen gelost werden, aber die Berechnung des Vorkonditionierers
ist bereits so aufwendig, dass man in der tiblicherweise vorliegenden Praasymptotik keine
groflen Geschwindigkeitsvorteile erzielt. Andererseits ist ein schwacher Vorkonditionierer
zwar schnell berechnet, aber die Kondition des Gleichungssystems wird nicht geniigend
verkleinert um grofie Geschwindigkeitsvorteile zu erzielen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, dieses Verfahren zu optimieren. Der Grundgedanke dabei ist,
dass der Dichtesprung zwischen den beiden Phasen, welcher fiir die schlechte Kondition
verantwortlich ist, nur in einem kleinen Bereich des gesamten Gebietes existiert, ndmlich
genau an der Phasengrenze. Statt einen Vorkonditionier fiir das gesamte Gebiet zu ver-
wenden, wird das Gebiet aufgeteilt. In einen e-Bereich {2y um die freie Oberfliche I'y und
in ein Gebiet € fiir den restlichen Bereich (siehe Abbildung 3.2), sodass gilt

0=0,0Q;. (3.12)
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Abbildung 3.2: Aufteilung des Gebietes (2

Der Dichtesprung ist somit nur in €y enthalten. Auf €; hingegen wird eine relativ glat-
te Losung erwartet, sodass es Sinn macht auf diesen Gebieten kostengiinstige Varianten
von Vorkonditionierern und Loésern einzusetzen, wie beispielsweise ein Jacobi-BiCGStab-
Verfahren. Auf 2; erwartet man ein schlecht konditioniertes Problem. Hier sollte eine
aufwéndigere Vorkonditionierung geschehen. Da die Phasengrenze niederdimensional ist,
ist Q5 jedoch klein im Vergleich zu €2 und daher sollte die aufwéindigere Vorkonditionierung
die Gesamtkomplexitéit des Verfahrens nicht wesentlich erhéhen. Um dieses Verfahren zu
realisieren, wird eine additive Schwarz Methode zur Vorkonditionierung verwendet. Die
Vorkonditionierungsmatrix P hat dabei eine Blockdiagonalstruktur und besteht aus den
Blocken A, und Agq,. Uberlappen die Gebiete €21 und €2 f, so entstehen auch gemeinsame
Eintréage in den einzelnen Blockmatrizen.

Im Rahmen dieser Arbeit ist dieses Verfahren in das bestehende Stréomungssimulations-
programm NaSt3DGPF des Numerischen Instituts der Universitdt Bonn implementiert
worden. Mithilfe einer Gebietszerlegungsmethode ist es moglich 2 = €; U Q¢ wie oben
zu zerlegen. Diese Zerlegung nutzt ein additiver Schwarz Vorkonditionierer und teilt die
Druckberechnung in gebietsabhéangige Teilberechnungen ein. Fiir diese gebietsabhangigen
Teilberechungen kénnen verschiedene Loser und Vorkonditionierer eingestellt werden. Im
folgenden Kapitel ist die konkrete Implementierung beschrieben.
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Kapitel 4

Implementierung

Die Druckberechnung fiir Zweiphasenstromungen soll in dieser Arbeit weiter optimiert
werden. Daher wird zu Beginn dieses Kapitels kurz vorgestellt, wie man die kontinuierli-
che Druck-Poissongleichung fiir einen Computer berechenbar macht. Dieser Ubergang von
einem kontinuierlichen zu einem endlichen Modell wird Diskretisierung genannt. Mithilfe
dieser Diskretisierung erhilt man aus der Poissongleichung ein lineares Gleichungssystem
Az = b, welches dann weiter verarbeitet wird.

Im darauf folgenden Abschnitt werden die beiden wichtigen Bibliotheken MPI und PE-
TSc kurz vorgestellt und es wird beschrieben, in welchem Rahmen sie in dieser Arbeit
verwendet werden.

Am Ende des Kapitels wird gezeigt, wie die fiir die Vorkonditionierung mittels der addi-
tiven Schwarz Methode notwendige Gebietszerlegung implementiert wurde.

4.1 Diskretisierung der Poissongleichung

Die Hilfsgeschwindigkeiten @* aus Abschnitt 2.2

T (1.0 PN S b LI G\ L
= +5t<p(¢n)A V- eu")+ (6" ) (4.1)

sind im Allgemeinen nicht divergenzfrei, das heifit V - @* # 0. Um aber der Kontinui-
téatsgleichung (2.3) zu geniigen, muss eine moglichst genaue Druckkorrektur vorgenommen
werden. Dazu muss die Poissongleichung mit nicht konstanten Dichtekoeffizienten

,L—L‘*

moglichst effizient gelost werden. Um diese Gleichung exakt zu 16sen, muss zu gegebenen
Randbedingungen eine analytische Losung auf dem gesamten Gebiet €2 gefunden werden.
Dies ist im Allgemeinen jedoch nicht moéglich. Daher wird eine Naherung der Loésung in
endlich vielen Punkten des Gebietes bestimmt. Dazu muss das Gebiet zundchst diskreti-
siert werden, das heiffit es muss ein geeignetes Gitter gefunden werden, welches angibt an
welchen Stellen des Gebietes eine Losung approximiert wird. Eine Moglichkeit zur Appro-
ximation einer Losung in den Gitterpunkten ist die Methode der finiten Differenzen. Die

vp"“) =V (4.2)
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Grundidee dabei ist, die Differentialoperatoren, welche in der zu lésenden Differentialglei-
chung vorkommen, durch Differenzenoperatoren zu ersetzen. Betrachtet man beispielsweise
das Randwertproblem

Au=f inQ=(01)3 (4.3)
uw=0 auf 09,
muss zuerst ein geeignetes Diskretisierungsgitter gefunden werden. Dieses sehr einfache

Gebiet kann man mit einem &quidistanten Gitter der Maschenweite h beschreiben, das
heiflt man wahlt Stiitzstellen (z;,y;) € 2 mit

1
 =thmiti=0,...,Nund h = —
x; = th mit ¢ , ,N un e
1
yj:jhmitjzo,...,Nundh:N_

Es werden Approximationen u; ; von u(z;,y;), also genau in den Gitterpunkten, gesucht.
Nun muss der kontinuierliche Differentialoperator A in etwas endliches umgewandelt wer-
den. Dazu werden die Terme u(x; 1, y;) und u(z;—1,y;) mithilfe einer Taylorapproximation
umgeformt
au 1 82'& 2 3
u(Tiv1,y;) = u(wi, y;) + %(xi’ yj)h+ 5@(%, yj)h” + O(R°),
ou 10%u
u(wi-1,y;5) = u(w, y;) — 376(50@', yj)h+ 5@(%, yj)h* + O(h?).
Eine Addition der beiden Gleichungen liefert

9%u 1
@ = ﬁ(u(%‘ﬂyyj) - 2(%‘7 yj) + u(mi—lvyj)) + O(h>- (4-4)

Analog erhélt man

0% 1
a7 73 (@i yjrn) = 2(23, ) + u(zi, yj-1)) + O(h). (4.5)

Also kann Awu wie folgt approximiert werden

1

% (ui+1,j + U1+ U U1 — 4ui7j). (4.6)

Au(z;,y;) =
Da Au(z;,y5) = f(xi,y5) =: fij gelten soll, miissen fiir alle 7,7 = 0... N die Gleichungen

73 Wikt wimj + wigen w1 — duig) = fig fiir (z;,y;) € Q,

Ui j = 0 fiir (mi,yj) € 002
gelost werden. Das Losen der Gleichungen ist dquivalent zum Losen des Gleichungssystems

AU = F, (4.7)
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mit

U0,0 fo,0
Uo,1 fo1
Uo,N fo,n
U1,0 f1,0
U1 fi1
U= : , F = : (4.8)
ul,N fin
UN,0 Ino
UN,1 fna
UN,N NN
und
Ay 1 0 —4 1 0
a1 1 -4 1
A:ﬁ , Ao = ,
I Ay I 1 -4 1
0 I A 0 1 -4

wobei I die (N + 1) x (N + 1) Einheitsmatrix bezeichnet. Dieses Gleichungssystem muss
dann moglichst effizient gelost werden und man erhélt die gewlinschte Approximation der
Losung in den Gitterpunkten (z;,y;). Der Term

1 —4 1 (4.9)
1

aus der Matrix Ag wird auch Fiinf- Punkte-Differenzen-Stern genannt. Er beschreibt die
Anteile der approximierten Losung im zentralen Gitterpunkt sowie in dem umliegenden
ostlichen, studlichen, westlichen und nérdlichen Gitterpunkt.

Im Fall der zweiphasigen Stromungssimulation soll das dreidimensionale Gebiet ) =
[0, xlength] x [0, ylength] x [0, zlength] behandelt werden. Auch hier wird wieder ein geeig-
netes Gitter benétigt. Da 2 quaderférmig ist, kann man wieder ein dquidistantes Gitter
verwenden. Allerdings werden die gesuchten Gréflen @ und p nicht in denselben Gitter-
punkten approximiert, sondern in versetzten Punkten. So werden die Geschwindigkeiten
@ = (u,v,w)? immer in den Mittelpunkten der Zellseitenflichen und der Druck p immer
im Zellmittelpunkt approximiert (Siehe Abbildung 4.1).
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Abbildung 4.1: Eine Zelle aus dem versetzten Diskretisierungsgitter

In diesem Fall spricht man auch von einem wversetzten Diskretisierungsgitter. Nun miissen
die Differenzialoperatoren aus der Poissongleichung (4.2) durch endliche Differenzenope-
ratoren ersetzt werden. Die rechte Seite wird dabei mit zentralen Differenzen ausgewertet

* * * * * *
u* o —ur v* o —v w'o—wr
—: (L+7’]7k 7’_77‘77k 7'7.]+7’k 27.7_77k 17]7k+7 'L:]:k_7
[v . u*]ZJJg — 2 2 + 2 2 + 2 2 . (410)
ox oy 0z
Dabei wird also die Approximation
* * * *
aui,j,k _ . 7’+%7J7k 2_%7]71{: ~ 7/+%7J7k 7’_%7]7143 (4 11)
ox §—0 oz ox '

verwendet, indem die Grenzwertbildung weggelassen wird. Je feiner die Maschenweite dx
wird, desto genauer wird auch die Approximation. In y- und z-Richtung wird analog
approximiert.

Die linke Seite der Poissongleichung wird mit einem Sieben-Punkte-Stern berechnet. An-
ders als bei dem Fiinf-Punkte-Stern im obigen Beispiel miissen hier neben dem zentralen,
ostlichen, stidlichen, westlichen und nérdlichen Eintrag auch der vordere und hintere Ein-
trag mit beriicksichtigt werden, da das Modell in drei Raumdimensionen betrachtet wird.
Man erhalt

+1 +1 +1 +1
{v-l Vp”'H] _ L (PR TPk | Pk =Pk
p(9) i,k (0)? p(¢i+%,j,k) p(gbi—%,j,k)
+1 +1 +1 +1
LU [ (Phars T Pigk | Piak T Piik
(53/)2 P(¢i,j+%7k) P((ﬁZ j—%,k;)
+1 +1 +1 +1
1 Pijhi1 ~ Pigk Pijk ~ Pijj—1 A
+ 52)2 |\ — ) (4.12)
(62) p(¢i,j,k+%) p(¢i,j,k—%)
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wobei die Dichte zuvor an den passenden Stellen durch eine Lagrange-Interpolation der
Level-Set-Werte bestimmt wird. Eine genaue Beschreibung dieser Interpolation ist in [2],
Seite 61, gegeben.

Die Poissongleichung ist nun diskretisiert und in ein System von Differenzengleichungen
umgewandelt worden, welche man zu einem linearen Gleichungssystem Ax = b zusammen-
fassen kann. Dieses soll dann fiir eine gute Druckkorrektur moglichst effizient und genau
gelost werden.

4.2 MPI und PETSc

Die in Abschnitt 2.4 beschriebene Parallelisierung ist in dem zweiphasigen Navier-Stokes-
Loser NaSt3DGPF des Numerischen Instituts der Universitdt Bonn mithilfe des Message
Passing Interface (MPI) [14] realisiert worden. Dabei handelt es sich um eine Kommu-
nikationsbibliothek, die sich mittlerweile zu einem Standard bei parallelen Berechnungen
auf verteilten Systemen entwickelt hat. Ein verteiltes System ist ein Netzwerk von un-
abhingigen Computern. Da diese iiber keinen gemeinsamen Speicher verfiigen, miissen
Daten geeignet kommuniziert werden. Mit MPI ist es moglich eine Simulation auf vielen
Prozessen zu starten. Zwischen den Prozessen konnen Daten versendet und empfangen
werden.

Zur Implementierung der gebietsabhéngigen Vorkonditionierung wurde das Portable Ex-
tensible Toolkit for Scientific Computation (PETSc) [15] verwendet. Hierbei handelt es
sich um eine méchtige Bibliothek, welche eine Hilfestellung zur Losung partieller Differen-
tialgleichungen liefert. So beinhaltet PETSc beispielsweise sehr effizient implementierte
Krylov-Unterraum-Verfahren zum L&sen von linearen Gleichungssystemen. Dabei ist es
auch moglich einen Vorkonditionierer zu verwenden. In NaSt3DGPF ist bereits eine PETSc
Variante zum Loésen der Druck-Poissongleichung mit einem Krylov-Unterraum-Verfahren
implementiert. In dieser Arbeit soll die additive Schwarz Methode als Vorkonditionierer in
Kombination mit einem Krylov-Unterraum-Verfahren verwendet werden. Dies geschieht
mit dem Befehl

PCSetType (prec,PCASM).

Dabei ist prec ein PETSc PC Objekt und PCASM steht fiir Preconditioner Additive Schwarz
Method. Nun werden mittels

PCASMSetLocalSubdomains (prec,2,is)

die zwei Teilgebiete auf dem aktuellen Prozess anhand des PETSc Arrays is von Index-
mengen festgelegt. Dabei besteht is aus zwei PETSc Indexmengen und diese beinhalten
Indizes von den Gebietszellen aulerhalb und innerhalb einer e-Umgebung der freien Ober-
fliche. Wie die Gebietszerlegung und die Aufteilung der Indexmengen funktioniert, wird
in Abschnitt 4.3 erkléart. Nach einem KSPSetup, welches das Krylov-Unterraum-Verfahren
mit Vorkonditionierer PCASM konfiguriert, kann man mittels

PCASMGetSubKSP (prec,&nlocal,&first,&subksp)

Zugriff auf die Krylov-Unterraum-Verfahren auf den Teilgebieten erhalten. Dabei wird in
nlocal die Anzahl der lokalen Teilgebiete und in first die Nummer des ersten loka-
len Teilgebietes geschrieben. Das PETSc KSP Objekt subksp wird fiir den Krylovraum-
Kontext auf den Teilgebieten bendtigt. Fiir die Unterverfahren ist es wieder moglich ein
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Krylov-Unterraum-Verfahren und einen Vorkonditionierer zu bestimmen. So kénnen auf
den zwei Teilgebieten verschiedene Loser und Vorkonditionierer verwendet werden.

4.3 Gebietszerlegung mithilfe der Level-Set Funktion

In Abschnitt 3.3 wurde die gebietsabhéngige Vorkonditionierung beschrieben, welche im
Rahmen dieser Arbeit implementiert wurde. Dazu wird die Gebietszerlegung

Q=000 (4.13)

benotigt. Um diese zu erhalten, werden zwei PETSc Indexmengen erstellt, welche spéter
genau die zwei Teilgebiete €1 und Q; charakterisieren sollen. Dann beginnt eine Schlei-
fe {iber alle Koordinaten des lokalen Gebiets. Rechnet man sequenziell, so sind hier alle
Koordinaten des gesamten Gebiets gemeint. Innerhalb der Schleife wird nun abgefragt,
ob es sich bei der aktuellen Zelle um eine Fluidzelle handelt, das heifit eine Zelle in der
Stromungsberechnungen durchgefiihrt werden. Andernfalls handelt es sich um eine Hin-
derniszelle, das heifit eine Zelle in der keine Berechnungen stattfinden. Diese muss nicht
weiter betrachtet werden. Ist es eine Fluidzelle, so wird mithilfe der Level-Set-Funktion
¢ abgefragt, ob die aktuelle Zelle weiter von der freien Oberflache entfernt ist, als eine
vorgegebene Distanz e. Ist dies der Fall, so wird diese Zelle der Indexmenge 1, andern-
falls der Indexmenge 2 zugeordnet. In Algorithmus 2 ist die Aufteilung der Gebiete noch

Algorithmus 2 Gebietszerlegung
Setze isl := 0, 152 := 0, index =0
Setze den Radius der e-Umgebung um die freie Oberflache
for k = kstart; k < kstart + klength; k + + do
for j = jstart;j < jstart + jlength; j + + do
for i = istart; ¢ < istart + ilength;7 4+ + do
if Fluid flag[é][j][k] then
if |6[i][j][K]| > € then
indices1[isl] =index
151 + +
else
indices2[is2] =index
182 4 +
end if
index++
end if
end for
end for
end for

einmal zusammengefasst, wobei flag ein Feld ist, welches angibt, ob die Zelle eine Fluid
oder Hinderniszelle ist. Aus den Feldern indicesl und indices2 werden daraufhin die
PETSc Indexmengen erstellt. Mit diesen wird die gebietsabhéngige Vorkonditionierung
durchgefiihrt.
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Kapitel 5

Numerische Resultate

In diesem Kapitel geht es um die numerischen Ergebnisse der im Rahmen dieser Arbeit
durchgefiihrten Experimente zur gebietsabhédngigen Vorkonditionierung. In Abschnitt 5.1
wird die implementierte Gebietszerlegung anhand von zwei Beispielen visualisiert. Ab-
schnitt 5.2 stellt die Konditionen der Teilmatrizen Aq s und Agq, dar. Dabei wird deutlich
das die Matrix Aq s+ welche die hohen Koeflizientenspriinge enthalt wesentlich schlechter
konditioniert ist als Ag,. Darauthin wird in Abschnitt 5.3 die Konvergenz des implemen-
tierten Verfahrens diskutiert. Es werden dabei verschiedene Variationen von Dichtespriin-
gen und Bandbreiten von 2y und deren Einfluss auf die Laufzeit betrachtet. Abschlielend
wird in 5.4 die Laufzeit der gebietsabhingigen Vorkonditionierung analysiert und mit
der bisher verwendeten Vorkonditionierung mit dem algebraischen Mahrgitter Verfahren
verglichen. Dabei konnten fiir einige Testrechnungen deutliche Geschwindigkeitsvorteile
erzielt werden.

5.1 Verifikation der Gebietszerlegung

Als Grundlage fiir die Vorkonditionierung mit der additiven Schwarz Methode dient die
in 4.3 beschriebene Gebietszerlegung, welche €2 in den Bereich um die freie Oberldche €
und in den restlichen Bereich €2 aufteilt. Da sich die freie Oberfliche mit der Zeit dndert,
muss die Gebietszerlegung in jedem Zeitschritt neu berechnet werden. Somit ergibt sich
ein zeitlicher Verlauf der beiden Gebiete €2; und €y, welcher hier durch zwei Beispiele
verifiziert wird.

Das erste Beispiel ist eine Simulation einer aufsteigenden Luftblase im Wasser. Das Grund-
gebiet ist Q = [0, 1] x [0, 2] x [0, 1]. Diese Gebiet wird mit einer Auflésung von < 32,64, 32 >
dquidistant diskretisiert, das heifit in z-Richtung werden 32, in y-Richtung 64 und in z-
Richtung 32 Zellen mit jeweils gleicher Seitenldnge verwendet. Die Level-Set-Funktion wird
so initialisiert, dass die Nullniveaumenge gleich der um den Punkt (0.5, 0.5,0.5) zentrierten
Luftblase mit Radius r = 0.25 ist. Weiterhin ist die Dichte der Wasserphase p; = 1000 und
die Dichte der Luftphase p, = 1. Abbildung 5.1 zeigt diese Simulation zu sechs Zeitpunk-
ten zwischen null und einer Sekunde. Dabei wird ein Querschnitt der dreidimensionalen
Simulation betrachtet. Das rote Gebiet ist der Bereich 2y um die freie Oberfliche, das
blaue Gebiet ist der restliche Bereich €2;. Man kann gut erkennen, dass die simulierten
Ergebnisse mit den physikalisch zu erwartenden Vorgéngen iibereinstimmen.
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Abbildung 5.1: Gebietszerlegung bei einer aufsteigenden Luftblase im Wasser

Bei dem zweiten Beispiel handelt es sich um eine simulierte Stromung um ein Hindernis
(sieche Abbildung 1.3). Dabei ist das Grundgebiet 2 = [0, 0.6] x [0, 0.25] x [0, 0.4] &quidistant
mit einer Auflésung von < 60, 25,40 > diskretisiert. Das Hindernis ist ein quaderférmiger
Pfeiler und hat die Grofie (B = 5) x (H = 22) x (T' = 5). Stellt man sich 2 als einen Kanal
vor, so ist dieser bis zu einer Hohe von 5 mit Wasser gefiillt. Dariiber befindet sich Luft.
Am linken Rand des Kanals ist eine Einstromgeschwindigkeit des Wassers von 1 gesetzt
worden und am rechten Rand sind Ausstrémbedingungen gesetzt worden.

Abbildung 5.2 zeigt diese Simulation zu sechs Zeitpunkten zwischen null und einer Sekun-
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de. Hier gibt es ein schwarzes Gebiet, welches das Hindernis darstellt. Die Stromung fliefit
vom linken Gebietsrand zum rechten Gebietsrand und muss um das Hindernis herum.
Auch hier stimmen die Simulationen mit den physikalischen Erwartungen iiberein. Der
Querschnitt ist mittig durch das Hindernis.

t=00s t=02%

t=04s t=0.06s
t=08s t=10s
[ )
o
. Hindernis

Abbildung 5.2: Gebietszerlegung einer Stromung um ein Hindernis

5.2 Kondition

Um die gesuchten Druckwerte aus den Navier-Stokes-Gleichungen zu erhalten muss die
Poissongleichung

V- <p(qlb”)Vpn) =rhs (5.1)

und damit das nach Diskretisierung entstehende lineare Gleichungssystem Ax = b gelost
werden. Wegen des Terms — in der Poissongleichung geht ein Dichtesprung an der Pha-
sengrenze also unmittelbar mit in die Druckberechnung ein. Damit ist auch die Kondition
der Systemmatrix A abhéngig von dem Dichteunterschied zwischen den beiden Phasen.
Fir symmetrische, positiv definite Matrizen A ist die Kondition gegeben durch

(5.2)



wobei Az (A) und A\ppin(A) den grofiten beziehungsweise den kleinsten Eigenwert von A
bezeichnen.

Zum Bestimmen der Kondition auf den Gebieten 2; und 2; wurde eine Eigenwertbe-
rechnung der Teilmatrizen Ag, und Ag, mithilfe von PETSc implementiert. Da die ex-
plizite Berechnung von Eigenwerten sehr aufwéndg ist, wurden die Konditionen auf ei-
nem Gitter mit einer geringen Auflésung von < 30,12,20 > und einem Gebiet Q =
[0,0.6] x [0,0.25] x [0, 0.4] berechnet. Die Maschenweite ist A = 0.02 und die Bandbreite
des Bereichs um die freie Oberfliche betrigt e = 4 - h. Es wurde eine Testrechnung einer
Stromung um ein Hindernis durchgefiihrt, wobei man die folgenden Konditionen erhéalt

Dichtesprung 1 : 10

Amin(Ag,) = 75.18

)\max (AQf) = 27233.51

K(Ag,) = 362.24

Amin(Aq,) = 133.21

rk(Ag,) = 214.52

Dichtesprung 1 : 1000

Amin(Aq,) = 1.21

k(Aq,) = 21494.47

Amin(Aq,) = 133.21

r(Ag,) = 214.52

Dichtesprung 1 : 100000

Amin(Aq,) = 0.01

Amaz(Aq,) = 25922.17

k(Aq,) = 2128956.64

Amin(Aq, ) = 133.21

Amaz(Aq,) = 28577.03

rk(Ag,) = 214.52

Man sieht deutlich, dass die Matrix Ag, in allen Féllen schlechter konditioniert ist als Ag, .
Da €2y den Dichtesprung enthalt ist dieses Verhalten auch zu erwarten. Weiter sieht man,
dass mit wachsendem Dichtesprung die Kondition von Agq, zunehmend schlechter wird,
wohingegen die Kondition von Agq, konstant bleibt. Damit wird bestétigt, dass der Be-
reich um die freie Oberfliche mit einem besonders robusten und starken Vorkonditionierer
behandelt werden sollte.

5.3 Konvergenzanalyse

In diesem Abschnitt wird das Konvergenzverhalten des implementierten Verfahrens un-
tersucht. Dabei handelt es sich um eine Vorkonditionierung mit der additiven Schwarz
Methode ohne Uberlapp. Auf den Teilgebieten €2 ¢ und €7 wurden keine Losungsverfahren,
sondern nur Vorkonditionierer eingesetzt, wobei auf {1y ein algebraisches Mehrgitterver-
fahren (AMG [7]) und auf ; ein ILU Verfahren zur Vorkonditionierung verwendet wurde.
Als Gesamtlosungsverfahren wurde ein BICGSTAB Verfahren verwendet. Ist Ax = b das
nach Diskretisierung aus der Poissongleichung entstehende lineare Gleichungssystem, so
wird die Residuumsnorm

| Az™ — B[z,

2l = [> a7
%

Bei allen Testrechnungen wurden homogene Neumannrandbedingungen fiir den Druck
vorgegeben. Um die Eindeutigkeit der Losung sicherzustellen, wurden zusétzlich an einer

(5.3)
mit

(5.4)

betrachtet.
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Stelle des Gebiets €2 Dirichlet Randbedingungen vorgegeben. Dies wurde implementiert,
indem die erste Zeile und Spalte der Systemmatrix A auf null gesetzt wurde, aufler dem
linken oberen Eintrag, welcher auf eins gesetzt wurde. Weiterhin wurde die rechte Seite des
Gleichungssystem zur Konvergenzanalyse auf null gesetzt. Die Matrix A ist symmetrisch
und die Eigenwerte von A wurden untersucht. Diese sind alle positiv und reell. Damit ist
A auch positiv definit. Die Konvergenz des Verfahrens wird anhand des in Abschnitt 5.1
beschriebenen Beispiels von einer Strémung um ein Hindernis fiir den ersten Zeitschritt
verifiziert. Dabei werden zunéchst die folgenden Einstellungen getroffen

Gebiet [0,0.6] x [0,0.25] x [0, 0.4]
Auflésung < 60, 25,40 >
Maschenweite | 0.01

Dichtesprung | 1: 1000

Variiert wird die Bandbreite ¢ des Bereichs um die freie Oberfliche. Abbildung 5.3 zeigt
die Norm des Residuums (5.3) im zeitlichen Verlauf fiir drei verschiedene Bandbreiten e.
Die Zeitmessung startet sobald das Losen der Poissongleichung beginnt.

000
o009
SRR

0.01

0.0001

1le-006

1le-008

Residuum

le-010

le-012

le-014

le-016 . . L .
0 5 10 15 20 25

Zeit [s]

Abbildung 5.3: Konvergenz

Die Residuumsnorm wurde dabei durch Division der Residuumsnorm im ersten Iterati-
onsschritt auf eins normiert. Man sieht deutlich, dass sich die Laufzeiten fiir wachsendes
€ erhohen. Dies liegt daran, dass mit wachsendem e das Gebiet 2y grofler wird und damit
das AMG Verfahren auf einem grofieren Bereich eine Gitterhierarchie erstellen muss, was
zu den lédngeren Laufzeiten fiihrt.

Bei der néchsten Testrechnung wurde die Bandbreite auf ¢ = 0.02 festgelegt und die
Dichteunterschiede der beiden Phasen wurden variiert. Alle anderen Einstellungen wurden
beibehalten.
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Abbildung 5.4: Konvergenz

In Abbildung 5.4 kann man erkennen, dass die Konvergenzgeschwindigkeit auch von dem
Dichtesprung an der Phasengrenze abhéngt. Fiir einen hohen Dichtesprung von 1 : 1000
wird mehr Zeit bendtigt, als fiir einen niedrigen Sprung von 1 : 10, was auch mit den oben
angegebenen Konditionen tibereinstimmt.

5.4 Laufzeitanalyse

In diesem Abschnitt wird die Laufzeit der implementierten gebietsabhingigen Vorkondi-
tionierung im Vergleich zu den bisherigen Vorkonditionierungsverfahren untersucht. Zu
beachten ist, dass bei der Diskretisierung der Poissongleichung in Abschnitt 4.1 bereits
ein Diskretisierungsfehler der Ordnung O(h?) gemacht wird, wobei h die Maschenwei-

te des Gitters ist. Bei einem Gebiet Q = [0,1] x [0,2] x [0,1] und einer Auflésung von
1

< 32,64,32 > ist die Maschenweite h = z5. Es wird also ein Diskretisierungsfehler der
Groflenordnung
1
h? = — = 9.765625 - 10~ :
592 9.765625 - 10 (5.5)

gemacht. Fiir diese Auflésung ist es nur sinnvoll das Residuum bis zur Gré8enordnung 104
zu betrachten, da sowieso keine hohere Exaktheit der Losung erreicht werden kann. Dabei
ist zu beachten, dass zwar ein Diskrtisierungsfehler der Ordnung O(h?) gemacht wird, aber
dass dieser abhdngt von einer Konstanten, welche wiederum von der Bandbreite von €
und dem Dichtesprung der beiden Phasen abhéngt. Daher kann es in realen Anwendungen
zu Schwankungen kommen, sodass das Residuum gegebenenfalls auch bis zu kleineren
Groflenordnungen betrachtet werden sollte.
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Fiir die gebietsabhangige Vorkonditionierung wurde auf € ein AMG Verfahren und auf
Q1 ein ILU Verfahren, sowie ein Jacobi Verfahren zur Vorkonditionierung eingesetzt. Im
Vergleich dazu steht die Druckberechnung mit nur einem AMG Verfahren als Vorkondi-
tionierung. Die rechte Seite des Gleichungssystems wurde wieder auf null gesetzt und das
Residuum wie oben auf eins normiert. Fiir ein Testbeispiel mit den Parametern

Gebiet [0,0.6] x [0,0.25] x [0, 0.4]
Auflésung < 60,25,40 >
Maschenweite | 0.01

Dichtesprung | 1: 1000

Bandbreite 0.02

ergeben sich die folgenden Kovergenzverldufe, wobei die Zeitmessung wieder ab dem Be-
ginn des Losens der Poissongleichung startet.

ILU-AMG ———
JAC-AMG

AMG ——
0.01

0.0001 | |

1e-006 [

1e-008 -

Residuum

1e-010 -

le-012 -

le-014 |

1le-016 L L L L
0 5 10 15 20 25
Zeit [s]

Abbildung 5.5: Konvergenz

Man sieht, dass die Itarationszyklen der Verfahren mit der gebietsabhingigen Vorkondi-
tionierung frither starten. Dies liegt daran, dass die Gitterhierarchie des AMG Verfahrens
hier nur auf dem kleinen Bereich {2 erstellt werden muss. Im Gegensatz dazu muss das
Verfahren mit der reinen AMG Vorkonditionierung auf dem gesamten Gebiet eine Git-
terhierarchie erstellen, wesshalb hier der Start verzogert ist. Weiterhin sieht man zwei
Schnittpunkte der Residuumsverlaufe. Bei ungefahr 4.7 Sekunden schneiden sich die Resi-
duumsverldufe des AMG- und des Jacobi-AMG Verfahrens bei der Residuumsgréfienord-
nung von 10~%. Das bedeutet, dass das Jacobi-AMG Verfahren Laufzeitersparnisse liefert,
solange man nur bis zu einer Toleranz von 10~% 16st. Nach den obigen Uberlegungen ist
es wegen des Diskretisierungsfehlers der Druck-Poissongleichung nur sinnvoll bis zu einer
GroBenordnung von h? zu lésen. Bei dieser Testrechnung ist » = 0.01 und damit A% = 10~
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Lost man nur bis zu einer Toleranz von 1074, so benétigt das Jacobi-AMG Verfahren ei-
ne Laufzeit von 0.84 Sekunden und das AMG Verfahren eine Laufzeit von 4.1 Sekunden.
Damit ergibt sich ein Geschwindigkeitsvorteil (Speedup) vom Faktor % ~ 4, 88.

Der Schnittpunkt des Residdumsverlaufs der ILU-AMG Variante mit dem AMG Verfahren

liegt sogar noch tiefer bei etwa 5 Sekunden und einer ResiduumsgroBe von 10~. Das heifit

beim Losen bis zu dieser Groflenordnung ist die ILU-AMG Variante schneller als das AMG

Verfahren. Lést man nur bis zu einer Toleranz von 107, so ergibt sich ein Speedup-Faktor
41

von g5 & 7.59.

In der néchsten Testrechnung wurde die Auflésung des Gebietes erhoht und die Bandbreite
€ angepasst. Mit den Parametern

Gebiet [0,0.6] x [0,0.25] x [0, 0.4]
Auflésung < 120, 50,80 >
Maschenweite | 0.005

Dichtesprung | 1 : 1000

Bandbreite 0.01

ergeben sich die folgenden Kovergenzverlaufe.
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Abbildung 5.6: Konvergenz

Die Setup-Phase des AMG Verfahrens bendtigt wieder eine lingere Laufzeit als die des
ILU-AMG Verfahrens, wesswegen die Residuumsreduktion des AMG-Verfahrens spéter
beginnt. Die Maschenweite bei dieser Auflésung betrdgt h = 0.005. Lost man wegen des
Diskretisierungsfehlers nur bis zur Ordnung h? = 25 - 107° so ergibt sich ein Speedup-
Faktor von 446% ~ 11.52. Fur hohere Auflésungen ergibt sich also wegen der aufwéindigen

Setup-Phase des AMG Verfahrens ein noch héherer Geschwindigkeitsvorteil.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Druckberechnung des zweiphasigen Navier-Stokes-
Losers NaSt3DGPF mithilfe einer gebietsabhiangigen Vorkonditionierung optimiert. Die
Systemmatrix des nach Diskretisierung der Poissongleichung entstandenen linearen Glei-
chungssystems weist eine schlechte Kondition auf, welche von dem Dichtesprung an der
freien Oberfliche abhéngt. Die Grundidee war es, das Gebiet in einen Bereich um die freie
Oberfliche €2y und in den restlichen Bereich {2; aufzuteilen und mithilfe einer additiven
Schwarz Methode die Druckberechnung auf beiden Teilgebieten durchzufiihren. Die Kon-
ditionen der Submatrizen Aq ; und Agq, wurden untersucht, wobei die Kondition von Ag ;
wesentlich schlechter als die von A, war. Daher sollte auf Q2 ein robustes AMG Verfahren
zur Vorkonditionierung verwendet werden. Dieses hat zwar eine aufwéndige Setup-Phase,
aber da die freie Oberfliche niederdimensional ist und damit €2y im Vergleich zu €2 klein ist,
sollte sich die Gesamtkomplexitét nicht erhéhen. Auf €2y hingegen wurden kostengiinstige
Varianten zur Vorkonditionierung verwendet, wie das Jacobi oder ILU Verfahren.

Es wurden Konvergenzanalysen mit verschiedenen Einstellungen durchgefiihrt, wobei sich
gezeigt hat, dass die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens von dem Dichtesprung
an der freien Oberflaiche, der Bandbreite des Bereichs um die freie Oberfliche und der
Auflésung des Diskretisierungsgitters abhéngt. Es gilt jeweils nach einer Vergroflerung des
Dichtesprungs, der Bandbreite oder der Auflosung, verlangsamt sich die Konvergenzge-
schwindigkeit.

Insgesamt wurde die implementierte gebietsabhéngige Vorkonditionierung mit der bishe-
rigen AMG vorkonditionierten Variante verglichen. Da Mehrgitterverfahren asymptotisch
die effizientesten bekannten Verfahren zum L&sen von grofien linearen Gleichungssyste-
men sind, wird hier die Praasymptotik betrachtet. Diese liegt in heutigen Anwendungen
fast immer vor, da selbst Hochleistungsrechner noch nicht in derart hohen Auflésungen
Stromungen simulieren kénnen, dass eine Asymptotik vorliegt.

Unter Beriicksichtigung des Diskretierungsfehlers der Poissongleichung von O(h?) hat sich
gezeigt, dass mit der gebietsabhéngigen Vorkonditionierung in der Praasymptotik erheb-
liche Geschwindigkeitsvorteile gegeniiber den bisherigen Verfahren erzielt werden kénnen.
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Ausblick

Fir weitere Entwicklungen zur Optimierung der Druckberechnung kann das im Rahmen
dieser Arbeit implementierte Verfahren erweitert werden. Bisher wurden alle Resultate
nur im sequenziellen Fall erzielt. Die Geschwindigkeitsvorteile, die bereits im sequentiellen
Fall erreicht wurden, werden fiir ein parallelisiertes Verfahren noch verstarkt, da die ge-
bietsabhéngige Vorkonditionierung mit der additiven Schwarz Methode besonders gut zur
Parallelisierung geeignet ist. Hingegen sind die Geschwindigkeitsvorteile des Verfahrens
mit einer reinen AMG Vorkonditionierung durch eine Parallelisierung wesentlich geringer.

Weiterhin kénnte man die Gebietsaufteilung von €2 in Q¢ und €}y nicht, wie bisher in jedem
Zeitschritt durchfithren, sondern einen Parameter einfithren, welcher angibt nach wievie-
len Zeitschritten die néchste Gebietsaufteilung berechnet wird. Damit kann die Laufzeit
nochmals verringert werden. Dies ist insbesondere fiir Simulationen sinnvoll, bei denen
sich die freie Oberflache nicht allzu viel bewegt oder verformt.

SchlieBlich ist es eine weitere Uberlegung, dass Verfahren auf andere Gleichungen mit
hohen Koeffizientenspriingen anzuwenden.
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