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1. Einleitung

Numerische Wettervorhersage

Eine Prognose des Wetters interessiert die Menschen bereits seit Jahrtausenden, da das Wetter
damals wie heute einen wichtigen Einfluf auf das Leben ausiibt. Frither bekamen die Menschen
dies ganz unmittelbar zu spiiren, da beispielsweise Miflernten direkt katastrophale Folgen hat-
ten. Doch auch heutzutage spielt das Wetter oft eine entscheidende Rolle, man denke etwa an
Bereiche wie die Landwirtschaft, das Bauwesen oder den Tourismus.

Die frithe Wettervorhersage beruhte zunéchst auf Beobachtungen und Erfahrung. Erst in der
Mitte des 20. Jahrhunderts setzten sich zunehmend mathematische Modelle durch, die anhand
physikalischer GesetzméBigkeiten und gestiitzt von meteorologischen Meldaten Prognosen des
Wetters berechneten.

Grundlage fiir die Durchfithrbarkeit solcher Wettersimulationen ist die Beschreibungsmog-
lichkeit des atmosphérischen Geschehens durch Naturgesetze. Dadurch lassen sich Variablen
wie die Windgeschwindigkeit, der Luftdruck, die Dichte und die Temperatur definieren und ein
Gleichungssystem aufstellen, das die mathematische Formulierung dieser Gesetze darstellt und
die zeitliche Entwicklung der Variablen beschreibt. Es entstehen nichtlineare partielle Differen-
tialgleichungen, die keine analytische Losung besitzen und daher ndherungsweise auf Gittern
gelost werden miissen.

Dabei ist die numerische Wettervorhersage nach wie vor ein Gebiet intensiver Forschung
mit dem Ziel, die Vorhersagequalitit anhand der zum Einsatz kommenden Modelle, Gitter
und Simulationstechniken stetig zu verbessern. Entscheidend dafiir ist der Einsatz immer lei-
stungsstirkerer Rechnerstrukturen, wodurch die Verlafilichkeit kurzfristiger Vorhersagen in den
vergangenen Jahren drastisch erhtht wurde. Problematisch sind jedoch immer noch ein zu grob-
maschiges Rechengitter fiir die turbulenten Anteile des Wettergeschehens, eine unregelméflige
Verteilung der MeBstationen und generell die vielen verschiedenen Faktoren, die das Wetter
beeinflussen und teilweise noch nicht ausreichend modelliert sind.

Problemstellungen

In dieser Arbeit mochten wir uns mit den grundlegenden Methoden zur Modellierung und Si-
mulation von globalen Atmosphérenstromungen auseinandersetzen und anhand erster Testfille
die Qualitét des verwendeten Gitters und des numerischen Verfahrens untersuchen.

Atmosphéirenmodellen liegt stets ein sogenannter dynamischer Kern zugrunde, der aus den
kompressiblen Navier-Stokes-Stromungsgleichungen mit den Variablen Geschwindigkeit, Dich-
te, Druck und Temperatur besteht. Weitere Effekte wie etwa Wolkenbildung und Niederschlag
konnen durch zusétzliche Variablen und Modellgleichungen hinzugenommen werden.

In der Atmosphire gibt es ein breites Spektrum von Bewegungen, das von kleinen Wirbeln
iiber Stromungen zwischen Hoch- und Tiefdruckgebieten bis hin zur globalen Zirkulation der
Atmosphére reicht. Daher ist eine Skalenanalyse der Gleichungen nétig, bei der untersucht
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wird, welchen Einflul die einzelnen Terme der Gleichungen tatsdchlich haben. Dies wird uns
schliellich zu den kompressiblen Euler-Gleichungen fiithren, in denen die diffusiven reibungs-
bedingten Terme vernachléssigt werden konnen. Interessant ist in diesem Zusammenhang, dafl
die Gleichungen in der Literatur hdufig dennoch um einen kiinstlichen Diffusionsterm ergénzt
werden, um das Losungsverfahren stabiler zu machen. Dies fiihrt jedoch zu einem anderen Typ
von Gleichungen, die nicht wirklichkeitsgetreu sind und die wir daher vermeiden wollen.

Neben der Modellierung ist auch die Gittergenerierung ein wichtiger Forschungspunkt. Der
Deutsche Wetterdienst verwendet fiir seine Vorhersagen zwei Gitter, und zwar das grob aufge-
loste Globale Modell GME [36, 9] und das feiner aufgeloste Lokale Modell LM [11] von Mittel-
europa, dessen Randwerte aus dem GME gewonnen werden. Diese Schachtelung der Modelle ist
problematisch, und zwar insbesondere bei der Bewahrung von Erhaltungseigenschaften. In der
Atmosphére gibt es Groflen wie die Masse, den Impuls und die Energie, deren Gesamtsumme
stets erhalten bleiben muf}, was jedoch bei der Schachtelung zweier Rechengebiete leicht ver-
letzt werden kann. Ein Ziel wére also, ein kombiniertes adaptives Gitter zu konstruieren, in dem
bestimmte Gebiete feiner aufgelost sind als andere, und so auf einem einzigen Gittermodell zu
rechnen. Genau diesen Ansatz werden wir in unserer Arbeit verfolgen. Auch beim Deutschen
Wetterdienst gibt es Bestrebungen, die unter dem Begriff ICON-Projekt [3] zusammengefafit
werden, ein kombiniertes globales Modell zu entwickeln. Bisher wurden darauf allerdings erst
die 2D-Flachwassergleichungen getestet [4].

LGésungsansatze

Unser Ansatz besteht nun darin, die Erdoberfliche mit einem Dreiecksnetz zu iiberdecken,
das auf Bisektion basiert und bei dem wir eine gelindeabhingige Adaptivitit einfithren, um
zu erreichen, dafl rauhes Gelédnde feiner aufgelost wird als flaches. Es lassen sich auch ohne
Probleme bestimmte Gebiete wie etwa Deutschland oder Europa verfeinern, womit wir eine
Kombination eines globalen und lokalen Gitters erreicht haben. Die Erweiterung auf die dritte
Raumdimension 148t sich dann durch Projektion der Bodendreiecke in bestimmte Hohenschich-
ten realisieren.

Auf unseren so erzeugten 3D-Atmosphérengittern, die aus Tetraederstiimpfen bestehen, miis-
sen nun die Gleichungen diskretisiert werden, wofiir sich Finite-Volumen-Methoden anbieten,
da sie zum einen unstrukturierte flexible Geometrien erlauben und zum anderen Erhaltungsei-
genschaften bewahren. Dies beruht darauf, daff sich eine Erhaltungsgréfie nur durch Ab- oder
Hinzuflielen iiber den Rand einer Zelle veréindern darf.

Umsetzen werden wir die Finite-Volumen-Methoden mit dem Open Source Stromungspaket
OpenFOAM [40, 41], wobei sich die Untersuchung der Qualitit der Gitter im Hinblick auf ihre
Anisotropie und Schrige und die Konstruktion eines neuen an die Erdgeometrie angepafiten
Interpolationsschemas fiir die Geschwindigkeit als sinnvoll erweisen wird.

Da keine nicht-triviale analytische Losung der kompressiblen Euler-Gleichungen existiert,
stellt sich die Validierung globaler 3D-Simulationsverfahren als schwierig heraus. Insbesondere
haben sich noch keine Standardtestfille wie etwa bei den Flachwassergleichungen [52] etabliert.
Erst in den letzten Jahren wurden Vorschlédge fiir die Entwicklung einer baroklinen Welle als
Testfall gemacht [29, 44]. Dies ist jedoch bereits eine sehr anspruchsvolle Simulation, die gerade
fiir den Anfang als ersten Test ungeeignet ist. Es wire vielmehr wie bei den Flachwasserglei-
chungen eine nach Schwierigkeitsgrad gestaffelte Serie von Fillen notig. Daher werden wir in



dieser Arbeit das Ziel verfolgen, schrittweise den Schwierigkeitsgrad unserer Testsimulationen
zu erhdhen. Wir beginnen mit Beobachtungen der Dichteentwicklung unter verschiedenen Ge-
schwindigkeitsfeldern wie etwa der Kreisstromung oder der Rossby-Haurwitz-Welle, simulieren
dann den Transport eines cos?-Zylinders um die Erde und schlieBen mit der Simulation von
Hoch- und Tiefdruckgebieten, zwischen denen sich ausgleichende Strémungen bilden und an-
hand derer man den Einflul der Druckgradientkraft, der Konvektion und der Corioliskraft
beobachten kann.

Eigene Beitrage

Fassen wir an dieser Stelle die eigenen Beitrdge in dieser Arbeit zusammen.

e Ausfiihrliche Dimensionsanalyse der kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen fiir klein-
und grofiskalige Bewegungen in der Atmosphére.

e Konstruktion von uniformen und adaptiven 3D-Atmosphérengittern basierend auf einer
mit dem Bisektionsverfahren erzeugten Triangulierung der Erdoberfliche und Untersu-
chung der Qualitidt dieser Gitter im Sinne von Anisotropie, Nicht-Orthogonalitdt und
Schrége.

e Konstruktion eines neuen an die Erdgeometrie angepafiten Interpolationsverfahrens fiir
die Geschwindigkeit, das im Zusammenhang mit den Finite-Volumen-Methoden fiir die
Berechnung des Massenflusses benétigt wird, und Untersuchung der Qualitit dieses Ver-
fahrens anhand verschiedener Stromungen wie etwa der Rossby-Haurwitz-Welle im Ver-
gleich zu Standardmethoden.

e Simulation des Transports eines cos?-Zylinders um die Erde und Simulation von Hoch-
und Tiefdruckgebieten und ihren ausgleichenden Stréomungen zur Untersuchung des Ein-
flusses von Druckgradientkraft, Konvektion und Corioliskraft, jeweils mit Konvergenz-
analyse.

Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ist wie folgt strukturiert. Wir beginnen im Kapitel 2 mit der Modellierung von Atmo-
sphéirenstromungen und leiten dazu zunéichst aus den physikalischen Erhaltungseigenschaften
die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen her. Anschliefend untersuchen wir den Einflufl
der Gravitation und der Erddrehung und gehen dazu zu einem rotierenden Koordinatensystem
iiber. Durch eine ausfiihrliche Dimensionsanalyse fiir klein- und grofiskalige Bewegungen in der
Atmosphére gewinnen wir einen Eindruck von der Bedeutung der einzelnen Terme und erhal-
ten so schliefflich die kompressiblen Euler-Gleichungen. Eine Turbulenzmodellierung, die notig
ist, da wir die Atmosphéire aus Griinden der Rechenzeit und des Speicheraufwandes nicht fein
genug auflosen konnen, schliefit das Kapitel ab. Wir stellen dabei die beiden grundlegenden
Ansétze der Reynolds-gemittelten Gleichungen (RANS) und der Large Eddy Simulation (LES)
Vor.

Im Kapitel 3 beschiftigen wir uns mit der Gittergenerierung und konstruieren zunéchst
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uniforme und adaptive Triangulierungen der Erdoberfliche mittels Bisektionsverfahren und ge-
lindeabhéingiger Adaptivitédt. Diese erweitern wir dann in die dritte Raumdimension zu Atmo-
sphérengittern, die aus Tetraederstiimpfen bestehen, und untersuchen sie auf ihre Anisotropie,
Schrige und Abweichung von orthogonalen Gittern.

Nun wird eine Diskretisierung der Gleichungen auf diesen Gittern nétig, so dafl wir uns im
Kapitel 4 mit Finite-Volumen-Methoden auseinandersetzen. In diesem Zusammenhang erweist
es sich als sinnvoll, ein neues Interpolationsverfahren fiir die Geschwindigkeit zur Berechnung
des Massenflusses zu konstruieren.

Im Kapitel 5 stellen wir dann erste numerische Ergebnisse vor. Zunéchst simulieren wir die
Dichteentwicklung unter dem Einfluf} verschiedener Geschwindigkeitsfelder wie etwa der Kreis-
stromung oder der Rossby-Haurwitz-Welle, um die Qualitét des neuen Interpolationsverfahrens
zu beurteilen. Es folgt die Simulation des Transports eines cos?-Zylinders um die Erde mit an-
schliefender Konvergenzanalyse. Zuletzt wiahlen wir Hoch- und Tiefdruckgebiete als Anfangs-
bedingung und simulieren die ausgleichenden Stréomungen, die zu periodischen Schwankungen
der Gebiete fithren.

Eine Zusammenfassung und einen Ausblick auf weitere interessante Fragestellungen geben
wir im Kapitel 6.

Danksagung

Bedanken mochte ich mich bei Prof. Dr. Michael Griebel fiir das interessante Thema, seine
vielen Anregungen und die stete Unterstiitzung bei der Entwicklung dieser Arbeit. Prof. Dr.
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Betreut wurde ich von Priv.-Doz. Dr. Thomas Gerstner, der mit seinen vielen hilfreichen
Ideen, seiner steten Diskussionsbereitschaft und Geduld sehr zum Gelingen dieser Arbeit bei-
getragen hat. Herzlichen Dank dafiir.

Des weiteren mochte ich mich bei Margrit Klitz, Martin Engel und Ralph Thesen fiir ihre
Hilfe und wertvollen Hinweise und Diskussionen bedanken, bei ersterer auflerdem fiir ihr auf-
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2. Modellierung

Um Phénomene der Natur auf dem Rechner zu simulieren und diese Simulation z.B. zur Vor-
hersage des Wetters zu nutzen, bendtigt man ein mathematisches Modell. Ein solches Modell
stellt die Ubersetzung der Wirklichkeit in ein mathematisches Problem wie etwa ein System
von partiellen Differentialgleichungen dar.

In unserem Fall sind wir konkret an den Stromungen in der Atmosphére interessiert. Daher
beginnen wir zunéchst mit der Darstellung der physikalischen Gesetze, die jeder Stromung zu-
grunde liegen, und ihren Entsprechungen in der Mathematik. Im weiteren Verlauf nehmen wir
die speziell in der Atmosphére vorherrschenden Kréfte, die sich aus der Erdanziehung und der
Erdrotation ergeben, hinzu. Es entstehen Gleichungen, deren Terme wir einer Dimensionsana-
lyse unterziehen, um Aussagen iiber ihre Bedeutung zu gewinnen. Abschliefend beschéftigen
wir uns dann noch mit der Turbulenzmodellierung, die bei der approximativen Losung der
Gleichungen relevant wird.

2.1. Klassische Stromungsmechanik

Wir wollen zunéchst in kurzer Form die Gleichungen vorstellen, die die Strémung eines Fluids
beschreiben und die sich aus den grundlegenden physikalischen Prinzipien der Massen-, Impuls-
und Energieerhaltung ergeben. Fiir detailliertere Herleitungen sei auf die reichhaltige Literatur
wie etwa [25, 32] verwiesen, denen wir in unserer Darstellung folgen. Dabei betrachten wir
zunéchst die klassische Stréomungsmechanik und lassen Effekte, die aus der Erdanziehung und
der Erddrehung resultieren, aus. Auf sie wird in spéteren Kapiteln ausfiihrlich eingegangen.
Im folgenden sei 2 C R3 ein dreidimensionales Gebiet, der Ort & € Q und die Zeit t € [0, tenal-
Die Stromung eines Fluids in einem Gebiet ) iiber die Zeit ¢ 148t sich durch die Gréflen Ge-
schwindigkeit, Dichte, Druck und Energie charakterisieren. Sei also im folgenden

w: Qx[0,t,] — R3 das Geschwindigkeitsfeld,
p: Qx[0,tem] — R  die Dichte,

p: Qx[0,tm — R der Druck und

e: Qx[0,tna] =R  die Energie.

Es werden nun kurz aus den Erhaltungssétzen fiir Masse, Impuls und Energie die sogenannten
Navier-Stokes-Gleichungen hergeleitet. Man beachte dabei, dafl in der Literatur auch hiufig
nur die Impulsgleichung diesen Namen trégt, wir im folgenden jedoch das gesamte System so
bezeichnen wollen.
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2.1.1. Erhaltung der Masse

Bei der Bewegung von Masseteilchen bleibt deren Masse erhalten, nur das Volumen, das die
Teilchen einnehmen, kann sich é&ndern. Sei also M die Masse eines Fluids, das zum Zeitpunkt
t das Gebiet ; einnimmt. Die Masse 1483t sich dann durch das Integral iiber die Dichte des
Fluids bestimmen

M(t) :/Q p(x,t) dz.

Da die Masse erhalten bleibt, wenn sich das Fluid bewegt, mufl die zeitliche Ableitung der
Masse verschwinden. Mit Hilfe des Transporttheorems (A.1) folgt daraus

/Q (pr + V- (pu)) (x,t) dz = 0.

Diese Gleichung gilt fiir beliebige Gebiete (14, also auch insbesondere fiir beliebig kleine, so dafl
wir zur differentiellen Form der Massenerhaltung tibergehen kénnen

pt+ V- (pu)=0. (2.1)

Sie wird auch als Kontinuititsgleichung bezeichnet.

2.1.2. Erhaltung des Impulses

Der Impuls eines Korpers ist das Produkt seiner Masse mit der Geschwindigkeit. Handelt es
sich um ein Fluidsystem und nicht um einen festen Korper, so 18t sich der Impuls m eines
Kontrollvolumens €2; zum Zeitpunkt ¢ durch das Integral

m(t) :/Q plx, t)u(x,t) de

berechnen. Auflerdem wissen wir nach dem 2. Newtonschen Gesetz, daB die zeitliche Anderung
des Impulses gleich der Summe aller auf das Fluid wirkenden Kréfte ist. Mit Hilfe des Trans-
porttheorems (A.1), des Gaufschen Integralsatzes (A.2) und nach Ubergang zur differentiellen
Form erhalten wir so schliellich die Impulsgleichung

(pu); +V - (puou+1p+71)=0. (2.2)

Dabei ist wou := uu’, 1 die Einheitsmatrix und 7 der Spannungstensor, der die molekularen
Reibungskrifte beschreibt, mit

T i=—p <Vu + (Vu)" - %(V : U)1> ; (2.3)

wobei p die dynamische Viskositét ist.
Die Gleichung (2.2) 148t sich unter Beriicksichtigung von V - (1p) = Vp, der Vektoridentitét
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(A.18) und der Kontinuitétsgleichung (2.1) zu der gebréuchlichen Darstellung
1 1
ut—i-(u-V)u—i-;Vp: —;Vﬂ' (2.4)

umformen. Dabei beschreibt der erste Term die zeitliche Anderung, der zweite die Konvektion,
der dritte die Druckgradientkraft und der vierte die molekulare Reibung.

2.1.3. Erhaltung der Energie

Der Energiegehalt E eines Kontrollvolumens €2; kann durch das Integral iiber die gesamte
Energie e pro Masseneinheit multipliziert mit der Dichte p ausgedriickt werden

E(t) :/Q p(x,t)e(x,t) de.

Man beachte, dal hier mit e die spezifische Gesamtenergie

1
e = e + Ckin = C'UT =+ §'U/2 (25)

als Summe von thermischer/innerer und kinetischer Energie gemeint ist. Die potentielle Energie
in Form der Gravitation wird erst im Kapitel 2.2 betrachtet. Aulerdem 143t sich an dieser Stelle
schon festhalten, daf§ wir mit Hilfe der Gleichung (2.5) auch statt der Energie e die Tempera-
tur T als Variable verwenden konnen. ¢, ist dabei eine Konstante und driickt die spezifische
Warmekapazitdt von trockener Luft bei konstantem Volumen aus.

Die Energie eines Systems dndert sich, wenn am System Arbeit verrichtet wird. Konkret
bedeutet dies, dafl sich die Energie durch Teilchenbewegung, durch Kompression bzw. Expan-
sion, durch Scherkréfte und durch Wérmeleitung dndern kann. Beschreibt man diese Effekte
durch Oberflichenintegrale, verwendet den Gaufischen Integralsatz (A.2) und geht wie zuvor
zur differentiellen Form iiber, so erhilt man die Energiegleichung

(pe)e +V - (u(pe +p) + 3 + Tu) =0, (2.6)
wobei j die thermische Energiestromdichte
Ji=-=AVT (2.7)

ist, die sich iiber die Temperatur 7" und die thermische Leitfihigkeit A ausdriicken 148t. Fiir
die Konstanten sei auf den Anhang A.2 verwiesen.
Mit Hilfe der Vektoridentitéit (A.18) und der Kontinuitétsgleichung (2.1) 148t sich (2.6) zu

1 1 . 1
et+u-Ve+;V‘(pu):—;V-(J—i-ru)—l-;Q (2.8)

umformen. Dabei wurde noch der Quellterm @/p hinzugefiigt, der sich aus Effekten der Son-
neneinstrahlung zusammensetzt und geeignet modelliert werden muf}, siehe [32].
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2.1.4. Zustandsgleichung

Unser Gleichungssystem bestehend aus Massenerhaltung (2.1), Impulserhaltung (2.4) und Ener-
gieerhaltung (2.8) ist noch nicht geschlossen, da wir fiinf Gleichungen, jedoch sechs Unbekannte
u, p, p und e bzw. T haben.

Wir benétigen also noch einen funktionalen Zusammenhang zwischen den Gréflen wie etwa
das ideale Gasgesetz. Dieses beschreibt den Zusammenhang von Druck, Dichte und Temperatur
eines idealen Gases bzw. Gasgemisches, als welches die trockene Atmosphére angesehen werden
kann, und lautet

p = pRT, (2.9)

wobei R = Ry, die Gaskonstante fiir trockene Luft ist. Diese Gleichung wird auch als Zu-
standsgleichung bezeichnet.

Zusammen mit der Massen-, Impuls- und Energiegleichung erhalten wir so ein geschlossenes
Gleichungssystem mit den Variablen Geschwindigkeit w, Dichte p, Druck p und Energie e bzw.
Temperatur T

2.2. EinfluB der Gravitation

Nun wollen wir auch die Effekte, die durch die Gravitationskraft hervorgerufen werden, in den
Navier-Stokes-Gleichungen beriicksichtigen.
Das Newtonsche Gravitationsgesetz beschreibt die Kraft f, mit der sich zwei Massen gegen-

seitig anziehen, und 1483t sich als
GMm

r[?
formulieren. Dabei sind M und m Massen, G ist die Gravitationskonstante, » der Vektor, der
die Position des einen Korpers in bezug auf den anderen angibt, und |r| der Abstand der beiden
Massenschwerpunkte.

Fiir die Erdgravitation sei M die Masse der Erde und r der Vektor vom Erdmittelpunkt zum
anderen Korper mit der Einheitsmasse m. Damit ist die Gravitationskraft pro Masseneinheit
in Entfernung |r| vom Zentrum der Erde durch

f=

r

g GM_ GM (T
B N AN

gegeben. Zerlegen wir nun den Abstand |r| in |r| = @ 4+ z mit dem Erdradius a und verwenden

den Einheitsnormalenvektor k := r/|r|, so 148t sich

~gk=f= (aC;F]\i)Q <:’>
a GM (r
"y (% ()
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schreiben, wobei —ggk die Gravitationskraft an der Erdoberfliche darstellt. Es gilt a > z,
insbesondere fiir die Hohe der Troposphéare und unteren Stratosphére, so dafl wir

setzen und somit auf die Hohenabhéngigkeit der Gravitationskraft verzichten kénnen, die ei-
gentlich um 0,3% innerhalb von 10 km Héhe abnimmt.

Fiihren wir die Gravitationskraft nun in der Impulsgleichung (2.4) und Energiegleichung (2.8)
ein, erhalten wir jeweils einen neuen Quellterm, und zwar fiir den Impuls —g*k

1 1
ut+(u-V)u+;Vp:—;V~T—g*kz (2.10)
und fiir die Energie —g*(k - u)
1 I . . 1
et+u-Ve—|—;V-(pu) = —;V-(] +7Tu)—g (k-u)—l—;Q. (2.11)

Man beachte, daf sich die auf der Erde zu beobachtende Erdanziehungskraft aus obiger
Gravitationskraft und der Zentrifugalkraft zusammensetzt, worauf wir im Abschnitt 2.3.2 noch
ndher eingehen werden.

2.3. EinfluB der Erddrehung

Bisher haben wir bei der Beschreibung der Dynamik der Atmosphére ein festes kartesisches
Koordinatensystem verwendet und dabei nicht weiter beriicksichtigt, daf sich die Gesamtge-
schwindigkeit eines Teilchens aus seiner relativen Geschwindigkeit zur Erdoberfliche und der
planetaren Winkelgeschwindigkeit zusammensetzt, mit der es um die Erdachse rotiert.

Physikalische Phénomene sind zwar prinzipiell unabhéngig von der Wahl des Koordinaten-
systems, ihre Beschreibung héngt jedoch durchaus vom Betrachter und dem somit gewéhlten
Bezugssystem ab. Da wir als Beobachter auf der Erdoberfliche nur relative Geschwindigkeiten
wahrnehmen und messen, ist es sinnvoll, zu einem rotierenden Koordinatensystem iiberzuge-
hen. Statt absolute Geschwindigkeiten wollen wir also in den Navier-Stokes-Gleichungen nur
noch relative Geschwindigkeiten beschreiben. Wir folgen in unserer Darstellung im wesentlichen
[12, 28], insbesondere stammen auch die nachfolgenden Beweise daher.

Drehungen bedeuten Richtungsénderungen und somit Beschleunigungen. Von einem mitbe-
wegten Koordinatensystem erwarten wir also, dafl es neue (Trégheits-) Kréfte erzeugt.

Es sei im folgenden

T ein Ortsvektor im rotierenden System und

x ein Ortsvektor im Inertialsystem.

Die Gesamtgeschwindigkeit w; im Inertialsystem 148t sich in die Relativgeschwindigkeit wp
und die Fiihrungsgeschwindigkeit wr, d.h. die Geschwindigkeit des Koordinatensystems selbst,
aufspalten

Uy = UR + Ufp.



10 2. Modellierung

Definition 2.1 [SUBSTANTIELLE ABLEITUNG]
Seiu : Q — R3 fest vorgegeben. Dann wird

D 0
Dodiuy (2.12)

als substantielle Ableitung bezeichnet.

Satz 2.2
Fiir skalare Funktionen ¢ dndert sich die substantielle Ableitung unter Koordinatentransforma-

tion nicht, also gilt
D¢ D¢
— | == . 2.1
< Dt ) I ( Dt > R (213)

Beweis 2.2. Im Inertialsystem gilt nach (2.12) die sogenannte Euler-Beziehung

Do\  [(0¢ S
(51),= (&), 7 w¥o 21

Die Koordinatentransformation sei durch @ = x(Z,t) gegeben, und somit gilt ¢(x,t) =
¢(x(z,t),t). Mit Hilfe der Kettenregel fiir partielle Ableitungen (A.3) kénnen wir dann

(). (22)

T

¢ 9z 39 Ot

oz ot "ot ot
_ 09(a.t) Da(@t) | D¢t
O ot ot

() 5),

schreiben. Die zeitliche Anderung eines festen Punktes & im bewegten Koordinatensystem ist,
wenn man sie vom Inertialsystem aus betrachtet, nichts anderes als die Fiihrungsgeschwindig-

keit R
ox\
(&),

siehe dazu die Abbildung 2.1. Dementsprechend ist die zeitliche Ableitung eines festen Punktes
Z im Inertialsystem vom bewegten Koordinatensystem aus betrachtet die negative Fiihrungs-

geschwindigkeit
ox >
— | =-—up. (2.16)
( o)z

Setzen wir nun (2.15) und (2.16) in die Euler-Beziehung (2.14) ein, erhalten wir

<D¢> = (‘%’> —upVe +usVe.
I x

-1

Dt ot

Der Gradientenoperator muf} in beiden Systemen identisch sein, da keine Liéngendnderungen
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Qa
N
o(t)
\z(t + At)
% —L
2

Abb. 2.1.: Der im rotierenden Koordinatensystem feste Vektor x bewegt sich vom Inertial-
system aus betrachtet in der Zeit At von 21 nach Zs.

durch den Wechsel in das beschleunigte Koordinatensystem auftreten. Damit folgt die Behaup-

tung
D¢\ (06 _ (D¢
(m)f(at)j“ﬂw—(Dt)R'

Wir wissen nun also, dafl die substantielle Ableitung einer skalaren Funktion in beiden Be-
zugssystemen gleich ist, insbesondere éndert sich die Kontinuitétsgleichung (2.1) und die Ener-
giegleichung (2.11) nicht unter Koordinatentransformation. Unterschiede sind jedoch bei der
Behandlung von Geschwindigkeitsvektoren zu erwarten und damit bei der Bewegungsgleichung
(2.10) fiir das Geschwindigkeitsfeld.

Betrachten wir nun einen Vektor r, der, wie in der Abbildung 2.2 zu sehen ist, um die Achse
Q mit der Winkelgeschwindigkeit |Q| rotiert. Die Spitze von r benétigt dabei fiir eine Um-
drehung die Zeit 27/|Q2| und legt in dieser Zeit die Strecke 2mR = 27|r|sin 6 zuriick, d.h. sie
wandert mit der Geschwindigkeit

O

27|7| sin 0

27 /19 = |Q||r|sind = |Q x 7,

da das Kreuzprodukt a x b einen Vektor der Linge |a||b|sin <(a, b) liefert. Ein fester Punkt
r im rotierenden Koordinatensystem hat also die Geschwindigkeit €2 x r, wenn wir mit 2 die
Rotationsachse der Erde bezeichnen und || die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation ist.
Der Vektor €2 x r steht dann senkrecht auf €2 und 7, also tangential zu der Kreisbahn von r.

Seien (e1, ez, es) die Einheitsvektoren des bewegten Koordinatensystems. Insbesondere gilt
fiir einen solchen Einheitsvektor e; mit ¢ =1,...,3

Dei
= xe;. 2.17
(), =9~ o)

Nach Definition 148t sich die substantielle Ableitung eines Vektors a im rotierenden System
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Abb. 2.2.: Ein Vektor r rotiert mit der Geschwindigkeit €2 x 7 um die Achse €.

als
Da Da1 Da2 Da3
“7) = 2.18
<Dt) Dt T o T (2.18)
darstellen, da die Basisvektoren eq, €2, e3 konstant in diesem System sind.
Satz 2.3
Sei a ein Vektor im rotierenden Koordinatensystem und € die Rotationsachse. Dann gilt
Da Da
— ) == Q xa. 2.19
( Dt ) I ( Dt >R i ¢ (219)
Beweis 2.3.

D (wre1 + azes + ages)
Dt a161 a2€2 + a3es

(27),

I
Da1 De1 4 DCL2 4 D€2 i D(Lg 4 D€3
= | —= — e+ ay —= a
Dt T D T ot T o "o BT Dy |,
D
= (DC:) +a1(2 x e1) + a2 x e2) + az(Q x e3) wegen (2.17) und (2.18)
Da
—(Z2) 1@
<Dt> LQxa

O

Als néchstes betrachten wir Beschleunigungen und wenden daher das Ergebnis (2.19) doppelt
an.
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Satz 2.4

D?%a D?a Da
— ) = == 20 — Q Q . 2.20
(Dt2>1 (Dt2>R+ X<Dt>R+ x (2 xa) ( )

Beweis 2.4. Die doppelte Anwendung von Satz 2.3 ergibt

(%), (5 (51),),

(i (50),r2]),

(B [(5), ) e [(3), oo
(52) (), o 3),
— (%)R-{-QQX <g‘tl>R+Q><(ﬂ><a)-

(%) 188t sich als relative Geschwindigkeit ug und (%) ; als absolute Geschwindigkeit u;

auffassen, so dafl wir Satz 2.4 auch als
Du I Du R

Dit: Dt +2QXUR+QX(QXT)

schreiben kénnen, wobei r der jeweilige Ortsvektor ist. Somit kénnen wir nun die Impulsglei-
chung (2.10) unter Verwendung von (2.12) und Satz 2.4 in das rotierende Koordinatensystem
transformieren. Dabei wird im folgenden immer der Index R weggelassen. Die Impulsgleichung
lautet nun

1 1
w+ (v Vu+2Qxu+Q2x(Q2xr)+-Vp+g'k=—-V-T1. (2.21)
P P

2.3.1. Corioliskraft

Der neue Term —2€2 x u beschreibt die Corioliskraft, die nach dem franzosischen Physiker
Gaspard Gustave de Coriolis (1792 - 1843) benannt ist. Da man Kréfte iiblicherweise auf der
rechten Seite von Gleichungen anordnet, verwenden wir hier ein negatives Vorzeichen.

Die Corioliskraft ist eine Scheinkraft, da sie in einem rotierenden System nur von einem
mitbewegten Beobachter wahrgenommen wird. Kréftefreie Bewegungen sind geradlinig, doch
in einem rotierenden Bezugssystem erscheinen solche Bewegungen aus Sicht eines mitbewegten
Beobachters gekriimmt. Diese Kriimmung wird der Corioliskraft zugeschrieben, die senkrecht
zur Bewegungsrichtung und senkrecht zur Rotationsachse wirkt. Sie hat daher sowohl eine hori-
zontale als auch eine vertikale Komponente, die am Nord- und Siidpol verschwindet, und lenkt
jede nichtparallele Bewegung zur Erdachse in der Atmosphire ab.
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Abb. 2.3.: Auswirkung der Corioliskraft auf ein Tiefdruckgebiet iiber Island, 4. September 2003,
Jacques Descloitres, MODIS Rapid Response Team, NASA /GSFC.

Die Erde dreht sich von West nach Ost, wodurch auf der Nordhalbkugel die Linksdrehung
eine Rechtskriimmung hervorruft und auf der Stidhalbkugel die Rechtsdrehung eine Linkskriim-
mung. Dies fithrt dazu, daf§ sich auf der Nordhalbkugel Hochdruckgebiete im Uhrzeigersinn und
Tiefdruckgebiete gegen den Uhrzeigersinn drehen. Auf der Siidhalbkugel ist dies entsprechend
umgekehrt. Sehr schon ist ein solcher Effekt in der Abbildung 2.3 zu sehen.

2.3.2. Zentrifugalkraft

Der zweite neue Term — X (2 X ) in der Impulsgleichung (2.21) ist die Zentrifugalkraft, auch
Fliehkraft genannt. Sie wirkt senkrecht zur Rotationsachse nach auflen, wie man sich leicht
anhand der Kreuzprodukte veranschaulicht, und variiert mit dem Breitengrad. Am Aquator
ist sie am stirksten, wihrend sie an den Polen verschwindet. Auf der Erde nehmen wir diese
Kraft selbst nicht wahr, sondern nur die resultierende Schwerkraft, die sich aus Zentrifugal-
und Gravitationskraft zusammensetzt, wie in der Abbildung 2.4 verdeutlicht wird.

Sei —g die resultierende Schwerkraft

—g:=—gk—Qx(Qxr).
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—Qx (2 x7)

»
Ll

Abb. 2.4.: Die Schwerkraft als Resultierende von Gravitations- und Zentrifugalkraft.

—g 148t sich auch als Potential schreiben, und zwar mit Hilfe von

M
—g'k = —V¢, mit ¢, := oM + const,
r

(Q x 7)? Q2R?
T + const = —

—Ax(QAx7r)=—-V¢, mit ¢, :=— + const

mit den Bezeichnungen des Kapitels 2.2 und der Abbildung 2.2. Es gilt dann

—g=-Vo¢= _v<¢a + sz)

¢ wird als Geopotential bezeichnet.

Betrachtet man jedoch die Gréflienordnung der beiden Kréfte, so stellt man fest, dafl die Gra-
vitationskraft von der Ordnung O(10!) ist, withrend die Zentrifugalkraft nur O(1072) betriigt.
Wie in [23] motiviert, variiert die Schwerkraft aufgrund der Zentrifugalkraft und der Gestalt
der Erde um +0,3% auf der Erdoberfliche. In vielen Anwendungen wird die Zentrifugalkraft
daher vernachléssigt, und man geht von einer stets zum Mittelpunkt einer kugelférmigen Erde
gerichteten Schwerkraft und einer konstanten Erdbeschleunigung

ES

9:=9

aus. Auch wir werden im folgenden die Zentrifugalkraft vernachlissigen und erhalten so die
Impulsgleichung in der Form

1 1
ut+(u-V)u+29><u—i—;Vp+gk::—;V-T. (2.22)

2.4. Temperaturgleichung

Wie bereits im Kapitel 2.1.3 erwéhnt, 1&8t sich die Energievariable e durch die Temperatur
T ersetzen. Die daraus entstehende Temperaturgleichung soll in diesem Kapitel hergeleitet
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werden. Die Energiegleichung (2.11) lautete
1 1 . 1
et+u~Ve+;V-(pu) :—;V~(] —|—Tu)—g(k-u)+;Q,

und den Zusammenhang zwischen spezifischer Gesamtenergie e und Temperatur T hatten wir
in der Gleichung (2.5) festgehalten

1
e = €th + Epin = CUT + 5“27

so dafl wir nun (2.5) in die Gleichung (2.11) einsetzen koénnen. Es ergibt sich

1 1 1 1 1
e Ty + §(u2)t +u-V <CUT+ 2u2> + ;V “(pu) +g(k-u) = —;V (F+Tu)+ ;Q

1 1 1
@cht—i—i(ut-u+u-ut)—|—cvu~VT+§u-V(u2)+;V-(pu)+g(kz-u):...

©Cv(Tt+U-VT)+u~ut+u~((u-V)u)+;V-(pu)—kg(k-u):...

Scep(li+u-VI)+u- (u+ (u-V)u) +1V-(pu)+g(k:~u):...
P

Impulsgleichung
(2.10) einsetzen

1 1 1
@Cv(Tt—F’u-VT)—i—u'<—pr—pV-T—gk>+p(pv.u+u.Vp)+g(k.u):_”
1 1 1
‘@Cv(Tt‘*‘U'VT)‘F;pV'U:—;(V'(j-i-TU)—u'(V~7'))+;Q-

Beachte, dafl die Impulsgleichung ohne Rotation verwendet wurde, da die Energiegleichung
invariant unter Koordinatentransformation ist.
Mit der abkiirzenden Schreibweise des Frobenius-Produkts

T:Vu:=V-(tu)—u-(V-1) (2.23)

erhalten wir so die Temperaturgleichung

1 1 1
cv(Tt—i—u‘VT)—i-;pV‘u:—;(V-j—i—r:Vu)—i—;Q. (2.24)

2.5. Randbedingungen

Zur SchlieBung des Gleichungssystems sind noch Randbedingungen fiir die einzelnen Variablen
notig. Die Gleichungen gelten in einem Gebiet €2, das in unserem Fall die Atmosphére ist, so
daf} der Rand 0f) aus dem Erdboden und einer Begrenzung in Hohe der Stratosphére besteht.
An diesen Rédndern miissen nun Bedingungen fiir die einzelnen Variablen festgesetzt werden.
Prinzipiell gibt es dabei zwei Typen, und zwar zum einen Dirichlet-Randbedingungen, die
den Wert einer Variablen am Rand vorschreiben, und zum anderen Neumann-Randbedingung-
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en, bei denen der Gradient in Normalenrichtung am Rand bekannt ist.

L bezeichne die duflere Normalenrichtung am Rand und n die tangentiale Richtung. Fiir die
Dichte p werden wir sowohl am Boden als auch in der Stratosphéire Neumann-0-Randbedin-
gungen vorschreiben

Vip=0, (2.25)

um keinen Massenfluf§ iiber den Rand zuzulassen, und fiir die Geschwindigkeit u Slip-Bedin-
gungen der Form
u, =0 und V,u,=0 (2.26)

wéhlen. Eine solche am Rand entlang gleitende Geschwindigkeit ist insbesondere an der kiinst-
lichen Begrenzung in der Stratosphére sinnvoll, wihrend auf der Erde auch die Beschaffenheit
des Erdbodens und seine Rauhigkeit in die Randbedingung eingehen konnte.

Fiir den Druck p schreiben wir eine Neumann-Randbedingung vor, bei der der Druckgradient
gleich der Gravitationskraft gesetzt wird, so daf} sie sich am Rand ausgleichen

V.p=(—pgk).. (2.27)

Fiir die Temperatur T' kann man zumindest am oberen Rand in der Stratosphére die Neu-
mann-0-Randbedingung
V.,T=0 (2.28)

wahlen, wihrend am Boden eine Dirichlet-Bedingung in Abhéngigkeit der Sonneneinstrahlung
sinnvoll wéire.

2.6. Zusammenfassung der Gleichungen

Wir wollen nun unser Gleichungssystem zusammenfassen. Ausgehend von den Erhaltungsprin-
zipien von Masse, Impuls und Energie und unter Beriicksichtigung der Erdanziehung und Erd-
drehung sind wir bei den dreidimensionalen kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen mit Gra-
vitation und Rotation angelangt

pt+V-(pu)=0
1 1
ut+(u‘V)u+2Qxu+;Vp+gk::—;V-T (2.29)

1 1 1
cv(Tt—i—u-VT)—i-;pV-u:—;(V-j%—r:Vu)—i—;Q.

Das System besteht aus der Kontinuitidtsgleichung (2.1), der Impulsgleichung (2.22) und der
Temperaturgleichung (2.24), in die sich die Energiegleichung (2.11) iiberfiithren 1&8t. Zusammen
mit der Zustandsgleichung (2.9)

p = pRT

erhalten wir so mit geeigneten Anfangs- und Randbedingungen ein geschlossenes System fiir
die Variablen u, p, p und T.

Fassen wir an dieser Stelle auch einmal die Annahmen zusammen, die wir auf dem bishe-
rigen Weg getroffen haben. Zum einen sind wir von trockener Luft ausgegangen, was nur als
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erste Ndherung aufgefafit werden kann, da es gerade bei meteorologischen Anwendungen ent-
scheidend ist, auch die Feuchtigkeit zu modellieren. Dies stellt jedoch kein Problem dar, unser
Gleichungssystem miifite lediglich um weitere Gleichungen ergénzt werden, in denen dann die
Bestandteile trockene Luft, Wasserdampf, fliissiges Wasser und gefrorenes Wasser als Variablen
auftreten, siche etwa [11].

Des weiteren sind wir davon ausgegangen, dafl die Erde eine perfekte Kugel ist, deren Masse
sich im Mittelpunkt konzentriert. Als Konsequenz daraus ist die Gravitationskraft stets zum
Mittelpunkt gerichtet. Unter Vernachldssigung der Zentrifugalkraft und der Hohenabhingig-
keit der Gravitationskraft, was jeweils nur eine Schwankung der resultierenden Schwerkraft
um +0, 3% verursacht, kann auch die Erdbeschleunigung ¢ als konstant angenommen werden.
Auflerdem sei die Rotationsachse der Erde fest und die Winkelgeschwindigkeit der Drehung
konstant. All diese letzten Annahmen sind durchaus iiblich in der Literatur und werden im
folgenden als gegeben vorausgesetzt.

Hier noch einmal die Annahmen in der Ubersicht:

e Trockene Luft.

e Erde perfekte Kugel mit Konzentration der Masse im Mittelpunkt.

e Vernachléssigung der Zentrifugalkraft.

e Schwerkraft zum Mittelpunkt gerichtet und Erdbeschleunigung g konstant.

¢ Rotationsachse fest mit konstanter Winkelgeschwindigkeit.

2.7. Dimensionsanalyse

Unsere Gleichungen sind dimensionsbehaftet, also abhéingig von der Gréfienskala der einzelnen
Variablen. Unser Ziel ist es nun, zu relativen Gréflen {iberzugehen und so dimensionslose Kenn-
zahlen herauszuarbeiten, die charakteristisch fiir das beschriebene Problem sind. Die Groéfien
der einzelnen Terme lassen sich dann direkt miteinander vergleichen, so dafl wir ein Kriterium
dafiir haben, welche Terme entscheidend zu dem modellierten Phénomen beitragen.

2.7.1. Tangentiales Koordinatensystem

In der Atmosphére wirken stark anisotrope Kréifte. Daher wollen wir zunéchst die Impulsglei-
chung in ihren horizontalen und vertikalen Anteil aufspalten, um so die Gréflen der horizontal
und vertikal wirkenden Kréfte getrennt voneinander beurteilen zu kénnen. Dazu ist es notig,
die Impulsgleichung (2.22) einem erneuten Koordinatenwechsel zu unterziehen. Das neue Ko-
ordinatensystem sei in einem Punkt r verankert, dessen x-Achse nach Osten, y-Achse nach
Norden und z-Achse radial nach aufien weise. Die xy-Ebene stellt somit die Tangentialebene
im Punkt r dar, so dafl wir im folgenden auch von einem tangentialen Koordinatensystem
sprechen werden.
Die Basisvektoren des kartesischen (rotierenden) Koordinatensystems seien

1 0 0
0 , €2 = 1 , €3 = 0
0 0 1

€1
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Dabei liegt der Ursprung im Zentrum der Erde, und es weist entlang der Rotationsachse,
wihrend e; und ey die Aquatorebene aufspannen. Im tangentialen Koordinatensystem seien
€1, €2, ez die Basisvektoren. Der dritte zeigt radial nach auflen, er lautet also

r
- r 1 1

= —=————1 1
vl \ri+r +r? -

€1 weist nach Osten und liegt somit parallel zur ejes-Ebene, also senkrecht zur Rotationsachse
e3. Aulerdem stehen die neuen Basisvektoren orthogonal zueinander, so dafl wir €; aus dem
Kreuzprodukt

Aél =e3 X 53

gewinnen kénnen. Es ergibt sich der Vektor

N 1 T2

Der nach Norden weisende Basisvektor €5 148t sich dann iiber
ey, =e3 X €1
berechnen. Wir erhalten den normierten Vektor

—Tir3
—Taor3

T 3 2.2 /2.2
N R AVA s e 72 + 12

~ 1
€2

Zu beachten ist noch der Spezialfall, wenn r selbst auf der Rotationsachse liegt. Dann kénnen
wir e; und es nicht mehr als nach Osten bzw. Norden weisend festlegen, sondern miissen statt
dessen beliebige orthogonale Vektoren wihlen, die uns die Tangentialebene aufspannen.

Nun kennen wir also die alten und die neuen Basisvektoren und kénnen den Koordinaten-
wechsel dadurch vollziehen, dafl wir einen Vektor

a = aje; + azes + azey

im alten System auf die jeweiligen neuen Koordinatenrichtungen projizieren. Der Vektor lautet
dann im tangentialen System

a = (a,El> El + <(I,E2> EQ + <CL,E3> 63,

wobei das Skalarprodukt hier der Deutlichkeit halber mit (-, -) bezeichnet wird.
Da e; und es die horizontalen Komponenten beschreiben, wollen wir sie wie folgt abkiirzen

()= (,e1)er+(,e) e (2.30)

und die vertikale Komponente mit
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()1 = (. e3)es. (2.31)
Auch der Nablaoperator 148t sich in beiden Koordinatensystemen ausdriicken

\Y 0 +8 +8 8~+8~+8~ V,+V
= —e€ —e€e — €3 — ——€ —€ —e3 =: .
8x18y2 9z ° 81:183/2823 ! -
Wollen wir nun die Impulsgleichung (2.22) im tangentialen Koordinatensystem schreiben,
muf jeder einzelne Term wie oben beschrieben auf die neuen Basisvektoren projiziert werden.

Die Gleichung lautete
1 1
u + (u- V)u + 2 x u—i—;Vp—i—gk: —;V'T.
Wenden wir (2.30) und (2.31) auf die Gleichung an und nutzen die Linearitdt der Projektion

und die Orthogonalitit der Basisvektoren, so ergibt sich fiir den horizontalen und vertikalen
Anteil

1 1
(w)r + (v-V)u, + 2(Qxwu), + —-Vp =——(V.-71),
" " (2.32)
(u)e + (w-V)u, + 2(2xu), + ;le + gk :—;(V'T)L.
1 2 3 4 ) 6

Fiir die spatere Entdimensionalisierung im Kapitel 2.7.2 ist es sinnvoll, alle Vektoren der
Gleichung in horizontaler und vertikaler Form darzustellen. Konkret bedeutet dies, daf§ die
Terme 2, 3 und 6 noch weiter umgeformt werden miissen. Beginnen wir mit Term 2.

(u : V)un = ((uu + 'Uu_) : (Vn + VL))’U'H
— (’U,” . vn +u, - VJ_ +u, - vu +u, - VJ_)'U'H
=0 =0
= (ull “Vi+u, - VL)UH (2.33)

und analog
(u ) v)ui = (un “Vi+u, - VL)uL- (2.34)
Fiir Term 3 ergibt sich unter Beriicksichtigung der orthogonalen Zusammenhénge

2 x u), =2((Q,+2,) x (u, +u,)),
= 2(QH X w, + QH Xuy + € X u, + R, x uL)n
=0
= 2((QII X uu)n +(Qn X ul)n + (QL X uu)n)
=0
=2(Q, X u, + 92, xu,) (2.35)
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und ebenso

Q(Q X ’U/)L = 2((9” + QL) X (ull + UL))L
=2(Q, xu, +Q xu, +Q, xu,+Q, xu,),
=0
= 2((9” X UH)J_ + (QH X uJ_)J_ + (QJ_ X ’U’II)L)
=0 =0
= Q(QH X u,‘). (2.36)

Beachte aulerdem, daf
QH = <Q,§2> EQ und QL = <Q,€3> Eg

gilt. Die Werte 2 (€2, e2) und 2 (2, e3) werden auch Coriolis-Parameter genannt.
Bei Term 6 148t sich zunéchst feststellen, dafl

V-T=—pu (V.Vu+v.(Vu)T—zv-((v-um)
=—u (Au + %V(V : u)) (2.37)

gilt, was man mit der Definition (2.3) und einem Ubergang zur Komponentenschreibweise
iiberpriifen kann. Aufgespalten in den horizontalen und vertikalen Anteil erhdlt man dann
unter Ausnutzung der Orthogonalitidt und Beachtung von (2.37)

1
(V-1)y=—u ((V -V)u, + gVH(V . u))
=—u ((V.. -V,+V,.-V))u, + %v..(v,. cu, + V- ul)> (2.38)
und
1
(V1) =—p ((V-V)UL—F?’VL(V-u))
=—u ((V. -V,+V,. -V )u, + éVL(VH cu,+ V- uL)> . (2.39)

Damit kénnen wir das Gleichungssystem (2.32) nun so

1 1
(un)t + (uu : vn + u, - VJ_)'U'H + Q(Qn Xu, + QJ_ X uu) + *Vnp = - *(V : T)II
. P " (2.40)
(UL)t + (un -Vi+u, - Vi)uL + Q(Qn X un) + ;vlp + gk = E(v ) T)l

darstellen, wobei die Reibungsterme ausgeschrieben die Form (2.38) und (2.39) annehmen.
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2.7.2. Entdimensionalisierung der Stromungsgleichungen

Wenden wir uns nun der Entdimensionalisierung zu. Man erhélt eine dimensionslose Grofle,
indem man eine dimensionsbehaftete durch eine Referenzgrofie dividiert. Dabei sollen die ver-
wendeten Referenzgrofien im voraus bekannte Konstanten sein, die fiir das betrachtete Problem
charakteristisch sind. Es seien

e [ die horizontale Referenzléinge, [I..

ref,

| =m,

e [, die vertikale Referenzlinge, [I:

ref

] = m,

[l
ref

1

e u,.; die horizontale Referenzgeschwindigkeit, [u,.] = m s™*,

e v, die vertikale Referenzgeschwindigkeit, [ul] = m s™1
e p..¢ die Referenzdichte, [p.¢] = kg m~3,

e D, der Referenzdruck, [p..] = kg m~'s~2 = Pa,

o Tt = Pret/ (Rpres) die Referenztemperatur, [T, = K,

e t.; die Referenzzeit, [t,.] = s,

e 1 die dynamische Viskositét, [u] = kg m~!s™!,

e )\ die thermische Leitfihigkeit, [A\] = kg m s3K~!,
e g die Erdbeschleunigung, [g] = m s72,

e ¢, die spezifische Wirmekapazitét von Luft bei konstantem Druck, [c,] = m?s 2K

e ¢, die spezifische Wirmekapazitiit von Luft bei konstantem Volumen, [c,] = m2s™2K~1,
e R =c,— ¢, die Gaskonstante fiir trockene Luft, [R] = m?s72K1,

e Q.. = || die Winkelgeschwindigkeit, [Q..] = s},

3

e Q.. der Referenzwert des Energiequellterms, [Q,.] = kg m~!s~

Mit Hilfe dieser Werte fithren wir nun die dimensionslosen Groflen

~% ,__ €z ~k ,__ y =k . < t* P t
xr = ) y =T z = ZT, = 7 N
lref lref ref ref
u u
* oL 1 * L 1
u, = TR L 1
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ein. Auch die Differentialoperatoren miissen in dimensionsloser Form geschrieben werden, also

g _otr 9
ot Ot ot
O(t/tws) O
Ot ot
1 0
= — 2.41
tref 8t* ( )
und analog
V=V, +V,
9 5 —e; + 9% —€9 + — s
= 5né 97 2 8~
0P 0 0 0 0D
T o T ey et Bz 0
( /lref) ~ ( /lref) ~ (N/lrcf) ~
0% 8xe+ 07 072t Tz o©
—V* + TV* (2.42)
l‘rlef lref
Wir fordern aulerdem, daf
li"lct llf
= = 2.4
ok (2.43)

ref

gilt. Dies ist insbesondere fiir die Behandlung der Kontinuitéts- und Temperaturgleichung sinn-
voll, da wir diese Gleichungen nicht in ihren horizontalen und vertikalen Anteil aufgespalten
haben.

Wir definieren nun zunéchst einige dimensionslose Kennzahlen, die bei der Entdimensiona-
lisierung unserer Gleichungen entstehen werden. Dabei wird hier auf den zusétzlichen horizon-
talen bzw. vertikalen Index der Referenzgrofien verzichtet, der aus dem Kontext zu schlieflen ist.

Strouhal-Zahl
liet/Ures ~ Advektionszeit

Sr:= = .
’ oot Referenzzeit
Mach-Zahl o
M Upor ~ Stromungsgeschwindigkeit
- \/ Dret/ Pret ~ Schallgeschwindigkeit
Rossby-Zahl
R Upor 1 Lot -1 . Erdumdrehungszeit
O = = — .
20, il 2et \ Uper Advektionszeit
Froude-Zahl
P Uper  ~ Stromungsgeschwindigkeit
= =

Vgl:  barotrope Schwerewellengeschwindigkeit
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Reynolds-Zahl
R Preflretlies . Tragheitskrifte
e .=

i ~ Reibungskrifte
Prandtl-Zahl

pr .o ok YR ~ kinematische Zahigkeit y o
A (v —1DA Wiirmeleitfihigkeit ' Cy

Damkohler-Zahl

Da, — lreeref'

UrefPret
Um unser Gleichungssystem zu entdimensionalisieren, miissen wir nun jede dimensionsbe-
haftete GroBle durch eine Referenzgrofle multipliziert mit der entsprechenden dimensionslosen
GroBe ersetzen. Ebenso sind die Differentialoperatoren mittels (2.41) und (2.42) umzuformen.
Beginnen wir mit der linken Seite der Kontinuitétsgleichung (2.1)

PtV (pu) = p+ (Vi+ V) - (pluw, +u.))
= Pt + vu . (pun) + VJ_ : (pul—)

1 9 1 ' 1

= g (Prap) + Vi (bl ul) + TV (prap )
re ref ref
pre pre ulr‘e pre Ui;

= e SV () SV ()
re ref ref

(2.43) Pre Preflye

Pty 4 LT () + V- (u)

re ref

pre preulr‘e
= Ptpp 4 BT ),

ref

Multiplizieren wir nun die gesamte Gleichung mit ret , so erhalten wir

1
refl ot

lll
ref p>tk* + v* . (p*u*) — 0

und somit, wenn wir die Kennzeichnung der dimensionslosen Gréflen durch den Stern weglassen,
die entdimensionalisierte Kontinuitatsgleichung

Srp + V- (pu) = 0. (2.44)

Als néchstes betrachten wir die horizontale und vertikale Impulsgleichung (2.40). Die einzel-
nen Terme seien dabei wie in (2.32) numeriert und werden der Ubersicht halber nun einzeln
entdimensionalisiert.

Zunichst betrachten wir den Term 2

u|| . uJ_
(w,-Vi+u, -Viu, = ( =) - V4 refuj : Vi) (TR T
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u - Vi+ul-Vi)u,

l;‘ef !
und
ulrle * * urLe * * *
(uu “Vi+u, - VL)U’L = <l| qu ’ vll + lJ_fuL ’ VL> urtfuL
ref ref
(2.43) (ui_a )2 * * * *\ ok
= lLf (uu : VH + u, - VL)’U'L

ref

und multiplizieren im folgenden jeden Term der horizontalen Gleichung mit I/ (u!;)? und
jeden Term der vertikalen Gleichung mit I, /(uk,)?, so daB die Kennzahl vor dem nichtlinearen
Term 2 jeweils 1 ist.

Aus Term 1 wird dann

ll\

ll\
ref (u”)t — ”ref ('U/:T)t*
ureftref

= Sr(u;)

und ebenso

lL
u ;= ref u* -
( J_) uieftref( L)

= Sr(uj)t* .

Wegen der Forderung (2.43) ist die Strouhal-Zahl in horizontaler und vertikaler Richtung gleich.
Term 3 fithrt zu

llr‘e lLIe * * I * *
(’LLH f)22(9” XU,y + QJ— X u“) = (U” f)22(Qrefuif(Qu X u’L) + Qrefurcf(QL X uu))
ref ref
43) 2,4l - AN N
) T (@) ) + T )
ref ref
= Lerxul) s (@ xw)
- R01 " u,; R02 €1 u,
und
I 200, I
re: 2 QH | ref “ref’ref Q* *
(u#ef)g ( X u ) (urlef)g ( X un)
(243) 2Quesline .
= urlef f(QH X uu)
1
= (O x ).

RO3
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Dabei wéhlen wir sowohl fiir €2, als auch fiir 2, die Referenzgroe Q... = |©2], d.h. es gilt

Q - Q o
Q= _— =(Q"e)es und QF = L:<Q*,63>63

Qref Qref
mit Q* := Q/Q,. = (0,0,1)T.
Aus Term 4 wird
l” f ]' pref
2 ViD= o — Vl P’
(U’I‘Cf) p ' ( rcf) prefp ‘
1 1_, .,
T2 o VP
und analog
lLf 1 plef
re: 7v p — v* *
( ref) p * ( ref) prefp
_ 11 Bl AP
M2 pr T
aus Term 5
llf L9
re k — ref k
(w27 ()
1
— K
Fr?
und aus Term 6 schliefllich
( I t) ;(V'T)H_p fl u o* < (v vll) |_3vl|(v|'u|+vL'uL)>+
ref ref¥ref ref
:‘r’r”i<
M ]' * * *
ity T V)
= ’,";
L1, L1
'I"
Re,‘ p* Re p* 2
und
= 1 po 1
ref_Z(y _ * * S v * *
(uizf)Q p( T)L preflrefuref p ( (v v )UL v (V u” + VL “ )> +

poo 1 * *
ity pr UV T
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11, 11
= Re, o T3+ Re, o Ty
Beachte, dafl T eine Matrix ist, wéhrend r] bis r} Vektoren bezeichnen.
Insgesamt erhalten wir so die entdimensionalisierten Impulsgleichungen
Sr(w,)¢ + (w, -V, + V)+1(Qx)+1(9x)+llv
r(uw, U, - Vy u, u, o I u o u, 32 Vi
t 1 1)U, Roy i Roy 1 Mﬁ p
11 11
=———7r] — —=— 2.45
Re, pr1 Re, prz (2.45)
11 1
Sr(uL)t + (un . vn + u, - VL)UL + R03 (QH X ’U,“) + W;vip + Ek
11 11
= — ——74. (2.46)

Auch hier haben wir den Stern als Kennzeichnung der dimensionslosen Gréflen weggelassen.
Bei der Temperaturgleichung (2.24) gehen wir analog vor. Die Terme seien dabei wie folgt

numeriert 1 1 1 1
Ty +cyu- VT +-pV-u=—-V-5——(7:Vu)+ -Q.
P P P P

1 2 3 4 5 6

Wir beginnen ebenfalls mit dem nichtlinearen Term 2

cu-VT = c(u,+u,) - (V,+V)T
= Cv(uu VT +u,y - VLT)

ulr‘ejjrC' * k% :;T'rc * * ik
— cv< l‘f' fut - VAT li fuL.VLT>

ref ref

u

(2_43) C’Uulrlefj-;"cf
- [

ref

u* - VT

und multiplizieren im folgenden jeden Term der Gleichung mit I.;/(cyup T,

vetLver). Dadurch steht

vor dem nichtlinearen Term die Kennzahl 1.
Aus Term 1 wird dann

Le [
_ ref T, = f T

C
c’l)ulr‘efzjref ! ulr‘eftref
= SrTy,
aus Term 3
I 1 I 1
ﬁfpv ‘u = H—ffp(v.‘ +V.)(u,+u,)
Cvurcf ref p C’Uuref (f?;i;) p
l“ R 1 UH 'I,LL
— refH i >(<< ITefv:T_u;T_i_ Jr_efvj_uj>
CoyUyer p* lref lref
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43) R 1
Co p

1 * * *
= (’Y—l)EPV "u

und aus Term 4

lll 1 ll\ 1

ref 7v . J — ref 7v . <_AVT)
Cy ulrlefﬂef p Cvu‘rlefTref p
A 1

= L (V,+V.) (=(V,+ V)T
o (Tt V) (< VT)

A 1
= uirﬁ*(vu (=V\T)+V_.-(=V.T))
CvurefTrefp
. Al
el e R e R Lo R R G st )

I 1 1 7L
Cy Cplb p* prefureflref prefureflref

11 /1, .. 1 _,
= ’YEE <Re”v| -J“ + eLVL JL)

mit
gn==V;T* und 3| :=-VT". (2.47)

Fiir Term 5 spalten wir zunéchst 7 und Vu in

S— [Vu +(Va) - 2(V u)l)]

= U |:v||'u'| +Vau, +V,u,+V,u, + (vuun +Vau, +V,iu, + VJ_UIJ_)T -

2
g((vn Suy, + V- UL)]-):|
2

3

ll\

ref

= e | (Vi + Vil + (Vg Vi) - (Vw4

=:T]

1 1
ERt [ (Vi + (Vi) ")) +5 [= (Vhu) + (Viu)T)]
ref ref
=!T, =!T3

und

Vu = Vuuu + vou_ + VJ_UH + vJ_uJ_

1

u'l‘le ure ulrle
= 7 ! (vnun + vj_uj_) +Tf Vi, + lf Viu,
Lie lies ~—~—~ Lot ~—~—~
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auf. Mit der Definition (2.23) und der Darstellung
ey — Ouj _
/L?] 17]
sieht man, daf} fiir das Frobenius-Produkt das Distributivgesetz gilt und wir somit

T:Vu=p(T1+ 72+ 73): (01 + 02+ 03))

() Hlpellnng pte)®
= (lu )fz (TT : O-T) + (lnf)g t(TT : U;) + ll\ lj (TT : U;) +
ref ref refref
:uuj; ulrle * * M(u: )2 * * lu'u:; ulrle * *
7(”10)2 (15 :07) + B )fQ (15:05) + NI ;l (15 0%) +
ref ref ref“ref
) Plrerlling p(rer)?
llfl”ff (T§ ' UT) * ll‘ f;Lf f<T§ . U;) * (lLf)fQ ( § ‘ o-;)
u" 2 u' ot
= M(H“’fz (ti:o]+75:03+73:05) + M%f;f(r*{ cos+Thio]) +
(lref) g * (lref) g N
=51 =!8y
/’L(ulr‘ef)2 * * * * lu’(urLef)2 * * l’L(ulrlef)2 * *
T1:03+T3:07) + To - + o
= 3§ = 32"1 = 3;

schreiben kénnen. Mit dem entsprechenden Vorfaktor der Temperaturgleichung erhalten wir
also fiir Term 5

Lee 1 0. 1
||77(Tvu):(’y_1) m T(Tvu)
C'Uurefj—:ref p urefpref p
1 o preltne)® [ PreWieilipg
= ('7 - 1)7* < g 51+ WA Sat+
p PrefUpefbref Pret PrefUretbref Pret
1% prcfulr‘efuj;f * + % prcf(uj;f)Q * + 1% plrcf(’U“rlef)2 *
Lt 83 nogn S4 Lt S5
prCfurcf ref prcf prefureflref prcf prcfurcf ref prcf
1 /M2 M2 M2 M2 M2
— _1 - 1 8*+ ”LS*—F HLS*—F J_S*_i_ 1 S* .
(v )p* (Rel, 1" Re,™ "Re, 2 Re, * Re, ?

Term 6 148t sich dann schliefllich zu

e 1 0 Let@Quee 1,
Cvulrlcfz—‘rcf p C’Uulr‘cfprchrcf p*
— E lLIeeref iQ*

I >k
Cv UpetPret P

1
= (y—1)Da—Q*
(v ) ap*

umformen.
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Die entdimensionalisierte Temperaturgleichung lautet nun

1 1 1 1 1
Sth—l—u-VT—l—(’y—l);pV-u:—(’7—1)* |:7 <vll ju VL ]L) +

p |7 —1Pr \ Re, Re,
M? oM M2 M?
gy L -D 2.49
Rl T Re 2 T Re, P Rt T Re, aQ} (2.49)

wobei auch hier die Kennzeichnung der dimensionslosen Gréflen durch den Stern weggelassen
wurde.
Nun fehlt nur noch die Zustandsgleichung (2.9), die sich aufgrund unserer Wahl T, =

pref/ (Rpref> alS

p = pRT
re: RTre ES *
o pr = Pttt ep
pref

schreiben 1a83t. Ohne die Sternnotation lautet sie also dimensionslos

p=pT. (2.50)

2.7.3. Zusammenfassung der dimensionslosen Gleichungen

Fassen wir abschliefflend noch einmal die dimensionslosen Gleichungen zusammen. Entdimen-
sionalisiert lautet die Kontinuitétsgleichung (2.44)

Srpt + V : (pu> = 07

die horizontale Impulsgleichung (2.45)

1 11
Sr(w,); + (w, -V, +u, -V, )u, + R—OI(QH Xu, )+ R—@(QL X ) + W;V.,p
o vt ti
~ Reyp e Re, p 2
die vertikale Impulsgleichung (2.46)
Sr(u, )+ (uw,-Vi+u, -V )u, + —(Q xu)—i—ilv —i—ik
1)t I I i L)% R,Og I I Mi P p FI‘2

TResp™ Renp

die Temperaturgleichung (2.49)

1 1 1 1
Titu-VT+(—1)-pV-ou=—(y—1- | = (v, .4,
StTy +u - VT + (v )ppV u (v )p [wlPr <Re,v J +RLV¢ .h>+
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lis in Metern | [, in Metern | ¢, in Sekunden
Kleinrdumige Skala < 102 < 102 < 102
Konvektive Skala 103 — 10* 103 — 10* 102 — 103
Mesoskala 10° — 106 10* 10* — 10°
Grofirdumige Skala > 106 104 106

Tabelle 2.1.: Charakteristische horizontale und vertikale Ausdehnung und mittlere Lebensdauer
atmosphérischer Bewegungen nach [42].

M7 i oo Mo MY
7| Il Il L | _ D
R€||81 + Re, So + Re, S$3 + Re”84 + Re, S5 a@)
und die Zustandsgleichung (2.50)
p=pT.

2.7.4. Skalenanalyse

Um die einzelnen Terme nun miteinander zu vergleichen, miissen wir typische Referenzgro-
Ben wihlen. Dies fallt fiir Atmosphéirenstromungen schwer, da sie ein breites Spektrum von
Bewegungen enthalten, die allesamt mit unseren Stromungsgleichungen beschrieben werden.
Die Bewegungen reichen dabei von kleinen Turbulenzen tiber Stromungen zwischen Hoch- und
Tiefdruckgebieten bis hin zur globalen Zirkulation der Atmosphére.

Die Tabelle 2.1 listet die charakteristischen Ausdehnungen in horizontaler, vertikaler und
zeitlicher Hinsicht fiir die verschiedenen Bewegungsformen in der Atmosphére auf. Zur klein-
rdumigen Skala zdhlen die turbulenten Erscheinungen, zur konvektiven Skala die durch Konvek-
tion entstehenden Cumulus-Wolken, zur Mesoskala Fronten und Hoch- und Tiefdruckgebiete
und zur groBraumigen Skala Zonalstromungen, vgl. [42].

Wir wéhlen nun als Referenzgrofien zum einen kleinskalige bodennahe Werte und zum an-
deren grofiskalige Werte in der unteren Stratosphére, also in etwa 20 km Hdohe, so daf3 wir den
Groflenbereich der einzelnen Terme abschétzen kdnnen.

Kleinskalige bodennahe Werte:

~10% m, t~10%s,

u', ~ 107 ms™h ut ~ 107 msT!
3 ~14-2

' ~10°m, [t

ref ref

Dref ™~ 10° kg m™°, prg~ 10° kg m

Grofiskalige Werte der unteren Stratosphére:

I~ 10" m, 15, ~ 10" m, t.~10°s,
' ~102ms™!, wl,~107' ms7,

ref ref
3 _18_2.

Pret ™~ 1071 kg m™7, Do~ 10% kg m
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Horizontale Impulsgleichung

Zeit | Nichtlinear Corioliskraft Druck Reibung
Sr 1 Ro;* Ro, ! M2 | Re;' | Re7!
kleinskalig, Boden | 10° 109 107! 10-! 107 | 1076 | 1076
grofskalig, Strato | 10° 109 1072 10 10t | 1078 | 1077

Vertikale Impulsgleichung

Zeit | Nichtlinear | Coriolis | Gravitation | Druck Reibung

Sr 1 Ro; ! Fr—2 M7? | Re;! | Re7!
kleinskalig, Boden | 10° 109 1071 10° 10° | 1076 | 1076
groBskalig, Strato | 10° 109 104 107 107 [ 1071 | 1077

Tabelle 2.2.: Grole der Kennzahlen in der horizontalen und vertikalen Impulsgleichung fiir
kleinskalige bodennahe Stromungen und grofiskalige Strémungen in der unteren
Stratosphire.

Die charakteristischen Lingenskalen wurden dabei aus der Tabelle 2.1 iibernommen. Wind-
stille ist allgemein fiir Geschwindigkeiten unter 0,5 m/s definiert, was die kleinskaligen Werte
fiir uy,; und ul; erklért. Diese konnen nicht auf 0 m/s gesetzt werden, da durch die Referenz-
groflen dividiert werden muf.

Der grofiskalige Wert fiir u;-; wird iiblicherweise fiir grofirdumige Stromungen verwendet, vgl.
[54, 42], wihrend sich der Wert von u.,; aus Messungen von Jetstreams von bis zu 180 m/s in
der unteren Stratosphére ergibt.

Beachte, daf§ mit dieser Wahl sowohl Forderung (2.43) als auch die intuitive Beziehung
tret = lre/Urer = Lo/ Uz, erfillt ist.

Der Druck und die Dichte nehmen mit der Hohe um eine Gréflenordnung ab, wihrend die
Temperatur nur durchschnittlich von 15°C = 288,15 K auf —55°C = 218,15 K sinkt. Bei ihr
liegt also keine Schwankung im Gréflenordnungsbereich vor, so dafl die Referenztemperatur auf

Tret = Dret/ (Rpret) ~ 10 K gesetzt werden kann. Ebenso kénnen die Werte

Qs ~1074s7, g~10ms 2, p~10"° kgm ts71,
A~1072Wm K™ ¢, ~ 108 T kg 'K, vy~ 1,4

als fest angesehen werden, sieche dazu den Anhang A.2.

Fiir die horizontale und vertikale Impulsgleichung (2.45) und (2.46) ergeben sich daraus die
Groflen der Kennzahlen, die in der Tabelle 2.2 aufgelistet sind. Man sieht, dafl die Terme, die die
molekulare Reibung beschreiben, in beiden Gleichungen um mindestens fiinf Gréflenordnungen
kleiner sind als alle iibrigen Terme. Sie konnen daher vernachléssigt werden, ebenso wie die
verschwindend kleinen Reibungsterme in der Temperaturgleichung (2.49), deren Kennzahlen in



2.8. Turbulenzmodellierung 33

Temperaturgleichung
1 2 3 4 5
Zeit | Nichtlinear | Druck | Energiestrom Reibung
klein | 10° 10 107! | 107% | 107¢ | 10714 | 10714 | 10714 | 10714 | 10714
gro | 10° 109 107 | 1078 | 1077 [ 10715 [ 10718 | 10712 | 1072 | 107°

Tabelle 2.3.: Grofle der Kennzahlen in der Temperaturgleichung fiir kleinskalige bodennahe
Stromungen und grofiskalige Stromungen in der unteren Stratosphére.

der Tabelle 2.3 aufgelistet sind.

Tatséchlich ist die molekulare Reibung nur in der laminaren Grenzschicht der Atmosphéa-
re von Bedeutung [15]. Das Phasendiagramm 2.5 veranschaulicht diesen Sachverhalt, ndmlich
daf der Reibungsterm erst fiir eine Langenskala im Zentimeterbereich relevant wird. Da wir die
Atmosphére jedoch in horizontaler Richtung mit mindestens mehreren Kilometern und in verti-
kaler Richtung mit mehreren 100 Metern auflésen, ist die molekulare Reibung vernachlassigbar,
und wir erhalten so aus der jeweiligen Impulsgleichung eine hyperbolische Euler-Gleichung.

Abschlieflend noch eine Bemerkung zum Thema schwache Kompressibilitidt. Stromungen wer-
den allgemein als schwach kompressibel bezeichnet, wenn die Mach-Zahl, also der Quotient aus
Stromungsgeschwindigkeit und Schallgeschwindigkeit, im gesamten Gebiet unter 0,2 liegt. Man
findet umfangreiche Literatur iiber solche Strémungen mit niedrigen Mach-Zahlen, auch in be-
zug auf Atmosphérenstromungen. Betrachten wir die fiir uns relevante Troposphére und untere
Stratosphére genauer, so stellen wir zunéchst fest, dal die Schallgeschwindigkeit in Abh#ngig-
keit der Temperatur und somit der Hohe von 340 m/s bei 15° C auf 296 m/s bei —55° C sinkt.
Des weiteren sind in Bodennihe durchaus Windgeschwindigkeiten von 100 m/s moglich, und
in der unteren Stratosphire wurden sogar bei Jetstreams Geschwindigkeiten von 180 m/s ge-
messen. Die entsprechenden Mach-Zahlen liegen fiir diese Extremfille bei 0,3 bzw. 0,6. Global
gesehen sind wir also nicht im Bereich der schwachen Kompressibilitéit, auch wenn grofitenteils
natiirlich eher kleine Mach-Zahlen zu verzeichnen sind.

2.8. Turbulenzmodellierung

Aufgrund der Rauhigkeit der Erdoberfliche ist die Stromung in der bodennahen Luftschicht
turbulent. Die Verwirbelungen nehmen jedoch mit der Hohe rasch ab, so dal die Strémung in
der Atmosphére ab einer Hohe von 1000 - 1500 m als weitgehend laminar angesehen werden
kann. Die so definierte bodennahe Luftschicht bis etwa 1500 m iiber der Erdoberfliche wird als
Grenzschicht der Atmosphére bezeichnet.

Grundsitzlich wird jede Art von Stromung, egal ob laminar oder turbulent, von unserem Glei-
chungssystem vollsténdig beschrieben. Der naheliegendste Ansatz zur Berechnung der Strémun-
gen in der Atmosphére wire also, ein geniigend feines Gitter zu wihlen, das auch die kleinsten
Wirbel noch auflost, und auf diesem Gitter das Gleichungssystem zu 16sen. Ein solcher Ansatz
wird als ,,direkte numerische Simulation* (DNS) bezeichnet.
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Abb. 2.5.: Phasendiagramm fiir die inverse Reynoldszahl mit p,.; = 10 kg/m3 und wu;, =
107! m/s bzw. Umqez = 10?> m/s in doppelt logarithmischer Darstellung.

Die DNS ist jedoch fiir Berechnungen in der Atmosphére nicht praktikabel, da sie eine raum-
liche Auflésung des Modellgitters von etwa 1 cm und eine zeitliche von wenigen Sekunden
verlangen wiirde, was die heutigen Rechnerkapazitéiten weit iiberschreitet, siche dazu auch
[25, 33, 42]. Wir sind also gezwungen, die Turbulenz in der atmosphérischen Grenzschicht ge-
eignet zu modellieren.

Bei einer turbulenten Strémung treten starke ortliche und zeitliche Schwankungen im Ge-
schwindigkeitsfeld auf, die weder vom Modellgitter noch vom meteorologischen Mefinetz erfaf3t
werden konnen. Es sind jedoch auch gar nicht unbedingt alle mikroskopisch kleinen Wirbel
von Interesse, sondern vielmehr mittlere Werte, die den grofiskaligen Trend der Stréomung be-
schreiben. Unser Ziel ist es also, unregelméfige turbulente Schwankungen aus den Gleichungen
herauszufiltern und die Effekte nicht auflésbarer Wirbel geeignet zu modellieren.

Da die Gleichungen nichtlinear sind und daher das Mittel iiber ein Produkt nicht identisch
mit dem Produkt der Mittelwerte ist, verdndert man bei einer solchen Mittelung die urspriing-
lich allgemeingiiltigen Gleichungen. Sie gelten anschlieBend nur noch fiir die geglédtteten Werte,
also auf Skalen, die grofler sind als das Mittelungsintervall. In den folgenden Kapiteln werden
zwei solcher Turbulenzmodelle vorgestellt.

2.8.1. Reynolds Averaged Navier Stokes (RANS)

Die Idee jeglicher Turbulenzmodellierung geht auf Osborne Reynolds (1842 - 1912) zuriick. Alle
in den Navier-Stokes-Gleichungen vorkommenden Gréfen ) werden dabei in einen Hauptteil
1 und in einen Schwankungsterm ', der auch als Fluktuation bezeichnet wird, aufgeteilt, so
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daf B
b=9¢+ (2.51)
gilt. Der Hauptteil ist dabei ein zeitlicher Mittelwert iiber das Turbulenzzeitintervall At mit
t+At/2
— 1
P(x,t) == AL / Y(x, s)ds. (2.52)
t—At/2

Aufler dieser Mittelwertbildung werden wir noch ein mit der Dichte gewichtetes Mittel fiir
die Geschwindigkeit und die Temperatur verwenden, um turbulente Zusatzterme z.B. in der
Kontinuitétsgleichung zu vermeiden. Eine Grofie ¢ wird dabel analog in ihr gewichtetes Mittel
¢ und die zugehorige Fluktuation ¢” aufgespalten

¢=C+¢ (2.53)
wobei das Mittel iiber o
~ P

(=5 2.54

P (2.54)

definiert ist.

Halten wir zunéchst einige Eigenschaften fest, die sowohl fiir die Mittelung (2.52), die wir in
den Navier-Stokes-Gleichungen fiir die Variablen p und p verwenden, als auch fiir die gewichtete
Mittelung (2.54), die fiir w und T" benutzt wird, gelten. Statt von einer Mittelung kénnen wir
auch von einer Filterung sprechen, deren Anwendung auf einen Vektor komponentenweise zu
verstehen ist.

Zum einen ist der Filter ein linearer Operator, d.h. fiir zwei Gréflen 11 und 12 und eine reelle
Konstante a gilt

U1 + Yo = +1by und ar)y = ;. (2.55)

AuBlerdem sind die Zeit- und Ortsableitungen mit dem Filter vertauschbar, d.h.

0 0— 0 o — .. .
aw = aw und 8%1/) = (%viw fir i=1,...,3, (2.56)
und es gilt
¢1w2 = ¢1¢27 (257)

da sich 1), beziiglich des neuen Integrals wie eine Konstante verhlt.

Die Eigenschaft (2.56) gilt dabei nur, wenn At fest gewéhlt wird und nicht mit der Zeit
variiert, vgl. [43, 18]. Die obigen drei Eigenschaften sind auch fiir das gewichtete Mittel (2.54)
erfiillt, und als direkte Folgerung aus (2.54) und (2.57) kénnen wir noch

Cv=Co (2.58)

festhalten.
Wenden wir nun den Filter (2.52) auf die Kontinuitétsgleichung (2.1) an
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pr+V-(pu)=0
23 t+V-(pu)=0
BV =0
G2 54V (pa) = 0. (2.59)

Durch die Wahl des mit der Dichte gewichteten Mittelwertes fiir w4 #ndert sich die Kontinui-
tétsgleichung also bei Mittelung nicht. Auch die Zustandsgleichung (2.9) bleibt unverédndert

p=pRT
-
G20 5= sRT. (2.60)

Die Impulsgleichung (2.22) multiplizieren wir zunfichst mit der Dichte p und gelangen so
unter Ausnutzung von (A.18) und der Kontinuititsgleichung zu der dquivalenten Darstellung

(pu) + V- (puowu) + 292 x pu + Vp = —pgk. (2.61)

Der Argumentation im Kapitel 2.7.4 folgend vernachléssigen wir dabei von nun an den mo-
lekularen Reibungsterm sowohl in der Impuls- als auch in der Temperaturgleichung. Gefiltert
wiirde er zwar jeweils einen turbulenten Zusatzterm produzieren, aber dieser wird in der Litera-
tur aufgrund seiner Grofie ebenfalls vernachléssigt, so daf§ die Reihenfolge der Vernachlissigung
des Reibungsterms und der Filterung keine Rolle spielt.

Gemittelt ergibt sich nun aus der Impulsgleichung

(pu)t + V- (puou) + 29 x pu + Vp = —pgk

(2’5525956) (pu): + V- (puow) + 292 x pu + Vp = —pgk

2.54 ~ — ~
2y (pu): + V- (puoun) + 292 x pu + Vp = —pgk.

Der zweite Term 143t sich dabei in

o —

=~ = = _ — = TN
puou=puou+uou’+u"ou+u"ou")
=p

G0+ p(tiot—tod)+p(@ou +u oa)+pu o u (2.62)
~~ —
c c R

aufspalten. Durch die Nichtlinearitit erhalten wir also Zusatzterme, aus denen sich ein neuer

Spannungstensor
TRANS .— £+ C+ R (2.63)

zusammensetzt, der eine Art ,turbulente“ Reibung beschreibt und bei dem £ Leonard-Term,
C Kreuzspannungsterm und R Reynolds-Spannungsterm genannt wird.
Nach Division durch p und unter Ausnutzung von (A.18) gelangen wir so zu der gemittelten
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Impulsgleichung
~ ~ ~ 1 1
U+ (W-V)U+20 X U+ -Vp= —gk — =V . 7ANS, (2.64)
p Iz

Die Temperaturgleichung (2.24) multiplizieren wir analog zur Impulsgleichung mit der Dichte
p, verwenden die Kontinuitétsgleichung und gelangen so zur dquivalenten Darstellung

co((pT)e +V - (puT)) +pV -u= -V - j+Q (2.65)

ohne den Reibungsterm. Nach Anwendung der Filterung ergibt sich daraus

Cy <(PT)t+V- (,ouT)) +pV-u=-V-j+Q
P e, (D) + V- (ul)) + 3V u =~V G+ Q.

Der zweite Term lé3t sich ebenso wie der nichtlineare Term in der Impulsgleichung in

ol = 5@l +al” +w'T +u'T")

— paT + p(uT — aT) +p(al” + w'T) + pu'T" (2.66)
N——
Lr Cr Rr
mit dem Wéarmestrom
g = Lr+Cr+ Ry (2.67)

aufspalten. Aus dem dritten Term wird

pV-u = pV-(u+u")
= pV-u+pV-u"

R T

und auch in 7 ist ein turbulenter Zusatz enthalten.
Nach Division durch p und Verwendung von (A.9) ergibt sich so die gemittelte Temperatur-
gleichung

.~ 1 L 1 - 1
Co <Tt+u-VT+ pv-qRANS) + 5 (pV - u+pV -u’) = —5v S+ 5@. (2.68)

Wir gehen also bei der Filterung unseres Gleichungssystems zu den gemittelten GroSen
p, P, uw und T iiber, erhalten dabei jedoch in der Impuls- und Temperaturgleichung turbu-
lente Zusatzterme mit den zusétzlichen Variablen p', p/, w” und T”. Das Gleichungssystem ist
also nicht mehr geschlossen, und wir benétigen zur Bestimmung der zusétzlichen Unbekannten
weitere Gleichungen, die die Abhéngigkeiten der neuen Variablen von den gemittelten Grofien
beschreiben. Diese Abhéngigkeiten kénnen nicht exakt angegeben werden, da die Subtraktion
der gemittelten Gleichungen von den ungemittelten wiederum zu einem System fiihrt, das nicht
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geschlossen ist. Wir sind also auf empirische Ansétze angewiesen, die auch als Parametrisie-
rungen bezeichnet werden.

Um die Gleichungen zunéchst weiter zu vereinfachen, wird iiblicherweise noch fiir die Filte-
rungen das sogenannte Reynoldssche Postulat

¥=0 ud ("=0 (2.69)
bzw. die dquivalente Aussage ~
¢=¢ und C=( (2.70)

gefordert. Mit dieser Annahme verschwinden die Leonard- und Kreuzspannungsterme in dem
Spannungstensor 7Y und dem Wirmestrom gf4N3.

Im allgemeinen ist das Reynoldssche Postulat allerdings nicht erfiillt, obwohl es in der um-
fangreichen Literatur zur Dynamik der Atmosphére grundsétzlich als giiltig angenommen und
demzufolge die Leonard- und Kreuzspannungsterme konsequent vernachlissigt werden. Dort
heifit es dann, wenn nicht gar ganz auf die Definition des Mittelwertes (2.52) verzichtet wird,
dafl das Mittelungsintervall At so zu wihlen sei, dafl das Reynoldssche Postulat erfiillt werde.
Doch das ist nicht immer moglich. Es wird dabei ndmlich indirekt gefordert, daf§ At grofl ge-
nug ist, um schnelle turbulente Bewegungen herauszufiltern, aber andererseits auch klein genug,
um den grofiskaligen Trend der Variablen zu bewahren. Mit anderen Worten wird eine klare
Skalentrennung zwischen turbulenten und nicht-turbulenten Bereichen der Stromung gefordert,
eine sogenannte spektrale Liicke (spectral gap). Betrachten wir dazu die Abbildung 2.6. Das
Bild a) zeigt die optimale Wahl von At bei der Existenz einer spektralen Liicke, fiir die das
Reynoldssche Postulat (2.70) giiltig ist. Bei den Bildern b) und ¢) dagegen ist es nicht erfiillt,
da eine zweite Filterung nicht dasselbe Ergebnis liefern wiirde. Im Fall d) fiir At — oo wird
die Stromung stationér, und das Postulat ist im Grenzfall wieder erfiillt.

Wie in [18, 17] dargelegt wird, darf man jedoch nicht von der Existenz einer solchen Mog-
lichkeit zur Skalentrennung ausgehen. Vielmehr haben Messungen in der Atmosphire gezeigt,
dafl lediglich fiir die Vertikalgeschwindigkeit eine solche Annahme gemacht werden kann, im
allgemeinen jedoch nicht. Man kann sich natiirlich stets auf den Fall At — oo zuriickziehen,
doch da wir an einer zeitlichen Entwicklung interessiert sind und nicht an einer station&ren
Stromung, ist dies nicht sinnvoll.

In Ermangelung geeigneter und erprobter Parametrisierungen fiir die Leonard- und Kreuz-
spannungsterme beziiglich der zeitlichen Mittelung vernachléssigen wir sie an dieser Stelle auch,
weisen jedoch ausdriicklich darauf hin, daf} dies eigentlich nur fiir At — oo gilt und wir sonst
einen Fehler machen, wobei wir auf die Untersuchungen von Galmarini et al. [18, 17] verweisen.

Wir gehen also nun von dem Reynoldsschen Postulat aus und erhalten mit Hilfe von (2.57),
(2.69) und (2.70)

TRANS — Gl o, (2.71)
q"ANS = pu T, (2.72)

so dafl in der Impulsgleichung (2.64) ein turbulenter Zusatzterm und in der Temperaturglei-
chung (2.68) drei turbulente Zusatzterme verbleiben, die nun geeignet parametrisiert werden
miissen.
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Abb. 2.6.: Reynolds-Mittelung ¢ (dicke Linie) einer Funktion ¢ (diinne Linie) mit unterschied-
licher Filterweite: a) optimales At, b) zu kleines At, ¢) zu grofies At und d) At — oo.
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Ein solcher Ansatz zur Modellierung ist das sogenannte Austauschkonzept von Prandtl, auch
Konzept der Mischungsweglinge genannt. Dabei wird fiir die turbulente Reibung eine Analogie
zur molekularen Reibung hergestellt, wie wir im folgenden darlegen werden.

Innere Reibung entsteht durch Zusammenstofie von Molekiilen. Diese durchlaufen eine freie
Wegldnge, stoflen zusammen und tauschen dadurch Impuls aus. Die mittlere freie Wegléinge,
also die Strecke, die ein Molekiil im Mittel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stéfen zuriick-
legt, betrigt fiir Luft unter Normalbedingungen 10~7 m. Die Idee von Prandtl ist nun, auch
fiir die turbulente Reibung eine Mischungsweglinge [’ einzufiihren, entlang der der Impuls ei-
nes ,,/ Turbulenzballens“ erhalten bleibt, ehe er sich mit seiner Umgebung vermischt und somit
seinen Impuls abgibt. Die Schwierigkeit besteht dabei in der Wahl dieser moglichst von der Ge-
schwindigkeit unabhingigen Mischungswegliange, da keine allgemeingiiltigen Aussagen dariiber
getroffen werden kénnen.

Untersuchen wir nun den turbulenten Zusatzterm V- (ﬁufo\u’/ ) in der Impulsgleichung (2.64).
In der atmosphérischen Grenzschicht liegt im wesentlichen eine turbulente Scherstrémung vor,
genauer dominiert in ihr die vertikale Scherung des horizontalen Windes und somit der vertikale
Transport an horizontalem Impuls, vgl. [42]. Unter dieser Voraussetzung kénnen wir fiir den
turbulenten Zusatzterm die Gestalt

V- (pu o) =V, - (pul] oul!)
o ——
= = (pu) (2.73)
annehmen, wobei w := (u, e3) die vertikale Komponente des Geschwindigkeitsvektors ist und
die Notation aus dem Kapitel 2.7.1 verwendet wird. Verfolgen wir nun die Idee der Mischung-
wegldnge. Im Niveau z herrsche die mittlere Geschwindigkeit u,(z). Nach Durchlauf der Mi-

schungsweglinge I’ wird ein Turbulenzballen im Niveau z + [’ eine turbulente Schwankung
hervorrufen, die sich iiber

'Uﬂ/l, =u,(2) —u,(z + l/)

ausdriicken l&8t. Fithren wir nun die Taylor-Entwicklung fiir die mittlere Geschwindigkeit im
Niveau z + I’ durch .

P ~ U

w, (2 +1') =u,(2) + llﬁig e

und brechen nach dem linearen Glied ab, so ergibt sich die Approximation

ou
e 2.74
wl = 12 (2.74)
Insgesamt erhalten wir also
2.73) 9
V- (pu”ou”) = (?Zv(ﬁw”ul’()

o 77 81/1\,”
== — T~ T~ . 2-
5 (pw l 5 ) (2.75)
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Aus Kontinuitéitsgriinden mufl nun |u//| ~ |w”| gefordert werden, wodurch aus (2.74)

ou,

07

‘w//| o~ '_l/

folgt. AuBerdem gilt fiir einen aufsteigenden Turbulenzpartikel w” > 0, I’ > 0 und fiir einen
absteigenden w” < 0, I’ < 0, so daf} wir

ou
QR ) i 2.
0z (2.76)
schreiben konnen. Setzen wir dies in (2.75) ein, ergibt sich
_— (2.19) O
v . (p,u,// o u//) [ _;5 <pw//l/ aé’;l)
276) 9 — |du, | du,
~ = (pll |2 ). 2.77
9z <p oz az) (277)
Somit definieren wir uns nun [ := (ﬁ )% als die mittlere Mischungsweglinge fiir den Impuls
eines Turbulenzballens. Der Austauschkoeffizient fiir den Impuls A, ist dann {iber
ou
Ay =pl% | == >0 2.78
M =Pl > (2.78)

gegeben.

Wir kénnen den turbulenten Zusatzterm also in Abhéngigkeit der mittleren Dichte der Luft,
der mittleren Mischungswegléinge und der vertikalen Scherung der mittleren horizontalen Stro-
mung schreiben

oz \Moaz
Dabei ist nur die Mischungsweglinge | unbekannt. In der Literatur wird fiir sie hiufig ein
hoéhenabhéngiger Ansatz

V- (pu’ ou) = g <A 8“"), (2.79)

l=kz (2.80)

mit der Von Karman-Konstanten x = 0,4 gemacht. Will man die Mischungsweglénge nach oben
beschrénken, so kann man fiir sie auch nach einem Vorschlag von Blackadar die Darstellung

I = . (2.81)

wihlen, wobei [, eine asymptotische Mischungsweglinge ist, fiir die in [10] 500 m gewé&hlt
wird.
Héufig modelliert man auch den turbulenten Viskositétskoeffizienten
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Abb. 2.7.: Vertikale Struktur des turbulenten Viskositatskoeffizienten K j; nach der Darstellung
von O’Brien.

geeignet, wie etwa bei O’Brien in [39], wo die Untersuchung seiner vertikalen Struktur zu der
kubischen Polynomdarstellung

N
KM(@ZK2+<5_?> [K1—K2+(5—51)<8KM

Lol KZ)] (2.83)

% 22 — %1

0z

mit K1 = Kp(Z1) = 1 m?s™! und Ko := Ky (Z2) = 0 m?s~! fithrt. Dabei ist Z; die Hohe
der atmosphiérischen Grenzschicht und z; die Hohe der Prandtl-Schicht, auch Constant Flux
Layer genannt, die etwa die unteren 100 m der Grenzschicht umfafit und durch weitgehende
Hohenkonstanz der turbulenten Schubspannung charakterisiert ist. Der Bereich oberhalb der
Prandtl-Schicht, in der die turbulente Schubspannung mit der Hohe abnimmt und etwa bei
1500 m Null erreicht, wird auch als Ekman-Schicht bezeichnet. An diese schlieit sich die freie
Atmosphére an. Am Boden und oberhalb der atmosphérischen Grenzschicht, fiir die wir zy =
1500 m setzen, wird der turbulente Viskositéitskoeffizient zu Null, nimmt linear in der Prandtl-
Schicht bis etwa z; = 100 m zu und verlduft dann nach obiger Formel annidhernd wie ein
kubisches Polynom, das sein Maximum bei z5/3 annimmt, vgl. auch [19, 46].

In guter Ndherung kénnen wir das kubische Polynom auch direkt in z; = 0 m beginnen
lassen. Mit zo = 1500 m und den zugehoérigen turbulenten Viskositéitskoeffizienten K7 = 0 und

Ky = 0 ergibt sich
~ 2
K
Ku(?) = <f —1) zaa%{”

<2

, (2.84)
0
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wobei als Anfangssteigung 0K s/0z]o = 1/80 gesetzt werden kann. Der turbulente Viskositéts-
koeffizient weist damit die vertikale Struktur auf, die in der Abbildung 2.7 dargestellt ist.
Betrachten wir nun die drei turbulenten Zusatzterme in der Temperaturgleichung (2.68).
Approximativ kénnen wir R
V. i=vV.j

setzen und den Term pV - u”, der die turbulente Expansionsleistung darstellt, nach [42, 33]

vernachléssigen. Es verbleibt also die Modellierung des Terms V - (EW)
In der atmosphérischen Grenzschicht iiberwiegt bei weitem der turbulente vertikale Warme-
fluBl gegeniiber dem horizontalen, d.h. wir kénnen zu

V- (pu'T7) =V - (pu T")
= V. (pulT")
0  ——
= —(pw"T" 2.85
(T (2:5)
iibergehen, wobei auch hier w := (u, €3) die vertikale Komponente des Geschwindigkeitsvektors
ist. Bei einer stabilen Schichtung der Atmosphére kann das Konzept von Prandtl sinngeméf

auch auf die turbulente Warmediffusion angewandt werden. Analog zu (2.79) gelangen wir so
zu der Darstellung

—— 0 oT
C(pu'T") = —— | Ay 2,
V- (puT") 62( Hag>, (2.86)
wobei o
Ay = plyw” (2.87)

der Austauschkoeffizient fiir die fithlbare Wérme und /; die entsprechende Mischungsweglénge
ist. Der turbulente Diffusionskoeffizient Ky fiir die fithlbare Wéarme ist dann analog iiber

1

definiert und kann nach [46, 14] aufgrund experimenteller Untersuchungen durch
Ky = 1,35K (2.89)

angendhert werden.

Im Falle einer labilen Schichtung der Atmosphire ist das Konzept von Prandtl nur noch
bedingt anwendbar und muf entsprechend erweitert werden, wozu auf die Literatur [42, 37]
verwiesen sei.

2.8.2. Entdimensionalisierung der RANS-Gleichungen

Ehe wir nun die Reynolds-gemittelten Gleichungen entdimensionalisieren, fassen wir sie zu-
néchst noch einmal unter der Annahme des Reynoldsschen Postulats zusammen. Die Kontinui-
téatsgleichung (2.59)

P+ V- (pu) =0
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und die Zustandsgleichung (2.60) R
p=pRT

dndern sich beim Ubergang zu den gemittelten Grofien nicht, wihrend in der Impulsgleichung
(2.64)

D SN 1 1 ——
u+(u-Vu+2Qxu+-Vp=—gk—|=V - (pu’ ou")
P p

und der Temperaturgleichung (2.68) turbulente Zusatzterme auftreten. Zwei davon kénnen
vernachléssigt werden, was die Temperaturgleichung auf

~ ~ 1 — 1 ~ 1 -~
Cv(ﬂ+u.VT)+ CU%V~(EU”T”) —i—%ﬁv-u:—%V'J-&- Q

D

reduziert. Die beiden {ibrigen gerahmten Zusatzterme in der Impuls- und Temperaturgleichung
miissen modelliert werden, um das Gleichungssystem zu schlieen. Dies geschieht nach dem
Prandtlschen Austauschkonzept iiber (2.79) und (2.86)

12

1 — 10 ou
=V - (pu" ou” ——— (pKu—=),
3 (pu” o u”) paz(P M8Z>
1 — 10 oT
IV - (au'T") & —e, = 5K
Cvﬁv (pu ) Cvﬁ@}f (p H 82) )
wobei die turbulenten Koeffizienten

1 ( % 2
Kn(3) = — ~1) z
n() =g (1500 > =
Ki(3) = 1,35K(3)

mit (2.84) und (2.89) modelliert werden.

Zum Schluf} {iberfithren wir die Zusatzterme noch in die dimensionslose Form, wobei wir
sowohl fiir K als auch fiir K die Referenzgrofie K" = 2,75 verwenden. Auflerdem sei fest-
gehalten, dafl der Zusatzterm mit obiger Modellierung nur in der horizontalen Impulsgleichung
auftritt, was durch eine Projektion auf den vertikalen Anteil nach (2.31) {iberpriift werden
kann. Mit den zugehorigen Vorfaktoren aus dem Kapitel 2.7.2 ergeben sich in dimensionsloser

Form der Zusatzterm 5 94
Kmaz | s u|*
_LL <p K3, 85*‘ > (2.90)

uﬁ;flrcf % %
in der horizontalen Impulsgleichung (2.45) und der Zusatzterm
Kmaer 19 oT*
—M_ <p*K* ) (2.91)

Culll ot 97 H gz

ref'ref

in der Temperaturgleichung (2.49). Fiir die kleinskaligen bodennahen Werte haben die zugeho-
rigen Kennzahlen eine GréBenordnung von 107!, vergleiche dazu die Tabellen 2.2 und 2.3.
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Grobstruktur E Feinstruktur
direkte Berechnung : Modellierung

Abb. 2.8.: LES-Konzept nach [6]. Die Filterweite trennt die auflésbare und daher direkt bere-
chenbare Grobstruktur von der zu modellierenden Feinstruktur.

2.8.3. Large Eddy Simulation (LES)

Das Prinzip der im vorherigen Abschnitt dargestellten RANS-Turbulenzmodellierung basiert
auf einer zeitlichen Mittelung der Stromungsgleichungen. Die dadurch auftretenden Zusatzter-
me miissen geeignet modelliert werden, wozu in der Literatur eine Vielzahl von Modellen vor-
geschlagen wird, die jedoch alle keine Allgemeingiiltigkeit besitzen. Das entscheidende Problem
dabei ist, dafl bei dem RANS-Ansatz aufgrund der zeitlichen Mittelung das gesamte Spektrum
der turbulenten Léngenskalen modelliert werden mufl und dies sehr stromungsabhéngig ist.

Die Idee bei der Large Eddy Simulation (LES) ist es nun, statt zeitlich rdumlich zu mitteln,
so daf} grofle Wirbel im Gegensatz zu kleinen aufgelost werden und dadurch nur der Einflufl
der kleinen Wirbel auf die Grobstruktur modelliert werden muf}. Betrachte dazu die Abbil-
dung 2.8. Die Schwierigkeit des RANS-Ansatzes wird so auf die Modellierung der kleinskaligen
Turbulenzen beschréankt, fiir die aufgrund ihrer charakteristischen Eigenschaften wie Kurzle-
bigkeit, weitgehende Homogenitéat und Isotropie einfachere und universellere Modelle gewéhlt
werden koénnen. Im Prinzip ist die LES also eine Art Mittelweg zwischen direkter numerischer
Simulation (DNS) und den Reynolds-gemittelten Gleichungen (RANS).

Wir folgen in unserer Darstellung [6, 13, 38|. Zunéchst wéhlen wir eine rdumliche Filterung
der Form

P(x,t) = /G(m, z, A)y(z, t)dz, (2.92)
Q

wobei GG die Filterfunktion mit der Filterweite A bezeichnet. Nimmt die Filterweite in den drei
Raumrichtungen unterschiedliche Werte an, so kann sie als

A= (A1AsA3)3 (2.93)

gewihlt werden.

Jede Stromungsgrofe 1 18t sich nun in einen Grobstrukturanteil  (,,Grid Scale“, GS) und
einen Feinstrukturanteil ¢’ (,,Subgrid Scale“, SGS), der nicht von dem Gitter erfalt und somit
modelliert werden muf}, aufspalten

v=1+. (2.94)
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Die natiirlichste Wahl fiir G ist ein Top-Hat-Filter

A filr |z — T < 34,
Gi(wi, @i, Ag) = {Ai ir |z — %] < 5 (2.95)
0  sonst
mit
3
Gz, &, A) = [[ Gilwi, 7, M), (2.96)
i=1

was zu einer Integration der Stromungsgrofle ¢ tiber die Filterweite A fiihrt. G ist dabei gerade
so gewahlt, dal zum einen das Integral iiber die Filterfunktion selber 1 ergibt und zum anderen
im Grenzfall A — 0 die Grobstrukturvariable ¢ gegen die urspriingliche ungefilterte Variable
1) konvergiert. Eine LES wird also bei verschwindender Filterweite zu einer DNS.

Die eigentliche Wahl der Filterweite spielt bei der LES eine entscheidende Rolle. Zum einen
sollte sie moglichst klein sein, um viele Wirbel aufzulésen und die zu modellierenden Feinstruk-
turen gering zu halten, zum anderen sollte sie aus numerischer Sicht sehr viel grofler als die
Maschenweite h; des Gitternetzes sein, um Unabhéngigkeit vom numerischen Verfahren zu ge-
wéhrleisten. Als Kompromifl werden in der Praxis haufig Filterweiten im Bereich h; < A; < 2h;
verwendet.

Wollen wir nun die LES-Filterung auf unser Gleichungssystem anwenden, miissen wir zu-
nichst festhalten, dal wir nicht mehr vom Reynoldsschen Postulat (2.69) ausgehen, das ja
bereits bei der RANS-Mittelung sehr fraglich war. Es gilt also

Y #0 und E#E (2.97)

Auch die Vertauschbarkeit der Filterung mit dem Differentialoperator gilt im allgemeinen nicht,
sondern fithrt zu einem sogenannten Kommutationsfehler. Wie in [8] dargestellt wird, ver-
schwindet dieser bei speziellen Filtern wie etwa bei obigem Top-Hat-Filter jedoch, da er von
der Form

Gi($i7 .%Z', Az) = Gz(xz — .%i, AZ' = COHSt) (2.98)

ist, wenn die Filterweite fest gewdhlt wird. Will man fiir komplexe turbulente Stréomungen
rdumlich variable Filterweiten verwenden, so handelt man sich einen Fehler der Gréfenordnung
O(A?) ein, der fiir numerische Verfahren bis zur zweiten Ordnung akzeptabel ist, siehe dazu
[6].

Analog zu RANS definieren wir uns noch das mit der Dichte gewichtete Mittel

~_ pC
C = — 2.99
) (2.99)
fiir die Variablen w und 7' mit R
C=¢+ " (2.100)

Auch hier gelten analog zu (2.97) die Reynoldsschen Postulate nicht.

Wenden wir nun die LES-Filterung auf die Kontinuitéits-, Zustands-, Impuls- und Tempe-
raturgleichung an, so gelangen wir formal gesehen wie bei RANS zu (2.59), (2.60), (2.64) und
(2.68), allerdings mufl man die gefilterten Variablen anders interpretieren. Bei RANS sind es
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zeitliche Mittelwerte iiber ein grofles Zeitintervall, bei LES rdumliche Mittelwerte iiber ein klei-
nes Volumen.

Der Feinstruktur-Spannungstensor 75¢% in der Impulsgleichung setzt sich also wie in (2.62)
hergeleitet aus dem Leonard-Term £, dem Kreuzspannungsterm C und dem Reynolds-Span-
nungsterm R

SG

98 =L+ C+R (2.101)

zusammen. Bei der RANS-Mittelung entfallen die ersten beiden unter Annahme des Rey-
noldsschen Postulats.

Der Leonard-Term beschreibt die Wechselwirkung der Wirbel in der Grobstruktur, wobei
kleinskalige Turbulenz erzeugt wird. Da er nur gefilterte Variablen enthilt, kann er direkt be-
rechnet werden und bedarf keiner Modellierung.

Der Kreuzspannungsterm besteht aus den Wechselwirkungen der groben und feinen Skala
und mufl modelliert werden, da er auch die unbekannten Feinstrukturvariablen enthilt. Ein
iiblicher Ansatz dazu ist L

C=p(uou—uonu). (2.102)

Dies stellt das kompressible Analogon zu dem Ahnlichkeitsmodell von Bardina dar, bei dem
von der Ahnlichkeit der kleinsten aufgelésten Skalen der Grobstruktur und der gréBten nicht
aufgelosten Skalen der Feinstruktur ausgegangen wird, siehe [13, 45, 6].

Der Feinstruktur-Reynolds-Spannungsterm wird zunéchst in seinen anisotropen und isotro-

pen Anteil
R=Ra+R; (2.103)
mit 1
(Na=()— gspur(')l (2.104)
und )
() = gspur(')l (2.105)

aufgespalten, wobei 1 die Einheitsmatrix bezeichnet. Fiir den anisotropen Term kénnen wir
dann eine kompressible Verallgemeinerung des Smagorinsky-Modells verwenden, das sich als

N -1 .
Ra = —20,4A%|S|F (S - 3spur(5)1> (2.106)

schreiben 1a8t, wobei S den Deformationstensor

S %(va +(va)h) (2.107)

ISIlF = [> 1812 (2.108)
1,7

bezeichnet. Der isotrope Term wird mit

und ||S||r die Frobenius-Norm
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2 —~
R = gClAQpHSprl (2.109)

modelliert.

Fiir die Konstanten C4 und C; werden in [45] die Werte 0,012 und 0,0066 angegeben, die
aus einem Vergleich mit einer direkten numerischen Simulation von kompressibler isotroper
Turbulenz entstanden sind. Prinzipiell sind diese Konstanten jedoch stromungsabhéngig und
variieren sowohl in der Zeit als auch im Ort. Weiter unten werden wir uns noch mit dem Modell
von Germano beschéiftigen, das die Konstanten dynamisch bestimmt.

Insgesamt lautet das Modell fiir den Feinstruktur-Spannungstensor also

—

7568 & 5@ o qi — 50 d1) — 20258 s [CA <§ - ;spur(g’)l) - ;Cng'le] o (2.110)

Bei der Filterung der Temperaturgleichung (2.68) koénnen wir zunéchst der Argumentation
in [13, 38] folgend die Ndherungen

1

iS]|

V-,
"J

pV -u
V-

<
I
<

verwenden. Dadurch muf3 nur der Feinstruktur-Warmestrom
@ =Ly +Cr+ Ry (2.111)

noch geeignet modelliert werden. Analog zum Kreuzspannungsterm setzen wir

Cr=p@al —al) (2.112)
und c
Ry = —fAQﬁHS’IIFVﬁ (2.113)
t

wobei Pr; die turbulente Prandtl-Zahl bezeichnet, fiir die hdufig 0,7 gesetzt wird. Der Fein-
struktur-Wéarmestrom 148t sich also als

= . O ~ ~
q°%S = 5(al — aT) — P—AA2ﬁ||SHFVT (2.114)
Iy

modellieren.

Da die Konstanten C4, C7 und Pr; eigentlich im Ort und in der Zeit variieren, ist es sinnvoll,
sie nicht mit heuristischen Werten fiir die jeweilige Stromung zu belegen, sondern sie wahrend
der Simulation dynamisch anzupassen. Die Idee dazu geht auf Germano [20] zuriick. Er be-
stimmt in seinem sogenannten dynamischen Modell die Parameter eines Basismodells, also in
unserem Fall die Konstanten Cy4, C7 und Prs, indem er die kleinsten noch aufgelosten Skalen
auswertet. Die Idee dabei ist dieselbe wie bei dem Modell von Bardina, ndmlich dafl die klein-
sten aufgelosten Wirbel den grofiten Wirbeln der nicht aufgelosten Feinstruktur dhneln.

Der erste Schritt des dynamischen Modells besteht darin, einen Testfilter
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<E)(w,t) ::/ﬁ(az,az',Z))z/J(a:’,t)dw’ (2.115)
Q

mit einer groferen Filterweite N > A einzufithren. Den zugehorigen mit der Dichte gewichteten
Mittelwert bezeichne
o<
=P
C = — -
0
Mit diesem Testfilter werden nun die bereits gefilterten Gleichungen noch einmal gefiltert.
Der zugehorige Spannungstensor hat dann analog zu (2.62) die Gestalt

(2.116)

=5 (uou—'ﬁofi), (2.117)

und es gilt der Zusammenhang

K:=7 (@oa—uon)=rlF_ 755 (2.118)
Dieser Ausdruck représentiert den Beitrag der kleinsten noch aufgelosten Skalen, namlich die-
jenigen (_z)wischen dem urspriinglichen Filter mit der Filterweite A und dem Testfilter mit der
Weite A . Die Beziehung (2.118) ist auch als Germano-Identitdt bekannt.

Wenn wir nun die jeweiligen Feinstruktur-Spannungstensoren 7°¢° und 77% in ihren an-
isotropen und isotropen Anteil aufteilen und zur Modellierung jeweils das gemischte Bardina-
Smagorinsky-Modell (2.110) wie in [53, 50] verwenden, so erhalten wir

—_—~—
A

—~

)

~~= 2 2 S g 1 q
T T (@oa— a0y 20" CalB]r (8- Jspw(Sn)
::DA
== =z 2o (31 =
I =~ <f>(u ou—uou)y —ZXZ?CAHSHF (S - 3sputr(S)l) ,
=: &4
= X =z, 2 S
T9CS o ?(u ou—uou)s +§A2?CI||SH%17
=Dy
== = = 2 3
172 G @oa—Gow); +3 AT Cr|S|F1.
= 81

Setzen wir dies nun in die Germano-Identitét (2.118) ein, so 148t sich der anisotrope Anteil als
Ka= 7 508

P
A

= = 1 = ~ ~ 1 ~
—E4-Du—27 | N204||8|r <S — 3spur(S)1) — A2C4||S||F <s — 3Spur(S)1)
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und der isotrope als

TF < SGS
’C[ = TI — T T

2
D

- = —
=5I—Dl+§ A2Cr||S| 31 — A%Cy||S||71

schreiben. C'4 und C7 kommen in diesen Beziehungen noch innerhalb der Filteroperation vor.
Vernachlissigt man diese Abhéngigkeiten und zieht die Variablen heraus, so ergeben sich die
Né&herungen

P

= =~ 1 = ~ ~ 1 .
ICA%SA—'DA—QCA? X2||S||F<S—3spur(8)1>—A2||S||F<S—3spur(5)1> )

~~

::M
2 T P
Ki2E D1 20T (Musu%l - A?HSH%l) |

=N

Da wir nun zwei Gleichungssysteme mit jeweils einer einzigen Unbekannten C4 bzw. C; aufge-
stellt haben, verwenden wir zur Losung nach einem Vorschlag von Lilly [34] die Methode der
kleinsten Fehlerquadrate. Die Quadrate der Fehler sind dabei iiber

Qa=|Ka—Ea+Da+204aM|7
— Z(/c;*;. — &L+ D + 204 M),
Z?]

2

2
QI ::‘KI_SI‘FD]—SCIN

F
92 2
_ I I I
=X (’Cz‘j — &+ Dy - 301Mj>
i

definiert, und die Minimierungsbedingungen sind

%—0 und

oQr _
a0, — =0.

oCcr
Daraus ergeben sich zur Berechnung von Cy4 und Cy
_1 ZM(K;‘} — 5{? + D;-?)Mij
2 )
2 Z” MG
I I I
_ §Zi,j(lcij —&;+ Dij)Mj
= 5 :
2 Zz] /\/z'j

Cy = (2.119)

C; (2.120)
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Analog erhalten wir bei der Einfiihrung des Testfilters die Germano-Identitét fiir den Fein-
struktur-Wéarmestrom
—
p

K= p (ul —uT) = q7F — 567, (2.121)

Eingesetzt ergibt sich, wenn man die Modellierung (2.114) verwendet und die Prandtl-Zahl aus
dem Filter herauszieht,

~= == = ~a C = = = ~
Kr=~% @l —al) - 7 (@l —al) _PTi 5 (‘Z’?HSHFVT - A2||S|FVT> .

~~

=g =F =H

Beachte, daf hier K7, F, G und H Vektoren und keine Tensoren bezeichnen. Mit der Methode
der kleinsten Fehlerquadrate 148t sich schliellich die turbulente Prandtl-Zahl iiber

Ca Zz sz

Pr, = —
TS KT — G+ FoHG

(2.122)

bestimmen.

Wir kénnen nun also abhingig vom Ort und von der Zeit die Werte von C4, C7 und Pry
berechnen. In der Literatur findet sich noch eine Vielzahl von Varianten dieses dynamischen
Modells, wie etwa in [6, 51] zusammengestellt wird.

2.8.4. Entdimensionalisierung der LES-Gleichungen

Fassen wir zunéchst noch einmal die LES-gemittelten Gleichungen zusammen. Die Kontinui-
tétsgleichung (2.59)
P+ V- (pit) = 0

und die Zustandsgleichung (2.60) R
p = pRT

dndern sich bei der LES-Filterung nicht, wihrend in der Impulsgleichung (2.64)

. . - 1 1
Ui+ (- V)U+20x 4+ =-Vp= —gk — | =V . 7965
p p

ein Zusatzterm mit dem Feinstruktur-Spannungstensor (2.101)

SGS TR oA~ = 3 — R -
T =p(uou—uou)+puou’+u"ou)+pu"’ou

auftritt. Ebenso erhélt man in der Temperaturgleichung (2.68)

~ ~ 1 1 - 1 ~ 1=
(T +a-VT) + cvﬁv.qSGs +%pv.u=—%v.g+%a)
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einen Zusatzterm mit dem Feinstruktur-Wéarmestrom (2.111)
SGS . (am BN | = m T | |
q =puT —uT)+puI” +u"T)+ pu"T".

Zwei weitere Zusatzterme in der Temperaturgleichung kénnen nach [13, 38] vernachldssigt wer-
den.

Um das Gleichungssystem zu schlieflen, miissen die beiden gerahmten Terme in der Impuls-
und Temperaturgleichung noch geeignet modelliert werden. Dies geschieht mit dem gemischten
Bardina-Smagorinsky-Modell (2.110) und (2.114)

—

= =2 =2 ~ ~ 1 ~ 2 ~
565 2 p(Uow —wou) — 202504 ||S || (5 — 3Spur(5)1> — gAQﬁCIHSH%l,

- O RPN ~
¢°“ = p@l —aTl) - P—HAQpHSHFVT,

= ql = q2

wobei die Konstanten C4, C7 und Pr; dynamisch, also in Abhéngigkeit von Ort und Zeit, nach
dem Modell von Germano (2.119), (2.120) und (2.122) bestimmt werden koénnen.

Zum Schluf} spalten wir die modellierten Zusatzterme noch in ihren horizontalen und verti-
kalen Anteil auf, um sie in dimensionsloser Form angeben zu kénnen. Beachte zunéchst, daf3

~ 1 . .
§=(Va+ (Va)T)
1 - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
= §(v\l’u’ll +Vau, +V,u,+V,u, + (vnun +Vau, +V, u,+ VLUL)T)
User

2l||

ref

= (VI + VAL + (Va4 Via) ) + e (Vi + (Via)T) +
ref

ulrle Kk ANk K A~k

QZJ_f (Viu| + (VJ_UH)T)

ref

gilt. Da wir uns aber im kleinskaligen bodennahen Bereich befinden, kénnen wir die entspre-
chenden Referenzgrofen aus dem Kapitel 2.7.4 {ibernehmen und so den Ausdruck noch zu

Q ulrlc kK * Sk k Sk * Sk K Sk kK * A~k * A~k
S = 2[”f (v”u” + VH’U'L + VLU’H + viui + (vuull + VHU’L + vluu + vLuL)T)

ref

S (VI (V)

ref
vereinfachen. Fiir die kleinskaligen Werte gilt ndmlich

nwoo_ L noo__ gL
uref - uref und lref - lref’

Mit dieser Annahme ist die Entdimensionalisierung des Terms S also unabhéngig von der
Aufspaltung in den horizontalen und vertikalen Anteil, so daf} sich vereinfachend und analog
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zum Vorgehen in den Kapiteln 2.7.1 und 2.7.2 und mittels (A.18)

(3ver) =R (v (pamom - @ @) + vi - (7@ o - i o).

p ref p

(W) 1 (o (e 3 <3 i — = =
=L 5 (V -(,0 (UHOul—u”oul))—i—V ( “(u} ou’ uJ_OuJ_)))v

1 ref p

AQCref " 1 e o 1 s
(l”)(Ql"f)p*v (p CAllS |r (S — gspur(S )1>> ,
I ref ref

N
<
3

*

<
3

/\/—\\/—\/—\/—\
DIl D= D= D
<
3
~ —  ~—

AQCrefu . . 1 *
N (T T C )
1 ( ) ref
A2C f(u"f) ek
v e R X N AL
™) =g Ve (PeilSTE)
AQCref U . SN
Vo) = 2Tl Lo (il i)
1 ref ref

schreiben 1&83t.
Mit den passenden Vorfaktoren fiir die horizontale und vertikale Impulsgleichung erhalten

wir so insgesamt
ll\ 1 * AQC’rcf * AQCrcf *
<V'T1) m <V-T2) m <V~T3) s
P 1" (lrcf) 1l (l )
S~—— S~——

ref <1v . TSGS) —
(u‘rlcf)2 P 1"

1
ref I
10°

I, (1 SGS) <1 ) A2 (1 > A0 < )

re 7V7— = 1 7VT - 7vT v T N

(wizr)? \p . pr )L 2P\ ) 6 ’

1 ref 1

———
10° 103

Fiir die zugehorigen Kennzahlen wurden die Referenzgréfen C%' = 0,012 und C7* = 0,0066

aus [45] und die kleinskaligen bodennahen Werte aus dem Kapitel 2.7.4 mit A = 102 m ver-
wendet.

Entsprechend fithren wir nun noch den Feinstruktur-Wérmestrom in die dimensionslose Dar-
stellung tiber

1 I T —_
5V~q1 = ur;fl = <V* <*(u T —u T*)> +Vi- < @ T* —a T*)))

ref

1 A0 T, c
SV gy = oA et (D g 5 VT
7Y 0= Sy ( <P* 115l ))

AQCref ”fT . C* ek N
ref- re v* X A —x S V*T* )
s (V1 (pa? 18197

Mit dem passenden Vorfaktor fiir die Temperaturgleichung erhalten wir insgesamt
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RANS

LES

e Zeitliche Mittelung iiber grofles

Zeitintervall.

e Modellierung des gesamten Tur-

bulenzspektrums erforderlich.

e Parametrisierungen sehr stro-

mungsabhéingig, wenig allge-
meingiiltig.

Ré&umliche Mittelung iiber klei-
nen Bereich.

Modellierung nur der kleinskali-
gen Turbulenzen erforderlich.

Parametrisierungen allgemein-
giiltiger wegen Kurzlebigkeit,
Homogenitit, Isotropie  der
kleinen Wirbel.

e Annahme des Reynoldsschen Po-

stulats.

e Prandtlsches Austauschkonzept.

Ahnlichkeitsmodell von Bardina
fiir C.

Smagorinsky-Modell fiir R.

e Berechnung des turbulenten e Dynamische Bestimmung der
Viskositétskoeflizienten nach Konstanten nach Germano.
O’Brien.

Tabelle 2.4.: Wesentliche Unterschiede zwischen dem RANS- und LES-Konzept und die ver-
schiedenen Modellierungsansétze.

e 1o sas 1 " ArCR (1 : A*CR (1 *
w 1o gos— 1 (Ly.g) - v.g) 29 (lg.4)
W Tp 77 0 T oppag e \5Y ) T apgasE \5Y %),

107 102

wobei fiir die Kennzahlen auch hier die kleinskaligen bodennahen Werte aus dem Kapitel 2.7.4
und die Referenzgrofien aus [45] mit A = 102 m und Prj*f = 0,7 verwendet wurden.

Die turbulenten Zusatzterme in der horizontalen und vertikalen Impulsgleichung und in der
Temperaturgleichung haben also jeweils eine Gréflenordnung von 10°, vergleiche dazu die Ta-
bellen 2.2 und 2.3.

Abschlieflend seien noch einmal in der Tabelle 2.4 die wesentlichen Unterschiede zwischen

den Konzepten RANS und LES und die verschiedenen Modellierungsansétze festgehalten.



3. Gittergenerierung

Nun stellt sich die Frage, auf welchem Gitter wir die Gleichungen aus dem Kapitel 2 l6sen
wollen. Zunéchst bendtigen wir dazu ein Hohenmodell der Erdoberfléiche, wie es im GTOPO30-
Datensatz [48] bereit gestellt wird. Darin ist die Erde im Abstand von 30 Bogensekunden, was
etwa einem Punktabstand von 1 km entspricht, vermessen.

Der GTOPO30-Datensatz ist allerdings viel zu grofl, um ihn mit heutigen Rechnerkapazi-
tdten komplett als Randgitter fiir unsere Stromungsgleichungen zu verwenden. Wir sind also
gezwungen, ihn geeignet zu komprimieren. Dabei wollen wir zum einen eine moglichst gleich-
méBige Verteilung der Gitterpunkte erreichen und dabei insbesondere keine Singularitéiten an
den Polen erzeugen und zum anderen eine statische Adaptivitdt in dem Sinne erméglichen,
da rauhes Geldnde feiner aufgelost wird als flaches, da dort mit stérkeren Verwirbelungen zu
rechnen ist.

Dazu greifen wir auf Prinzipien der Computergraphik zuriick [21] und nutzen Vorkenntnisse
aus der Beschéftigung mit einem interaktiven Visualisierungsprogramm der Erdoberfliche. Das
Konzept der SOAR Terrain Engine [35, 22| fiir ebene Landschaftsdatensétze wurde im Vorfeld
dieser Arbeit auf die gesamte Erde iibertragen [1]. So sind wir in der Lage, dieses Gitter als
Rand fiir die Atmosphérentriangulierung zu verwenden. Die Hohe der Atmosphére wird dabei
als dritte Dimension hinzugefiigt. In der Abbildung 3.1 sind Screenshots des Programms zu
sehen.

3.1. Triangulierung der Erdoberflache

Ist das Prinzip zur Erzeugung eines Dreiecksnetzes fiir ein ebenes H6henmodell bzw. einen
Landschaftsausschnitt bekannt, worauf wir in den folgenden Kapiteln 3.1.1 und 3.1.2 eingehen
werden, so 483t sich dies auch auf die gesamte Erde iibertragen. Dazu wéhlen wir einen Wiirfel
als Grundobjekt, behandeln die einzelnen Seiten wie ebene Landschaftsdatensitze und erzeu-
gen so ein Gitter, das dann im Anschlufl nur noch auf die Erdkugel projiziert werden muf.
Dieses Konzept wird in der Abbildung 3.2 veranschaulicht.

Wir erreichen so eine anndhernd gleichméflige Verteilung der Gitterpunkte auf der Erdober-
fliche, erzeugen keine Singularitdten wie bei Polarkoordinaten und konnen das Prinzip der
ebenen Landschaftstriangulierung direkt iibertragen. Wie nun die einzelnen Seiten konkret tri-
anguliert werden, sehen wir uns in den néchsten Kapiteln an.

3.1.1. Bisektionsverfahren

Betrachten wir nun eine einzelne Wiirfelseite, deren grobstes Gitter aus zwei Dreiecken besteht.
Nach der Bisektionsstrategie erhalten wir dann das néchstfeinere Gitter, indem wir in der Mitte
der langsten Seite eines Dreiecks einen neuen Knoten einfiigen und mit der gegeniiberliegenden
Ecke verbinden, wie in der Abbildung 3.3 dargestellt wird. Man erhélt so eine Hierarchie von

95
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Abb. 3.1.: Screenshots des Erdvisualisierungsprogramms [1]. Blick auf die Erde und Blick iiber
die Alpen in Richtung Norden. Zur besseren Anschauung wurde die Erde iiberhoht,
also ihre Hohenwerte mit einem Faktor gestreckt.

reguldren Gittern, die mit einem sogenannten Level numeriert werden kénnen und die jeweils
aus rechtwinkligen gleichschenkligen Dreiecken derselben Grofie bestehen.

Fiir die feinste Auflosung haben wir dazu aus dem GTOPO30-Datensatz die Hohenwerte
fiir 10252 Knoten pro Wiirfelseite ausgelesen. Abziiglich doppelter Rinder bedeutet dies eine
Uberdeckung der Erde mit 6.291.458 Knoten, was einer mittleren horizontalen Maschenweite
von 9 km entspricht.

Dieses Gitter iibersteigt als Randgitter fiir unsere Stromungsgleichungen immer noch bei wei-
tem die heutigen Rechnerkapazitéiten, so dafl wir es noch weiter komprimieren miissen. Anstatt
nun global zu einer groberen Maschenweite tiberzugehen und dabei viele Details der Landschaft
zu verlieren, kann man auch ein adaptives Dreiecksgitter erzeugen, bei dem nur dort vergrébert
wird, wo das Gelidnde relativ flach ist.

An ein solches adaptives Gitter miissen allerdings bestimmte Forderungen gestellt werden.
Dazu verdeutliche man sich zunéchst die Vater-Kind-Struktur der Knoten eines reguliren Drei-
ecksnetzes anhand der Abbildung 3.3. Ein Verfeinerungsknoten wird auf der lingsten Seite eines
Dreiecks eingefiigt und gehort daher stets zu zwei benachbarten Dreiecken. Réander gibt es we-
gen der Wiirfelstruktur, die in der Abbildung 3.2 dargestellt ist, nicht. So lassen sich also jedem
Verfeinerungsknoten, der im folgenden auch Kindknoten genannt wird, zwei Dreiecke zuordnen
und somit auch zwei Vaterknoten, die im Netz enthalten sein miissen, ehe der Kindknoten
eingefiigt werden kann. Die Abbildung 3.3 verdeutlicht diesen Zusammenhang. So hat jeder
Vaterknoten vier Kinder und jeder Kindknoten zwei Viter.

Wenn wir nun ein adaptives Dreiecksnetz generieren wollen, in dem bestimmte Gebiete feiner
aufgelost sind als andere, miissen wir sicherstellen, dafl zu jedem Knoten seine beiden Viter im
Netz enthalten sind. Sonst kann es nédmlich zu sogenannten hingenden Knoten kommen, was
zu Unstetigkeiten in der Landschaft fithrt. Ein solcher hingender Knoten ist in der Abbildung
3.4 a) dargestellt.
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Abb. 3.2.: Ubertragung des ebenen Dreiecksnetzes auf den Wiirfel und dann mittels Projektion
auf die Kugel.

Abb. 3.3.: Bisektionsstrategie. Die jeweiligen Verfeinerungsknoten sind schwarz markiert und
die Viater weifl. Die Pfeile verdeutlichen die Vater-Kind-Beziehung.

Abb. 3.4.: a) Problem der héngenden Knoten. b) 1-level look ahead Fehler. Gestrichelt ist die
lokale Hohenénderung durch Einfiigen eines Verfeinerungsknotens v eingezeichnet.
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3.1.2. Gelandeabhingige Adaptivitat

Rauhes Gelédnde soll feiner aufgelost werden als flaches. Wir méchten also den lokalen Hohen-
unterschied, der entsteht, wenn ein Knoten eingefiigt bzw. weggelassen wird, als Kriterium
fiir eine adaptive Verfeinerung verwenden. Ausgehend vom grobsten Gitter miissen wir also
bei jedem Dreieck iiberpriifen, ob es einer Verfeinerung bedarf. Ein solcher Durchlauf nennt
sich top-down, da mit dem grobsten Gitter begonnen und so lange verfeinert wird, bis ein
bestimmtes Abbruchkriterium erfiillt ist.

Betrachten wir dazu zunéchst einmal den Kernalgorithmus zur Konstruktion eines solchen
adaptiven Dreiecksnetzes:

visit(Triangle T, Level 1) {
if (metric(T)<=eps or l=lmax) {

render (T)
}
else {
visit(Child1(T), 1+1)
visit(Child2(T), 1+1)
}
}

Eine auf jedem Dreieck T definierte Metrik ist dabei das lokale Abbruchkriterium, das in
unserem Fall ein Maf§ dafiir sein soll, wie rauh das Geldnde ist. Die Frage ist nun, welche
Bedingungen wir an die Metrik u(T') stellen miissen, damit sie zum einen die gewiinschte
Aussagekraft hat und zum anderen hingende Knoten wie in der Abbildung 3.4 a) ausgeschlossen
werden.

Ein erster Ansatz fiir letztere Bedingung ist, die Metrik nicht auf dem Dreieck T', sondern
auf seinem Verfeinerungsknoten v(T") zu definieren

w(T) = p(o(T)). (3.1)

Dadurch stellen wir sicher, dal zwei Dreiecke mit demselben Verfeinerungsknoten dieselbe
Metrik erhalten und deshalb auch gleichzeitig verfeinert werden. Dies schliet jedoch noch
nicht alle hingenden Knoten aus, so dafl wir auch noch die sogenannte Saturierungseigenschaft

w(T) > max{p(Child; (7)), #(Child2(T))} (3.2)

fordern miissen. Mit diesem Monotoniekriterium sind nun alle Viter eines zu zeichnenden
Knotens im Netz enthalten und somit héingende Knoten ausgeschlossen.

Mit obigem Algorithmus kann so vom grébsten Gitter ausgehend top-down ein adaptives
Dreiecksnetz erzeugt werden. Nur die konkrete Konstruktion der Metrik p fehlt uns noch.

Wie bereits motiviert, soll die Metrik ein Mafl dafiir sein, wie rauh das Gelénde ist. Wird
ein neuer Knoten in das Dreiecksnetz eingefiigt, dndert sich die Hohe dort lokal, und zwar
wird an dieser Stelle nun statt des linearen Interpolationswertes die exakte Hohe des Knotens
verwendet. Dieser Hohenunterschied, auch ,,1-level look ahead“ Fehler genannt, soll uns nun als
Ma$ fiir den geometrischen Fehler dienen, siehe dazu die Abbildung 3.4 b).
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Abb. 3.5.: Ein uniform trianguliertes Gitter der Erdoberfléche.

Da nur die Hohenwerte der Knoten in die Berechnung der Metrik eingehen, 146t sich dies fiir
jeden Knoten noch vor der Projektion des Wiirfelgitters auf die Kugel durchfiihren. Sei dazu v
der Verfeinerungsknoten des Dreiecks T = A(v!, v?,v?), wobei v! und v? die Eckpunkte des
Dreiecks sind, die die Hypotenuse einschlieen. v, v! und v? stehen fiir die Hohenwerte in den
jeweiligen Knoten. Die geometrische Metrik definieren wir dann iiber

_ 1
fgeo(T) := |vs — B (v; + vg’) . (3.3)

Diese Metrik erfiillt im allgemeinen nicht die Saturierungseigenschaft (3.2), was sich jedoch
in einem bottom-up Durchlauf iiber die folgende Formel

Hgeo(T) = max {figeo(T). ptgeo (Childy (T)). pgeoChilds (7))} (3.4)

korrigieren 148t. Mit bottom-up ist ein Durchlauf vom feinsten zum grébsten Level gemeint,
und es gelte ftgeo(T") = figeo(T") auf dem feinsten Level.

Wir kénnen nun also auf diese Art in Abhéngigkeit der Rauhigkeit des Geléndes ein ad-
aptives Dreiecksnetz erstellen. Natiirlich sind auch noch viele andere Metriken denkbar. So
sind etwa bei einem Visualisierungsprogramm noch Verfeinerungen in Abhéngigkeit des Blick-
punkts, der Blickrichtung und des Sichtbarkeitsbereiches sinnvoll, deren Metriken dann mittels
simpler algebraischer Verkniipfungen kombinierbar sind [22, 1]. Fiir unseren Fall wére es auch
noch denkbar, bestimmte Gebiete wie etwa Deutschland oder Europa stirker aufzulosen, was
mit obigem Konzept kein Problem darstellt. Im folgenden beschréinken wir uns jedoch auf die
geometrische Metrik (3.4).

In Abhéngigkeit einer vorgegebenen Fehlerschranke fiir fi4e, konnen wir uns nun eine Hier-
archie von statisch adaptiven Dreiecksgittern auf der Erdoberfliche generieren. Die Abbildung
3.6 b) zeigt solche Testgitter, die mit der Metrik (3.4) erzeugt wurden. Diese Gitter haben die
Eigenschaft, dafl selbst bei groben Auflésungen mit relativ wenigen Dreiecken fast alle Level
vom feinsten bis hin zum grobsten vertreten sind. Diese sehr unterschiedliche Auflésung des
Geliindes und die damit verbundene rapide Anderung der Grie der Dreiecke haben im Verlauf
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Abb. 3.6.: Statisch adaptive Testgitter unterschiedlicher Auflésung. a) Geldndeabhéngige ad-
aptive Gitter mit Beschrankung der Spanne der Level auf sechs. Die zugehorigen
GroBenangaben sind in der Tabelle 3.1 aufgelistet. b) Geldndeabhéngige adaptive
Gitter ohne Beschrankung der Level.



3.2. Triangulierung der Atmosphére 61
Uniforme Gitter der Erdoberfliche
Gitter Level # Knoten | # Dreiecke | # Kanten | mittl. Maschenweite
uniform01 1 14 24 36 6036 km
uniform03 3 50 96 144 3194 km
uniform05 5 194 384 576 1621 km
uniform07 7 770 1536 2304 814 km
uniform09 9 3074 6144 9216 407 km
uniform11 11 12290 24576 36864 204 km
Adaptive Gitter der Erdoberfliche
Gitter Levelspanne | # Knoten | # Dreiecke | # Kanten Hgeo
adaptiv0l 1-6 24 44 66 4178,1
adaptiv03 3-8 80 156 234 3636,5
adaptiv05 5-10 343 682 1023 3249,6
adaptiv07 7-12 1386 2768 4152 24759
adaptiv09 9-14 5650 11296 16944 1779,6
adaptivll 11 - 16 21854 43704 65556 1276,6

Tabelle 3.1.: Groflenangaben der sechs uniformen und adaptiven Testgitter der Erdoberfliche
aus der Abbildung 3.6 a) und 3.5.

der Rechnungen auf diesen Gittern zu Problemen gefiihrt. Daher stellen wir noch eine zusétzli-
che Bedingung an die adaptiven Gitter, und zwar dafl die Spanne der Level, die in einem Gitter
auftreten darf, auf sechs beschrankt ist. So lassen sich Gitter erzeugen, wie sie in der Abbil-
dung 3.6 a) dargestellt sind. Diese haben auflerdem den Vorteil, dafl sich ihnen jeweils direkt
ein uniformes Gitter wie in der Abbildung 3.5 zuordnen 148t, in dem alle Dreiecke die Grofle
des grobsten Levels der adaptiven Auflésung haben. So lassen sich spéter die Ergebnisse der
Rechnungen auf uniformen und adaptiven Gittern direkter vergleichen. Die Tabelle 3.1 listet
diese beiden Gittersets und ihre entsprechenden Gréflen auf.

3.2. Triangulierung der Atmosphare

Nachdem wir nun die Erdoberfliche trianguliert haben, mufl jetzt auch die Atmosphére mit
einem Gitternetz versehen werden. Dabei sei zundchst festgehalten, dafl wir mit dem Begriff
Atmosphére in dieser Arbeit die Troposphéire und untere Stratosphére bis etwa 24 km Hohe
bezeichnen, da dieser Bereich im wesentlichen das Wetter bestimmt.

Einen Uberblick iiber den Aufbau der Erdatmosphire gibt die Abbildung 3.7. Die einzel-



62 3. Gittergenerierung

A
Exosphére
500 km
Thermosphére
80 km —
50 km Mesosphéire
Stratosphiéire
15 km
Troposphére
0 km .

Abb. 3.7.: Der Aufbau der Erdatmosphére in logarithmischer Darstellung.
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Abb. 3.8.: Ein Tetraederstumpf, der als Volumenelement entsteht, wenn das Geldndedreieck in
die Atmosphérenschicht projiziert wird.

nen Schichten unterscheiden sich dabei durch ihren mit der Hohe sinkenden bzw. steigenden
Temperaturverlauf. In der Troposphére sind bereits 90% der Luft und nahezu der gesamte Was-
serdampf der Atmosphére enthalten, in ihr spielt sich also ein Grofiteil des Wettergeschehens
ab.

Um nun die unteren 24 km der Atmosphére mit einem Gitter zu versehen, unterteilen wir
diese in Schichten und projizieren dann die Dreiecke auf der Erdoberfliche vom Mittelpunkt der
Erde ausgehend in die einzelnen Schichten, so dafl wir als Volumenelemente Tetraederstiimpfe
erhalten, wie in der Abbildung 3.8 zu sehen ist.

3.2.1. Wahl der Vertikalkoordinaten

Man hat nun noch die Wahl, ob sich die soeben definierten Hohenschichten dem Geldnde
anpassen sollen oder nicht. An das Gelinde angepafite Schichten werden auch als gelandefol-
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Abb. 3.9.: Verschiedene Wahl der Vertikalkoordinaten in 2D und 3D. a) Gelédndefolgend, b) ge-
landefolgend mit Glittung in der Hohe, c¢) nicht-geldndefolgend mit Randbehand-
lung.
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Abb. 3.10.: Typen der Randpolyeder, die im nicht-gelindefolgenden Fall durch den Schnitt der
Erdoberfliche mit den regulidren Tetraederstiimpfen entstehen.
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gend bezeichnet und {iiblicherweise bei der Wettervorhersage verwendet, da man sich so eine
gesonderte Randbehandlung erspart. Jedes einzelne Volumenelement ist dadurch ndmlich ein
Tetraederstumpf wie in der Abbildung 3.8, wenn auch entsprechend geschert, wie es die Erd-
oberfliche vorgibt. Es ist auflerdem iiblich, noch eine Glittung in der Hohe einzufiihren, da
die Struktur des Bodens in groflen Hohen irrelevant ist und daher auch nicht im Gitter wider-
gespiegelt werden muf. Dies fithrt dazu, dafl die Tetraederstiimpfe zusétzlich noch gestaucht
oder gestreckt werden, wodurch ihre Deckel- und Bodenflichen nicht mehr parallel zueinander
liegen miissen. Die Abbildungen 3.9 a) und b) zeigen die entsprechenden Félle in 2D und 3D.

Mochte man die Schichten nicht an das Geldnde anpassen und somit ausschliefllich regulére
Tetraederstiimpfe erzeugen, also weder gescherte noch gestauchte oder gestreckte, so ist man
gezwungen, den Rand gesondert zu behandeln. Das Geldnde schneidet dann némlich am Rand
aus den reguldren Tetraederstiimpfen Teile heraus, so daf3 andere Polyeder entstehen. In der
Abbildung 3.9 ¢) ist dies dargestellt.

Die verschiedenen Typen von Randpolyedern, die durch den Schnitt der Erdoberfliche mit
den regulédren Tetraederstiimpfen entstehen, sind in der Abbildung 3.10 zusammengestellt. Die
Berechnung des Gitters, das sich aus den Knoten, Kanten, Flichen und Zellen zusammensetzt,
erfordert hier also diverse Fallunterscheidungen und Schnittberechnungen am Rand, was je-
doch in einem Vorverarbeitungsschritt ausgefiihrt werden kann und so auf die Laufzeit des
Stromungslosers keinen Einflufl hat.

Auflerdem sei erwiihnt, dafl im nicht-geléindefolgenden Fall weitere Schichten im negativen
Hohenbereich hinzugenommen werden miissen, da sich das reale Gelénde zwischen 418 m unter
NN am Toten Meer und dem Mount Everest mit 8850 m iiber NN bewegt.

3.2.2. Gitterhierarchie

Aus den uniformen und adaptiven Gittern der Erdoberfliche 143t sich die Atmosphéire nun
also auf drei verschiedene Arten triangulieren: geldndefolgend, geldndefolgend mit Glittung
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Gitter der Atmosphére
Gitter # Schichten | Schichtbreite | # Zellen # Zellen | Dateigrofie
in m pro Schicht | insgesamt in MB

uniform01 1 24000 24 24 0,006
uniform03 2 12000 96 192 0,022
uniform05 4 6000 384 1536 0,153
uniform07 8 3000 1536 12288 1,310
uniform09 16 1500 6144 98304 11,459
uniform11 32 750 24576 786432 100,353
adaptiv0l 1 24000 44 44 0,008
adaptiv03 2 12000 156 312 0,034
adaptiv05 4 6000 682 2728 0,283
adaptiv07 8 3000 2768 22144 2,421
adaptiv09 16 1500 11296 180736 21,381
adaptivll 32 750 43704 1398528 181,414

Tabelle 3.2.: Grolenangaben der sechs uniformen Atmosphérengitter mit und ohne Geldnde
und der sechs adaptiven Atmosphérengitter.

in der Hohe und nicht-geldndefolgend mit gesonderter Randbehandlung. Wir haben allerdings
noch nichts iiber die konkrete Wahl der Schichten gesagt. Ein erster Ansatz wére, die unteren
24 km der Atmosphire in dquidistante Schichten zu unterteilen. Ublicherweise werden jedoch
bei der Wettervorhersage gradierte Schichten verwendet, deren Breite mit der Héhe zunimmt.
Der Deutsche Wetterdienst etwa rechnet sein globales Modell mit 31 gradierten Schichten zwi-
schen 33 m und 7 km [9].

Es stellt sich jedoch heraus, dafl solche gradierte Schichten die Qualitit des Gitters im Sinne
des kommenden Kapitels 3.2.3 iiber Nicht-Orthogonalitdt und Schrige stark beeinflussen, da sie
wesentlich anisotropere Polyeder beinhalten. Auflerdem erfordern sie bei unseren Rechnungen
eine sehr kleine Zeitschrittweite, die ja an die kleinste Maschenweite und somit die niedrigste
Hohenschicht gekoppelt ist. Es ist daher fiir uns zunéchst nicht praktikabel, gradierte Gitter zu
verwenden, und so nehmen wir statt dessen dquidistante Schichten unterschiedlicher Auflésung,
und zwar von einer Schicht der Breite 24 km bis hin zu 32 Schichten der Breite 750 m.

Diese Schichten ordnen wir unseren Gittern der Erdoberfliche aus der Tabelle 3.1 so zu, dafl
sich die Anzahl der Zellen mit ansteigendem Level ungefahr verachtfacht. So erhalten wir eine
Hierarchie von ineinander geschachtelten Atmosphérengittern uniformer und adaptiver Auflo-
sung. Die entsprechenden Gréflenangaben sind in der Tabelle 3.2 zusammengestellt.

Zu Testzwecken werden wir noch ein weiteres Gitterset verwenden, um den Einflufl des Ge-
lindes besser beurteilen zu kénnen. Dafiir vernachléssigen wir bei den bereits besprochenen
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Abb. 3.11.: Zwei Gitterzellen mit der Schrige s = |xr — xo|/|d| und dem Winkel « als Ma8
fir die Nicht-Orthogonalitét.

uniformen Gittern das Geldnde, nehmen also die glatte Kugel als Grundlage. Da nun alle
Punkte einer Schicht auf einer Kugeloberfliche liegen, fallen fiir diese Gitter die drei Arten der
Vertikalkoordinaten aus dem Kapitel 3.2.1 zu einer zusammen.

Bei den Gittern mit Geldnde verwenden wir zunéchst die geléndefolgenden Vertikalkoordina-
ten vom Typ a), um zum einen die Qualitit des Gitters nicht durch gestauchte oder gestreckte
Elemente zu verschlechtern und zum anderen eine gesonderte Randbehandlung zu vermeiden.

So haben wir nun im folgenden uniform triangulierte Gitter mit und ohne Geldnde und
adaptiv triangulierte Gitter mit Geldnde in unterschiedlichen Auflésungen zur Auswahl.

3.2.3. MaBe fiir Nicht-Orthogonalitat und Schrige

An dieser Stelle wollen wir unsere Gitter auf zwei wichtige Eigenschaften hin untersuchen,
die auf die Qualitdt der Diskretisierung Einflul haben kénnen. Zum einen ist dies die Nicht-
Orthogonalitét, die sich aus dem Winkel zwischen dem Normalenvektor einer Seitenfliche und
der Verbindungslinie der zwei benachbarten Zellmittelpunkte ergibt, und zum anderen die
Schrige oder auch ,,Skewness“, die ein Maf} dafiir ist, wie schrig die einzelnen Elemente zuein-
ander stehen.

Betrachte dazu die Abbildung 3.11. Darin verwenden wir bereits die Bezeichnungen aus
dem Diskretisierungskapitel 4. Seien also xp und x zwei benachbarte Zellmittelpunkte mit
d:=xy — xp und F die gemeinsame Seitenfliche mit dem Mittelpunkt &z und dem Norma-
lenvektor sg. Der Schnittpunkt von d mit F' sei xg.

Das Mafi der Nicht-Orthogonalitéit, also die Abweichung von einem orthogonalen Gitter,
driickt der Winkel
d-s F

a:=<(d,sp) = arccos ———
|d|sr|

(3.5)

aus, der bei einem orthogonalen Gitter Null wére.
Die Schriage s zweier Zellen ist durch das Verhéltnis des Abstands von xp zu x¢ und des
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Abstands zwischen xp und xy charakterisiert

_zr — =
S = ——.

3 (3.6)

Optimal wire ein Gitter mit Schrige s = 0.

Untersuchen wir dies an unseren adaptiven und uniformen Gittern mit und ohne Geléinde,
so ergeben sich fiir den maximalen und durchschnittlichen Winkel und die maximale Schrige
die Werte aus der Tabelle 3.3.

Bei den uniformen Gittern fillt zunichst auf, dafl sich die Werte fiir die Gitter mit und ohne
Geléinde kaum unterscheiden. Dies liegt im wesentlichen an der Wahl der Vertikalkoordinaten,
die die Polyeder bei Hinzunahme des Gelindes zwar leicht scheren, jedoch weder stauchen
noch strecken. Der Winkel der Nicht-Orthogonalitit und die Schrédge nehmen dabei jeweils
mit feinerer Auflésung zu, sind jedoch beide geringer als die zugehorigen Werte der adaptiven
Gitter. Dies war zu erwarten, da die unterschiedliche Gréfle von benachbarten Zellen zum Grad
der Nicht-Orthogonalitét und zur Schrige beitragt.

Die maximale Abweichung der adaptiven Gitter von orthogonalen ist deutlich hoher als bei
den uniformen, wihrend die durchschnittliche sogar mit feinerer Auflésung leicht abnimmt und
ein dhnliches Niveau wie bei den iibrigen erreicht. Durchschnittliche Winkel von 8° bzw. 10°
sind allerdings nicht grof8 zu nennen, wihrend hingegen einzelne Zellen mit maximalen Winkeln
von 28° bzw. 43° schon eher zu einer Beeintrachtigung des Diskretisierungsverfahrens fithren
konnten. Als besonders problematisch werden Zellen mit einer Nicht-Orthogonalitidt von iiber
70° angesehen.

Auch die Schrége liegt zwar unter dem iiblichen Grenzwert von 2, kdnnte mit maximalen
Werten um 0,5 allerdings auch die Qualitéit der Rechnungen beeinflussen. Dies wird in spéteren
Kapiteln noch zu untersuchen sein.
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3. Gittergenerierung

uniforme Gitter ohne Gelande

Gitter O'max Qaver Smax
1 106 0,0 0,28
3 7,9 5,0 0,29
5 15,6 6,9 0,35
7 23,3 7,5 0,39
9 26,8 7,7 0,41
11 28,4 7.8 0,42
uniforme Gitter mit Gelénde
Gitter Qimax Qiaver Smax
1 0,01 0,004 0,28
3 7,9 5,0 0,29
5 15,6 7,0 0,35
7 23,3 7,5 0,39
9 26,8 7,7 0,41
11 28,4 7.8 0,42
adaptive Gitter mit Geldnde
Gitter O'max Qaver Smax
1 29,0 13,4 0,31
3 29,7 10,2 0,35
5 35,4 9,7 0,36
7 40,6 9,8 0,52
9 41,8 9,8 0,55
11 43,2 9,8 0,57

Tabelle 3.3.: Maximale und durchschnittliche Abweichung von orthogonalen Gittern ayax und

Qaver in Grad und maximale Schrige s;.x der Testgitter.



4. Diskretisierung

Im Kapitel 2 wurde ein kontinuierliches Modell hergeleitet, das wir auf den im Kapitel 3 be-
schriebenen Gittern 16sen wollen. Dazu ist eine Diskretisierung der urspriinglichen Gleichungen
nétig, also ein Ubergang vom kontinuierlichen Modell zu einem diskreten, bei dem die Variablen
in den Gitterpunkten definiert sind. Dies stellt eine mit einem Fehler behaftete Approximation
dar.

4.1. Grundlagen

Fithren wir zunéchst einige grundlegende Begriffe ein. Wir folgen dabei der Darstellung in
[24]. Sei dazu © C R"™ ein Gebiet und V = V() und F = F(Q) unendlichdimensionale
Banachraume. Abstrakt 148t sich dann eine partielle Differentialgleichung in der Variablen
u eV als

Au=f

schreiben, wobei f € F' seiund A : V — F einen Differentialoperator bezeichne. Approximieren
wir diese Gleichung in den diskreten Rdumen Vy und Fp, die geeignete endlichdimensionale
Banachrdume darstellen, so erhalten wir

Anuny = fn

mit uy € Vi, fv € Fy und Ay : Vy — Fy.

Es stellt sich nun die Frage, wie man den Diskretisierungsfehler ausdriicken kann, da sich die
kontinuierliche Losung u € V und die diskrete Losung upy € Vi nicht direkt vergleichen lassen.
Vielmehr sind dazu Prolongations- und Restriktionsoperatoren vonnéten, mit denen dann z.B.
u an den Gitterpunkten ausgewertet wird und so ein Vergleich im Raum Vy moéglich wird. Die
Restriktionsoperatoren seien

Ry:V —Vy und Ry:F — Fy
und die Prolongationsoperatoren
Py :Vy —V und ]SN:FN—>F.

Nun lassen sich die Begriffe Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz eines Diskretisierungs-
verfahrens definieren.
Definition 4.1 [KONSISTENZ]
Die Approximation Ayuy von Au heifit konsistent, falls

|AN Ryu — ENAUHFN = 0. (4.1)

lim
N—o0
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Definition 4.2 [STABILITAT]
Die Approximation Ax von A heifst stabil, falls eine Konstante ¢ > 0 existiert, so daf

lonllvy < cllAnvnllry ¥ v € Vi (4.2)

Definition 4.3 [KONVERGENZ]
Die diskreten Losungen un € Vi konvergieren gegen u, falls

lim HUN - RNU,HVN =0. (43)
N—o0

Konvergenz der Ordnung k liegt vor, falls
luy — Ryvullvy, = O(h") (4.4)

mit der Maschenweite h = 1/N.

Aus der Stabilitdt und der Konsistenz folgt die Konvergenz.
Wenden wir uns nun einem speziellen Diskretisierungsverfahren zu, ndmlich dem der Finiten
Volumen.

4.2. Finite-Volumen-Methoden

Bei der Herleitung der Modellgleichungen im Kapitel 2.1 geht man zunéchst von einer inte-
gralen Formulierung aus, die die jeweilige Erhaltungseigenschaft widerspiegelt. So wird eine
bestimmte Grofie wie etwa die Dichte iiber ein Gebiet integriert und postuliert, dafl sich dieses
Integral mit der Zeit nicht &ndern darf. Der GauBlsche Integralsatz und die Betrachtung beliebig
kleiner Gebiete erlaubt dann den Ubergang zur bekannten differentiellen Form.

Die Idee bei den Finite-Volumen-Methoden besteht nun darin, nicht die differentielle son-
dern die integrale Form der Gleichungen als Grundlage zur Diskretisierung zu verwenden und
so ein konservatives Verfahren zu entwickeln, das ebenso wie die kontinuierlichen Gleichungen
bestimmte Groflen auf jeden Fall erhélt.

Dazu unterteilt man sein Rechengebiet in endliche Teilgebiete, die als Finite Volumen be-
zeichnet werden. In jedem dieser Kontrollvolumen mufl die Erhaltungseigenschaft erfiillt sein,
d.h. man formuliert die Gleichung fiir jede Zelle und kann so die zeitliche Anderung der Er-
haltungsgréfle im Mittel fiir jedes Volumen berechnen. Entscheidend ist dabei, daf sich die
Erhaltungsgrofle nur durch Ab- oder Hinzuflieflen iiber den Rand einer Zelle veréindern darf.

4.2.1. Diskretisierung der allgemeinen Transportgleichung

Fiithren wir das Konzept der Finiten Volumen einmal beispielhaft an der allgemeinen Trans-
portgleichung

0

P9+ Vo(pug) =V (pIsVe) = Sy(¢) (4.5)

~ ——
zeitl. Ableitung Konvektion Diffusion Quellterm

fiir eine skalare Grofle ¢ durch. Eine solche Gleichung ist sowohl die Kontinuitéts- (2.1) als
auch die Temperaturgleichung (2.24). Dabei beschreiben wir auch gleichzeitig das Verfahren,
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das in dem Open Source Stromungspaket OpenFOAM 1.3 (Field Operation And Manipulation)
[40, 41] verwendet wird und das wir zur Losung unseres Gleichungssystems benutzen wollen.
OpenFOAM ist eine in C++ geschriebene CFD-Toolbox, die auf beliebigen unstrukturierten
Polyedergittern operiert und zur Diskretisierung Finite-Volumen-Methoden verwendet.

Unser Gitter aus dem Kapitel 3 unterteilt das Stromungsgebiet in Tetraederstiimpfe, die sich
direkt als Kontrollvolumen verwenden lassen. Jeder Zelle P ordnen wir dazu ein Zentrum xp
und ein Volumen Vp und jeder Seitenfliche F' einen nach auflen gerichteten Normalenvektor
n, einen Mittelpunkt xp, einen Flicheninhalt Ap und eine Nachbarzelle N mit Zentrum xy
zu. Den Variablen des Gleichungssystems wird dabei in jeder Zelle ein Wert im Mittelpunkt
zugewiesen. Insbesondere teilen sich bei OpenFOAM alle Variablen dieselben Kontrollvolumen,
was in der Literatur mit einer ,non-staggered“ Anordnung bezeichnet wird.

Des weiteren teilen wir das Zeitintervall in feste Zeitschritte im Abstand At auf und gehen
davon aus, daf} sich die Kontrollvolumen mit der Zeit nicht dndern.

Sei ¢p := ¢(xp) der Mittelwert von ¢ in der Zelle P, also

1
= — dVv
op Vp /P¢
und somit

/qu dV = Vpp. (4.6)

AuBlerdem konnen wir an dieser Stelle schon festhalten, dafl wir mit Hilfe des Gauflschen Inte-
gralsatzes (A.2) die Divergenz eines Vektorfeldes a in ein Oberflichenintegral iiber die Seiten-

flichen geméf
/V-adV:/ a-ndS
P P

:zF:/FcrndS (4.7)

iiberfithren kénnen. Wenn wir auch hier annehmen, dafl ap := a(zr) einem Mittelwert von a
auf der Seitenfliche F' entspricht, so 148t sich analog zu (4.6)

1
= — .nd
arp-n Ar Fa n dS
und somit
/a‘ndS: Arn - ap (4.8)
F S~

=!8F
schreiben. Dabei sei im folgenden sg von einer Zelle P aus betrachtet der nach auflen weisende
Normalenvektor einer Seitenfliche, deren Linge dem Flicheninhalt entspricht. Er wird mit
,Face Area* Vektor bezeichnet.
Wenden wir uns nun konkret der Diskretisierung der Transportgleichung (4.5) zu. Dabei
folgen wir im wesentlichen der Darstellung in [30]. Die Gleichung wird als erstes iiber eine Zelle
P und einen Zeitschritt At integriert
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/t~t+At </P§t(p¢) dV+/Pv.(pu¢) dV—/}DV.(pF¢V¢) dV) gt

_ /t e ( /P Ss(6) dV) dt. (4.9)

Betrachten wir zunéchst die rdumlichen Integrale. Aus dem ersten ergibt sich mit (4.6)

[ gito0rav =vio(S00)) (410)

Auf die Diskretisierung der Zeitableitung werden wir spéter eingehen. Der konvektive Term
148t sich mit Hilfe von (4.8) zu

9+ (pud) av =S si - (puo)s
P F

=> sp-(pu)r ér (4.11)
—

umformen. ¢ ist dabei der Massenflufl durch die Fliache F', auf dessen Berechnung wir im Kapitel
4.2.4 ndher eingehen werden. Im Prinzip muf} er aus den geeignet interpolierten Werten von p
und u berechnet werden.

Auch ¢r kennen wir nicht, da jede Variable in den Zellmittelpunkten verankert war. Daher
miissen wir ¢ aus den Werten ¢p und ¢ der benachbarten Zellen interpolieren und haben
dazu eine Fiille von Interpolationsschemata zur Auswahl. Entscheidend ist fiir uns allerdings,
dafl das Schema beschrinkt ist, d.h. die Werte von ¢ diirfen sich dabei weder aufschaukeln noch
etwa negativ werden. Daher verwenden wir ein Upwind-Schema der Form

¢op falls p >0
br =

4.12
oy falls o <0 (4.12)

das an der Seitenfliche den Wert von ¢ aus der Zelle P oder N in Abhéingigkeit der Flufirichtung
iibernimmt. Es ist von 1. Ordnung, erhélt dabei allerdings die Beschrianktheit der Variablen
auf Kosten der Genauigkeit.

Sehen wir uns als néchstes den diffusiven Term an. Er 148t sich analog mittels (4.8) zu

|7 6rave) av = S (oe)rsr - (Vo) (4.13)
F

umformen. Hier bendtigen wir also die Werte von V¢ auf dem Rand, die wieder geeignet
interpoliert werden miissen. Im Falle eines orthogonalen Gitters gilt, dal d := xy —xp parallel
zu Sg ist, und daher kénnen wir direkt den Ansatz

ON — op

sp-(Vo)r = |sr| d

(4.14)

verwenden. Unser Gitter ist jedoch nicht orthogonal, was einen Korrekturterm erfordert. Be-
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F
Sfp TSQ
5E L e o d > be

Tp ‘

Abb. 4.1.: Der Face Area Vektor sp in einem orthogonalen Gitter und dessen Zerlegung in
Sp = 81 + 82 in einem nicht-orthogonalen Gitter nach [30].

trachte dazu die Abbildung 4.1. Zunichst spalten wir das Produkt in einen orthogonalen und
nicht-orthogonalen Anteil

sp-(Vo)r=s1-(Vo)r+s2-(Vo)p (4.15)
orth. nicht-orth.

auf. Wollen wir den Korrekturterm so klein wie moglich halten, so kénnen wir

s 7d‘SF
'™ d.d

d (4.16)

wéahlen, was einer Projektion von sp auf d entspricht. so wird dann entsprechend auf
§2 =8 — 81

gesetzt. Der Korrekturterm verletzt allerdings die Beschranktheit. Will man auf sie nicht ver-
zichten, so sollte man diesen Term komplett vernachléssigen, was bei einer méfligen Abweichung
von orthogonalen Gittern auch durchaus gerechtfertigt ist. Dies ist bei unseren Gittern der Fall,
da die maximalen und durchschnittlichen Winkel zwischen s und d bei etwa 43° und 10° lie-
gen, womit wir uns im Kapitel 3.2.3 nidher beschéftigt haben.

Insgesamt 1&8t sich der diffusive Term also als

/Pv (T V) dV = Z(pu)p\sly‘m‘:”@) (4.17)
F

mit d := xy — xp und s; aus (4.16) schreiben.

Alle iibrigen Terme der Gleichungen, die sich nicht als Zeitableitung, Konvektion oder Diffu-
sion schreiben lassen, werden als Quellterme behandelt. Sy kann dabei eine allgemeine Funktion
von ¢ sein. Als erstes wird dieser Term falls n6tig linearisiert

Sg(¢) = So + S19, (4.18)

wobei Sy und S; noch von ¢ abhingen konnen. Mit Hilfe von (4.6) l&8t sich der Quellterm
dann iiber

/PS¢(¢) dV =VpSy+ VpSi10p (4.19)
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diskretisieren.
Zusammenfassend haben wir die Transportgleichung (4.9) nun in eine semi-diskretisierte
Form gebracht

t+At
/t ( ( (po) > + ZCPQSF - Z (PL'y) s - (V¢)F> dt
t+At
= / VpSo + VpSi¢p dt, (4.20)
t

bei der ¢p iiber das Upwind-Schema (4.12) berechnet und der orthogonale Ansatz

ON — Op

F(Vo)r = |s1] d] (4.21)

verwendet wird.
Es fehlt nun noch die Zeitdiskretisierung. Es seien dazu

" = p(t)
o™ = o(t + At)

die alten und neuen Werte von ¢ zum Zeitpunkt ¢ und ¢ + A¢. Als Niherung fiir die zeitliche
Ableitung nehmen wir den iiblichen Differenzenquotienten

a n—i—l n+1 n on
<6t(p¢)>P op = pP(ZSP’ (4.22)

wahrend fiir das Zeitintegral verschiedene Diskretisierungen gewahlt werden kénnen. Typischer-
weise unterscheidet man eine explizite Wahl

t+At
/ é(t) dt = ¢"At, (4.23)
t

eine implizite Wahl, auch implizite Euler-Methode genannt,

t+At
/ o(t) dt = " AL (4.24)
t

und eine Kombination aus beiden der Form

t+At 1
/ B(t) dt = 5(qﬁ” + o™ H AL, (4.25)
t

die Crank-Nicolson-Methode heifit. Letztere ist von 2. Ordnung, wihrend die anderen beiden
Verfahren 1. Ordnung sind. Unsere Wahl wird allerdings auf die implizite Euler-Methode fallen,
da sie sich bei unseren Rechnungen als stabiler erwiesen hat und auflerdem im Unterschied zu
Crank-Nicolson die Beschrinktheit der Variablen erhélt.

Nehmen wir nun also (4.24) an und betrachten die Zeitdiskretisierung von (4.20) wieder
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termweise. Aus dem ersten wird mit (4.22)

/t+At VP /t+At n+1¢7175+1 o p7113¢7113 "
) Y

B (P LG — ) (4.26)

und aus dem zweiten

t+At
/ D eppdt = "¢ AL (4.27)
t F F

Beachte dabei, daf der Fluf} " explizit gewihlt wird, was einer Linearisierung des nichtlinearen
konvektiven Terms entspricht.
Analog 148t sich der dritte Term zu

t+At
[ S raese (Vore dt =Y (T o) sr - (Vo)A (1.25)
t F F

umformen.
Quellterme wie etwa die Corioliskraft und die Gravitation werden wir generell explizit be-
handeln, so daf} sich aus dem vierten Term

t+At
/ VpSo + VpSiop dt = (VpSy + VpSi1¢p) At (4.29)
¢
ergibt.
Insgesamt erhalten wir so aus (4.20) die diskretisierte Form der Transportgleichung
n+1¢n+1 — PpPp +1 +1 +1
Vp ~ + sz oo §Fj<pF¢>F sp- (Vo)™ = VpSo + VpSi9p.  (4.30)

Dabei sind die neuen Werte cb’}“ und (V(]ﬁ)’}“ auf den Seitenflichen so zu verstehen, daf bei
der Interpolation zur Berechnung dieser Flichenwerte in (4.12) und (4.21) jeweils die neuen
Zellwerte ¢7}3+1 und ¢7](,+1 genommen werden.

Da (4.30) eine Gleichung in ¢ ist und daher auch nach ¢ gelést werden soll, nehmen wir
fiir alle anderen Variablen der Gleichung wie etwa die Dichte p die alten Zeitwerte p” oder
aber, falls wir ein Gleichungssystem sequentiell 16sen und daher z.B. schon neue Werte fiir p
berechnet haben, diese entsprechenden. Die Gleichung (4.30) vereinfacht sich daher noch zu

n+1 n
1% qub ¢ + Z "OET = D (Lo)bsr - (V)R = VpSo + VeSidh.  (4.31)
F

Abstrakt 148t sich die Gleichung (4.31) fiir jeden Zeitschritt nun auch in der Form

apgpt + Z anoi = (4.32)
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schreiben, wobei in die rechte Seite fp alle bekannten alten Werte eingehen.
Fiir jedes Kontrollvolumen erhilt man eine solche Gleichung, so dafl man insgesamt ein
Gleichungssystem

[Alle"*] = [f] (4.33)

zu 16sen hat, bei dem [A] eine diinn besiedelte Matrix mit den Koeffizienten ap auf der Dia-
gonale und ay auf den Nebendiagonalen, [¢""!] der gesuchte Vektor mit den neuen ¢-Werten
fiir jedes Kontrollvolumen und [f] die bekannte rechte Seite ist.

Zur Losung dieses unsymmetrischen diinn besetzten linearen Gleichungssystems verwenden
wir in OpenFOAM den BICCG-Loser (Incomplete-Cholesky Preconditioned Biconjugate Gra-
dient), der das Ergebnis bis auf eine Genauigkeit von 10716 iteriert.

4.2.2. Diskretisierung der Kontinuitdts-, Temperatur- und Zustandsgleichung

Sowohl die Kontinuitétsgleichung (2.1)
pt+V-(pu) =0
als auch die Temperaturgleichung (2.65)
c((pT)e + V- (puT)) =V - (AVT) = =pV - u + Q

ist eine spezielle Transportgleichung. Daher ergibt sich direkt mit (4.31) aus dem vorigen Ka-
pitel die diskretisierte Form der Kontinuitétsgleichung fiir eine Zelle P

n+1

Pp _pT}é‘ n n+1
- & = 4.34
Vp A7 + EF 0Py 0 (4.34)

mit dem Upwind-Verfahren (4.12)

n+1 n
ntl _ {pP falls ™ >0 (4.35)

Pr P falls on < 0
fiir die Werte an den Seitenflichen und ebenso die diskretisierte Form der Temperaturgleichung
n-+1 _ n

T TP 1 1
cvvpp$13At+cv;w”T£+ —A;sr(vm* =—Vpp”ZFjsF-u%+va". (4.36)

Auch hier verwenden wir das Upwind-Verfahren

Tpt! falls " > 0
T = {TIZH o c = (4.37)
N alls o™ < 0
und auBerdem den orthogonalen Ansatz (4.21)
Tn—i—l . Tn+1
sp- (VI = |8 | Dt (4.38)

d|



4.2. Finite-Volumen-Methoden s

Die Werte von up an den Seitenflichen miissen auch geeignet interpoliert werden, worauf wir
im Kapitel 4.2.4 eingehen werden.
Die diskretisierte Form der Zustandsgleichung lautet dann abschlieflend

Pt = phRTR. (4.39)

4.2.3. Diskretisierung der Impulsgleichung

Bisher haben wir die Diskretisierung von skalaren Transportgleichungen betrachtet. Wir sind
allerdings wegen der Impulsgleichung (2.61)

(pu)e + V- (puou) +2Q x pu + Vp = —pgk

auch an einer vektorwertigen interessiert. Die Ortsdiskretisierung des zeitlichen (4.10) und des
konvektiven Terms (4.11) tibertréigt sich dabei analog, nur dafl ¢ jeweils keine skalare sondern
eine vektorwertige Grofle ist. Auch die Zeitdiskretisierung (4.22) und (4.24) &ndert sich nicht.

Der Coriolisterm und die Gravitation werden als Quellterme (4.19) behandelt und lassen sich
daher direkt als

/ 29 x U dV = QVPQ X ppup (4.40)
P

und

/ pgk dV = Vpppgk (4.41)
P

schreiben.
Fiir die Diskretisierung des Gradienten von p 148t sich der GauBische Integralsatz (A.2) an-
wenden, da Vp = V - (1p) gilt. 1 ist dabei die Einheitsmatrix. Es folgt

/ VpdV =Y sppp. (4.42)
P F

In OpenFOAM wird allerdings noch eine weitere Moglichkeit zur Berechnung des Gradienten
angeboten, die auf der Methode der kleinsten Quadrate (Least Squares) basiert und sich auf
unseren Gittern als giinstiger erwiesen hat. Die Idee beruht dabei auf den folgenden Punkten
[41]:

e Der Wert in einem Punkt P kann zu seinem Nachbarpunkt N mit Hilfe des Gradienten
in P extrapoliert werden.

e Vergleicht man den extrapolierten Wert mit dem tatséchlichen in N, so erhélt man einen
Fehler.

e Wird nun die Summe dieser quadrierten und gewichteten Fehler von allen Nachbarpunk-
ten beziiglich des Gradienten minimiert, so sollte der resultierende Gradient in P eine
gute Approximation sein.
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Konkret wird zunichst der Tensor G
1
~ OGN

in jeder Zelle P berechnet, wobei dy := &y — xp den Abstandsvektor zum Mittelpunkt der
Nachbarzelle N bezeichnet. Fiir den Gradienten ergibt sich dann

(Vp)p =) ‘djlv‘QG_ldNQ?N —pp). (4.44)
N

Insgesamt konnen wir so die diskretisierte Form der Impulsgleichung

un-‘,—l —u?
VPPTILDPTtP + Z tpnu%"H +2VpQ x ppup + Vp(Vp)p = —Vpppgk (4.45)
F

mit dem Upwind-Verfahren

+1 _
up =4 (4.46)

uwptt falls " > 0
Uy falls o < 0

und dem Least-Square-Ansatz (4.44) festhalten. Den Massenflul ¢" werden wir dabei wie im
Kapitel 4.2.4 beschrieben berechnen.

4.2.4. Berechnung des Massenflusses

Wenden wir uns nun der Berechnung des Massenflusses durch die Fliache F
p=sp-(pu)r (4.47)

zu, der bei der Diskretisierung des konvektiven Terms in (4.11) aufgetreten ist. Es stellt sich
die Frage, wie das Produkt pu aus Dichte und Geschwindigkeit geeignet auf der Seitenfliche
aus den Werten in den Zellmittelpunkten der beiden angrenzenden Zellen interpoliert werden
kann.

Zunéchst einmal postulieren wir

(pu)r = prur. (4.48)

Fiir die skalare GroBe pp 148t sich dabei wie in (4.12) ein Upwind-Verfahren verwenden, um
die Beschrénktheit von p zu garantieren.

Die Interpolation des Geschwindigkeitsvektors ist dagegen nicht so intuitiv. Ein Upwind-
Verfahren wiirde der Geschwindigkeitsrichtung nicht gerecht werden, und eine lineare Interpo-
lation wiirde wegen der Schrige der Gitterzellen Werte an falschen Orten liefern, siche dazu
die Abbildung 3.11 im Kapitel 3.2.3. Was wir vielmehr suchen, ist ein Interpolationsverfahren,
das an die Erdgeometrie angepafit ist und das wir uns nun konstruieren wollen.

Betrachten wir dazu ein Geschwindigkeitsfeld, das konstant um die Erde rotiert, wie in der
Abbildung 4.2 dargestellt wird. Dies ist das einfachste Geschwindigkeitsfeld, das durch die Erd-
rotation um €2 entsteht und daher sowohl die Kugelform als auch die Rotationsachse der Erde
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Abb. 4.2.: Ein konstant um die Erde rotierendes Geschwindigkeitsfeld €2 x .

widerspiegelt. Ausdriicken 148t es sich exakt iiber
ulr)=Qxr (4.49)

fiir alle Ortsvektoren r.
Dieses Geschwindigkeitsfeld hat mehrere Charakteristika.

1. Entlang eines Breitengrades haben die Vektoren dieselbe Lénge, aber unterschiedliche
Richtung, ndmlich eine tangential am Breitengradkreis gelegene.

2. Entlang eines Léngengrades haben die Vektoren dieselbe Richtung, wéihrend ihre Linge
linear zwischen 0 an den Polen und |Q|a am Aquator variiert. a ist dabei der Erdradius.

3. Entlang einer durch den Erdmittelpunkt verlaufenden Geraden haben die Vektoren die-
selbe Richtung, und ihre Lange nimmt linear mit dem Abstand zum Mittelpunkt zu, der
auch gleichzeitig der Ursprung ist und in dem die Geschwindigkeit 0 herrscht.

Nutzen wir nun diese Charakteristika zur Konstruktion eines Interpolationsverfahrens aus,
das obiges Geschwindigkeitsfeld (4.49) exakt interpoliert.

Gegeben sind stets die Geschwindigkeiten wp und uy in den Zellmittelpunkten xp und xy.
Gesucht ist der Wert uwp im Flachenmittelpunkt xp, der die Zellen P und N als Nachbarn
hat. In der Abbildung 4.3 ist dies dargestellt. Per linearer Interpolation kénnen wir beliebige
Geschwindigkeitswerte auf der Gerade zwischen & p und « berechnen, also auch insbesondere
den Wert ug am Flachendurchstopunkt xy. Die Idee ist nun, diesen linearen Interpolations-
wert im Punkt xg entsprechend obiger Charakteristika so zu skalieren und rotieren, dafl er
schlieBllich den exakten Wert € x xp im Punkt £ annimmt.

Beginnen wir also damit, den FlichendurchstoSpunkt xg und den zugehérigen linearen In-
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xp

Abb. 4.3.: Mit linearer Interpolation 148t sich die Geschwindigkeit im Fldchendurchstopunkt
xo aus den Werten in xp und x berechnen.

terpolationswert ug zu berechnen. Die Normalenform der Flichenebene lautet
sp-(x—xp) =0,
und die Gerade durch xp und xy ist
x=xp+ \NxNy —xp)
mit A € R. Eingesetzt 148t sich so der Durchstoflpunkt

sp-(xp —xp)

To=xp+ TN —Tp 4.50
sF-(a:N—:np)( ) (4.50)
berechnen. Mit linearer Interpolation gilt dann
dn dp
Uy =———"—-Up+ ——1u 4.51
0 dp + dn P dp +dn N ( )
mit dp = |xp — xp| und dy = |xg — x|
Als néchstes skalieren wir nach obigem 3. Punkt xg auf die Linge des gesuchten xp
r1 = @a}o (4.52)
|0
und entsprechend auch die Geschwindigkeit
up = @uo. (4.53)
|0l

@1 hat nun dieselbe Linge wie xp, liegt also in derselben Kugelschale und muf jetzt noch nach
dem 1. und 2. Punkt entlang des Breiten- und Lingengrades korrigiert werden.

Gesucht ist also zunéchst, wie in der Abbildung 4.4 verdeutlicht, der Ort x5, an dem sich
der Breitengrad von a1 und der Léngengrad von xp schneiden. Dazu projizieren wir &; und
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A 4
zp
L1
«
T T
T2

Abb. 4.4.: Der Breitengrad von x; und der Léingengrad von xr schneiden sich in x5. Rechts
wurden die Punkte in die Aquatorebene projiziert.

v

xp in die Aquatorebene

(z1)1 (xr)1
%1 = (:121)2 und %F = (iI}F)Q
0 0

Bringt man nun xp auf die Lénge von &1, so erhilt man x,

~ |z L
Lo = 7= TF,
|z F|

und das gesuchte a2 ist dann schliellich

2)2 |, (4.54)

da xo auf dem Breitengrad von xp liegt. Um wo zu berechnen, mufl w; nun entlang des Brei-
tengrades um den Winkel

o~ T T
= <(x1,xF) = arccos L oF
ENIEY
gegen den Uhrzeigersinn rotiert werden. £2/|€2| ist dabei die Rotationsachse, so daf§ die Dreh-
matrix
cosa —sina 0
A= | sina cosa 0

0 0 1
lautet. Es gilt dann im Punkt xo
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U = Aul. (4.55)

Als letzten Schritt mufl nun noch entlang des Léngengrades skaliert werden. Betrachten wir
dazu die exakten Geschwindigkeitswerte in @2 und xp. Es gilt

|Q x x2| = |Q|x2] sin by mit 6y := <(Q, x2),
|QX$F‘ = |Q||:L'p|sin9F mit Op := Q(Q,wp).

Im Prinzip mufl nun also 2 x xo auf die Linge von € X xr gebracht werden, d.h.

Q in6
QXmF:mQXmQZS{n FQX:BQ,
|Q X :]32| Sll’l92
da |xp| = |@x2|. Also ist
SiH@F
= 4.56
ur SiH@Q w2 ( )

zu wihlen, womit wir die gesuchte Geschwindigkeit in & konstruiert haben.
Zusammenfassend 18t sich ur aus den angrenzenden Zellwerten wp und upy iiber

. cosa —sina 0
sin O

. £ dn dp
= - 4.
up S0y SlISOé co(s)a (1) o] \dp +dNuP + i +dNuN (4.57)

bestimmen, was dem exakten Geschwindigkeitsvektor €2 x xp entspricht.

Insgesamt wird durch diese Prozedur also das Geschwindigkeitsfeld (4.49) aus der Abbildung
4.2 exakt an den Flichenmittelpunkten interpoliert. Skaliert man dann wpr mit den Upwind-
Werten pp und multipliziert mit dem Face Area Vektor spg, so ist der gesuchte Massenflufl
(4.47) berechnet.

Die Qualitat dieser Erdinterpolation im Vergleich zu Standardverfahren wie linearer oder
Upwind-Interpolation werden wir im Kapitel 5.1.1 bis 5.1.4 ndher untersuchen.

4.2.5. CFL-Kriterium

Wir haben nun unser Gleichungssystem bestehend aus Kontinuitéts-, Impuls-, Temperatur- und
Zustandsgleichung diskretisiert. Jetzt miissen wir uns noch Gedanken um die konkrete Wahl der
Zeitschrittweite At machen. Da wir einige Terme in unseren Gleichungen explizit behandeln,
darf die Zeitschrittweite nicht zu grofl gewéhlt werden, da sie sonst zu Instabilitdten fiihrt.
Entscheidend ist dabei das sogenannte CFL-Kriterium [24]

|u|At
<
Ar —

1. (4.58)

Thm liegt zugrunde, daf} sich eine Grofle pro Zeitschritt nur maximal eine Zelle weit fortbewegen
darf, da sonst die Erhaltungseigenschaft verletzt wére. Dies bedeutet fiir ein global gewéahltes

At

(4.59)
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Die kleinste Maschenweite Az, ist dabei fiir jedes Gitter die Breite der Hohenschicht, und als
charakteristisches |t|max kann 180 m/s als maximale Geschwindigkeit von Atmosphérenstro-
mungen gewéhlt werden. So mufl im folgenden also die Zeitschrittweite an das jeweilige Gitter
angepaflt werden.

4.2.6. Randbedingungen

Nun miissen wir noch die Randbedingungen unserer Variablen aus dem Kapitel 2.5 auf die
diskrete Formulierung iibertragen. Sie lassen sich in zwei Arten unterteilen, und zwar zum einen
in Dirichlet-Randbedingungen, die den Wert einer Variablen am Rand direkt vorschreiben, und
zum anderen in Neumann-Randbedingungen, bei denen der Gradient in Normalenrichtung am
Rand bekannt ist.

Wird ein Dirichlet-Wert ¢p vorgegeben, so kann er direkt verwendet werden, wenn der Wert
¢r an einer Randfliche F benotigt wird, wihrend der Gradient (V¢)r auf der Randfldche erst

uber
oB — op

sp-(Vo)r = |3F|m

(4.60)

berechnet werden muf.
Bei Neumann-Randbedingungen verhélt sich dies umgekehrt. Man kennt den Wert des Gra-
dienten in Normalenrichtung

95 = (SF : V<Z>> : (4.61)
sk F
so daf3 direkt
sr-(Vo)r = |srlgB (4.62)

gesetzt werden kann. Wird statt des Gradienten der Wert der Variablen an einer Randfléche
benotigt, so 148t er sich iiber

or =¢p+ (xn —zp) (VP)F
=¢p+|xN —xPlgB (4.63)

berechnen.

4.2.7. Zuordnung von Hohenwerten

Da wir hohenabhéingige Anfangswerte fiir unsere kommenden Simulationen vorschreiben wer-
den, mochten wir zum Schluf} des Diskretisierungskapitels noch eine Bemerkung zu den Hohen-
werten machen, die jedem Zellmittelpunkt zugeordnet werden miissen. Unsere Triangulierung
der Erde ist genau so gewéhlt, dafl die Eckpunkte des Gitters auf der Erdoberfliche liegen.
Die Gitterpunkte in der Atmosphére sind dann geldndefolgend so angeordnet, dafl sie stets
im Abstand der jeweiligen Hohenschicht iiber den Bodenpunkten liegen. Da wir jedoch bei
den Finite-Volumen-Methoden jeder Variablen einen Wert im Zellmittelpunkt und nicht in den
Eckpunkten des Gitters zugewiesen haben, fithrt dies zu folgendem Problem.

Betrachte dazu ein Gitter ohne Geldnde, wie es in der Abbildung 4.5 dargestellt ist. Die Eck-
punkte e liegen auf der Kugeloberfliche bzw. im Abstand der jeweiligen Hohenschicht dariiber
und haben daher die Héhe he = |e| — a iiber NN, wobei a den Erdradius bezeichnet und der
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Abb. 4.5.: Die unterste Schicht eines Gitters ohne Gelinde. Die Eckpunkte des Gitters sind
schwarz markiert, die Zellmittelpunkte und ihre Hohen iiber NN rot.

Abb. 4.6.: Die Hohenwerte der Zellmittelpunkte fiir die oberste Schicht eines uniformen Gitters
ohne Gelénde.
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Ursprung im Zentrum der Erde liegt. Die Zellen einer Schicht haben dabei selbst bei den unifor-
men Gittern unterschiedliche Gréflen wegen der Projektion des urspiinglichen Wiirfelgitters auf
die Kugel und die damit verbundene unterschiedliche Verzerrung der Zellen. Dies fithrt wie in
der Abbildung 4.5 dazu, daf die Zellmittelpunkte @ unterschiedliche Hohenwerte hy = || — a
iiber NN haben, obwohl sie eigentlich in derselben Hohenschicht liegen sollten.

Da wir in spéteren Kapiteln fiir unsere Rechnungen hthenabhingige Anfangswerte wihlen
wollen, erweist sich dies als Problem. Es entstehen dann ndmlich Felder, in denen die Wiir-
felstruktur des zugrundeliegenden Gitters aufgrund der unterschiedlichen Zellgrofie deutlich
zutage tritt, wie in der Abbildung 4.6 fiir ein uniformes Gitter zu sehen ist.

Die Idee ist nun, die Hohe eines Zellmittelpunkts nicht iiber NN, also iiber der Kugel auszu-
rechnen, sondern iiber dem Grundpolyeder, der durch die Eckpunkte auf der Kugeloberflédche
definiert ist. Bestimme dazu fiir jede Zelle die Hohe h; der Eckpunkte e; iiber die Formel

hi = ’61’ —Q (4.64)

fiir ¢ = 1,...,6 und interpoliere den Hohenwert h im Zellmittelpunkt & mit Inverser Distanz-
gewichtung (Inverse Distance Weighting) der Form

hi/i

=1
wobei d; := |z — e;| den Abstand des Zellmittelpunkts zur jeweiligen Ecke bezeichnet.
So definieren wir uns im folgenden realistischere Hohenwerte in den Mittelpunkten, die an
unsere jeweiligen adaptiven oder uniformen Gitter mit und ohne Geldnde angepaflt sind.

(4.65)

s%\H
SM\H
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Wenden wir uns nun der konkreten Losung der Gleichungen zu. Dazu verwenden wir im folgen-
den das Open Source Stromungspaket OpenFOAM 1.3 (Field Operation And Manipulation)
[40, 41]. OpenFOAM ist eine in C++ geschriebene CFD-Toolbox, die auf unstrukturierten
Polyedergittern wie jene aus dem Kapitel 3 operiert und zur Diskretisierung Finite-Volumen-
Methoden, wie sie im Kapitel 4 beschrieben wurden, verwendet.

5.1. Kontinuitdtsgleichung

Als ersten Testfall wollen wir eine skalare Transportgleichung, ndmlich die Kontinuitétsglei-
chung (2.1)
pr+ V- (pu) =0,

16sen und daran das Verhalten eines Skalars p unter dem Einfluf} eines festen transportierenden
Geschwindigkeitsfeldes u studieren. Insbesondere kénnen wir so auch die Qualitdt unserer neuen
an die Erdgeometrie angepafiten Interpolation von u aus dem Kapitel 4.2.4 untersuchen.

Im Kapitel 4.2.2 wurde die Kontinuitdtsgleichung diskretisiert

n+1

pr_i_zgopn+l —0
At i ’

wobei fiir p’;{H das Upwind-Verfahren gewihlt werden kann. ¢ ist der Massenflufl

@ =S8F-Ufp (5.1)

iiber die jeweilige Seitenfliche und wird mit unserer an die Erdgeometrie angepafiten Interpo-
lation von v oder zum Vergleich auch mit linearer oder Upwind-Interpolation berechnet.
Als Randbedingungen verwenden wir fiir das Geschwindigkeitsfeld w im folgenden die Slip-
Randbedingung (2.26)
u, =0 und V, u,=0

und fiir die Dichte p die Neumann-0-Randbedingung (2.25)
VJ_p =0.

Dadurch findet kein Massenflufl iiber den Rand statt.
In den folgenden vier Abschnitten untersuchen wir nun die Qualitéit unserer Erdinterpolation
anhand verschiedener Geschwindigkeitsfelder.

87
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5.1.1. Kreisstromung
Zunichst wahlen wir als festes Geschwindigkeitsfeld u eine Kreisstromung der Form
L Q x (5.2)
u = — 'S .
12 ’

wobei © die Rotationsachse der Erde mit der Winkelgeschwindigkeit [€2| und = der jeweilige
Ortsvektor ist. In der Abbildung 5.1 a) ist das Stromungsfeld dargestellt.
Fiir eine Umdrehung werden bei dieser Wahl von u auf jeder Kreisbahn um €2

2
=" ~ 12 Tage = 1.036.800 Sckunden
/9]

benétigt.

Fiir p verwenden wir als Anfangsbedingung ein konstantes Feld
P =1 kg/m?, (5.3)

das sich mit der Zeit nicht dndern sollte. Beachte auflerdem, dafl wir von nun an dimensions-
behaftet rechnen werden, um ein besseres Gefiihl fiir die Grofieneinheiten zu haben.

Wir 16sen also nun (4.34) und mochten dabei die Giite unseres neuen Interpolationsschemas
(4.57) bewerten. Dazu vergleichen wir es zum einen mit einer linearen Interpolation

dn dp

— S 4
dp-l—dNup—i_dp—i-dNuN, (5-4)

up
wobei dp und dy jeweils die Abstdnde der Zellmittelpunkte zum Flachenmittelpunkt bezeich-
nen, und zum anderen mit einer Upwind-Interpolation

{uP falls ¢ > 0
ur =

9.9
uy falls p <0’ (5:5)

wobei das Vorzeichen von ¢ zuvor per linearer Interpolation geschétzt werden mu8.

Als Gitter verwenden wir das uniforme Gitter des Levels 9 mit 16 Hohenschichten. Geldande
und Adaptivitit werden an dieser Stelle aufler acht gelassen, da sie fiir die Uberpriifung der
Interpolationsqualitét irrelevant sind.

Im ersten Teil der Tabelle 5.1 sind die jeweiligen Spannen von p zu verschiedenen Zeitpunk-
ten und mit den drei Interpolationsschemata aufgelistet. Unsere Erdinterpolation ist fiir diese
Kreisstromung per Konstruktion exakt, liefert also dieselben Werte in den Flachenmittelpunk-
ten, die eine Auswertung der Formel (5.2) an diesen Orten ergeben wiirde. Daher erhélt sie das
Anfangsfeld von p, wihrend die anderen Schemata Artefakte liefern, die mit der Zeit immer
grofler werden.

In der Abbildung 5.2 a) sind diese Fehler zum Zeitpunkt 10000 s dargestellt. Die lineare
Interpolation bildet schachbrettartige Muster aus, bei denen die Wiirfelstruktur des zugrun-
deliegenden Gitters hervortritt. Die Upwind-Interpolation ist dagegen deutlich besser, fithrt
jedoch auch zu Artefakten an Wiirfelkanten, was natiirlich vermieden werden sollte, wihrend
bei der Erdinterpolation wie bereits erwédhnt das Anfangfeld von p perfekt erhalten wird.
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Interpolation 10 s 100 s 1000 s 10000 s
Kreis- linear | [0,99300; 1,01] | [0,9360; 1,0700] | [0,579; 1,570] | [0,421; 3,21]
strémung upwind | [0,99997; 1,00] | [0,9998; 1,0003] | [0,998; 1,003] | [0,988; 1,01]
earth [1; 1] [1; 1] [1; 1] [1; 1]

Kreis- linear | [0,99300; 1,01] | [0,9360; 1,0700] | [0,579; 1,570] | [0,421; 3,21]
stromung upwind | [0,99997; 1,00] | [0,9998; 1,0003] | [0,998; 1,003] | [0,988; 1,01]
90° earth | [0,99985; 1,00] | [0,9985; 1,0015] | [0,986; 1,010] | [0,906; 1,10]
Sinus- linear | [0,9930; 1,0100] | [0,936; 1,0700] | [0,584; 1,58] | [0,370; 3,19]
kreis- upwind | [0,9998; 1,0002] | [0,998; 1,0017] | [0,994; 1,01] | [0,941; 1,08]
stréomung earth | [0,9999; 1,0001] | [0,999; 1,0008] | [0,992; 1,01] | [0,935; 1,07]
Rossby- linear | [0,9830; 1,0200] | [0,850; 1,170] [0,408; 2,12] | [0,374; 3,73]
Haurwitz- upwind | [0,9995; 1,0005] | [0,995; 1,005] [0,958; 1,04] | [0,757; 1,31]
Welle earth | [0,9998; 1,0002] | [0,998; 1,002] [0,977; 1,02] | [0,856; 1,17]

Tabelle 5.1.: Spanne von p nach 10, 100, 1000 und 10000 s, wenn mit einem konstanten An-

fangsfeld p° =

1 kg/m? begonnen wird. Gerechnet wurde auf dem uniformen

Gitter des Levels 9 mit 16 Schichten und mit einer Zeitschrittweite von At = 10 s.

Die Abbildung 5.2 zeigt die zugehorigen Bilder.

5.1.2. Um 90° geneigte Kreisstromung

Wir wéhlen nun ebenso wie im vorigen Kapitel eine Kreisstromung

1
u = EQQO Xr
als Geschwindigkeitsfeld, diesmal jedoch mit einer um 90° geneigten Achse
€2
Qoo=1| 0 |,
0

wie in der Abbildung 5.1 b) dargestellt wird.
Fiir p verwenden wir wieder ein konstantes Anfangsfeld

p’ =1kg/m’

(5.8)

und vergleichen wie im Kapitel 5.1.1 die drei verschiedenen Interpolationsschemata, sieche dazu

die Tabelle 5.1.

Fiir diese um 90° geneigte Kreisstromung erhilt unser Erdinterpolationsschema das An-
fangsfeld von p auch nicht mehr, liefert jedoch qualitativ deutlich bessere Ergebnisse als die
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iibrigen beiden. Die Spanne von p ist zwar bei der Erdinterpolation leicht grofler als bei der
Upwind-Interpolation, doch erstere weicht nur an den Polen von dem konstanten Anfangsfeld
p® =1 kg/m? ab, wie man in der Abbildung 5.2 b) sieht. Die anderen beiden Schemata, liefern
dagegen erneut grofifiichig verteilte Artefakte, die im Vergleich zur normalen Kreisstromung
nur entsprechend rotiert sind und bei denen die Wiirfelstruktur des zugrundeliegenden Gitters
hervortritt.

5.1.3. Sinuskreisstromung

Nun wollen wir die Kreisstromung (5.2) um einen Sinus modulieren und so eine Art gestorte
Kreisstromung konstruieren. Bestimme dazu zunéchst fiir jeden Ortsvektor r seinen Langengrad
a € [0, 27| und seinen Breitengrad [ € [0, 7] iiber die Formeln

arccos —=t=falls r; >0

a(r) = L (5.9)

21 — arccos ——=— falls r <0
r1+r2

und

B(r) = arccos % (5.10)

Der Vektor 5§ x r soll nun in der Tangentialebene, deren Normalenvektor r/|r| ist, abge-
lenkt werden, und zwar so, dafl pro Viertelkreis eine Sinusschwingung sin(4«) erzeugt wird, die
mit dem Breitengrad {iber %sin(Zﬂ) gestaucht wird. Betrachte also die Funktion

1
fla, B) = 3 sin(2) sin(4a), (5.11)
deren Steigung beziiglich des Léngengrades

%a = %sm(zﬁ) cos(4a)

ist. Dies entspricht einem Rotationswinkel v um die Achse r/|r| mit

v(a, B) = arctan <g£> : (5.12)

Rotiere nun also jeden Vektor uy = 1—129 x r der Kreisstromung gegen den Uhrzeigersinn um
~ um die Achse r/|r|
r r .r
ug = cosy ug + (1 — cos~y) <,uK>+sm7 X U. (5.13)
| 7| |
Nun soll noch jede Kurve wie bei der urspriinglichen Kreisstromung in einer annéhernd
gleichen Geschwindigkeit durchlaufen werden. Dies erreichen wir, indem wir das resultierende
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ug noch geeignet skalieren, und zwar auf der Nord- und Siidhalbkugel mittels

o+f(a,8) falls B < &
u= us fallsf<s (5.14)
2-f(@f) ug  falls 3> 5
Es ergibt sich das Stromungsfeld aus der Abbildung 5.1 ¢).
Wie zuvor wahlen wir eine konstante Anfangsbedingung fiir die Dichte
P’ =1 kg/m? (5.15)

und vergleichen wieder die Resultate der verschiedenen Interpolationsschemata. Nun kann nicht
mehr erwartet werden, dafl das Anfangsfeld von p erhalten bleibt, jedoch sollte dies annéhernd
der Fall sein. Die Tabelle 5.1 und die Abbildung 5.2 c) zeigen, dafi die Upwind- und Erdin-
terpolation qualitativ dhnliche Ergebnisse mit leicht geringeren Werten und einer glatteren
Verteilung bei der Erdinterpolation liefern, wohingegen die lineare Interpolation erneut Arte-
fakte mit deutlich grofleren Spannen von p erzeugt.

5.1.4. Rossby-Haurwitz-Welle

Als vierte Stromung betrachten wir die sogenannte Rossby-Haurwitz-Welle, die zu den Stan-
dardtestfillen der Flachwassergleichungen z&hlt [26, 52]. Sei dazu «a € [—m, 7| der Léngengrad
und (§ € [—%, %] der Breitengrad des Ortsvektors r mit

T 202
) arccos 21+ =~ fallsr; >0 ( )
a(r) = Ty 5.16
— arccos ’;1+ = fallsr; <0
Tt
und . r
B(r) = 5 — arccos ﬁ (5.17)

Das Stromungsfeld einer Rossby-Haurwitz-Welle der Wellenzahl 4 setzt sich aus der zonalen
Geschwindigkeit u, in Richtung Osten

u, = 50 (cos 3 + cos® B(5sin® B — 1) cos(4av)) (5.18)

und der meridionalen Geschwindigkeit u,, in Richtung Norden
Uy, = —200 cos® Bsin §sin(4a) (5.19)

zusammen. Insgesamt erhalten wir so das Geschwindigkeitsfeld

Qxr rx (Qxr)

B Sl 5.20
laxe] T M x @ x ) (5.20)

uUur =

das konstant in der Hohe ist. Wollen wir es noch linear in der Hohe skalieren, wie es auch schon
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Abb. 5.1.: Geschwindigkeitsfelder w fiir a) die Kreisstromung, b) die um 90° geneigte Kreis-
stromung, ¢) die Sinuskreisstromung und d) die Rossby-Haurwitz-Welle.
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a)

Abb. 5.2.: p nach 10000 s bei konstantem Anfangsfeld und mit linearer, Upwind- und Erdin-
terpolation fiir a) die Kreisstromung, b) die um 90° geneigte Kreisstromung, c¢) die
Sinuskreisstromung und d) die Rossby-Haurwitz-Welle.
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die vorherigen Strémungen waren, so ergibt sich schliefilich
u = mu R (5.21)
a

mit dem Erdradius a. Die Abbildung 5.1 d) zeigt dieses Geschwindigkeitsfeld.
Ein erneuter Start mit
P’ =1 kg/m? (5.22)

und ein Vergleich der drei Interpolationsschemata fiihrt zu den entsprechenden Werten der
Tabelle 5.1 und den Bildern der Abbildung 5.2 d). Auch hier beobachten wir eine qualitative
Ahnlichkeit der Ergebnisse bei der Upwind- und Erdinterpolation mit leicht geringeren Spannen
und einer weniger groBflichigen Verteilung der Abweichung von p® bei der Erdinterpolation.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dafl die lineare Interpolation in keinem der vorgestellten
Fille zufriedenstellende Ergebnisse liefert, sondern vielmehr schachbrettartige Wiirfelstruktu-
ren erzeugt, die unrealistisch sind und deren Fehler sich mit der Zeit deutlich aufschaukeln.
Die Wiirfelstruktur erkldrt sich dabei durch die Stauchung der Zellen zu den Wiirfelkanten hin
und die damit verbundene unterschiedliche Schrige der jeweiligen Nachbarzellen, wihrend die
Entstehung des Schachbrettmusters daran liegt, dafl die Zellen in unterschiedlichen Winkeln
zur Strémung ausgerichtet sind.

Die Upwind-Interpolation liefert da schon weitaus bessere Ergebnisse, bildet bei den Kreis-
stromungen jedoch auch Artefakte an den Wiirfelkanten aus und tendiert zu eher grofiflichige-
ren Verteilungen des Fehlers, wihrend die Erdinterpolation die Kreisstromung exakt interpoliert
und auch bei geneigten Kreisstromungen lediglich geringe Fehler an den Polen erzeugt. Bei der
Sinus- und Rossby-Haurwitz-Stromung sind sich Upwind- und Erdinterpolation dhnlich, wobei
letztere jedoch leicht geringere Spannen von p ausbildet und bei der Sinusstréomung glattere
Ergebnisse liefert. Die Erdinterpolation stellt sich daher in allen vier Fillen als die beste Wahl
heraus.

5.1.5. Transport eines cos’>-Zylinders

Als néichstes wollen wir die numerische Genauigkeit unserer Losung untersuchen. Dazu betrach-
ten wir erneut die Kreisstromung (5.2) und konstruieren einen cos?-Zylinder als Anfangsbedin-
gung fiir die Dichte p, um so den passiven Transport eines Skalars beobachten zu kénnen. Der
Zylinder soll durch das fest vorgegebene Geschwindigkeitsfeld in zwolf Tagen einmal um die
Erde transportiert werden. Dies ist ein iiblicher Testfall, der sich in vielen Varianten in der
Literatur finden 148t [31, 52].

Sei r ein Ortsvektor, der den Abstand

d:=\/r3+ 1}

zur x-Achse hat. r ist dabei immer als Zellmittelpunkt zu verstehen. Das Anfangsfeld der
Dichte 148t sich dann iiber die Formel

0_ { 1+ cos? (3 soot05) ke/m®  falls 71 > 0 und d < 3000000 (5.23)

1 kg/m? sonst
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Gitter 1 3 5 7 9 11
At in s || 32400 | 16200 | 8100 | 4050 | 2025 | 1012.5
# Zeitschritte 32 64 128 | 256 | 512 1024

Tabelle 5.2.: Wahl der Zeitschrittweite At fiir den Transport des cos?-Zylinders iiber zwolf Tage
= 1036800 s. Dies gilt sowohl fiir die uniformen als auch die adaptiven Gitter.

wéhlen. Gelost wird erneut die Kontinuititsgleichung (2.1). Da diese Gleichung keinen diffu-
siven Term enthélt und wir auflerdem fiir w Slip-Randbedingungen gesetzt haben, wére zu
erwarten, dafl der Zylinder bei seinem Transport um die Erde zumindest bei den Gittern oh-
ne Gelande erhalten bleibt und nach zwolf Tagen, also nach einer Umdrehung, wieder seinen
Ausgangsort erreicht hat. Diese perfekte Erhaltung des Zylinders ist jedoch allein durch die
approximative Losung der Gleichung nicht gewéhrleistet, statt dessen wird sich sogenannte nu-
merische Diffusion einstellen, die den urspriinglichen Zylinder mit einem Kreis als Grundfliache
entlang der Stromung ellipsenformig mit entsprechend kleineren Maxima von p verzerrt.

Genau dies beobachten wir dann auch, wenn wir die Kontinuitédtsgleichung auf unseren drei
Gittersets des Kapitels 3.2.2 16sen. Die Gitter waren so gewahlt, daf} sich fiir das néchstfeinere
Gitter die Anzahl der Zellen etwa verachtfacht hat, was einer Halbierung der Maschenweite
entspricht. Daher wihlen wir die Zeitschrittweite At so, daf} sie sich ebenfalls mit dem néchst-
feineren Gitter halbiert. Da wir die Kontinuitédtsgleichung voll implizit 16sen, sind wir bei der
Wahl von At nicht an das CFL-Kriterium des Kapitels 4.2.5 gebunden und kénnen daher die
groflen Zeitschrittweiten der Tabelle 5.2 verwenden. Es ergeben sich die Abbildungen 5.3 und
5.4 fiir die Dichte p zu Beginn und nach einer Umdrehung.

Bei den Rechnungen féllt auf, dafl das Geléinde kaum einen Einflufl auf den Transport des
Zylinders hat, was daran liegt, daf} er sich bis in die Stratosphére erstreckt. Aulerdem mufl
man sich verdeutlichen, wie flach die Erde selbst mit Geldnde in Wirklichkeit ist. Ihr Oberfl4-
cheninhalt betréigt ca. 510 Mio. km? und ihr Durchmesser etwa 12742 km, wiihrend der Mount
Everest gerade mal 8850 m hoch ist. Bei sehr groben Gittern, zu denen unsere Beispiele zdhlen,
ist der Einflul des Gelédndes daher relativ gering. So sieht man auch bei den uniformen Gittern
keinen sichtbaren Unterschied zwischen denjenigen mit und ohne Geldnde, so dafl die Bilder
der oberen beiden Reihen jeweils fiir beide Arten von uniformen Gittern zu verstehen sind.

Die adaptiven Gitter waren so gewéhlt, dafl ihr grobstes Level mit dem Level des zugehori-
gen uniformen Gitters iibereinstimmt. Sie 16sen also nur bestimmte Bereiche feiner auf, liefern
sonst jedoch qualitativ dhnliche Ergebnisse. Nur bei dem groébsten Gitter ist ein deutlicher
Unterschied zu erkennen, der daran liegt, dal der Zylinder durch die unterschiedliche Grofie
der Zellen und Absténde zur x-Achse zu einem Dreieck degeneriert. Dadurch, dafl wir statisch
adaptive Gitter verwenden, die zwar das Geldnde besser approximieren, allerdings nicht den
Zylinder dynamisch feiner auflésen, ist auch kein groflerer Qualitétssprung in der Rechnung zu
erwarten. Allerdings mufl man festhalten, dafl es zumindest ohne Probleme moglich ist, diesen
Testfall auf adaptiven Gittern zu rechnen und dafiir &hnliche Konvergenzraten zu erhalten, wie
sie in der Abbildung 5.5 dargestellt sind.
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Abb. 5.3.: Transport eines cos?-Zylinders um die Erde. Dargestellt ist jeweils in der oberen
Zeile p zu Beginn und in der unteren p nach zwolf Tagen fiir die Auflésungen 1, 3
und 5 von a) uniformen Gittern und b) adaptiven Gittern.
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a) 7 9 11

Abb. 5.4.: Transport eines cos?-Zylinders um die Erde. Dargestellt ist jeweils in der oberen
Zeile p zu Beginn und in der unteren p nach zwolf Tagen fiir die Auflésungen 7, 9
und 11 von a) uniformen Gittern und b) adaptiven Gittern.
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Abb. 5.5.: Gesamtkomplexitéit von p in doppeltlogarithmischer Darstellung. Der Fehler ist je-
weils in Differenz zum feinsten adaptiven Gitter zu verstehen. Die Anzahl der Zeit-
schritte wurde nach der Tabelle 5.2 an die Gitter angepafit.

Der Fehler e wurde dabei iiber die Formel

N
. 1 rer) 2
=\ > pi — pi) (5.24)

=1

ref

berechnet, wobei p; der Wert von p in der Zelle i ist. Als Referenzlésung p*' nehmen wir stets
die Losung des feinsten adaptiven Gitters. Dadurch ist eine Interpolation von p auf dieses Gitter
notig, da sich die Werte sonst nicht vergleichen lassen. Fiir diese Interpolation zwischen den ein-
zelnen Gittern verwenden wir das Programm Tecplot [47] und darin den Kriging-Algorithmus,
der zu besseren Resultaten als die Inverse Distance Interpolation gefiihrt hat. Der Vollstéindig-
keit halber halten wir auch die Einstellungen fest, die wir fiir die Kriging-Interpolation getroffen
haben: Range 0.3, Zero Value 0, No Drift, Point Selection Octant, Number of Points 5.

Betrachten wir noch einmal die Konvergenzgraphen 5.5. Alle Gitter wurden dabei in Diffe-
renz zum feinsten adaptiven Gitter ausgewertet, auch die feinsten uniformen Gitter des Levels
11. Sie besitzen ungefihr halb so viele Zellen wie das feinste adaptive Gitter, so dafl auch
dieser Vergleich noch gerechtfertigt ist. Man sieht allerdings, daf§ die Asymptotik noch nicht
erreicht ist, aber weitere Rechnungen auf feineren Gittern sollten zeigen, dafy die zu erwartende
Konvergenzrate von 1 erreicht wird, was die Steigung zwischen den letzten beiden uniformen
Mefipunkten bereits andeutet.
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5.2. Kontinuitats-, Impuls- und Zustandsgleichung

Bisher haben wir nur die Kontinuitétsgleichung (2.1)
pt+V-(pu) =0
fiir ein festes Geschwindigkeitsfeld u gelost. Nun wollen wir die Impulsgleichung (2.61)
(pu)e + V- (puou) +2Q x pu + Vp = —pgk

hinzunehmen, die wir bereits im Kapitel 4.2.3 diskretisiert haben. Es fehlt noch ein Zusam-
menhang zwischen Dichte und Druck, den uns die Zustandsgleichung (2.9)

p = pRT

liefert. T" werden wir im folgenden geeignet fest wahlen, um die Temperaturgleichung zunéchst
aufler acht zu lassen.

Losen werden wir die Gleichungen sequentiell, und zwar pro Zeitschritt zunéchst die Kon-
tinuitédtsgleichung und dann die Impulsgleichung, in der die neuen Werte von p verwendet
werden. Der Fehler, der dadurch entsteht, dafl man die Gleichungen sequentiell 16st, statt in
jedem Zeitschritt das gesamte System zu erfiillen, wird durch diese Wahl minimiert. Betrachte
dazu die diskretisierten Gleichungen (4.34), (4.39) und (4.45). Zunéchst 16sen wir die Konti-
nuititsgleichung nach p"*!, berechnen mit diesen Werten anhand der Zustandsgleichung das
neue p" ! und setzen diese neuen Werte in die Impulsgleichung ein, um sie dann nach u"*! zu
16sen. Dies stellt sich als stabilste Wahl einer sequentiellen Losung heraus.

AuBlerdem miissen wir uns, wie bereits im Kapitel 4.2.5 erwidhnt wurde, Gedanken um die
Zeitschrittweite At machen, da wir einige Terme explizit diskretisiert haben und daher fiir eine
stabile Zeitdiskretisierung an das CFL-Kriterium (4.59)

gebunden sind. Dabei kénnen wir wie bereits motiviert als kleinste Maschenweite Az, fiir je-
des Gitter die Breite der Hohenschicht und fiir die maximale Geschwindigkeit |t|max = 180 m/s
wéahlen. Damit ergeben sich die Zeitschrittweiten der Tabelle 5.3, die wir im folgenden fiir unse-
re Gitter verwenden werden. Leicht hohere Zeitschrittweiten als die angegebenen machten die
Rechnungen instabil.

AuBlerdem sei erwidhnt, dafl man prinzipiell groflere Zeitschrittweiten wihlen kann, wenn
man ein Zeitdiskretisierungsverfahren hoherer Ordnung verwendet, allerdings nur, wenn das
Problem glatt genug ist. Daher haben wir einige Tests mit dem Crank-Nicolson-Verfahren 2.
Ordnung gemacht, die jedoch gezeigt haben, dafl dieses Verfahren deutlich instabiler im Ver-
gleich zur impliziten Euler-Methode 1. Ordnung ist. Unser Problem ist also nicht glatt genug.
Dies wird insbesondere bei Atmosphérenstromungen hiufig mit einer kiinstlich eingefiihrten
Diffusion ausgeglichen [44], was jedoch zu anderen Arten von Gleichungen fiihrt, die nicht
wirklichkeitsgetreu sind. Wir belassen es daher in dieser Arbeit bei einem Verfahren 1. Ord-
nung.
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Gitter 1 3 5 7 9 11

AZpin in m || 24000 | 12000 | 6000 | 3000 | 1500 | 750

CFL At in s || 133,33 | 66,67 | 33,33 | 16,67 | 8,33 | 4,17
gewahltes At in s 100 50 25 10 5 1

Tabelle 5.3.: Die Zeitschrittweite At nach der CFL-Bedingung (4.59) und das letztlich gew#hlte
At je Gitter.

5.2.1. Hoch- und Tiefdruckgebiete

Soviel zu einigen prinzipiellen Uberlegungen. Es stellt sich nun die Frage, mit welchen Anfangs-
werten wir das Gleichungssystem konkret 16sen wollen. Wir benétigen Daten fiir die Dichte,
den Druck, die Geschwindigkeit und ein fest gewihltes Temperaturprofil. Die Idee ist nun,
kreistformige Hoch- und Tiefdruckgebiete als Anfangsdaten zu wéihlen, so dafl sich horizontal
ausgleichende Stromungen einstellen. Die Vertikale sollte dabei im hydrostatischen Gleichge-
wicht sein, das die Druckgradientkraft und Gravitation balanciert. Um dieses hydrostatische
Gleichgewicht

V.p=—pgk (5.25)

zu erhalten, ist es notig, daf sich Druck und Dichte in der Hohe um eine Ordnung unterscheiden.
Das heifit, wenn p von nter Ordnung mit der Hoéhe abfillt, sollte p von (n — 1)ter Ordnung
abfallen. Daher wihlen wir fiir den Druck einen linearen Verlauf mit der Hohe von 10° auf 10* Pa
und fiir p eine konstante Schichtung. Realistischer wire die barometrische Hohenformel, auf die
wir im Ausblick noch néher eingehen werden. Bei ihr fithrt die Berechnung des Druckgradienten
zu Schwierigkeiten, so dafl wir hier als erste Ndherung den linearen Abfall im Druck postulieren.
Dies fithrt zu der Formel

p(h) = —3,75h + 10° Pa, (5.26)

bei der am Boden 10° Pa und in der Stratosphire in 24 km Hohe 10* Pa erreicht werden.

Waéhlen wir nun p als

3,75
p(h) = == kg/m® ~ 0,3824 kg/m?, (5.27)
g

so gilt das hydrostatische Gleichgewicht (5.25), und iiber die Zustandsgleichung (2.9) ergibt
sich fiir die Temperatur ein linearer Abfall der Form

g 5
T(h) = 3 75R( 3,75h + 10”) K. (5.28)
Dies bedeutet eine vollig unrealistische Schwankung von T zwischen 911,09 K und 91,109 K,
allerdings wird nach 7" auch nicht gelost, so dafl sie nur ihren passenden Beitrag zur Zustands-
gleichung leisten muf}. Erwéahnt sei aulerdem, dafl mit der Hohe h in unseren Formeln stets die
Hohe iiber dem Grundpolyeder, wie sie im Kapitel 4.2.7 eingefiithrt wurde, gemeint ist.

Mit dieser Wahl ist nun also die Atmosphére im hydrostatischen Gleichgewicht. Es fehlen
uns noch die horizontalen Hoch- und Tiefdruckgebiete, die wir am Boden anlegen und dann p
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Abb. 5.6.: Die glatt auslaufende Sinusfunktion s((3).

und p dariiber wie gerade ausgefiihrt schichten werden.

Sei dazu « € [0,27] der Léngengrad und 3 € [-7, 5] der Breitengrad. Eine Funktion der
Form f(a, 3) = sin(2a) sin(23) wiirde je zwei kreisférmige Hoch- und Tiefdruckgebiete auf der
Nord- und auf der Siidhalbkugel erzeugen. In Polnéhe fiihrt diese Funktion allerdings zu grofien
Gradienten, so dafl wir den Sinus iiber dem Breitengrad besser glatt zu den Polen hin auslaufen
lassen sollten.

Dazu konstruieren wir uns zunéchst Sinusfunktionen der Form sin(8+a)+1 und sin(5+b)—1,
die in den Berithrpunkten +z in 0. und 1. Ableitung mit sin(/3) tibereinstimmen. Die so zusam-
mengesetzten Funktionen miissen dann noch geeignet verschoben und gestaucht werden, um
im Intervall [-7, §] den Graph der Abbildung 5.6 zu bilden. Die Funktion dazu lautet

sin (27”6 + 7 — 2arcsin (%)) +1 falls g < —z
s(B) =< sin (B —m+2arcsin (1)) —1 falls 8> 2 (5.29)

sin (27"5 + 7r) sonst

3 5 . 1
n:=— —2arcsin | -
2 2

mit

und dem Beriihrpunkt

Mit Hilfe dieser Funktion erzeugen wir nun Gebiete hoher und niedriger Dichte als Anfangsbe-
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dingung {iber die Formel

0= 30 1 Gn@2a)s(8)) ke/m? (5.30)

P g 100

und entsprechende Hoch- und Tiefdruckgebiete iiber die Zustandsgleichung
p° = p°RT, (5.31)
wobei T" hohenabhiingig wie in (5.28) zu wéhlen ist. Bei den Geschwindigkeiten starten wir mit
u® =0 m/s. (5.32)

Als Randbedingungen wéhlen wir erneut fiir w Slip-Bedingungen und fiir p und 7" Neumann-
0, wahrend der Gradient von p am Rand auf die Gravitationskraft gesetzt wird. Vergleiche dazu
das Kapitel 2.5.

Betrachten wir uns den Druckgradienten noch genauer. Es gilt

Vp = V(pRT)
= RTVp+ pRVT. (5.33)

Der Gradient von T ist analytisch gegeben, und zwar als

g
VT = —-=k. 5.34
g (534)
Damit ist der zweite Term in (5.33) genau gleich der Gravitationskraft, und der erste Term
treibt wegen des Dichtegradienten die Stromung in horizontaler Richtung an. Es 148t sich also

VP = v||p + vlp
= RTVp — pgk (5.35)

schreiben, so dafl es geniigt, in jedem Zeitschritt den Dichtegradienten iiber die Methode der
kleinsten Quadrate aus dem Kapitel 4.2.3 zu berechnen, die fiir einen rein horizontalen Gradi-
enten gute Ndherungen liefert, und den Druckgradienten dann mit der Formel (5.35) zusam-
menzusetzen.

Erwahnt sei auflerdem, daf§ der Massenflufl ¢ in der Kontinuitéts- und Impulsgleichung je-
weils mit Hilfe unserer Erdinterpolation des Kapitels 4.2.4 berechnet wird.

AuBlerdem verwenden wir zunéchst die uniformen Gitter ohne Geldnde. Dabei passen wir die
Zeitschrittweite At wie in der Tabelle 5.3 an das jeweilige Gitter an und rechnen stets bis

tena = 43000 s ~ 12 Stunden.

Betrachten wir nun die Abbildung 5.7. Sie zeigt die Entwicklung der Dichte p mit der Zeit.
Unsere anfinglichen Gebiete hoher und niedriger Dichte gleichen sich zunéchst aus und errei-
chen bei 8000 s eine annéhernd gleichférmige Verteilung. Danach bauen sich wegen der Tragheit
des Systems die Hochs und Tiefs in umgekehrter Weise wieder auf, gleichen sich anschlieend
erneut aus, bauen sich wieder auf etc. Dieser periodische Wechsel zwischen Gebieten hoher und
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niedriger Dichte, fiir die wir wegen der Kopplung von Druck und Dichte (5.31) auch die Begrif-
fe Hoch- und Tiefdruckgebiete als Synonyme verwenden kénnen, ist charakteristisch fiir unser
hyperbolisches Gleichungssystem. Es enthélt keine diffusiven Terme, so daf§ ein einmal durch
den Druckgradienten angeregter Zustand sich nicht mit der Zeit abschwéchen wird, sondern
vielmehr zu periodischen Schwingungen fithrt, wie wir sie in der Abbildung 5.7 beobachten
konnen. Eine Periode besteht dabei in unserem Fall aus 28000 s, also ca. 8 Stunden. Auflerdem
zeigt sich mit der Zeit noch eine Wanderung der Hoch- und Tiefdruckgebiete gegen den Uhr-
zeigersinn und eine Verlagerung in Richtung des Aquators, was den Effekten der Erdrotation
zuzuschreiben ist.

Auch bei der Geschwindigkeit u beobachten wir eine periodische Entwicklung, wie sie in der
Abbildung 5.8 fiir den Betrag von u zu sehen ist. Die grofiten Geschwindigkeiten treten dabei in
Bodenniihe auf, so daB wir diesmal die Erde am Aquator aufgeschnitten haben, um so auf die
unterste Schicht der Nordhalbkugel zu blicken. Die Geschwindigkeiten schwanken periodisch
zwischen 3 m/s und 16 m/s und bauen sich zunéchst bis zum ausgeglichen Zustand von p bei
8000 s auf, bilden dabei insbesondere zwischen den Hoch- und Tiefdruckgebieten starke Stro-
mungen und bauen sich dann wieder ab. Auch hier liegt die Periode bei etwa 28000 s.

Betrachte nun die Abbildung 5.9, in der das Geschwindigkeitsfeld u zusammen mit der Dich-
te p fiir einige Zeitpunkte dargestellt ist und in der sich die Entwicklung der Strémung sehr
schon verfolgen 148t. Zu Beginn bilden sich direkte Stromungen von den Hoch- zu den Tief-
druckgebieten, wie in dem Bild zum Zeitpunkt 4000 s zu sehen ist, die dazu fithren, daf} sich die
Hochs und Tiefs ausgleichen. Im ausgeglichenen Zustand verschwindet der horizontale Druck-
gradient, treibt also das System nicht weiter an. Allerdings haben sich die Geschwindigkeiten
bis zu diesem Zeitpunkt aufgebaut, so daf sie nicht sofort auf das Fehlen duflerer Krifte mit
u=0 m/s reagieren, sondern wegen des konvektiven Terms neue umgekehrte Hochs und Tiefs
ausbilden. Das System ist also tridge. Dies zeigt sich dann auch im Bild zum Zeitpunkt 11000 s.
Die Stromung 148t neue Hoch- und Tiefdruckgebiete entstehen, wird jedoch schon leicht von
dem sich erneut aufbauenden horizontalen Druckgradienten abgelenkt. Bei 14000 s haben sich
dann kreisformige Strudel gebildet, und der Wendepunkt ist erreicht. Die Stromung fithrt nun
wieder wie beim Zeitpunkt 18000 s zu sehen vom Hoch zum Tief. Die spéteren Bilder bei
40000 s und 43000 s zeigen auflerdem den mit der Zeit immer deutlicher werdenden Einflufl der
Corioliskraft, die zur Ablenkung und Wirbelbildung der Stréomung fiihrt.

Die Auswirkungen der Corioliskraft sind dann auch noch einmal deutlicher in der Abbildung
5.10 dargestellt. Man erkennt sehr schon die unterschiedliche Drehrichtung auf der Nord- und
auf der Siidhalbkugel, die bereits im Modellierungskapitel 2.3.1 diskutiert wurde.

Alle diese Bilder der folgenden Seiten zeigen das uniforme Gitter des Levels 9. Gerechnet
wurde dabei die Spanne von 12 Stunden innerhalb einer Rechenzeit von 100 Minuten auf ei-
nem Intel(R) Pentium(R) 4 Prozessor mit 3,2 GHz und 1 GB RAM unter dem Betriebssystem
Ubuntu Dapper Drake 6.06 LTS und mit der 32-bit OpenFOAM Version 1.3.

Um nun die Konvergenz des Verfahrens zu untersuchen, rechnen wir denselben Fall auch
auf den iibrigen uniformen Gittern, wobei wir die Losung auf dem feinsten Gitter des Levels
11 als Referenzlosung betrachten. Den Fehler von p definieren wir dann iiber

N
1
e i= | v 2 (o = 01, (5.36)
=1
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8000 s

21000 s

11000 s

14000 s

28000 s 32000 s 37000 s

40000 s 43000 s

Abb. 5.7.: Entwicklung von p. Blick auf die oberste Schicht der Nordhalbkugel zu den jeweiligen
Zeitpunkten.
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4000 s

U Magnitudel
164

28000 s 32000 s

U Magnitudel
16.4

40000 s 43000 s

Abb. 5.8.: Entwicklung von |u|. Blick auf die unterste Schicht der Nordhalbkugel zu den jewei-
ligen Zeitpunkten.
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Abb. 5.9.: p und u zu den angegebenen Zeitpunkten.
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Nordhalbkugel Siidhalbkugel

Abb. 5.10.: Auswirkungen der Corioliskraft auf der Nordhalbkugel und der Siidhalbkugel zum
Zeitpunkt 40000 s und die entsprechenden Wirbelrichtungen.

wobei p; der Wert von p in der Zelle i und p™" die Referenzlosung des feinsten Gitters ist.
Analog sei der Fehler von u

1
w = —Z(ul w u; — ulh)
3N P
N
1 2
=\ 5 2o > (i — i) (5.37)
i=1 j=1

mit der Referenzlosung u' und dem Vektor u; = (w1, us, us3)” in der Zelle i.

Ausgewertet wurden diese Fehler stets zu drei charakteristischen Zeitpunkten, und zwar bei
8000, 28000 und 43000 s. 8000 s stellt den Wendepunkt dar, in dem p ausgeglichen ist und die
Geschwindigkeiten ihr lokales Maximum erreicht haben. Bei 28000 s beginnt eine neue Periode,
und daher ist zu diesem Zeitpunkt die Spanne von p maximal, wihrend die Geschwindigkeiten
im lokalen Minimum sind. 43000 s ist dann schliefSlich unser spétester gerechneter Zeitpunkt,
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in dem sich p im Aufbau und v im Abbau befindet.

Betrachte nun die Konvergenzgraphen der Abbildungen 5.11 und 5.12. Bei der Gesamtkom-
plexitit wurde die Zeitschrittweite At stets an das jeweilige Gitter wie in der Tabelle 5.3 ange-
pafit, wiahrend bei der Ortskomplexitit alle Gitter mit At = 1 s gerechnet wurden. Zunéchst
einmal fillt auf, dafl die versetzten Graphen der drei verschiedenen Zeitpunkte den jeweiligen
Zustand von p und u widerspiegeln. So ist die Spanne von p bei 8000 s minimal und daher auch
die Fehler geringer als etwa bei 28000 s, wo die Spanne von p maximal wird. Genau umgekehrt
verhilt sich dies bei den Fehlern der Geschwindigkeit u.

Die Steigung dieser doppeltlogarithmischen Graphen wurde in der Tabelle 5.4 festgehalten
und dabei stets zwischen zwei aufeinanderfolgenden Punkten ausgewertet. Wihrend bei der
Ortskomplexitéit maximale Steigungen zwischen 0,6 und 1,0 erreicht werden, liegen diese bei
der Gesamtkomplexitét lediglich bei 0,4 bis 0,5. Allerdings lassen die Tendenzen und insbeson-
dere die zunehmenden Steigungen bei der Geschwindigkeit u vermuten, dafl die Asymptotik
noch nicht erreicht wurde. Weitere Rechnungen auf feineren Gittern sollten da einen deutliche-
ren Abfall der Graphen zeigen.

Um abschliefend auch noch die Zeitkomplexitit zu untersuchen, wihlten wir das mittlere
Gitter des Levels 5 und rechneten mit verschiedenen Zeitschrittweiten zwischen 25 s und 1 s.
Der Fehler wurde dann in Differenz zur Rechnung mit At = 1 s ausgewertet, und es ergibt sich
der Graph der Abbildung 5.13 mit den zugehdrigen Steigungen der Tabelle 5.4. Vergleicht man
zunéchst die Graphen fiir die drei Zeitpunkte 8000, 28000 und 43000 s untereinander, so fallt
ein leichter Anstieg des Fehler mit der Zeit auf, was man auch vermuten wiirde. Ansonsten
verlaufen die Graphen sehr dhnlich auf annéhernd einer Geraden mit Steigungen, die deutlich
grofler als 1 sind. Eine Steigung von 1 war auch zu erwarten, da wir fiir die Zeitdiskretisierung
das implizite Euler-Verfahren verwendet haben.

Zusammenfassend ist es uns gelungen, die Kontinuitits-, Impuls- und Zustandsgleichung sta-
bil auf unseren Gittern zu diskretisieren und anhand der Stromung, die sich fiir ein Anfangsfeld
von Hoch- und Tiefdruckgebieten entwickelt, den Einflul der Druckgradientkraft, der Konvek-
tion und der Corioliskraft zu beobachten.

An dieser Stelle sei noch ein kleiner Ausblick auf weitere Rechnungen gegeben. Die vor-
angegangenen Untersuchungen gelten alle fiir uniforme Gitter ohne Geldnde. Nimmt man das
Gelénde bei ihnen hinzu, so hat man insbesondere wegen der geldndefolgenden Zellen, die nicht
mehr in horizontaler Richtung entlang der Stréomung und in vertikaler Richtung entlang der
Gravitationskraft und des Druckgradienten ausgerichtet sind, mit Schwierigkeiten zu rechnen,
siehe dazu auch [5].

Diese Problematik zeigt sich bei unseren Rechnungen dann auch ab dem Gitter des Levels 9.
Nach kurzer Zeit erhilt man in einzelnen Zellen in der Gegend des Himalaya, wo die Polyeder
besonders schrig ausgerichtet sind, lokal grofie Geschwindigkeiten, die das System instabil ma-
chen. In der Abbildung 5.14 a) ist dies dargestellt. Bei den gréberen Gittern bis einschliellich
des Levels 7 zeigt sich dieses Problem noch nicht. Hier kénnen wir genau wie bei den Gittern
ohne Gelénde eine Schwingung der Hoch- und Tiefdruckgebiete und die entsprechenden aus-
gleichenden Stromungen beobachten.

Auch die adaptiven Gitter mit Geldnde lassen sich prinzipiell verwenden. Bei den Gittern
1 und 3 treten keinerlei Schwierigkeiten auf, wihrend sich bei dem Gitter 5 wie zuvor hohere
Geschwindigkeiten in kleinen Zellen entwickeln. Diese Geschwindigkeiten treten diesmal in den
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Abb. 5.11.: Gesamtkomplexitdt von p und u in doppeltlogarithmischer Darstellung. Der Fehler
ist jeweils in Differenz zum feinsten Gitter des Levels 11 zu verstehen. Die Anzahl
der Zeitschritte wurde an die Gitter angepafit.
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Abb. 5.12.: Ortskomplexitdt von p und u in doppeltlogarithmischer Darstellung. Alle Gitter
wurden mit einer Zeitschrittweite von 1 s gerechnet, und der Fehler ist jeweils in
Differenz zum feinsten Gitter des Levels 11 zu verstehen.
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Abb. 5.13.: Zeitkomplexitdt von p und u in doppeltlogarithmischer Darstellung. Gerechnet wur-
de auf dem Gitter des Levels 5 mit At = 25, 20, 10, 8, 5, 4, 2 und 1 s, und der
Fehler ist jeweils in Differenz zur Rechnung mit At = 1 s zu verstehen.
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Gesamtkomplexitét
Steigung des Fehlers von p Steigung des Fehlers von u
Gitter | 8000 s | 28000 s | 43000 s | Gitter | 8000 s | 28000 s | 43000 s
1-3 0,18 | —0,34| —-0,33 1-3 —0,15 0,08 | —0,01
3-5 -0,33 | —0,48 | —0,48 3-5 -0,02 | —-0,17 | —-0,09
5-7 -0,51 | —-0,40 | —0,37 5-7 -0,06 | —-0,13 | —-0,13
7-9 -0,47 | —-0,36 | —0,38 7-9 —0,44 | —0,34 | —0,42

Ortskomplexitat
Steigung des Fehlers von p Steigung des Fehlers von u
Gitter | 8000 s | 28000 s | 43000 s || Gitter | 8000 s | 28000 s | 43000 s
1-3 0,19 | —0,64 | —0,52 1-3 -0,19 0,02 | —0,11
3-5 —-0,14 | —-0,29 | —-0,43 3-5 -0,02 | —-0,15| —0,02
5-17 -1,01 | —-0,74 | -0,67 5-7 -0,11| -0,17 | -0,19
7-9 -0,63 | —0,48 | —0,50 7-9 -0,59 | —0,45| —-0,56

Zeitkomplexitit

Steigung des Fehlers von p Steigung des Fehlers von u
Atins | 8000s | 28000 s | 43000 s || Atins | 8000 s | 28000 s | 43000 s
25-20 | —19,05 | —20,92 | —20,54 || 25-20 | —24,93 | —22,45 | —21,47
20-10| -0,9 | —-1,06| —-1,03 | 20-10| —-0,78 | —1,03| —1,02

10-8 | —-1,11| -0,83| —-1,22 10-8 | —1,52| —0,67| —1,29
8-5 | —-1,10| —0,72| —0,82 | 8-5 | —0,53| —0,70 | —0,79
5-4 | —-1,23| -1,37| -1,12| 5-4 | —-1,68| —1,88| —0,84
4-2 | -1,35| -1,18| —-1,22 | 4-2 | —-1,85| —1,39 | —1,43

Tabelle 5.4.: Steigung der Konvergenzgraphen fiir die Gesamt-, Orts- und Zeitkomplexitét fiir
p und u zu den Zeitpunkten 8000, 28000 und 43000 s. Die Steigung wird dabei
immer zwischen zwei aufeinanderfolgenden Punkten berechnet.
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Abb. 5.14.: Problem hoher Dichten und Geschwindigkeiten in schriigen Zellen a) im Himalaya
auf dem uniformen Gitter 9 mit Geldnde nach 300 s und b) in den Anden auf dem
adaptiven Gitter 5 nach 43000 s. Dargestellt sind jeweils die Hohenwerte, p und |u|
fiir die oberste Schicht.

Anden auf, allerdings erst nach mehr als einer Periode, wie in der Abbildung 5.14 b) zu sehen
ist. Dies diirfte an dhnlichen Effekten wie bei den uniformen Gittern mit Geldnde liegen.

Eine Losung dieses Problems kénnte darin bestehen, nicht-geldndefolgende Vertikalkoordina-
ten, wie wir sie im Kapitel 3.2.1 beschrieben haben, zu verwenden, da sie nur bei den Randzellen
zu Anderungen gegeniiber den Gittern ohne Gelénde fithren und so deren giinstige Eigenschaf-
ten grofitenteils bewahren. Es wird noch eine interessante Aufgabe sein, dies zu untersuchen
und so den Einflufl des Gelédndes und der Schréige der Gitterzellen genauer zu studieren.






6. Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

In dieser Arbeit beschiftigten wir uns mit der Modellierung und der Simulation globaler Atmo-
sphirenstromungen. Dafiir leiteten wir zunéchst die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
aus physikalischen Gesetzméfigkeiten her und reduzierten diese durch eine ausfiihrliche Dimen-
sionsanalyse fiir klein- und grofiskalige Bewegungen in der Atmosphire auf die kompressiblen
Euler-Gleichungen. Anschliefend wandten wir uns der Turbulenzmodellierung zu, da man aus
Griinden der Rechenzeit und des Speicheraufwandes die turbulenten Wirbel in der Atmosphére
nicht fein genug auflésen kann und daher gezwungen ist, die Gleichungen zu mitteln.

Es stellte sich nun die Frage nach der Gittergenerierung und wie man ein Rechengebiet mit
einem Volumen von 10'? m? mit vertretbarem Speicheraufwand durch ein Gitternetz darstellen
kann. Dabei erwies sich eine Technik zur Konstruktion adaptiver Gitter, in denen bestimmte
fiir die Stromungssimulation relevante Regionen feiner aufgeldst sind als andere, als entschei-
dend, da sich so eine Reduzierung des Speicheraufwands erreichen 148t, ohne die Genauigkeit
der numerischen Verfahren in wichtigen Gebieten zu gefahrden. Aus dem GTOPO30-Datensatz
[48], einer frei verfiigharen Vermessung der Erdoberfléche, konstruierten wir uns so uniforme
und adaptive Triangulierungen des Erdbodens, wobei die Adaptivitit gelandeabhingig gewéhlt
war. Dieses Dreiecksnetz lief} sich dann geldndefolgend zu Atmosphérengittern bestehend aus
Tetraederstiimpfen erweitern.

Es konnten selbstverstandlich auch andere Adaptivitéitskriterien gewahlt werden, durch wel-
che beispielsweise Europa feiner aufgelost wiirde als die iibrige Erde. Dies stellt eine Kombi-
nation der beiden Gitter dar, die beim Deutschen Wetterdienst fiir Wettervorhersagen zum
Einsatz kommen. Der Deutsche Wetterdienst schachtelt ndmlich ein feiner aufgelGstes lokales
Modell LM [11] von Mitteleuropa in ein grob aufgelostes globales Modell GME [36, 9], das die
Randwerte fiir das lokale Modell liefert. Die Bewahrung der Erhaltungseigenschaften, die in
der Atmosphére von grofier Wichtigkeit sind, kénnen durch eine solche Trennung zweier Re-
chengebiete allerdings leicht verletzt werden. Daher ist unser adaptives Gitter diesem Ansatz
deutlich vorzuziehen. Auch beim Deutschen Wetterdienst gibt es bereits Bestrebungen, die un-
ter dem Begriff ICON-Projekt [3] zusammengefafit werden, ein kombiniertes globales Modell
zu entwickeln, in dem bestimmte Gebiete feiner aufgeldst sind als andere und fiir das Finite-
Volumen-Methoden statt wie bisher Finite Differenzen verwendet werden. Es wurden darauf
allerdings erst die 2D-Flachwassergleichungen getestet [4].

Auch wir wahlten Finite-Volumen-Methoden zur Ortsdiskretisierung unseres zuvor hergelei-
teten Gleichungssystems, da sie zum einen unstrukturierte flexible Geometrien erlauben und
zum anderen Erhaltungseigenschaften bewahren. Wir nutzten dabei das Open Source Stro-
mungspaket OpenFOAM [40, 41] und verwendeten als Zeitdiskretisierung das implizite Euler-
Verfahren. Auflerdem konstruierten wir uns ein eigenes an die Ergeometrie angepafites Interpo-
lationsverfahren fiir die Geschwindigkeit, bei dessen Verwendung sich deutliche Verbesserungen
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der Simulationsqualitéit im Vergleich zu Standardinterpolationsverfahren feststellen lieflen.

Eine grofie Problematik bestand im weiteren darin, daf§ sich fiir globale Atmosphérenstro-
mungen noch keine Standardtestfille wie etwa fiir die Losung der Flachwassergleichungen [52]
etabliert haben. Auch fiir langfristige Klimaberechnungen findet man Standardtests [27, 2],
wéhrend fiir kurzfristige 3D-Atmosphéirenstromungen erst in den letzten Jahren Vorschliage
gemacht wurden [29, 44]. Diese beinhalten zum einen stationire Anfangsdaten, die eine ana-
lytische Losung der hydrostatischen primitiven Gleichungen sind und die etwa zehn Tage lang
erhalten bleiben sollten. Zum anderen werden diese Anfangsdaten so gestort, dafl sie die Ent-
wicklung einer baroklinen Welle auslosen. Dies sind jedoch bereits sehr anspruchsvolle Simu-
lationen, die gerade fiir den Anfang als erste Tests ungeeignet sind. Es wire vielmehr eine
nach Schwierigkeitsgrad gestaffelte Serie von Testfdllen wie bei den Flachwassergleichungen
[52] notig. Daher war es uns in dieser Arbeit wichtig, die Schwierigkeit unserer numerischen
Simulationen schrittweise zu erhéhen.

Wir begannen mit der Losung der Kontinuitétsgleichung und simulierten so die Dichteent-
wicklung unter dem Einflu} verschiedener Geschwindigkeitsfelder wie etwa der Kreisstromung
oder der Rossby-Haurwitz-Welle. Dies diente der Beurteilung der Qualitdt unseres neuen In-
terpolationsverfahrens. Anschliefend lieen wir einen cos?-Zylinder um die Erde transportieren
und analysierten die Konvergenzraten auf unseren unterschiedlichen Gitterhierarchien.

Weitere erfolgreiche Simulationen lieflen sich mit der Losung des Systems aus Kontinuitéts-,
Impuls- und Zustandsgleichung fiir ein Anfangsfeld von Hoch- und Tiefdruckgebieten erreichen.
So konnten eine periodische Schwankung der Gebiete hohen und niedrigen Drucks und entspre-
chende ausgleichende Stromungen beobachtet werden, bei denen der wirbelbildende Einflufl der
Corioliskraft deutlich zutage trat. Auch fiir adaptive Gitter konnten schon erste motivierende
Ergebnisse erzielt werden.

Zusammenfassend kombinierte diese Arbeit eine ausfiihrliche Modellierung von Atmosphé-
renstromungen mit einer Generierung adaptiver Gitter, die fiir lokale und globale Wettervorher-
sagen geeignet sind und fiir die wir das Erhaltungseigenschaften bewahrende Finite-Volumen-
Diskretisierungsverfahren einsetzen konnten. Erste Testsimulationen mit steigendem Schwie-
rigkeitsgrad zeigten dabei aussichtsreiche Ergebnisse.

Ausblick

Es verbleiben noch viele interessante Ansatzpunkte fiir weitere Arbeiten. Zum einen miifite
die Temperaturgleichung zur Losung des Systems hinzugenommen werden, was kein prinzipi-
elles Problem darstellen sollte, da es sich um eine weitere Transportgleichung handelt, die wir
bereits im Kapitel 4.2.2 diskretisiert haben. Zum anderen fehlt noch die Umsetzung eines Tur-
bulenzmodells aus dem Kapitel 2.8, das wir bisher aufler acht gelassen haben. Generell sollten
allerdings auch Rechnungen auf feineren Gittern zu besseren numerischen Resultaten fithren
und die Notwendigkeit der Turbulenzmodellierung auf immer kleinere Wirbel beschréanken.
Die Gitter selber bediirfen auch noch einer genaueren Untersuchung in bezug auf den Einflufl
der unterschiedlichen Zellgroflen und der Schrige und Anisotropie auf die Giite der Losungen.
Einige Testrechnungen fiithrten zu Problemen in kleinen besonders schrigen Zellen, was deutlich
machte, wie sehr die geldndefolgenden Koordinaten die Qualitéit der Gitter beeinflussen. Daher
konnte hier die Wahl der nicht-geldndefolgenden Vertikalkoordinaten des Kapitels 3.2.1 Abhilfe
schaffen, da sie nur bei den Randzellen zu Anderungen gegeniiber den Gittern ohne Gelinde
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fithren und so deren giinstige Figenschaften grofitenteils bewahren.

AufBlerdem sollte der Schwierigkeitsgrad der Testsimulationen weiter erhoht werden, wofiir
die Beriicksichtigung der barometrischen Hohenformel fiir den Druck und die Dichte als néch-
ster Schritt geeignet wire. Bisher haben wir die Dichte konstant und den Druck linear in der
Hohe abfallen lassen. Realistischer ist dagegen fiir die Standardatmosphére [49] und fiir einen
linearen Temperaturverlauf

T(h) = (288,15 — 0,0065h) K (6.1)

die barometrische Hohenformel fiir den Druck

1 5255
p(h) = 101325 <1 = 02’;)806155> Pa (6.2)
und die Dichte 4,255
0,0065h\ *
p(h) = 1,225 <1 - M) kg/m”. (6.3)

Mit dieser Wahl ist sowohl das hydrostatische Gleichgewicht als auch die Zustandsgleichung
erfiillt. Erste Testldufe mit diesen Anfangsfeldern haben gezeigt, dafl die Berechnung des Druck-
gradienten sowohl iiber den Gauflschen Integralsatz als auch iiber die Methode der kleinsten
Quadrate zu Problemen fiihrt. Im Prinzip ist ndmlich wieder eine Interpolation auf die Seiten-
flachen notig, die wegen unserer anisotropen schrigen Zellen und der hohen Ordnung von (6.2)
mit Standardverfahren keine zufriedenstellenden Ergebnisse liefert.

Ein Ansatz wére zum einen, gradierte Gitter zu verwenden, auf denen (6.2) besser interpo-
liert werden kann, oder aber ein eigenes Interpolationsschema zu konstruieren. Dies kénnte wie
folgt aussehen. Sei dazu p ein ,idealer” barometrischer Druck, der sowohl in den Zellen als auch
auf den Seitenfliichen iiber die barometrische Hohenformel berechnet werden kann. Betrachte
nun die Differenzen der tatsidchlichen Zellwerte zu den idealen, interpoliere diese linear und
addiere den so erzeugten Korrekturterm auf den idealen Wert der Seitenfléiche, d.h.

dp

+ - 6.4
(o — ) (6.4)

PF = PFr + (pp —ppP)

N
dp +dn
fiir zwei iibereinander liegende Zellen mit dp := |hp — hp| und dy = |hp — hy|. So 148t sich
eine lineare Interpolation in barometrischer Modelldifferenz konstruieren. Erste Testlaufe er-
scheinen vielversprechend.

Prinzipiell erweist sich die diskrete Berechnung des Gradienten einer Grofle auf unseren Git-
tern allerdings als schwierig, da Standardverfahren wie die Methode von Gaufl oder die der
kleinsten Quadrate aufgrund der Anisotropie und Schrige der Gitterzellen keine zufrieden-
stellenden Resultate liefern. Es zeigen sich vielmehr Artefakte in Form von Wiirfelstrukturen
und Schachbrettmustern. Nur mit Zusatzinformationen iiber das zugrundeliegende Feld wie
etwa obige barometrische Hohenformel oder die Eigenschaft (5.35) bei unserer Simulation von
Hoch- und Tiefdruckgebieten waren wir bisher in der Lage, eine gute Approximation des Druck-
gradienten zu berechnen. Es wére also notwendig, dies noch weiter zu untersuchen und eine
Gradientberechnung unabhéngig von den verwendeten Anfangsdaten zu konstruieren, die an
unsere Gitter und die Erdgeometrie angepaflt ist.

So verbleiben noch viele interessante Fragestellungen fiir kiinftige Arbeiten.






A.l.

Anhang

Elementare Satze

Transporttheorem: Sei ¢ : Qg x [0, t..q] — R3 einmal stetig differenzierbar und (-, t)
fiir alle ¢ injektiv. Dann gilt fiir eine differenzierbare skalare Funktion f : Q; x [0, 4] — R

jt f(a: t) dax = /Qt <§tf+v : (fu)> (x,t) de. (A.1)

Dabei ist u(x,t) := dyp(x,t), siche [25].
Gauflscher Integralsatz: Sei {2 C R" eine kompakte Teilmenge mit abschnittsweise

glattem Rand, n : 92 — R"™ das duflere Einheits-Normalenfeld und U D Q eine offene
Teilmenge von R™. Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld ' : U — R"™

/ V. F(zx) de = F(x)-n ds, (A.2)
Q o9

siehe [16].

Kettenregel fiir partielle Ableitungen: Sei f = f(x1,...,z,) und z; = z;(¢t) fir
1=1,...,n. Dann gilt

0 301 on w

siehe [7].

Rechenregeln fiir den Nablaoperator: Seien v, v, vo skalarwertige Funktionen, u,
u1, uo vektorwertige Funktionen und ¢ € R. Dann gelten

V(vi +v2) = V(v1)+ V(vg), (A.4)
V(ew) = ¢V, (A.5)

V(viva) = v1Vuy + vV, (A.6)

V- (u1+uQ) = V-u; +V-uy, (A7)
V-(cu) = ¢V-u, (A.8)

V-(vu) = u-Vo+ovV-u, (A.9)

V x (U1+U2) = Vxu+V Xus, (A.10)
X (cu) = ¢V xu, (A.11)

X (vu) = vV xu—ux Vo, (A.12)
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(V xu) = 0, (A.13)

x (Vo) = 0, (A.14)

V- (Vv) = Auv, (A.15)
Vx(Vxu) = V(V-u)—Au, (A.16)
Veo(ur xuz) = uz-(Vxuy)—u-(Vxug), (A.17)
V-(urouz) = (V-up)uz+ (us-V)u (A.18)

mit uj o ug := ujul, siehe [7].

A.2. Konstanten

Wir verwenden nach [23, 42] folgende Konstanten:

G = 6,6742 - 10~ m3kg~'s~? Gravitationskonstante,

M = 5,972 - 10** kg Masse der Erde,

a=6,371-10% m Radius der Kugel, die dasselbe Volumen wie die Erde hat,

|| = 7,292 - 1075 s~! Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation,

g = 9,807 m s—2 Erdbeschleunigung auf Meeresniveau,

po = 1,225 kg m~3 Standarddichte auf Meeresniveau,

po = 1,01325 - 10° Pa Standarddruck auf Meeresniveau,

Ty = 288,15 K Standardtemperatur auf Meeresniveau,

Prue = 1,7-107° kg m~'s~! dynamische Viskositiit,

Arute = 0,023 W m~'K~! thermische Leitfihigkeit,

Ry = 287,04 J kg7 'K~! Gaskonstante fiir trockene Luft,

cp = 1005 J kg 1K1 spezifische Wirmekapazitit von Luft bei konstantem Druck,
¢y, = 718 J kg 'K~! spezifische Wirmekapazitit von Luft bei konstantem Volumen,

v =cp/cy, = 1,4.
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