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Zusammenfassung

Die atomare Nanofabrikation ist eine Methode der Experimentalphysik zur
Konstruktion von im Allgemeinen zweidimensionalen Nanostrukturen. Dazu gehort
die neutrale Atomlithographie, in der die zweidimensionale Intensitétsverteilung
eines Atomstrahls durch ein inhomogenes Lichtfeld kontrolliert und auf einem
Substrat abgebildet wird. Das Lichtfeld wird durch Uberlagerung stehender Licht-
wellen erzeugt und spielt die entscheidende Rolle fiir die Komplexitédt des Musters
auf dem Substrat.

Die zentrale Aufgabenstellung, die hier behandelt wird, ist die Rekonstruktion ei-
nes gegebenen Musters durch geeignete Wahl von N regelméflig angeordneten La-
serstrahlen. Zunéchst wird fiir die Anordnung der Strahlen ein Verfahren zur Kon-
struktion von Setups vorgestellt und das in [5] eingefiihrte mathematische Modell
auf den Versuchsaufbau der regelméfligen Strahlen ausgeweitet. Dies fiihrt eben-
falls zu einem inversen, komplexen, nichtlinearen Minimierungsproblem. Ansétze
zur analytischen Bestimmung des Minimums sowie zur Approximation mit Ridge-
Functions stellen sich als ungeeignet heraus.

Zur numerischen Rekonstruktion wird, zusétzlich zum Koordinatenabstiegsverfah-
ren aus [5], die Nelder und Mead Simplexmethode vorgestellt. Es werden diese bei-
den Verfahren durch Rekonstruktion verschiedener Muster mit unterschiedlichen
Strahlensetups getestet und anhand berechneter Fehler und Normen verglichen
und bewertet.
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1 Einleitung

Die neutrale Atomlithographie ist eine Methode der atomaren Nanofabrikation zur Generierung von
Strukturen durch die direkte Steuerung eines Atomstrahls.

Laserkiihlung [14] und Atomoptik [1] haben den Weg zur Manipulation der Bewegung von Atomen
in Nanometerbereich geebnet. In der atomaren Nanofabrikation werden atomare Dipolkrifte zur
Steuerung von Atomstrahlen in Nanostrukturen verwendet.

Im Gegensatz zur klassischen Lithographie, in der das Licht zur Projektion auf ein Substrat durch
diinne Filme und Masken gesandt wird, sind die Rollen von Licht und Material hier in gewisser
Weise vertauscht und die inhomogene Intensitétsverteilung des Lichtfeldes verhélt sich wie eine
immaterielle Maske. Atome werden durch ein Gebiet stehender Lichtwellen gesandt und die Inten-
sitdtsverteilung des Lichts wird in das atomare Bild auf dem Substrat transformiert.

In [21] wird ein Uberblick iiber den Themenbereich der Nanofabrikation unter Verwendung neutraler
Atomstrahlen gegeben. Des Weiteren fiihrt die Forschungsgruppe von Prof. Meschede am Institut
fiir Angewandte Physik an der Universitdt Bonn, aber auch Arbeitsgruppen an einigen anderen
Universitéten [3, 20], Experimente zu diesem Thema durch. Die Zusammenarbeit mit Prof. Meschede
gab Anstofl zu den mathematischen Untersuchungen in dieser Arbeit, sowie in [5] und resultierte in
der gemeinsamen Arbeit [15].

Das grundlegende Konzept der neutralen Atomlithographie ist das Folgende: Mittels Laserkiihlung
werden die Atome eines Atomstrahls auf eine bestimmte Geschwindigkeit gebracht, um anschlie-
Bend auf die immaterielle Maske der inhomogenen Intensitétsverteilung eines Lichtfeldes zu treffen.
Dort erfahren sie durch das elektromagnetische Feld, welches durch das Laserlicht erzeugt wird,
Dipolkrifte. Diese Krifte lenken die Atome zu den lokalen Maxima der Intensitétsverteilung ab.
Durch eine andere Wahl der Frequenz der Laserstrahlen, welche die Maske erzeugen, kann dieser
Effekt auch umgekehrt werden, so dass die Atome zu den lokalen Minima hin abgelenkt werden.
Zur genaueren Analyse dieses Effekts sei auf [14, 15] verwiesen.

Nachdem die Atome diese immaterielle Maske ,durchdrungen“ haben, ist ihre Dichteverteilung
orthogonal zur Richtung des Atomstrahls fast identisch mit der inhomogenen Intensitéatsverteilung
des Lichtfeldes.

Die Atome kondensieren dann auf der Oberfliche eines Substrats. Nach einer chemischen Behand-
lung dieses Substrats erhilt man eine Abbildung der atomaren Dichteverteilung und somit der
Intensitatsverteilung des Lichtfeldes auf der Oberfléche.

Somit ist das Muster, welches abgebildet wird durch die Wahl des Lichtfeldes beeinflussbar, das
durch interferierende Laserstrahlen erzeugt wird. Eine Mo6glichkeit zur Generierung des Interferenz-
musters besteht darin, einen Laserstrahl mit bestimmter Frequenz durch Strahlleiter und Spiegel
aufzusplitten [7,8]. Diese Vorgehensweise wird allerdings sehr schnell unhandlich, wenn mehr als
zwei oder drei Strahlen benétigt werden.

Daher verwendet die Bonner Arbeitsgruppe von Prof. Meschede zur Speicherung von Hologrammen
Kristalle, welche zur Aufspaltung eines Lasestrahls in mehrere Strahlen geeignet sind und sogar sehr
nah beieinander liegen kénnen.

Zur Speicherung eines Hologramms ist ein aufwendiger Prozess notwendig, welcher bis zu zwei Stun-



den in Anspruch nehmen kann und eine Erhitzung des Kristalls auf 180°C bendétigt. Dieser Prozess
heifit Schreiben (writing), wihrend der Vorgang der Aufsplittung eines Lasestrahls als Lesen (rea-
ding) bezeichnet wird [15]. Es kénnen auf diese Weise oder mit einem alternativen Beugungsobjekt,
Setups mit bis zu 5000 Strahlen gespeichert werden [16]. Da das Schreiben eines Hologramms so
aufwendig ist, sind vorherige numerische Simulationen zur Berechnung des zu erwartenden Musters
sinnvoll. In diesem Zusammenhang stellt sich unmittelbar die Frage, ob durch eine geeignete Wahl
des Strahlensetups eine Intensitatsverteilung des Lichtfeldes erzeugt werden kann, welche ein Muster
auf dem Substrat generiert, das eine vorgegebene Struktur hat.

Dies entspricht der folgenden fundamentalen Fragestellung: Finde zu einem gegebenen Muster ein
geeignetes Strahlensetup, d.h. im Speziellen Anzahl, Richtung und Koeffizienten der Strahlen, wel-
ches eine inhomogene Intensitétsverteilung erzeugt, die, nachdem sie auf das Substrat gebracht
wurde, die gegebene Struktur des Musters ,,moglichst gut* rekonstruiert.

Zu Beginn dieser Arbeit wird die in [5] vorgeschlagene, mathematische Modellierung noch einmal
kurz erldutert. Da in der Praxis periodische Muster erzeugt werden sollen, konzentrieren sich die
Untersuchungen anschliefend auf einen speziell gewihlten Versuchsaufbau von N regelmiéflig ange-
ordneten Strahlen, welcher in der allgemeinen Modellierung aus [5] ausgeschlossen werden musste.
Dieser Versuchsaufbau wird zun#chst theoretisch erldutert und eine Moglichkeit zur Bestimmung
einer passenden Strahlenanordnung vorgestellt. Die Festlegung des Versuchsaufbaus reduziert die
Freiheitsgrade auf die Entwicklungskoeffizienten der Laserstrahlen. Dies fiihrt zu einem inversen,
nichtlinearen Minimierungsproblem.

Zur Losung des Problems wird der diskrete Fourierraum als Ansatzraum verwendet. Da dieser den
kontinuierlichen Fourierraum nur approximiert, werden in Abschnitt 3.4 Fehlerschétzungen fiir die
diskrete Fouriertransformation der rekonstruierten Muster hergeleitet.

Zu Beginn von Abschnitt 4 wird, aufgrund der zuvor dargestellten Zusammenhénge, das Problem
genauer spezifiziert, wodurch in Abschnitt 4.1 unter Beriicksichtigung der regelméfiigen Anordnung
der Laserstrahlen wie sie in Abschnitt 3.1 konstruiert wurden, ein Fehlerfunktional definiert werden
kann. Dieses Kostenfunktional soll nun minimiert werden, was zur endgiiltigen Aufgabenstellung
fithrt, welche durch numerische Methoden gelost werden soll, die im Folgenden vorgestellt werden.
In Abschnitt 4.2 wird das in [5] suggestiv vorgeschlagene Minimierungsverfahren als Koordinaten-
abstiegsverfahren identifiziert und eine Konvergenzaussage fiir dieses Verfahren gemacht.
Alternativ wird die Nelder und Mead Simplexmethode zur Minimierung des Kostenfunktionals vorge-
stellt. Diese sollte allerdings nicht mit dem Simplexverfahren zur linearen Optimierung verwechselt
werden. In dieser Arbeit ist mit Simplexmethode immer die Nelder und Mead Simplexmethode ge-
meint. Das Simplexverfahren eroffnet Moglichkeiten zur Beriicksichtigung von Nebenbedingungen,
welche bei der Verwendung des Koordinatenabstiegsverfahrens noch vernachléssigt wurden. Dazu
werden zwei Strategien verwendet, wovon die eine die Nebenbedingung minimiert und die andere
die Nebenbedingung erfiillt.

Zur analytischen Losung dieses und auch des allgemeinen Problems aus [5] wird in Abschnitt 5 der
Ansatz der Rang Fins Approximation vorgestellt, welcher die wesentliche Struktur des Problems
wiederspiegelt, sich aber bei ndherer Betrachtung als ungeeignet erweist. Die Griinde hierfiir werden
in diesem Abschnitt erldutert.

Abschnitt 6 versucht das hier gegebene Minimierungsproblem in den approximationstheoretischen



Rahmen der Ridge-Functions einzuordnen. Dazu wird eine kurze Einleitung in die Theorie der Ridge-
Functions gegeben, welche die wesentlichen Definitionen und Bezeichnungen bereitstellt. Dieser
Ansatz stellt sich allerdings in diesem Zusammenhang als nur sehr bedingt geeignet heraus, da die
Definition eines geeigneten Approximationsraumes mit Ridge-Functions als Basis nicht moglich ist.
Abschnitt 7 widmet sich nun den numerischen Resultaten und deren Bewertung. In Abschnitt 7.1
werden dazu zunéchst die zuvor beschriebenen Verfahren fiir verschiedene Muster angewandt. Es
werden fiir drei verschiedene Strahlensetups (N = 4,8,12) Rekonstruktionen fiir alle Muster be-
rechnet, was einen Vergleich der Minimierungsverfahren erlaubt.

Nachdem diese Resultate vorgestellt wurden, beschéftigt sich Abschnitt 7.3 mit der Abhéngig-
keit des Koordinatenabstiegsverfahrens von den gewihlten Startwerten und Abschnitt 7.2 mit der
gewahlten Auflosung des Fouriergitters. Es werden sowohl die zuvor in Abschnitt 3.4 gewonne-
nen a priori Fehlerschéitzer angewandt als auch numerisch verschiedene Auflésungen der diskreten
Fouriertransformation zur Rekonstruktion getestet.

Als letztes numerisches Resultat wird in Abschnitt 7.4 die Konvergenzgeschwindigkeit des Koordi-
natenabstiegsverfahrens untersucht.

Zum Abschluss werden in Abschnitt 8 noch einmal alle theoretischen und numerischen Resultate
kurz zusammengefasst sowie ein Ausblick iiber offene Probleme und lohnenswerte Untersuchungen
gegeben.
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Abbildung 2.1: Schematisches Modell der interferierenden Laserstrahlen

2 Das mathematische Modell

Zu Beginn der theoretischen und numerischen Untersuchungen muss das Problem der Rekonstrukti-
on eines vorgegebenen Musters mittels neutraler Atomlithographie mathematisch formuliert werden.
Das bedeutet, dass ein Funktionenraum definiert werden muss, der genau die physikalisch konstru-
ierbaren Muster fx enthélt. Dieser Raum wird durch Vorwértsberechnung von Mustern identifiziert
und mit Sy bezeichnet. Der Index N gibt dabei die Anzahl der verwendeten Laserstrahlen an.
Die folgende allgemeine mathematische Modellierung der Funktion fy fiir das auf dem Substrat
abgebildete Muster wurde in [5] vorgeschlagen. Abb. 2.1 zeigt das schematische Modell des Inter-
ferenzmusters der Laserstrahlen. Die Pfeile geben die Ausbreitungsrichtung der Lichtstrahlen an,
die parallelen Linien symbolisieren die Wellenfronten. Das Gebiet © C R? stellt das Substrat dar,
iitber dem das Interferenzmuster kontrolliert werden soll. Interferieren N Laserstrahlen iiber dem
Gebiet 2, so kann eine einzelne Welle mit Index j € I := {1,..., N} als komplexwertige Funktion
yj(x,t; kj,a;,¢;) dargestellt werden. Der Funktionswert zum Zeitpunkt ¢ € [0,7] am Ort x € 2 ist
abhéngig von drei Parametern: Dem Wellenvektor k; € R?, welcher die Ausbreitungsrichtung und
Wellenléinge der Welle angibt, der Amplitude a; € R>¢ und der Phase ¢; € [0,27). Eine einzelne
Welle hat somit die Form

yj(X, t; kja aj, QD]) = aj exp(i (<k],X> + ¥i— wt))
— jexp (ifk;, x)) exp (—iwt)

mit den komplexen Koeffizienten
cj = ajexp (ip;) .

(-,-) bezeichnet hier sowie im kompletten Verlauf der Arbeit das Standardskalarprodukt des R2.

Die Frequenz w ist durch die Wahl des Lasers bestimmt, fiir alle N Strahlen gleich und daher nicht

mit den Parametern aufgelistet, von denen das Muster abhéngt. Veréindert man die Wellenlénge

A= %, so dndert sich die Struktur des Musters nicht, sondern wird nur mit dem Ursprung als

Zentrum gestreckt, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Sie stellt somit keinen Freiheitsgrad
w

zur Rekonstruktion dar und fiir die Betréige aller N Wellenvektoren gilt K = | k; | = £

c*
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Abbildung 2.2: Lage und Anordnung der Wellenvektoren k; € K definiert in (2.2)

Im Folgenden bezeichne K die Menge
K:=1{kjeSk : jeI:={1,...,N}} (2.1)

der N Wellenvektoren. S}( C R? ist ein Kreis mit Radius K € R. Die prizise Wahl der Vektoren
in K wird spéter genauer spezifiziert (siehe Abschnitt 3.1 und Bemerkung 3.2). In Abb. 2.2 ist die
Lage der Wellenvektoren aus

P 1,5 . 0,5 . -0,5 . -1,5
o 0,5)" \1,5)" 1,5)7 0,5)"
, -1,5 , -0,5 , 0,5 , 1,5Y . - 2K
-0,5)" \-1,5)" \-1,5)" \-0,5) ~ /10
im R? und deren Nummerierung fiir N = 8 exemplarisch dargestellt.

Die Uberlagerung der N Wellen ergibt sich durch Addition der einzelnen Funktionen y; und hat
somit die Form

N N
y(x,t) = Zyj(x,t) = Z cj exp (i(k;, x)) exp(—iwt) .
j=1 g=1

Setzt man nun
N

§(x) = cjexp(i(k;, x)) (2.3)

j=1
so entkoppelt y in Zeit und Ort und es ist
y(x,t) = g(x) exp(—iwt) .

Physikalisch stellt der Realteil der Funktion y das elektrische Feld dar, welches die Bahnen der
Atome beeinflusst. Somit ergibt sich eine Funktion fy fiir das auf dem Substrat abgebildete Muster



als zeitlicher Mittelwert der Intensitat durch

1

T
In(x) = —/0 (Re y(x,t))% dt =

- lg(x) >, xeQ. (2.4)

N |

Hierbei bezeichne T' = 2w—’r eine Periode der Oszillation, von der die Funktion allerdings nicht abhéngt.
Der Index von fp soll die Anzahl der verwendeten Strahlen und somit der komplexen Freiheitsgrade
des Musters illustrieren.

Die Funktion (2.4)
2

X
fn(x) = 3 Z cj exp (i<kj, x>) ) (2.5)
j=1

kann, die Kenntnis der Groflen k;, ¢; und N vorausgesetzt, leicht durch Vorwiértssimulation be-
rechnet werden. In [5] werden ein solches Simulationsprogramm und einige berechnete Muster eines
allgemeineren Strahlensetups vorgestellt.



3 Das inverse Problem

Im Folgenden sei durch f stets ein beliebiges, aber fest gewéhltes Muster bezeichnet. Das Ziel
der weiteren Untersuchungen ist, ein solches Muster f durch fx moglichst gut zu rekonstruieren.
Gesucht ist somit ein f,, fiir welches

- in llg—fllo . 3.1
Jo = arg min flg = fllo (3.1)
mit )
1 N
SN:SN(kl,...,kN) =49 = 5 chexp (i(kj, >) TG eC, , (32)
j=1

in einer noch genauer zu spezifizierenden Norm ||-||, gilt. Der durch (3.2) definierte Raum Sy enthélt
alle physikalisch realisierbaren Muster, bei vorgegebener Anzahl und Richtung der Laserstrahlen.
Dabei sind die k; € K, j € T paarweise verschieden und ebenso wie IV fest gew&hlt, d.h. vorgegebene
Groflen. Die N komplexen Koeffizienten c; sind somit die einzigen Freiheitsgrade zur Konstruktion
einer Funktion aus Sy (ki, ..., ky). Im folgenden Verlauf der Arbeit wird die Menge Sy (ki, ..., kn)
zur Abkiirzung stets mit Sy bezeichnet. Zur genaueren Untersuchung von Sy kann die Summe (2.5)
ausmultipliziert werden, was zu der Gleichung

N N
2fn(x) = Z| Cj |2 + Z <CjC_l exp (i<kj,l,X>) + kK) (3.3)
j=1 j,i=1
j<l
fithrt. Hierbei ist k;; durch k;; := k; — k; definiert und k. K. bezeichne das komplex Konjugierte
des jeweiligen Summanden. Es ist offensichtlich, dass die Vorgabe der k; das Muster wesentlich
beeinflusst. Daher wird die Menge K der Wellenvektoren im néchsten Abschnitt genauer festgelegt.

3.1 Konstruktion von Strahlensetups

Die Wahl der Anzahl N der Elemente aus K sowie deren Lage auf S% wurden bisher noch nicht
genauer spezifiziert. Der Radius des Kreises S}( ist durch den verwendeten Laserstrahl vorgegeben
und ergibt sich als Quotient K = % aus Frequenz des Lasers und der Lichtgeschwindigkeit. Es bleibt
somit noch eine sinnvolle Wahl von N und ki,...,ky.
Da die berechneten Muster periodisch sein sollen, miissen die Wellenstrahlen in rationalem Verhélt-
nis zueinander stehen. Dies ist in dem Sinne gemeint, dass alle Differenzen der Wellenvektoren die
Bedingung

kj; € rZ* fiiralle j,l €T (3.4)

und beliebiges r € R erfiillen miissen, wobei Z = {1,..., N} ist. Eine hinreichende Wahl fiir die k;
wiire somit k; € rZ?, j € Z. Dabei ist natiirlich die Bedingung | k; | = K fiir alle j € Z zwingend
zu erfiillen, was r von K abhéngig macht. Die im Folgenden vorgestellte Methode zur Konstruktion
N geeigneter Wellenvektoren zeigt, dass es moglich ist ein 7’ < r zu finden, so dass die Richtungen
die Bedingung

k;cr'7Z® jeI (3.5)
erfiillen und die daraus resultierenden Differenzen k;; = k; — ki, j,I € T der Bedingung (3.4)
geniigen. Natiirlich ist auch " = r/(K) durch die Eigenschaft | k; | = K von K abhéngig und muss
nicht notwendiger Weise kleiner als r sein.
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Im Folgenden sei eine Methode vorgestellt, mit der ein Strahlensetup generiert werden kann, wel-
ches die Bedingungen (3.4) und (3.5) erfiillt und somit die Generierung von periodischen Mustern
ermoglicht.

Im ersten Schritt muss ein R € N\ {0} gewé&hlt werden, fiir das anschlieend alle méglichen 2-Tupel
(z,y) gefunden werden miissen, deren Elemente die Bedingung

? + 9y’ =R, 0<z<y (3.6)

erfiillen, wobei auch x,y € N sind. Diese werden im Folgenden auch giltige Tupel genannt. Die
Bestimmung dieser 2-Tupel ist ein zahlentheoretisches Problem und es ist nicht fiir jede Wahl von
R garantiert, dass diese iiberhaupt existieren (z.B. R = 3). Dies schrinkt obige Wahl von R natiirlich
ein, wobei eine exakte und detaillierte Definition dieser Einschrénkung hier nicht gegeben wird, da
diese eine eingehende zahlentheoretische Untersuchung erfordert. An dieser Stelle sei einfach nur
heuristisch gefordert: Wéhle R € N\ {0} so, dass mindestens ein 2-Tupel (z,y) existiert, welches
die Bedingung (3.6) erfiillt.

Ist R eine Quadratzahl R = 22, so entspricht die Suche nach 2-Tupeln (z,y) der Bestimmung von
pythagoréischen Tripeln (z,y, z) mit gleichem z.

Die Anzahl der bestimmten 2-Tupel liefert eine Indexmenge Z(R), und die gefundenen Tupel seien
nun mit (z;,y;), j € Z(R) bezeichnet, wobei es auf die Reihenfolge nicht ankommt. Man erhélt
somit die Menge

{(zj,y;)) CZXZ : j€I(R); x?+y]2-:R; 0<z; <y} .
Die Michtigkeit #Z(R) dieser Menge bestimmt iiber die Relation
N = 8#I(R) — 4 N(Z(R))

die gesamte Anzahl der Strahlen, wobei N'(Z(R)) die Anzahl der 2-Tupel (z,y) ist, fiir die x = 0
oder z = y gilt. N kann nur die Werte 0 oder 1 annehmen. Der Faktor riihrt daher, dass mit dem
giiltigen 2-Tupel (z;,y;) die Tupel

(Wi x5), (=25, =y5), (=yjo—5), (=25,95), (25, —ys), (=¥, 25), (W =), j€I(R) (3.7
ebenfalls alle die Bedingung x? + yj2 = R erfiillen. Ist fiir ein j € Z(R) x; = 0 oder z; = y;, so
miissen vier Moglichkeiten subtrahiert werden, da —0 = 0 ist und fiir x; = y; die Tupel (z;,y;)
(yj,xj) baw. (—xj, —y;) (—yj, —z;) identisch sind (Bsp.: R = 25 = (0,5) und (3,4) sind mégliche
Tupel = #Z(R) =2 und N(Z(R)) =1 = N =12).

N ist somit auch von R abhéngig und das Problem der Wahl eines R’s, welches ein vorgegebenes
N erzeugt, ist ebenfalls von zahlentheoretischer Natur.

Nimmt man die zusétzlichen Moglichkeiten aus (3.7) mit in der Menge auf, so fiihrt dies zur Menge
aller giiltigen 2-Tupel fiir das gewéhlte R.

Es sei nun Zgi eine Indexmenge, die alle N = 8 #Z(R) — 4 N (Z(R)) Tupel durchliuft, d.h. auch
diejenigen in (3.7), wobei die Reihenfolge immer noch keine Rolle spielt. Man erhilt nun die Menge

(@) CZXT : jeIr; () + (¥)? = R}

mit N Elementen.
Weiter sei durch jedes Tupel (27, y7), j € Iy der Vektor

1o (g T 2
ki = (27,y7)" €Z

11



definiert. Die Indizes sind hier hochgestellt, um Verwechslungen zwischen den #Z(R) 2-Tupeln
(zj,y;) und den N 2-Tupeln (z7,y7) zu vermeiden, da mit Letzteren auch die weiteren Moglichkeiten
aus (3.7) gemeint sind.

Um die Indexmenge Zg zu ordnen, wird jedem Vektor k;, j € I ein Winkel o/ zugeordnet. Dies
geschieht durch die Funktion deg : SL — [0,27) mit

arccos j—% falls 27 > 0 und 3/ >0
falls 7 <0 und 37 > 0
falls 27 < 0 und yj <0

n falls 2/ >0und v/ <0,

y]
arccos = +
deg(kj) = Ve
arccos JE +

ol N

-y
arceos = +
dh. of = deg(k}) fiir alle j € Zr. Durch die grolenméfiige Ordnung der so berechneten Winkel
0< o < ... <ay <27

erhélt man eine geordnete Indexmenge 7, die alle k; in mathematisch positiver Reihenfolge durch-
lduft, d.h. man erhilt die Menge

{K; c SENZ? : jeT; degk L) < deg(k;) fiir j <1} .

Auch hier sind die Indizes der Winkel nach unten gesetzt worden, um die geéinderte Reihenfolge
zu betonen. Die Wellenvektoren sind im Folgenden, d.h. im ganzen weiteren Verlauf der Arbeit, in
dieser Weise nummeriert und angeordnet.

Der néchste Schritt dient wieder direkt der Bestimmung geeigneter Wellenvektoren k ;, wihrend der
letzte Schritt die Menge der k;- ja nur umgeordnet hat. Dazu muss die Zahl

= k — k] /R 7
G(R) = r;lgé({ ) ENZ® : jleT}

bestimmt werden. Damit konnen alle k;» mit ihrem Kehrwert skaliert, d.h. die Vektoren

definiert werden, so dass deren Differenzen immer noch ganzzahlig sind.
Somit ergeben sich fiir das gewéhlte R bei vorgegebener Frequenz w und dem daraus resultierenden
K = % die Wellenvektoren

k; = rk;-' firjeZ,

. K G(R)
mit r = VR
Fiir die so definierten k; gilt wirklich | k; | = K wie sich leicht nachrechnen lésst:
K
k| =7 \k”|_ \k'f: G(R) \k’\_—f K.

-k @ VR

Die resultierenden Differenzen erfiillen somit die Bedingung (3.4). Fiir das r’ aus dieser Gleichung
ergibt sich r’ = G(TR), d.h. alle k; erfiillen k; € 7/ Z? fiir j € Z. Somit kann die Menge

K:=1{kj€Sk : jeI:={1,...,N}}
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durch obige Vektoren definiert werden. Ein Strahlensetup, welches durch das beschriebene Verfahren
bestimmt wird, eignet sich nach Konstruktion zur Erzeugung von periodischen Mustern. In den
entsprechenden Abschnitten werden die jeweiligen Mengen K fiir die Rekonstruktion mit vier, acht
und zwolf Strahlen durch diese Methode bestimmt. Die genaue Wahl von R und alle weiteren
Schritte bis hin zur konstruierten Menge X werden an der jeweiligen Stelle genauer erldutert.

3.2 Symmetrien und lineare Abhingigkeiten

Das bisher vorgestellte mathematische Modell fiir das Muster
N
Z c; exp (i(kj, x))

J=1

DN =

In(x) =

war fiir allgemeine Wellenvektoren k € I und beliebiges N € N hergeleitet worden.

Zur Erinnerung: Die Entwicklungskoeffizienten c;, j € Z sind die einzigen Freiheitsgrade der Funk-
tion fu.

In dieser Arbeit werden allerdings Strahlensetups untersucht, welche durch die Methode aus Ab-
schnitt 3.1 generiert werden. Die so gewonnene Menge weist Symmetrien auf, welche im mathema-
tischen Modell beriticksichtigt werden miissen, was im Folgenden erldutert wird.

Zur Konstruktion von I wurde zunéchst die Menge

{(¢j,y)) CZXZ : jeI(R); 22 +y? = R}

der zuliissigen Tupel bestimmt, woraus durch die Tatsache, dass die Tupel aus (3.7) ebenfalls 22 +
y?> = R erfiillen, alle 2-Tupel bestimmt werden konnten. Zur Definition der k; wurden die daraus
definierten Vektoren k;» nur noch skaliert (und ihre Reihenfolge geéndert, was aber hier nicht relevant
ist).

Betrachtet man die Menge

wie = () () (5)-(2)- (5 () () () ==

welche alle giiltigen 2-Tupel enthélt (bzw. die damit definierten Vektoren) die sich aus dem giiltigen
Tupel (x,y) € Z x Z ergeben, so erkennt man sofort ihre Symmetrien. Die Menge besitzt als
Symmetrieachsen die x-Achse, die y-Achse sowie die beiden Winkelhalbierenden. In Abb. 3.2 ist die
Menge (1, 3) dargestellt. Der grau unterlegte Bereich ist die Teilmenge von Z x Z in der alle Tupel
liegen, welche die Bedingung 22 + y?> = R mit 0 < x < y fiir ein fest gewihltes R erfiillen, was in
Abb. 3.2 durch den Kreis angedeutet wird. Somit setzt sich X aus der Vereinigung solcher skalierten
Mengen M (x,y) zusammen:
K = U Mz, y;) -
JEL(R)

Die Elemente in K werden zwar alle mit dem gleichen Faktor 7’ skaliert und umgeordnet, was die
Symmetrie jedoch nicht beeinflusst. Hieraus folgt, dass K die gleichen vier Symmetrieachsen hat
und aufgrund dieser speziellen Wahl der k; gilt

kjvl = kj —k = k(l-l—%)(modN) B k(j—l—%)(modN) ’

13



Abbildung 3.1: Die Punkte stellen die Menge 9t(1,3) dar. Der graue Bereich kennzeichnet die
Teilmenge von Z x Z, fiir die 0 < x < y gilt. Zur Bestimmung von Z(R) werden also alle ganzzahligen
Tupel aus dieser Teilmenge bestimmt, welche auf einem Kreis mit dem Radius R liegen. Die gesamte
Menge K ergibt sich dann durch Spiegelung an den Symmetrieachsen.

was zu linearen Abhéngigkeiten der Summanden fiihrt. Beriicksichtigt man diese, so erhélt man die
Darstellung

N | N
N 5 Jty -1
2fn(x) = Z | ¢ 1>+ Z <cj7l exp (i(k;;, x)) + k. K>
j=1 j=1 1=j+1
y (3.8)
+ Z(Ej exp (i(kj’(jJr%),X}) + k.K.) ,
j=1
mit
¢j = CjCiy N und Cjl 7= €O €N (mod N) €Y (mod N) - (3.9)

Die Rekonstruktion der Koeffizienten ¢; aus (3.8) unter diesen Bedingungen (3.9) fithrt zu einem
inversen Problem, welches einen wesentlichen Teil des Gesamtproblems darstellt.

Bemerkung 3.1

Fiir die Indizes (j + &) (mod N) der Vektoren k und Koeffizienten c ist zu beachten, dass sich im
Falle j = & der Index (§ + &) (mod N) = 0 ergibt. Daher sei fiir die gesamte Arbeit in einer
solchen Situation kg := ky und ¢y := ¢y definiert.

Die spezielle Lage k;; € rZ? der Differenzen impliziert fiir die Funktion fy eine Periode q := 27”,

was eine Formulierung dieses inversen Problems iiber die diskrete Fourieranalyse ermoglicht. Es soll
nun der diskrete Fourierraum kurz als Ansatzraum motiviert werden.

14



3.3 Die diskrete Fouriertransformation

Der durch die Problemstellung (3.1) natiirlicherweise gegebene Ansatzraum ist der Raum Sy, wel-
cher ausschliefllich von Exponentialfunktionen aufgespannt wird.

Dieser Raum hat die schone Eigenschaft, dass sich die kontinuierliche Fouriertransformation von
Elementen aus Sy sehr einfach berechnen ldsst, da sie lediglich eine Linearkombination von Dirac
6-Distributionen ist. Damit hat auch die zweidimensionale kontinuierliche Fouriertransformation
Flfn] (vel. (3.20)) des Musters fy € Sy die einfache Gestalt

% J+%71
2F Z e 7 600+ (e0 9(k = ko) + &1 d(k+ k)
J=1 l=j+1
y ! (3.10)
+Z( Sk~ )+ (k+k; )))
j=1

Zur weiteren numerischen Behandlung des Problems muss nun die kontinuierliche durch die dis-
krete Fouriertransformation approximiert werden.

Diese bisher beschriebene Motivation des diskreten Fourierraumes als Ansatzraum wurde auch schon
in [5] erldutert, soll an dieser Stelle allerdings noch etwas vertieft werden. Dazu wird verdeutlicht,
dass auch die diskrete Fouriertransformation von Funktionen aus Sy, speziell von fy € Sy, Eigen-
schaften aufweist, welche der Form (3.10) entsprechen.

Zur Vereinfachung betrachten wir dazu zunéchst die univariate Situation, welche dann auf den
zweidimensionalen Fall iibertragen wird. Die eindimensionale diskrete Fouriertransformation
einer g-periodischen Funktion g : R — C mit Gittergrofe L := 27 ist gegeben durch

1 « 27i
=7 Z g(zj)exp <_Tk]> . (3.11)
=0

Dabei wird in der Summe die Funktion g an den L &quidistanten Stiitzstellen x; := [Az mit der
Schrittweite Az := 4 ausgewertet.
Betrachtet man nun fiir £ € Z eine Funktion der Form

gr(x) :=dexp (irkx) ,

welche die Struktur eines Summanden aus (3.8) fiir den eindimensionalen Fall besitzt, da rk hier die

Rolle eines eindimensionalen Wellenvektors aus r Z spielt, so erhélt man mit d € C, 5,1 € [0, L—1|NZ

und der erkennbaren Periode ¢ = 27” von g zunéchst

27
gr(xj) = d exp <—/<:]>

und damit fiir die Fouriertransformierte

Lzzl (233 l)) = d by -

7=0
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Diese Eigenschaft der diskreten Fouriertransformation iibertriagt sich auf den zweidimensionalen
Fall g : R? — C durch einen einfachen Tensorproduktansatz. Die zweidimensionale Fouriertransfor-
mation ist gegeben durch

L-1 .
1) = 7z Y st (-2 .07 (3.12)

mit x;; 1= Az (‘Z) Definiert man nun die Menge der Differenzen aller N Wellenvektoren

Kq:= {k]”l:kj—kl : kj,kl eX; j,lzl,...,N} R (313)

so ergibt sich aufgrund der Linearitéit der diskreten Fouriertransformation fiir das Muster (3.8),

dass fiir gegebene Wellenvektoren k; € K nach der diskreten Fouriertransformation f]\\/(r_lk) #0
nur fiir die resultierenden Differenzen k € K4 gilt und speziell an diesen Stellen die Werte

(

Cj falls kj; € Kgund | — j = %
¢j falls kj; € Kgund j — 1 = %
= ; falls k;; € K d (j,1) € D
NGRS ER N alls by € kg und (5,1) € (3.14)
Cjl falls k;; € g und (I, j) € D
S¥ale [P falls kjy € Kgund j =1
0 sonst

\

angenommen werden, wobei

N.
° 2’

N
D::{(j,l):jzl,.. l:j+1,...,j+——1}

2
die Indexmenge der Doppelsumme aus (3.8) ist. Diese Eigenschaft (3.14) entspricht somit der spe-
ziellen Form (3.10) der kontinuierlichen Fouriertransformation von fy.

Bemerkung 3.2

Die diskrete Fouriertransformierte des Musters fy ist also nur an den skalierten Stellen r_lkj,l €
7~ 4 von 0 verschieden und liefert dort die Koeffizienten der Summanden in (3.8). Abb. 3.2 zeigt
die Menge K4, welche sich aus der Wahl der Menge K geméfl (2.2) ergibt. Die Wellenvektoren k; in
(2.1) werden in Abschnitt 3.1 gerade so gewdhlt, dass Kq eine Teilmenge von rZ? ist. Diese Wahl
macht die in [5] (Abschnitt 4.2) beschriebene approximative Bestimmung der Fourierkoeffizienten
auf dem Gitter iiberfliissig. Die Menge Kq ist fiir festes N nicht notwendiger Weise eindeutig.

Somit ergibt sich folgende Aufgabe:

Aufgabe 3.3
Berechne die Koeffizienten c;; und ¢; aus (3.8) durch Auswerten der diskreten Fouriertransformier-

ten fdes Musters f an den Stellen r_lkj,l er 1Ky

16



Y

Abbildung 3.2: Die Menge K4 C Z2; #K4 = 33 fiir K gemif (2.2)

Definition 3.4
Fiir eine Funktion g : R?> — C sei die Seminorm

L—1 .
2 . J 2
19l = | 3 Lot Pt x50 (]) €2

J,1=0
durch punktweise Auswertung definiert.

Bemerkung 3.5
Fiir die zweidimensionale diskrete Fouriertransformation (3.12) und die inverse diskrete Fourier-
transformation g : R? — C , welche mit W= (5,1)T € 7? durch

L—1 .
N 271
g(x) = Z g(wj) exp <T<X’Wj’l>> (3.15)
3,1=0
definiert ist, gilt die Relation
9z, = lolaqosy = L Gl -

Speziell folgt fiir fn geméB (3.3), dass sich ihre Lo-Norm einfach durch

— 2
Ivle, = L | 0 | Fvtr k)

kj1€Kq

berechnen lédsst.

Bemerkung 3.6
Man beachte, dass die diskrete Fouriertransformierte eines beliebigen Musters f ¢ Sy im Allgemei-
nen auch auf 72\ r K4 von 0 verschieden ist. Dies fiihrt bei einer Approximation einer beliebigen
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Funktion f zunéchst durch Elemente g € S; in der Norm |||, :== ||~ ||¢, zu einem unvermeidlichen
Approximationsfehler

~

Eappmx = giéléfd f—-g 0 (3-16)
mit
Sqg:=49 : g(x) = Z Cjil exp(i<x,kj7l>); cjieCyp . (3.17)
k; €K,

Hierbei unterstreicht der Index die Abhéngigkeit von K4. Die Anzahl der Elemente in Ky bestimmt
die Anzahl der Freiheitsgrade von Objekten in Sg.

Bemerkung 3.7

Der Raum Sy wird von den gleichen Funktionen aufgespannt wie Sy . Allerdings ist der bedeutende
Unterschied zwischen diesen beiden Rdumen der, dass die komplexen Entwicklungskoeffizienten in Sy
beliebig sind und der Raum somit linear ist, wéihrend die in Sy den Bedingungen (3.9) unterliegen,
was die Linearitidt des Raumes zerstort. Es ist Sy C Sy, denn fiir jedes g € Sy gilt

N

1
g(x)= > €€ exXp (i(kji,x)) €S,
j,1=1

da ic;e € C fiir j,l =1,...,N. (vgl. (3.3) (3.13) (3.17) )
Eine Approximation aus Sy kann also hochstens so gut sein wie die aus Sy.

Der Fehler E,pprox ist im Allgemeinen vom Muster f und der Wahl der k; sowie ihrer Anzahl N
abhéngig. Eine geeignete Wahl der Wellenvektoren triagt somit wesentlich zur Qualitdt der Rekon-
struktion bei.

Zusétzlich macht man bei beliebigen Mustern auch durch das Ersetzen der kontinuierlichen durch die
diskrete Fouriertransformation einen Approximationsfehler, welcher von der Auflésung der diskreten
Fouriertransformation abhéngt. Dies wird in Abschnitt 3.4 genauer untersucht.

Fiir ein beliebiges f ¢ Sy sei iiber die diskrete Fouriertransformation von f die Funktion

fa(x) == Z f(r_lkjyl) exp(i(x,kj,ﬁ) €S, (3.18)

kjyleICd

definiert (vgl. Aufgabe 3.3) und man kann leicht nachrechnen, dass

H ]/l.\_ .]/C;l HZ = Eapprox (319)
2

gilt und somit der minimale Fehler erreicht wird. Die beste Approximation f; aus S; an f kann also
direkt aus der diskreten Fouriertransformation von f berechnet werden.

Bemerkung 3.8
Sq bzw. fq ist nur von K4 und somit von der Wahl von K abhéngig. Eqpprox kann also direkt durch
die Wahl der verwendeten Strahlen verbessert werden.
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3.4 Approximationseigenschaften der diskreten Fouriertransformation

Zu einer Funktion g : R™ — R mit n € N wird in dieser Arbeit die diskrete Fouriertransformation
mit g bezeichnet. Zusétzlich soll nun mit F[g|] ein Symbol fiir die kontinuierliche Fouriertrans-
formation der Funktion ¢ eingefiihrt werden wie es schon zuvor verwendet wurde und welche fiir

x,k € R", n € N durch

Flglk) = /g(x) exp (—i(k,x)) dx (3.20)
R?’L

definiert ist.

Wie in Abschnitt 3.3 und [5] erldutert wird, muss bei numerischen Rechnungen F[g| durch g appro-
ximiert werden, was auch zur Loésung des hier gegebenen Problems getan wird und zum diskreten
Fourierraum als Ansatzraum fiihrt. Die Giite dieser Approximation soll in diesem Abschnitt unter-
sucht werden.

Dazu wird im Folgenden kurz die Interpretation der diskreten Fouriertransformation als (kontinuier-
liche) Tranformierte einer diskreten Approximation von g erldutert, wie sie in [9] beschrieben wird.
Weiter wird in diesem Kontext eine Abschitzung der Approximationsgiite der diskreten Fourier-
transformation an die (kontinuierliche) Fouriertransformation gegeben. Diese Betrachtungen werden
in [9] fir stetige stiickweise glatte Funktionen g : R — R gemacht und hier auf den fiir die Problem-
stellung in dieser Arbeit benétigten Fall von Funktionen g : R? — R ausgeweitet.

Zunéchst sollen einige Konventionen und Begriffe festgelegt werden. L bezeichne in diesem Abschnitt
lediglich eine positive ganze Zahl. Man betrachtet nun eine stetige, stiickweise glatte Funktion g
iiber einem reellen Intervall.

Stiickweise glatt bedeutet, dass das Gebiet, iiber dem die Funktion definiert ist, in (disjunkte)
Teilgebiete zerlegt werden kann, in denen sie mindestens einmal stetig differenzierbar ist.

Ein reguldres sampling der Ordnung L besteht nun aus zwei geordneten Mengen von L Zahlen. Die
erste ist die Menge der Punkte

{zo, ... xp-1}
mit
xj = jAx flir j=0,....,L—1

und der festen Schrittweite Az. Das kleinste Intervall € := [0,q), mit ¢ := LAx, welches diese
Punkte enthélt, heifit minimales Fenster. Die zweite geordnete Menge besteht aus den zur Menge
{zg,...,zp_1} zugehorigen Funktionswerten

{907"'7911—1}
mit
gj = g(xj) fiir j=0,....,L—1.

Damit ist zur Funktion ¢g : R — R eine diskrete Approximation gegeben durch eine Linearkombina-
tion von Dirac-Distributionen

L1
gla) = Y g; e — ;) (3.21)
=0
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mit g; := g;Az, wenn g aulerhalb des minimalen Fensters durch 0 fortgesetzt wird oder man wahlt
eine periodische Fortsetzung mit der Periode ¢ und erhalt

@) = > G o —ay) (3.22)

j=—o00
mit g1z = gj-
Eine dieser Approximationen wird verwendet, wenn die Funktion g nur an den Stellen {xq,...,z5—1}
bekannt ist, d.h. die Funktionswerte {go, ..., gr—1} gegeben sind. Diese Situation ist bei numerischen

Rechnungen natiirlich immer gegeben. Die Wahl der Approximation ist sinnvoll, da die Fouriertrans-
formationen der §-Funktionen einfach zu berechnen sind und das Integral von g durch das Integral
von g approximiert werden kann, was im Folgenden erldutert wird und eine Fehlerschitzung liefert.
Wir betrachten nun also die Fouriertransformierte einer periodischen diskreten Approximation, d.h.
die Funktion

Flgllk) = %/g(m)exp(—ikx) dz .
R

Da g periodisch ist, gilt dies auch fiir F[g] mit der Schrittweite Ak = % und die Transformierte
hat die Form

[e.e]

Flglk) = Y G0) ok — IAK)

l=—

mit g(I+ LZ) = g(I). Nach weiterer Rechnung (siche Anhang) erhélt man fiir die Koeffizienten, dass
diese durch die Summen

13 2
g(l) = 7 Z gj exp <—Tﬂ> (3.23)
7=0
fir { =0,...,L — 1 und umgekehrt die urspriinglichen Funktionswerte durch
= 2mi
9j = Z@(l) exp <le> (3.24)
=0
fiir  =0,...,L — 1 berechnet werden. Hier findet sich die Definition der diskreten Fouriertransfor-

mation aus Abschnitt 3.3 wieder, was die Wahl der Bezeichnung g rechtfertigt.
Wir betrachten nun ganz allgemein den Fehler, welchen man macht, wenn man anstatt des Integrals

/h(x) dz

Q

die Riemannsche Summe L
Z h(zj) Ax
=0

berechnet. Dabei sei h eine reellwertige, stetige und stiickweise glatte Funktion iiber 2. Weiter
existiere eine positive Konstante M, so dass

|h'(m) | <M
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Steigung M

Steigung h'(z;) VA
[Ax

Ax

Ax

‘ZL'O Iy ) T3 Ty Iy Te Zj Tj41

Abbildung 3.3: Links ist der Unterschied zwischen der Fliche unter dem Graphen der Funktion h und
der Riemannschen Summe grau dargestellt. In der rechten Skizze ist ein Teilintervall dargestellt, in dem die
Fliache zwischen Graphen und Summe durch ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten der Linge Ax und
M Az iiberdeckt werden kann. Die Hohe M Ax ergibt sich daraus, dass die Steigung von h niemals grofler als
M wird und h somit unter der Geraden durch h(z;) mit Steigung M liegt.

fiir alle  aus den jeweiligen Teilintervallen von € ist, in denen die Funktion h differenzierbar ist.
Geometrisch kann man obiges Integral als Fldche unter dem Graphen von h in 2 interpretieren,
wéhrend die Riemannsche Summe als Gesamtfliche von Rechtecken mit Breiten Az und Hoéhen g;
fir j =0,...,L — 1 aufgefasst werden kann.

Der Unterschied zwischen diesen beiden Fléchen ist der Fehler, welcher beim Ersetzen des Integrals
durch die Riemannsche Summe begangen wird und auf der linken Seite von Abb. 3.3 grau dargestellt
ist. Dieser soll nun abgeschétzt werden. Dazu betrachtet man jedes der L Teilintervalle [z ;, x;11) fiir
7 =0,...,L — 1 separat und erkennt, dass jedes , Teilgebiet des Fehlers“ durch ein rechtwinkliges
Dreieck mit Katheten der Linge Axz und M Ax iiberdeckt werden kann und somit kleiner oder
gleich $M(Az)? ist. Dies ist auf der rechten Seite von Abb. 3.3 illustriert. Ist h := hy +iho nun
eine komplexwertige Funktion, deren Ableitung durch A’ := h) + ih} definiert ist, so gilt obige
Fehlerschranke jeweils fiir den Real- und den Imaginérteil separat. Beriicksichtigt man die Definition
des Betrages einer komplexen Zahl | a + ib | := v/a2 4 b2, so erhilt man den zusitzlichen Faktor v/2
und insgesamt die Abschéitzung

L—1
/ B de — 3 h(jAnAz | < %ﬂLM(Ax)Z. (3.25)
Q 7=0

Betrachtet man nun wieder die diskrete Approximation

glo) = Y bz —x))

j=—o0

mit g; = g(z;)Axz, so kann man das Integral iiber das Produkt g¢ bzw. g¢ mit einer beliebigen,
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stetigen, stiickweise glatten Funktion ¢ berechnen. Fiir Letzteres ergibt sich dann

/ﬁ(m) o(x) dx :/ Z gj 0(x — x;) ¢(z) dx
Q Q J=—o°
= > glede [ 8- 2 ofe)da (3.20
L—1 ’
=D 9(zj)Az ¢(x;)
=0

da [d(x — ;) p(x)de =0 fiir j <O und j > L ist.
Damit kann obige Abschétzung (3.25), gemeinsam mit der Produktregel fiir die Ableitung, auf die
Funktion h = g¢ angewendet werden und man erhilt

[o@) ota)do— [5@) ote)de | < 3VEL@D? (|9l N0l + Dol [9],.) - (320)

Q Q

mit der iiblichen Definition der Supremumsnorm
9l = N9l @ = eSSﬂsup\g! - (3.28)

Anschaulich ist die Norm der nur stiickweise differenzierbaren Funktion so zu verstehen, dass das Su-
premum iiber die , glatten Teilgebiete“ gebildet und anschlieBend das Maximum iiber diese Suprema
gewahlt wird.

Um die gewonnenen Fehlerschétzungen nun auf die Fouriertransformation einer allgemeinen Funk-
tion g anwenden zu kdnnen, muss man beriicksichtigen, dass obige Fehlerschitzungen auf der In-
tegration iiber €2 beruhen, wihrend bei der kontinuierlichen Fouriertransformation iiber ganz R
integriert wird. Die folgenden Uberlegungen zeigen allerdings, dass diese Abschiitzungen trotzdem
sinnvoll sind.

Fiir eine g-periodische Funktion g und z € Z gilt g(x) = g(zq + =) und damit

Flgl) = % (@) exp(—ika) do
z2q+q
= exp (—ikx) dx
w5 [ e

= % > /g(zq +y) exp (—ik(zq +y)) dy
Z€ZLY,
1 q
— 5= 3 [ olo) exp(~ikzg)exp (iky) dy
ZEZO
q

= % Z c(k,z)/g(y) exp (—iky) dy

zZ€Z 0
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mit c(k,z) := exp (—ikzq). Obige Fehlerschitzungen gelten somit fiir jeden Summanden, wobei
jeweils der Faktor c(k, z) zusétzlich beriicksichtigt werden muss.

Daher wird im Folgenden immer nur eine Abschétzung iiber eine Periode ¢ betrachtet und man
erhélt als endgiiltiges Resultat fiir die Einschréankungen der kontinuierlichen Fouriertransformation

1 .
Flglk), = 5 | 9(@) exp (~ikz) dz
Q
und der diskreten Fouriertransformation
- 1 ~ .
Flglk), = 5 | 9(z) exp (~ike) dz
Q

in der Integration von R auf Q die Abschétzung mit ¢(z) := 5= exp (—ikx):

Satz 3.9
Fiir die Finschréankungen der kontinuierlichen und diskreten Fouriertransformation einer q-periodischen
Funktion g auf eine Periode ¢ = LAx gilt an den Stellen k € N AkNQ mit Ak = 27” die Abschétzung

| Flo) b~ FLa) R | < 5v2 (9], + gl ) oo (A2

1
= V2 (91l + Klllgll,.. ) o=Aa

(3.29)

Fiir festes k und Ax — 0 geht dieser Fehler von der Ordnung 1 gegen Null, was auch zu erwarten
ist. Damit wird die Approximation der diskreten an die kontinuierliche Fouriertransformation bei
hoherer Auflosung besser.

Dieses Resultat aus [9] soll nun auf den hier benétigten Fall, d.h. fiir Funktionen g : R? — R
ausgeweitet werden.
Dazu beginnt man analog zum eindimensionalen Fall mit einer Menge von Funktionswerten

{9, : z€ T}

an den (LgL,) Stellen

_ J(iAz 2 . . 17— _
T = {(my>eR =0, Ly—1;1=0,....L, 1}.

Dabei sind Az und Ay die Schrittweiten sowie L, und L, deren Anzahl in z- bzw. y-Richtung. Das
Gebiet, welches nun betrachtet wird, ist das Rechteck

Q = [0,L,Az) x [0,L,Ay) CR?.

Die Funktion g : R? — R sei wiederum stetig, stiickweise glatt und wir nehmen nun direkt an, dass
g(x) =0 fiir x ¢ 2 ist.
Zu dieser Funktion erhélt man dann eine diskrete Approximation durch die Definition von

g(x) = Zﬁz d(x —2z)

zel
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und den Koeffizienten g, := g,AzAy.

Ruft man sich nun den eindimensionalen Fall ins Gedé&chtnis zuriick, so ergab sich die diskrete
Fouriertransformation aus der (kontinuierlichen) Transformation F[g]| dieser Approximation und
man erhélt damit die Darstellung

FIT100 = gz [ ) exp (i) dx

R2

= Yl [ k=) e (iflex) dx
z€T R2

= Z 9(z)AxAy ﬁ exp (—i(k, z)) .
zel

Betrachtet man nun wieder das Produkt h(x) := g(x)exp (—i(k,x)), so ergibt sich der Fehler,
welchen man durch die diskrete Fouriertransformation im Vergleich zur kontinuierlichen Fourier-
transformation begeht als der Fehler, welcher durch Ersetzen des Integrals

/ h(x) dx

Q

durch die Riemannsche Summe

Z h(z)AzAy

ze€l

entsteht. Dazu sei h zunéchst wieder eine reellwertige Funktion. Diese Differenz kann nun, analog
zum eindimensionalen Fall, graphisch abgeschétzt werden, da sie als Volumen zwischen dem Graphen
von g und dem Graphen der Treppenfunktion

Z 9z XQ,

zel

interpretiert werden kann. yq, ist die charakteristische Funktion iiber dem Rechteck

Q= [ () () + A ) x [ (& (2) (2 () +Ay) (3.30)

mit den Seitenlingen Az bzw. Ay und dem Punkt z € R? als linke untere Ecke. Damit hat das
Gebiet die Zerlegung Q = J, o7 Q.

Betrachtet man nun das ,,Fehlervolumen“ iiber jedem Teilgebiet §2, separat, so lisst sich dieses nach
oben abschétzen durch das Volumen des Wiirfels mit der Grundflache 2, und der Hohe

Ah = VRl V(Az)* + (Ay)?.
Das Supremum in der Definition der Norm

IVh| . = HVhHLOO(Q) = essﬂsup] Vh|

ist hier grob gesprochen zunéchst iiber den Teilgebieten zu bilden, in denen h differenzierbar ist.
Anschlieffend wird das Maximum iiber die Suprema als Norm des Gradienten von h iiber dem ganzen
Gebiet definiert.
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h(z)

YV

Abbildung 3.4: In dieser Abbildung ist der Wiirfel skizziert, durch welchen sich das ,, Fehlervolumen® iiber
einem Teilgebiet abschétzen lésst. Dieses Teilgebiet €2, ist hellgrau, der Graph von h mittelgrau dargestellt.
Das dunkelgrau gekennzeichnete Volumen ist das der Pyramide, welches zur Verschirfung der Abschéitzung
abgezogen werden kann. Die von (z, h(z)) € R? ausgehende Diagonale des Wiirfels hat die Steigung [|[VA/[, .

Die GréBe Ah ergibt sich als maximale Verinderung einer Geraden durch (z, h(z))? € R? mit der
Steigung [|[Vh|;_ iiber dem Gebiet 2. Somit liegt der Graph der Funktion h in €2, unter dem
Kegel, welcher durch Rotation dieser Geraden um die z-Achse entsteht auf der die Funktionswerte
aufgetragen werden. Somit kann zur Verschéirfung der Abschiitzung des Fehlers das Schnittvolumen
des nach oben gedffneten Kegels mit der Spitze (z, h(z))” und dem Wiirfel ausgeschnitten werden.
Um die Rechnung zu vereinfachen wird stattdessen das Volumen der Pyramide mit Grundfiéche €2,
und Hohe Ah abgezogen, was eine unwesentliche Verschlechterung der Abschétzung zur Folge hat.
Die hier beschriebenen Flachen und Volumina sind in Abb. 3.4 skizziert.

Damit léasst sich das ,,Fehlervolumen®“ V' zwischen den beiden Graphen iiber dem Teilgebiet 2,
insgesamt durch

V = VWﬁrfel - VPyramide

= %AmAyAh

2
= 3 IVl Away /(Ao + (By)?

nach oben abschétzen. Man erhilt somit fiir das gesamte Gebiet 2 durch Summation iiber alle
Teilgebiete 2, z € Z die Abschétzung

/ hx) dx — 3 h(z)Azdy | < ngLy VA, ArAy VAZET (Bp?.  (331)

O zel

Erinnert man sich nun, dass h = g¢ war und wendet die Produktregel an, so erhélt man mit
d(x) = ﬁ exp (—i(k,x)) auch fiir den zweidimensionalen Fall eine Fehlerschétzung.
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Satz 3.10
Fiir die Einschréinkungen der (kontinuierlichen) Fouriertransformation F|g| und der diskreten Fou-
riertransformation F[g| auf das Gebiet 2 = [0, L, Ax) x [0, L,Ay) gilt an den Stellen

7N N o i
ke{(lAky>eR £ j=0,...,Ly—1;1=0,...,L, 1}'

mit den Schrittweiten Ak, := 2 und Ak, = T, A die Abschétzung

| FlolM, — FIFI0, | < 2V3 2220 axay [|(3)

|, (¥l + 1% lgl.,.)
\f ‘ (3.32)

I

die euklidische Norm des Vektors und mit | 2 | der Flécheninhalt des Gebietes bezeichnet.

Es wurde auch hier die Fehlerschranke, welche fiir reellwertige Funktionen h gefunden wurde, auf
Real- und Imaginirteil angewendet, woraus der Faktor /2 resultiert. Auch dieser Fehler geht fiir
festes k und Az, Ay — 0 von der Ordnung 1 gegen Null, was zu erwarten ist.

G, U9l + 1 gl ..) -

Dabel sei mit

‘ =V (Ar)? + (Ay)?

Alle bisherigen Uberlegungen dieses Abschnitts haben die Stetigkeit der Funktion g vorausgesetzt.
In Abschnitt 7 werden allerdings Muster rekonstruiert, welche nicht durch eine stetige Funktion zu
beschreiben sind. Die dort untersuchten Funktionen f : Q — {0, 1} nehmen lediglich die Werte Null
und Eins an und haben insbesondere die Form

f(X) = XQM(X) ) (3'33)

oder
f(X) =1 - xau (X) = XO\Qu (X) )

wenn Oy C Q das zu rekonstruierende Muster ist. Man kann sich somit 0.B.d.A. auf die erste
Darstellung (3.33) der Funktion f einschrinken. Diese ist in 2 nicht stetig und die bisher gewonnenen
Abschéitzungen konnen hier nicht angewandt werden.

Es sollen daher, analog zur bisherigen Vorgehensweise, auch Fehlerschitzungen fiir die diskrete
Fouriertransformation, speziell dieser charakteristischen Funktionen, hergeleitet werden. Dazu wird
nun wieder graphisch abgeschétzt, welchen Fehler man begeht, wenn man mit einer stetigen Funktion

¢ und h(x) := xq,,(x)¢(x) das Integral

[ reax = [ xayGomax = [ o dx
durch die Riemannsche Summe

Zh(z)AxAy = ZXQM z)AzAy = Z o(z)AzAy

zel z€T zel
ZEQ]M
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Abbildung 3.5: Die Abbildung zeigt die unstetige Funktion h(z) := xq,, (z)¢(x) und den Fehler welchen
man begeht, wenn das Integral {iber 2 durch eine Riemannsche Summe ersetzt wird. Dieser ist graphisch

durch die graue Fliache dargestellt. Die Punkte sind die Stellen an denen ¢ in der Riemannschen Summe
ausgewertet wird. Fiir die inneren Teilgebiete kann obige Abschétzung (3.25) durch Dreiecke verwendet
werden. Die Fehleranteile iiber Teilgebieten, die den Rand I' des Gebietes 2, enthalten, kénnen jeweils
durch ein Rechteck der Hohe |¢[|, und Breite Az iiberdeckt werden.

ersetzt.

In Abb. 3.5 ist der eindimensionale Fall €, C Q C R skizziert, wobei dann in der Riemannschen
Summe Ay und L, natiirlich durch Eins zu ersetzen sind.

Fiir diejenigen Teilgebiete (,, die vollstindig in £ enthalten sind, kann man obige Abschéitzungen
(3.25) bzw. (3.31) fiir ¢ anwenden. Die Teilgebiete €2,, welche nichtleeren Schnitt mit dem Rand I’
von 23 haben, erfordern eine etwas genauere Betrachtung. Der Fehler iiber diesen Gebieten kann
allerdings auch relativ einfach durch ||¢||, Az im eindimensionalen bzw. ||¢|;_ AzAy im zweidi-
mensionalen Fall nach oben abgeschétzt werden. Um den gesamten Fehler behandeln zu kénnen,
muss man also diese beiden Fille unterscheiden und definiert zunéchst die Menge aller Eckpunkte
der Rechtecke €2, welche vollstindig in 2y liegen

Tay = {z€7T : Q,CQu}
und die Eckpunkte der Teilgebiete, deren Inneres €2, nichtleeren Schnitt mit dem Rand I' haben:

Tp = {ZEI : 5zmr7&@}.

Zq,, und Zr sind disjunkt und die Menge Zx enthalte nun alle restlichen Punkte aus Z, d.h. sie ist
die Komplementmenge
Ik = I\ (IQM ﬂZF) .

Weiter ergibt sich mit diesen Definitionen, dass die Mengen

UQZCQMC U Q,

z€lq,, z€(Zq,,UIr)
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Abbildung 3.6: Hier ist die Unterteilung des Gebietes (2 in die Teilgebiete {2, dargestellt. Exemplarisch wurde
ein Gebiet ), gewihlt, welches dem Muster f in Abb. 7.2 entspricht. Die dunkle Linie ist der Rand I" von
Q. Die hellgrauen Rechtecke sind diejenigen mit den linken unteren Eckpunkten in Zg,,, die dunkelgrauen
in Zp. Somit sind die Ecken der weiflen Teilgebiete in der Menge Zx enthalten.

geschachtelt sind. Bezeichnet man nun die Anzahl der Elemente in den jeweiligen Eckpunktmengen
mit Lq,, := #ZIq,,, Lt := #1r und Li := #TIk, so gilt
L.L, = Lqg,, + Lr + Lk . (3.34)

Diese Definitionen wurden nur fiir den zweidimensionalen Fall gemacht, sind aber direkt auf die
univariate Situation iibertragbar, wenn man anstatt den linken unteren Ecken von Rechtecken die
linken Randpunkte x; von Intervallen [x;,x;41) verwendet, was dann zu

L = Lq, + Lt + Lk

fiihrt.
Mit diesen Bezeichnungen kann man nun den gesamten Fehler abschétzen, wenn man sich erinnert,
dass fiir den ersten, eindimensionalen Fall ¢(z) := 5= exp (—ikz) zu wihlen war und Lq,, < L ist.

Korollar 3.11

Fiir die Einschridnkungen der kontinuierlichen und diskreten Fouriertransformation einer g-periodischen
Funktion der speziellen Form g = xq,, auf eine Periode ¢ = LAx gilt an den Stellen k € NAE N
mit Ak = 27” die Abschétzung

~ 1
‘3 [9](k), — FlLgl(k), ‘ < 5\/§LQM H<75IHL (Az)* + Lr ol Az

1 Lq,, 9 Lr

- - M - 3.35
2\/5 5 | k| (Az)* + QTI_A%' (3.35)
1 q Lr

< 29 L = )
2\/52 |k|Am—|—27TAm

In zwei Dimensionen ergibt sich mit der Wahl ¢(x) := ﬁ exp (—i(k,x)) und wegen Lq,, < L,L,
das entsprechende Resultat:
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Korollar 3.12

Fiir die Einschriankungen der (kontinuierlichen) Fouriertransformation F|g | und der diskreten Fou-
riertransformation F[g| auf das Gebiet Q = [0, L,Ax) x [0, L,Ay) gilt fiir Funktionen der Gestalt
g = Xq,,an den Stellen

JARN e o i
ke{(lAky>eR £ j=0,...,L,—1;1=0,...,L, 1}'

mit den Schrittweiten Ak, := % und Ak, = % die Abschétzung

| Lol — 0y, | < V3 Lay V6], Ardy ||(32)

|+ Lr [l Ay

- g s |G, graes o
Q . L
< 32 o 1K), + Gy

Damit gehen die ersten Summanden in beiden Dimensionen bei festem & bzw. k fiir wachsende L, L,
und L, von der Ordnung 1 gegen Null. Obwohl auch Ly durch L bzw. (L,L,) beschrénkt ist, wird
dies fiir die zweiten Summanden nicht direkt klar, sondern erfordert eine weitere Argumentation,
welche nur fiir 2D geliefert wird und sich dann auf die eindimensionale Situation {ibertragen lésst.
Dazu seien mit | Q |, | Qa7 | und | Q \ Qa7 | die Flichen der jeweilige Gebiete bezeichnet, d.h. es ist
zunédchst mit (3.34)

| Q| = LyL, Az Ay

= (LQM + Lr+ Lg ) AzAy
= Lo, AxAy + LrAz Ay + LxAz Ay .

Betrachtet man nun den Grenzwert L, L, — oo und beriicksichtigt, dass | Q | = | Qar |+| Q\ Qs |
ist, so erkennt man die Tatsache, dass
| Q| = Lg,, Az Ay + LrAz Ay + LgAz Ay .
—_— Y Y
= Qn | -0 — [ \Qu |
Somit geht auch der gesamte Fehler in (3.36) fiir die nichtstetige Funktion f(x) = xq,,(x) bei
festem k und wachsenden L, L, von der Ordnung 1 gegen Null wie man bei hoherer Auflésung der

diskreten Fouriertransformation erwartet. Das gleiche Resultat gilt auch fiir den eindimensionalen

Fall (3.35).
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4 Die Rekonstruktion der Koeffizienten

Nach diesen approximationstheoretischen Untersuchungen soll nun das Augenmerk wieder auf die
Rekonstruktion der Muster gerichtet werden. Sei im Folgenden f stets ein beliebiges fest gew&hl-
tes Muster. Weiter sei durch fy die in (3.18) bestimmte beste Approximation aus Sy an dieses f
bezeichnet. Dieser lineare Raum war durch

Si:=49 : g9x) = Z Cjl exp(i(x, kj,l>)§ cji €C
k; €K,
definiert. Auflerdem wurde in (3.2) der nichtlineare Teilraum

2

N
1 .
Sy :=Rg = 3 z;cjexp(l(kj,-» 1 eChrCSy
]:
definiert, welcher alle physikalisch realisierbaren Muster enthélt.

In Abschnitt 3.3 wurde gezeigt, dass die diskrete Fouriertransformation einer Funktion g € Sy eine
besonders einfache Gestalt hat: Ihre Fourierkoeffizienten an den Stellen rilk“ € r~'IC; berechnen
sich direkt aus den Entwicklungskoeffizienten c¢; € C, j € Z der Funktion g, wobei dort die linearen
Abhéngigkeiten (3.9)

Cj = Cjcj—l—% und Cjl = ¢io+ c(l-l—%) (mod N) c(j-l—%)(modN)

beriicksichtigt werden miissen. An allen anderen Stellen verschwinden die Fourierkoeffizienten.

Bei der Formulierung des Problems (3.1) wurde bisher noch keine Norm spezifiziert, sondern zu-
néchst einfach ein f, € Sy gesucht, fiir das

19— llo

minimiert wird. Die ,schonen® Eigenschaften der Funktionen g € Sy beziiglich der diskreten Fou-
riertransformation kénnen durch eine Wahl der Seminorm

-l =1~ e
unmittelbar ausgenutzt werden. Zun#chst ergibt sich damit das folgende Lemma:

Lemma 4.1
Sei f beliebig und fest, f; die beste Approximation aus Sg an f wie in (3.18) definiert. Dann gilt

fiir g € Sy
2

2 2 L
eQZH/g\_fd g2+H fa—1 (4.1)

|57

o
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Beweis
Nach Definition von fq gilt fiirk € 71Ky, dass f(k) = ﬁi(k) ist und fiir g € Sy sowie fiir k ¢ r~1/Cq,
dass g(k) = fq4(k) = 0 ist. Damit ergibt sich, dass

|a-7| = () — Fox) |
keQnz?
=Y |aw-fol + Y |aw-foo |
k € QNZ2 k € QNz?
ker—1Ky k¢r—'Kq
= Y Ji-R| + X [
k€ ONZ2 k € QNZ2
ker— 1K, kgr—'Kq
~lo-ml + X [f0-fuw]
ke
= o, + |75,

was die Behauptung beweist.

Die Losung f. von (3.1) liegt per Definition in Sy und Lemma 4.1 gilt somit fiir f,. Mochte man
nun f durch ein g € Sy in der Norm ||-||, := || = ||¢, approximieren, so bedeutet obige Gleichung,
dass

G- FflZ, = [1G— JfallZ, + const(f)

ist. Die von f abhéingige Konstante in dieser Gleichung ist das Quadrat des unvermeidlichen Appro-
ximationsfehlers E,pprox, Welcher durch fg berechnet werden kann. Dies fiihrt direkt zu folgendem
Problem.

Problem 4.2
Finde ein f, € Sy, welches den Fehler

E(g) = H fa—-3| . (4.2)

lo

zur besten Approximation f; aus Sq an das gegebene Muster f ¢ S; minimiert.

4.1 Beriicksichtigung der linearen Abhingigkeiten

Abschnitt 3.2 hat gezeigt, dass sich fiir die Differenzen k;; € Ky der Wellenvektoren k; € K
lineare Abhéngigkeiten ergeben, wenn X durch die Methode aus Abschnitt 3.1 konstruiert wird.
Diese wurden in der Darstellung (3.3) einer Funktion g € Sy beriicksichtigt und nun sollen die
Entwicklungskoeffizienten c; , j € I der Funktion f, bestimmt werden, fiir die das Funktional £
minimiert wird.
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Dazu kann die Darstellung des Fehlerfunktionals E aus (4.2) in eine geeignetere Form umgeschrieben
werden. Sei dazu g € Sy mit der Darstellung (3.3)

N N
9x) =D e P+ Y (ejarexp (ifkjix) + kK. .
Jj=1 j,1=1

i<l

Fiir die Fouriertransformierte einer Funktion g : R? — C folgt, dass §(—k) = g(k) ist und somit
ergibt sich wegen (3.14) zusammen mit der besten Approximation (3.18) aus Sy fiir F

Yoj+d-1 )
L By = i+ c — 'k,
5 B9’ =) €58+ (14 &) (moa N) C(j+2) (moany — S (7 Kj1)
j=1 I=j+1
N 9 (4.3)
2 N 2 N g =
+D | ity — Tk x) ‘ + | e P =0
j=1 j=1

Bemerkung 4.3

Der letzte Summand in (4.3) kontrolliert lediglich den Mittelwert des Musters. Da das Hauptaugen-
merk allerdings auf der Rekonstruktion der Struktur des Musters f liegt, ist es aus physikalischen
Griinden legitim, zur analytischen Vereinfachung des Problems diesen Summanden zu vernachléssi-
gen und das Fehlerfunktional

‘ ~ 2

(4.4)

zu definieren. Die numerischen Resultate in Abschnitt 7 werden zeigen, dass diese Konzentration
auf die Rekonstruktion der Struktur sogar von Vorteil ist.

Mit einem Operator N : S5 — Sy

(Ng)(x) :=

{g(x) falls x # 0 (4.5)

0 falls x =0
gilt der einfache Zusammenhang

2

2.7(9) = | N(f) - N @)

b

Bemerkung 4.4
Das Fehlerfunktional J kann als Funktion J : CN — R betrachtet werden, da die komplexen
Koeffizienten die Freiheitsgrade einer Funktion g € Sy darstellen.

Aufgrund dieser Tatsachen kann Problem 4.2 durch das folgende Problem ersetzt werden.
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Problem 4.5

Finde ein f, € Sy, welches das Funktional [J, definiert in (4.4), minimiert. Dies ist dquivalent dazu,
dass zu gegebenen f(k) € C, mitk € 7~y , fiir alle j = 1,...,N die Koeffizienten c; € C zu
finden sind, so dass J minimiert wird.

Bemerkung 4.6
Das Minimum f, ist nicht eindeutig, da eine Phasenverschiebung aller c; um ein beliebiges ¢ € R
den Wert von [J unverandert lisst.

Bemerkung 4.7
Im Allgemeinen ist nicht zu erwarten, dass

inf H N(f)-N@ || =0 (4.6)

geESN

1%

erreicht wird.

4.2 Minimierungsverfahren

Das Minimum des Funktionals J aus (4.4) soll nun numerisch bestimmt werden. Dabei wird J
nach Bemerkung 4.4 als Funktion J : CN — R behandelt.

4.2.1 Koordinatenabstiegsverfahren

Zur Losung von Problem 4.5 wurde in [5] ein Minimierungsverfahren vorgestellt, welches sich als
effizient herausgestellt hat. Dabei wird nacheinander das Minimum von 7 beziiglich jeder der N Ko-
ordinatenrichtungen analytisch berechnet und die jeweilige Koordinate direkt durch das berechnete
Minimum ersetzt. Sind die Minima in allen Richtungen berechnet, wiederholt man diesen Schritt, bis
ein Abbruchkriterium erfiillt ist. Diese Vorgehensweise kann durch eine Folge komplexer Vektoren
in CV beschrieben werden.

Diese Folge {c*} ¢ CN mit ¢ := (cy,...,cn)T ist durch

k+1

c; —argrglelélj( k+1,..., ;HII,E, ]+1,...,clfv) ;o j=1,...,N (4.7

definiert, wofiir in [4] folgender Satz bewiesen wird:

Satz 4.8
Sei g : X — R eine stetig differenzierbare Funktion auf X = X1 x X3 x ... x X,,, wobei X; fiir alle
j=1,...,m eine abgeschlossene Teilmenge von R™ ist. Weiter sei fiir alle j = 1,...,m und x € X
das Minimum

ﬁnelgl g(mla s 7zj*1,€?xj+la s ,fL’m)

eindeutig erreicht und {z*} die Folge, welche durch

k:Jrl
]

k k .
:= arg min g(z +1,..., j+11,§, ]+1,...,xfn) o oj=1,....m (4.8)
£eX;

definiert ist.
Dann ist jeder Haufungspunkt von {x*} ein stationéirer Punkt von g.
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Das durch die Folge {z*} definierte Verfahren heit Koordinatenabstiegsverfahren.

Dieser Satz kann nun auf obige Folge {c*} angewandt werden und liefert eine Konvergenzaussage
fiir das Verfahren aus [5].

Lemma 4.9
Die Folge {c*}, welche durch (4.7) definiert ist, konvergiert gegen einen stationiren Punkt des
Fehlerfunktionals J, welches in (4.4) definiert wurde (vgl. Bemerkung 4.4).

Beweis

C = R? ist abgeschlossen und J : C¥ — R ist reell stetig differenzierbar. Zu zeigen ist nun, dass das
Minimum von J in einer komplexen Koordinatenrichtung eindeutig erreicht wird, da dann obiger
Satz 4.8 angewendet werden kann. Das Minimum (4.7) in einer Koordinatenrichtung j kann sogar

analytisch berechnet werden. Dazu definiere zunéchst das Funktional jj(g) firj=1,..., % durch
N 2
- B ~ ~ ~
Tj(g) == ZZ CJCI+C(1+%)(modN) C(j+X) (mod N) — f(r k)
=j+1
1—j#%5
j—1
- - -1
+ acj + €+ (mod N) €(14+Y) (mod N) — fr™ k)
=1
und
j—1
= ~ ~ -1
Ji(g) == ; G F Cap Ny (mod N) (G4 N (mod vy — S (1 Kj1) ‘
=541
N
2
- - -1
+ Z Gcj +C(j+%)(mod1v) €14+ (mod N) — fr~ k) ‘
=1
J-l#5
N
- - -1
+ Z Gcj +C(j+%)(mod1v) €14+ (mod N) — fr ke ) ‘
I=j+1

fiir j = %—i—l,...,N und damit
~ ~ 2
— 7. G -1
Jj(g) == TJj(9) + ‘ CCG+Y) (mod N) — flr kj,(j+%)(modN)) ‘ (4.9)
Es gilt fiir das Fehlerfunktional (4.4) der Zusammenhang
_ 7 =1 2
CCU+ D) (mod N) — flr kz,(z+%)(mod1v)) ‘

N _ N
47(9) =Y Tilg)+2
=1 =1
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Um J geméB (4.7) in einer Koordinatenrichtung j zu minimieren, gentiigt es, J; beziiglich ¢; zu mi-
nimieren, da J; alle Summanden von [J zusammenfasst, welche c; enthalten. Das absolute Minimum
von J; und somit von J in dieser Richtung kann analytisch berechnet werden. Dazu identifiziert
man C mit der reellen Ebene R? mittels ¢; =  + iy — (z,y) und betrachtet 7; als Funktion von
(z,y). Berechnet man nun den Gradienten V.7; = ( 0;J; , 0yJ; )T des Funktionals und identifi-
ziert umgekehrt R? mit C mittels (x,y) — x + iy, so erkennt man, dass die notwendige Bedingung
0.Jj + 10yJ; = 0 fiir Extrema bei

N ,\ ~
-1 = -1

l; <f(7“ kj,l)—C(z+%)(modzv)C(j+%)(mod1v))cl+f(7“ kj,(j+%)(modN))C(jJrg)(modN)
I—j#%

J

N 2
dolal
=1
I#j
(4.10)
eindeutig erfiillt ist. Weiterhin ist die Hesse-Matrix von [J;(z,y) positiv definit, was die Behauptung

beweist.
Od

Es sei an dieser Stelle noch bemerkt, dass das Funktional 7; : C — R zwar reell stetig differenzierbar,
aber nicht komplex differenzierbar ist, da die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen nicht
erfiillt sind.

Damit kann das Koordinatenabstiegsverfahren (4.7) gemeinsam mit einem Abbruchkriterium als
Algorithmus formuliert werden:

Algorithmus 4.10
Fiir einen Startwert ¢ € CN und einen geeigneten Abbruchparamter p > 0 sowie eine maximale
Iterationszahl Ny € N berechne:

m =10
J"(g) = Jlct,...,cN)
do
for(I=1,...,N)
cw—c}mn

jm+1(g) = j(Cl, v 7CN)

m—m-+1
while (|T™(g) —T™ Hg)| >p && m < Ny)

Das Verfahren bricht also ab, sobald im Vergleich zum vorherigen Iterationsschritt keine wesent-
liche Verbesserung des Kostenfunktionals erreicht werden kann oder eine maximale Iterationszahl
iiberschritten wird.
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Bemerkung 4.11

Fiir Algorithmus 4.10 ist allerdings nur die Konvergenz gegen einen stationdren Punkt von [J garan-
tiert. Uber die Abhingigkeit von Startwerten, die Konvergenzrate und das absolute Minimum kann
a priori keine Aussage getroffen werden. Diese Punkte werden in Abschnitt 7 genauer untersucht.

4.2.2 Die Nelder und Mead Simplexmethode

In obigem Koordinatenabstiegsverfahren wurde entlang einer festen Menge von Koordinatenrich-
tungen minimiert, wobei deren lineare Unabhéngigkeit eine Verbesserung des Kostenfunktionals
J garantierte. Diese Idee kann durch Verwendung einer anderen Menge von Richtungen generali-
siert werden. Es existieren verschiedene Verfahren dieses Typs der direkten Suchmethoden, deren
Grundprinzip allerdings meist nur auf heuristischen Argumenten basiert. Da diese Methoden aber
im Allgemeinen sehr leicht zu implementieren sind und keine Berechnung von Gradienten erfordern,
soll in diesem Kontext exemplarisch das Nelder und Mead Simplexverfahren wie es in [4] beschrieben
ist, vorgestellt und angewendet werden. Dieses Verfahren sollte nicht mit dem Simplexverfahren zur
linearen Optimierung verwechselt werden.

Es soll eine Funktion g : X7 X X5 X ... x X;;; =: X — R minimiert werden. Der Algorithmus startet
mit einem Simplex, d.h. mit der konvexen Hiille von n + 1 Punkten 2%, z',..., 2" € X und generiert
in jedem Iterationsschritt ein neues Simplex. Im Folgenden wird die Erzeugung des neuen Simplex,
d.h. im Speziellen einer neuen Simplexecke beschrieben. Dazu sei mit x4, und Z,,.. die ,beste“
und ,,schlechteste* Ecke bezeichnet, d.h. es ist

Tmin := arg min g(xj)
7=0,....,n

Tmaz = arg max g(xj) .

7=0,....,n

Weiter bezeichne  den Mittelpunkt des Simplex, welches ohne x4, gebildet und somit durch

1 ~
T = - <—xma$ + Z%ﬂ)
]:

definiert wird. Die Iteration ersetzt nun im Simplex die ,,schlechteste” Ecke x,,,,; durch einen ,,bes-
seren” Wert x,¢,. Im ersten Schritt zur Berechnung der neuen Ecke wird der Reflektionspunkt

Tref = T+ 5(5& - xma:v)

fiir einen Parameter 3 > 0 berechnet. Der Punkt s liegt also auf der Geraden, welche durch z 4,
und & bestimmt ist. Der néchste Schritt besteht aus der Kostenberechnung des Reflektionspunktes.
Dabei werden drei Fille unterschieden:

(1) xyes hat minimale Kosten, wenn g(Zmin) > 9(Tref)
(2) Tyef hat mittlere Kosten, wenn max{g(z") : ' # Tmaz} > 9(Tref) = 9(Tmin)
(3) T, hat maximale Kosten, wenn g(z,.f) > max{g(z’) : 2 # Ty}

Die Aufdatierung der Ecke z,, erfolgt nun in Abhéngigkeit dieser Kategorisierung.
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(I) (versuche Expansion)
Hat x,.y minimale Kosten, so berechne fiir einen Parameter v > 0

Texp = Lref + ’Y(xref - i)

und definiere
B {xexp wenn §(ZTeap) < 9(Tref)
Tneuw =
Tref sonst .

(IT) (Reflektion)

Hat x,.; mittlere Kosten, so definiere Zpey = Zref.

(III) (Kontraktion)
Hat x,.¢ maximale Kosten, so berechne fiir einen Parameter 6 € (0,1)

0T mar + (1 —0)  wenn g(Tmaz) < g(Trer)
Tneuw =
Ox,cr+ (1 —6)T  sonst.

Dieser Iterationschritt stellt den Kern des Nelder und Mead Simplexverfahrens dar. Damit soll nun
das Funktional (4.4) minimiert werden, wobei J wieder als Funktion J : CN — R betrachtet wird.
Fir=v=1und 0 = % erhélt man die von Nelder und Mead urspriinglich entwickelte Methode,
welche dem Verfahren ihren Namen gibt.

Algorithmus 4.12

Definiere ein komplexes Startsimplex Ag C CV als konvexe Hiille von N + 1 Punkten ¢/ € CV, j =
0,...,N und wiéhle die Parameter [3, v > 0 und 6 € (0,1) sowie die Abbruchkriterien p > 0 und
Ny € N.

m=20
do
Cmaz < Cneu ~r Am—l—l

m««—m+1
while (max{|c’ —c¥|:j,k=0,... . N} >pu && m<Ny)

C < Cnmin

Das Verfahren bricht also ab, wenn der Durchmesser des Simplex A,,, d.h. der maximale Abstand
zweier Ecken, kleiner als p wird oder eine maximale Iterationszahl Ny iiberschritten wird.

Bemerkung 4.13

Die Wahl des Startsimplex fiir Algorithmus 4.12 ist nicht beliebig. Um iiber den ganzen Raum CV zu
minimieren, muss das Simplex ebenfalls die Dimension N haben. Daher werden mindestens N + 1
Ecken bendtigt, deren Wahl somit auch durch die Dimension des Simplex beeinflusst ist. In [11]
wird ein Simplex A,,, welches diese Eigenschaft besitzt, als nicht degeneriert bezeichnet. Ist das
N-dimensionale Volumen von Null verschieden, d.h. vol(A,,) > 0, so ist A,, nicht degeneriert. In
dieser Arbeit wird ebenfalls gezeigt, dass alle ,, nachfolgenden® Simplizes ebenfalls nicht degeneriert
sind. Das Nelder und Mead Simplexverfahren minimiert also iiber ganz C. Das Resultat ¢ héingt
ebenfalls von der Wahl der Parameter (3, v und 6 ab. Dies wird in Abschnitt 7 genauer untersucht.
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Des Weiteren wird in [11] die Konvergenz fiir strikt konvexe Funktionen in 1D bewiesen und es
werden verschiedene limitierte Konvergenzaussagen fiir strikt konvexe Funktionen in 2D gemacht.
In [13] wird aber auch eine Familie von strikt konvexen Funktionen und eine Startkonfiguration
vorgestellt, fiir welche das Verfahren gegen einen instationdren Punkt konvergiert. Es sind keine
allgemeinen Konvergenzaussagen bekannt. Allerdings hat sich das Verfahren in der Praxis meist als
effizient erwiesen, dabei fiir ,niedere“ Dimensionen mehr als fiir hoherdimensionale Probleme ([11]).
Die numerischen Resultate in Abschnitt 7 sind fiir N = 8 noch zufriedenstellend, werden aber schon
bei zwolf komplexen Freiheitsgraden unzuverléssig.

Hier kann allerdings auch eine elementare Figenschaft des Simplexverfahren genutzt werden. In der
Definition (4.4) von J wurde der letzte Summand aus (4.3) vernachlissigt (vgl. Bemerkung 4.3).
Diese Verdnderung wurde zur analytischen Vereinfachung des Problems gemacht, d.h. im Speziellen,
um Ableitungen und somit die Minima (4.10) in den einzelnen Koordinatenrichtungen explizit
berechnen zu kénnen. Diese Berechnung ist fiir die Simplexmethode nicht mehr notwendig und eine
Minimierung von

2

J(c) + (4.11)

N ~
>l = Jo)
j=1

birgt somit keinen Verlust von Effizienz. Dies fiihrt an Stelle von Problem 4.5 zu einem alternativen
Problem, welches auch den Mittelwert berticksichtigt. Der rechte Term in (4.11) wird im weiteren
Verlauf der Arbeit auch als Nebenbedingung bezeichnet, was in der Praxis der Kontrolle des mittleren
Grauwertes eines Bildes entspricht.

Problem 4.14
Finde ein f, € Sy mit Koeffizientenvektor ¢* € CV welches (4.11) minimiert (vgl. Bemerkung 4.4).

4.2.3 Die Nelder und Mead Simplexmethode auf S2V~!

Eine weitere Moglichkeit zur Beriicksichtigung der Grauwerte besteht darin, den letzten Summanden
aus (4.3) bei der Minimierung als Nebenbedingung zu betrachten, was zu einer Minimierung iiber
einem Unterraum fiihrt.

Die in Bemerkung 4.13 erwéhnte Restriktion der Simplexwahl kann somit auch genutzt werden. Ist
U C CV ein beliebiger Unterraum von CV und wihlt man ein Startsimplex Ay C U, so liegt jedes
durch die Nelder und Mead Simplexmethode iterierte Simplex A, in U/, da das Verfahren lediglich
Vektorraumoperationen verwendet. Dies entspricht einer Minimierung von J : CV — R auf dem
Unterraum U.

Obige Nebenbedingung hat in dem hier vorliegenden Fall eine besonders einfache Gestalt, welche
bei néherer Betrachtung sofort zu erkennen ist. Die Gleichung

N ~
> le P = 1(0)
j=1

ist die Darstellung einer komplexen Sphére mit Radius 4/ ]/”\(0) € R um den Ursprung. Dies moti-
viert die Minimierung von J auf dieser Sphire, da somit die Nebenbedingungen automatisch erfiillt
sind. Unter Verwendung von reellen Polarkoordinaten in der Nelder und Mead Simplexmethode ist
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dies ohne wesentliche Erh6hung des Aufwands moglich. Die Methode kann wie in Abschnitt 4.2.2
beschrieben auf die Polarkoordinaten (betrachtet als Vektoren in R*V~!) angewendet werden, es
muss lediglich vor der Auswertung von 7 eine Transformation T} : R2¥V~1 — C¥ der (reellen) Polar-

koordinaten in (komplexe) kartesische Koordinaten vorgenommen werden. T : (¢1,...,¢an—1) —
(c1,...,cn) ist durch
:I"l :: ’r‘ (Sin¢1) (Sin¢2) DY DY DY DY (Sin¢2N71)
T = r (singy) (sings) (sinpan—2) (cosgan—1)
T3 = r (SiIl gf)l) (sin (7252) s s (sin (,252]\[,3) (COS ¢2N72)
$j = r (SiIl gf)l) ce (SiIl QZ/)QN,]') (COS QﬁQN,jJrl)
Tony—1 = 1 (singy) (cos¢2)
xon = 1 (cos¢r)
und
Cj = o1+ 1 T2 fir j=1,...,N
definiert. Die Anwendung der Nelder und Mead Simplexmethode auf (¢1, ..., ¢on—1) und die Wahl
ri= (0)_% minimiert J auf S2¥~! und beriicksichtigt somit die Nebenbedingung nicht nur appro-

ximativ, sondern erfiillt sie sogar exakt. Dies ist dquivalent zur Losung von folgendem Problem:

Problem 4.15 -
Finde ein ®* := (¢7,...,055_1) € R2N=1welches das Funktional J o T, fiir r = 1/ f(0) minimiert.
T,(®*) =: c¢* € CV ist dann der Koeffizientenvektor von f, € Sy.

Dazu muss in Algorithmus 4.12 lediglich J durch J o T, ersetzt und ein nicht degeneriertes Start-
simplex Ag aus R2V~1 gewiihlt werden.

4.2.4 Der gesamte Algorithmus

Es sollen nun die einzelnen Schritte der vorherigen Abschnitte zur Rekonstruktion zusammengefasst
und ein allgemeines Verfahren zur Losung der generellen Aufgabenstellung (3.1) und des daraus
resultierenden Problems 4.2 formuliert werden.

Es wurden in Abschnitt 4 insgesamt drei verschiedene Kostenfunktionale definiert, um den Koeffizi-
entenvektor von f, berechnen zu koénnen. Diese unterschieden sich nur unwesentlich und fiithrten zu
Problem 4.5, Problem 4.14 und Problem 4.15. Dabei kann mit dem Koordinatenabstiegsverfahren
(Algorithmus 4.10) allerdings nur Ersteres gelost werden, wihrend sich die Nelder und Mead Sim-
plexmethode (Algorithmus 4.12) hingegen zur Lésung all dieser Varianten eignet. Damit ergeben
sich nun vier verschiedene Moglichkeiten zur Bestimmung des Koeffizientenvektors von f,.
Insgesamt konnen die wesentlichen Schritte zur Rekonstruktion eines vorgegebenen Musters f ¢ Sy
durch ein f, € Sy wie folgt zusammengefasst werden:

Algorithmus 4.16
Zu gegebenem, beliebigem und festem Muster f

1. berechne die diskrete Fouriertransformation f von f.
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2. Berechne die beste Approximation f4 durch Auswerten von fan den Stellen k € r K4 (vgl.
Aufgabe 3.3).

3. Fiihre Algorithmus 4.10 oder Algorithmus 4.12 zur Berechnung von f, aus Problem 4.2 aus.

Schematisch kann dieser Algorithmus in einem Diagramm dargestellt werden.

fm TR fa s g

Bemerkung 4.17
Schritt 3. in Algorithmus 4.16 kann also nach obigen Uberlegungen in vier verschiedenen Varianten
durchgefiihrt werden.
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5 Rang Eins Approximation

In diesem Abschnitt soll zunéchst noch einmal eine Untersuchung der in [5] vorausgesetzten Situation
der linearen Unabhéngigkeit der Differenzen k;; € Ky eingeschoben werden. Diese ldsst eine bis auf
diese Einschrinkung beliebige Wahl von K zu. Es muss allerdings insbesondere die in Abschnitt 3.1
konstruierte Form von K ausgeschlossen werden, da dort lineare Abhéngigkeiten zwischen den k;;
auftreten.

~ N
Definiert man nun den Vektor ¢ := (c1,...,cy)? € CV und die Matrix F := (f(r_lkjyl)) €

)

CN*N 50 kann man ein mit Problem 4.2 verwandtes, vereinfachtes Problem folgendermafien defi-

nieren.

Problem 5.1
Finde ein ¢ € CN, welches das Funktional

Ep(c) := |lec* — F|7, (5.1)
minimiert. Dabei bezeichne ||A| p := /Spur {A*A} die Frobeniusnorm der Matrix A.

Er unterscheidet sich von E? lediglich durch den Summanden | Zjvzl | ¢ |2—f(0) |2 aus (4.3), welcher

in Er die Gestalt ZjV:1 |l ¢ = f(0)|2 hat und aus der Diagonalen von cc* — F in (5.1) resultiert.
Es gilt also keine Gleichheit, sondern nur Er < E? und die Minimierung von Er garantiert kein
minimales F.
Die Darstellung (5.1) sei hier trotzdem erwéhnt, da sie eine exakte analytische Berechnung ihres
Minimums zulésst, welche im Folgenden kurz erldutert wird.
Zu der hermiteschen Matrix F existiert eine unitdre Matrix U, so dass UFU* = S eine Diagonal-
matrix mit den reellen Eigenwerten s; > s9 > ... > sy von F als Diagonalenelementen ist. Somit
ergibt sich

Er(c) = llec” — F|[% = [Ucc"U* — UFU* |}, = |Uc(Uc)* — S|} .

Setzt man nun d = (dy, ... ,dN)T := Uc, so erhilt man
* 2
Ep(d) = ||[dd” - S||z
und fiir die Ableitung dieses Funktionals in der Richtung v := (v1,...,vx)T € CV

Dy(Er(d)) =2 Spur {(dd* — S)(dv* + vd")}

N N
=2> [(I dj |* = 5;)(djv; + v;d;) + Y didi(dyv; + vidy) | -

j=1 I=1

1]

Ist die Matrix F zusétzlich positiv definit, so sind alle reellen Eigenwerte groflier als Null. In diesem
Fall lassen sich Nullstellen von Dy (Er(d)) einfach bestimmen. Wihlt man d dermafen, dass d; = 0
firl=1,...,(j —1),( +1),..., N und |d;|> = s;, so sind diese komplexen Kreise fiir j = 1,...,N
und jede beliebige Wahl von v Nullstellen der Ableitung und somit mégliche Minima. Die Ableitung
von Dy (Er(d)) in Richtung w := (w1, ...,wy)? € CV ist gegeben durch

D(v,w)(Ep(d)) =2 Spur {(dd* — S)(wv* +vw") + (dw* + wd")(dv* + vd")}
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und man erhélt somit fiir die oben gewéhlten Vektoren d, dass

D(v,v)(Ep(d)) = 2 Spur {2 (dd* — S)vv* + (dv* +vd*)*}

N
=2s;(v;+0;)° + 4> (s;—s)| v [

1=1

1]
gilt. Fiir j = 1 ist die zweite Ableitung also positiv definit, da s der grofite Eigenwert von F' ist und
donin := (d1,0,...,0)T mit |d;|? = 51 ist ein Minimum von Er(d). Hieraus ergibt sich ein Minimum

Cmin von Ep(c) aus der Riicktransformation ¢pin = U*dnin.

Problem 5.1 lésst sich fiir diesen ganz speziellen Fall einer positiv definiten Matrix F also exakt
16sen, entspricht aber nicht der wirklichen Problemstellung in diesem Kontext. Auflerdem wurden
keine Forderungen an das gegebene Muster f gestellt, wodurch F im Allgemeinen sicherlich nicht
positiv definit ist.

Um die hier gegebene Problemstellung exakt zu beschreiben, kann die Diagonale von cc* durch
Subtraktion von geeigneten Matrizen eliminiert werden. Damit wiirden auch in einem solchen Fall
die mittleren Grauwerte des Musters in der Rekonstruktion nicht beriicksichtigt, was aber wie schon
des Ofteren erldutert physikalisch legitim ist. N

& pn=1 €
CN*N fiir j = 1,..., N und mit deren Hilfe die Blockmatrix H := (H;...Hy) € CN*N? Weiter sei
mit C := diag(cc*) € CV *xN? gine Blockdiagonalmatrix mit den Diagonalenblécken cc* definiert.
Damit hat das Funktional

Zur Elimination der N Diagonalenelemente definiere zunéchst die Matrizen H; := (5j7§ 5]'7#)

Ep(c) := || cc* — HCH* — Fy ||% (5.2)

die gewiinschte Form, wobei Fy so definiert sei, dass die Diagonale nur Nullen enthélt und Fy
abseits der Diagonalen mit F identisch ist. Da F( ebenfalls hermitesch ist, existiert wieder eine

(andere) unitdre Matrix U, so dass UF,U* =: Sj eine Diagonalmatrix ist. Fr kann analog zu
obiger Vorgehensweise umgeformt werden. Es ist
Ep(c) = || Uec*U* — UHCH*U* — S |12

und mit der Substitution d := Uc erhélt man, dass
Ep(d) = | dd* + HDH" — S |
ist, wobei H := ( UH,;U*...UHNU* ) und D := diag(dd*) abgekiirzt wurden. Definiert man

nun eine weitere Blockdiagonalmatrix Dy := diag(dv*) mit den Diagonalbocken dv*, so hat die
Ableitung von Ep in Richtung v € CV die Gestalt
DyEp(d) = 2 Spur{(dd* — HDH" — Sp)[(dv* +vd*) — H(D, + D})H*]} . (5.3)

Die Bestimmung einer exakten Nullstelle dieser Ableitung ist nicht direkt moglich, sondern miisste
approximativ durch numerische Verfahren ermittelt werden.

Das Funktional Ep kommt der Aufgabenstellung, welche in dieser Arbeit untersucht wird, allerdings
auch noch nicht sehr nahe, da es die lineare Abhéingigkeit der k € Ky nicht beriicksichtigt. Dies ist
jedoch durch einige Verdnderungen moglich. Dazu definiere mit der Einheitsmatrix I € R X5 fiir
ji=1,..., % die Matrizen

01
J— . 1 N j = '
L= (060515, + 084 dimlgumr und Rji= (I 0) — b
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aus CN*N Mit Hilfe dieser Matrizen kénnen nun die Blockmatrizen

L := (L;...Ly 0...0) e RNV

w2

sowie
R := (Ri...Ry0...0)" € RN*XN
definiert werden. Damit beriicksichtigt das Funktional
Er(c) := |cc* — HCH* + LCR — Fy ||% (5.4)

wie gewiinscht die linearen Abhingigkeiten der Differenzen k € K4, wenn K wie in (2.1) gewihlt
wurde. Es ist C = diag(ec’) € CN**N? die komplex konjugierte Matrix von C € CN*xN?,

Analog zur bisherigen Vorgehensweise wird Fy wiederum durch eine unitédre Matrix U auf Diago-
nalform gebracht. Es ist also

FEr(c) = | Ucc*U* — UHCH*U* + ULCRU* — S; ||%
und durch die erneute Substitution d := Uc erhélt man
Ep(d) = ||dd* - HDH* + LDR — Sy ||%,
wobei nun

L = (UL UT...ULyUT0...0) e RV*V
2

sowie

R := (UR,U*...URxU"0...0)" e RV’
2

abgekiirzt wurde und auch hier D = diag(DD”) die komplex konjugierte Matrix von D ist. Dies
gilt auch fiir die in der Ableitung auftretende Matrix D, = diag(dv™).
Leitet man nun Er in Richtung v € CV ab, so ergibt sich fiir die Ableitung

DyEp(d) = 2 Spur{(dd* —~ HDH* + LDR — S))
[(dv* +vd*) — H(D, + D) H* + L (D, + 1‘33)3]} _

Die Nullstellen von Dy Ep sind auch hier nicht direkt theoretisch bestimmbar, was wiederum die
Verwendung numerischer Verfahren notwendig macht.

Die Anpassung der einfachen Darstellung || cc* — F ||% an die eigentliche Problemstellung sowohl
fiir linear unabhéngige als auch linear abhéngige k € K4 hat also in beiden Féllen zur Folge, dass
die Nullstellen der Ableitung nicht mehr exakt bestimmt werden konnen.

Die Haupteigenschaft, welche Anlass zur Betrachtung dieses Ansatzes gab, geht somit verloren. Dies
liegt daran, dass in den Funktionalen Er und Ep sowie deren Ableitungen die weiteren Summanden
notwendig sind. Die Diagonalgestalt der Matrix Sy kann dadurch nicht mehr ausgenutzt werden wie
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es noch beim Funktional Er der Fall war.

Es besteht natiirlich trotzdem die Moglichkeit, die Nullstellen der jeweiligen Ableitungen durch ein
numerisches Verfahren wie z.B. das Newton-Verfahren zu bestimmen, was eine Alternative zu den
in Abschnitt 4.2 vorgeschlagenen Verfahren wére. Diese Alternative wird in dieser Arbeit allerdings
nicht weiter verfolgt, sondern das numerische Hauptaugenmerk auf die Verfahren in Abschnitt 4.2

gelegt.
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6 Ridge-Funktionen

Die Funktionen exp (i(k, X)) , welche die Basis zur Darstellung von f in (3.3), aber auch des Raumes
Sy in (3.17) bilden, sind in der Literatur im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen
als ebene Wellen bekannt [6,10]. In einer fritheren Arbeit iiber Computer-Tomographie wurden
diese Basisfunktionen Ridge-Functions genannt [12], treten aber auch auf natiirliche Weise in der
harmonischen Analysis und speziellen Funktionentheorie sowie bei neuronalen Netzwerken auf [17].
Zur Approximation durch Linerakombinationen von Ridge-Functions existieren einige Resultate,
welche Algorithmen und deren Approximations- und Konvergenzeigenschaften betreffen [17,19].
Dieser Ansatz wurde auch schon in [5] angesprochen, jedoch nicht weiter verfolgt. In diesem Ab-
schnitt soll nun untersucht werden, inwiefern Ridge-Functions in den hier betrachteten Rahmen
passen, d.h. ob die Rdume Sy und S; Ridge-Function-Riume sind, ob Algorithmen zur Appro-
ximation verwendet werden kénnen und ob man weitere approximationstheoretische Erkenntnisse
gewinnen kann.

Zunichst wird eine kurze Einfiihrung in den Themenbereich der Ridge-Functions gegeben.

Als Ridge-Function bezeichnet man eine Funktion A : R™ — R der Form

h(z1,...,x,) = gb((a,x)) ,

mit einer Funktion ¢ : R — R und den Vektoren a := (aq,...,a,)T € R"\ {0} sowie x :=
(z1,...,2,)7 € R Es handelt sich also um eine multivariate Funktion, welche auf den parallelen
Hyperebenen (a,x) = «, a € R, konstant ist. Der Vektor a wird {iblicherweise (und in Einklang mit
der Bezeichnung in den vorherigen Abschnitten) als Richtung bezeichnet.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, mit Hilfe dieser Basisfunktionen Approximationsriume zu de-
finieren, wobei hier der Raum

R(a',...,a%) == ¢ > ¢;((al,x)) : ¢, R—R (6.1)
j=1

mit s € N gegebenen festen Richtungen a’ betrachtet wird. Die Funktionen ¢; stellen hier die
Freiheitsgrade dar. Fiir diesen Raum werden in [19] einige Resultate bewiesen, wihrend fiir andere
Réiume, mit z.B. zusitzlich variablen Richtungen a’, wenige Ergebnisse bekannt sind.

Der Raum passt insofern in den Rahmen dieser Arbeit, als dass die Strahlenrichtungen k € K und
somit die Differenzen k € Ky hier auch fest gewéhlt sind.

Es gibt eine wesentliche Methode, welche aus R(al,...,a®) in einer bestimmten Norm iiber einem
Gebiet im R™ approximiert. Diese ist unter anderem als Von Neumann Alterning Algorithm, Cyclic
Coordinate Algorithm, Schwarz Decomposition Method oder Diliberto-Strauss Algorithm bekannt.
Die Idee, welche dieser Methode zu Grunde liegt, besteht darin, den Approximationsraum als Summe

R(al,...,as) = My + ...+ Mg

der Rdume ‘
M; = {g((a’,x)) : g€ X;} (6.2)

und geeigneten Funktionenrdumen X, fiir j = 1,..., s darzustellen.
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Sei nun P; ein Operator der besten Approximation an M;, d.h. P; g ist fiir j = 1,...,s die beste
Approximation aus M an die (beliebige) Funktion g : R" — R. Definiert man nun den Operator

E:=(I-PF)...0I-P), (6.3)
so iteriert der Algorithmus diesen Operator E, d.h. man betrachtet den Grenzwert

lim Efqg .

{—00
Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert dieser Algorithmus fiir s = 2 (Diliberto-Strauss Algo-
rithm) wie gewiinscht gegen die beste Approximation aus dem Raum M; + ... + M,. Fir s > 3
ist dies jedoch nicht mehr ohne Weiteres der Fall. In [19] sind fiir diese Situation zwei Theoreme
angegeben, wovon eines die Konvergenz unter gewissen Voraussetzungen garantiert und das zweite
die Konvergenzrate angibt. Weiter werden Aussagen iiber den Grad der Approximation gemacht.

In dem hier vorgestellten mathematischen Modell sind die beiden geschachtelten Réume Sy C Sy
die Ansatzriume, aus denen Approximationen gesucht sind. Zur Erinnerung: Es soll eine Funktion
f ¢ Sy durch ein g € Sy approximiert werden. Dazu wird zunéchst die beste Approximation fg € Sy
bestimmt, welche sich direkt aus der Funktion f berechnen lisst. Die Hauptaufgabe besteht dann
darin, die beste Approximation f, aus Sy an fy zu finden.

Es stellt sich nun im Zusammenhang mit den eben vorgestellten Ridge-Functions die Frage, ob die
Riume Sy und Sy von der gleichen Gestalt wie R(al,...,a*), d.h. die Methoden und Aussagen
aus [19] hier anwendbar sind. Dabei soll zundchst der Raum Sy betrachtet werden, da aus diesem
Raum die ,erste* Approximation fy berechnet wird.

Eine Funktion g € §; hat die Form

6x) = 3 aexp (i(k,x)) |

ke,
was durch eine geeignete Nummerierung der k € K4 und unter Ausnutzung der Tatsache, dass aus
k € K  folgt, dass auch —k € K  ist, als

S

g(x) = Z(Ck]’ exp (i(k/,x)) + k.K.) (6.4)

geschrieben werden kann. Hier wurde allerdings wie schon des Ofteren in dieser Arbeit, das Element
0 aus K4 entfernt (vgl. Bemerkung 4.3). Es ist somit s = #K;/2 und die hochgestellten Indizes der
k verdeutlichen, dass hier im Allgemeinen eine andere Indizierung vorliegt, als sie bisher verwendet
wurde (k; # k7). Die Indizes der komplexen Koeffizienten ¢ und ¢y sollen hier lediglich andeuten,
dass sie zur jeweiligen Richtung k bzw. k7 gehéren. Diese Darstellung des Raumes S; wurde gewiihlt,
da hierdurch die Gestalt von R(al,...,a®) zu erkennen ist. Es ist némlich

Si = R(k',...K) = ¢ ¢;((K,x)) : ¢ :R—R
j=1
= My + ...+ M
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mit
M; = {¢(<kj,x>) tpEX}
und
= {¢(p) = cexp(ip) + cexp(—ip) : c€C} .

Man beachte, dass die Elemente von X Funktionen ¢ : R — R sind. S; hat also die gewiinschte Form
eines Ridge-Function-Raumes, wie er in [19] untersucht wird. Betrachtet man nun als Nichstes die
Approximation aus Sy an f beziiglich der Norm || - || := || ~||,,, so ist leicht nachzurechnen, dass
firj=1,...,s

Pif(x) = J(r~ W) exp (i(k),x)) + f(=r"k)exp (i(~k’,x))

die beste Approximation aus M; an f ist. P; ist also der in [19] geforderte Operator der besten
Approximation, welcher zur Definition von (6.3) benétigt wird. Diese Definition fiihrt direkt zu der
Gleichung

Ef = f - Z( ) exp ({9, %)) + F(—r k) exp (1K, x)) )
= f- fd-

Weiter gilt fir £ > 1€ N, E‘f = Ef und somit folgt, dass sich der Grenzwert

lim E°f = f — f4

{—00
direkt ergibt.
Die Untersuchungen in diesem Rahmen fiihren also ebenfalls zur besten Approximation fy aus Sy
wie sie schon in (3.18) definiert wurde und direkt berechnet werden kann.
In [19] wird auch ein Resultat iiber den Grad der Approximation mit Ridge-Functions vorgestellt.
Leider kann dieses hier nicht verwendet werden, da zur Herleitung dieser Abschétzung fiir den Raum
m, der Polynome auf R"™ mit Hochstgrad m gefordert wird, dass

7 C R(al,... a%

gilt. Dies ist fiir R(k!,...,k®) = Sy nicht erfiillt, weshalb die Abschiitzung fiir den Approximati-
onsgrad nicht auf Sy angewendet werden kann. Diese Untersuchungen fiir S; bieten also lediglich
einen alternativen Zugang zur besten Approximation f4 € Sy.

Es soll nun untersucht werden, inwieweit sich der Raum Sy in die Form R(al, ..., a®) bringen lisst.
Dies ist sicherlich die wesentlich interessantere Aufgabe, da die Approximation von f; durch ein
Element aus Sy ja den Kern der Rekonstruktion des Musters f darstellt. Es stellt sich allerdings
heraus, dass es auch die viel schwierigere Aufgabe ist, welche sich wie im Folgenden erldutert, nicht
16sen l&sst.

Zur Vereinfachung soll hier nur der Fall der linear unabhéngigen Differenzen k € K; betrachtet
werden, da hierdurch die auftretenden Probleme ausreichend klar werden und sich diese Situation
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auf den linear abhéngigen Fall durch analoge Vorgehensweise iibertragen lisst.

Eine Funktion g € Sy hat die Form

N N
1 ) 1 -
9x) = 5> lal>+ 3> (e exp (%)) + k)
=1 7, 1=1
J<i

wobei wieder k;; := k; —k; definiert ist und die k; bzw. k; die Richtungen der Strahlen und die c;
bzw. ¢; die komplexen Koeffizienten der jeweiligen Strahlen sind. Mit k. K. sei wiederum das komplex
Konjugierte bezeichnet. Beschriankt man sich auch hier nur auf die Menge K4 \ {0}, so geniigt es
die zweite Summe betrachten (vgl. Bemerkung 4.3). Da die einzigen Freiheitsgrade, welche man zur
Konstruktion der Funktion g zur Verfiigung hat, die N komplexen Koeffizienten ¢; fiir j = 1,..., N
sind, was einem komplexen Vektor ¢ := (cy,...,cn)? € CV entspricht, muss hier M wie folgt
definiert werden. Fiir j = 1,..., N sei der Raum

M = {o(0g10, . Gwx) - oex;)

mit multivariaten Funktionen ¢ definiert. Weiter sei e; der j-te Einheitsvektor des RV, I; die
Einheitsmatrix des RY, bei der das j-te Diagonalenelement durch 0 ersetzt wurde und e¥ :=
(e?r, ... PN fiir 1, ..., on € R. Der Raum X sei dann fiir j = 1,..., N durch

1 .
X; = {Z(ejrcc*lje“‘J + k:K) HNONS (C}

definiert.
Mit diesen Definitionen von M; und X; erreicht man zwar die Darstellung

Sy = M1+ ...+ My

von Sy als Summe, aber der Raum M hat nicht die gewiinschte Gestalt: Die Funktionen ¢ € M
sind nicht auf R definiert, d.h. ¢ : R — R, sondern auf RY, was bedeutet, dass ¢ : RY — R ist.
Eine alternative Definition von M ist nicht moglich, da der Koeffizient ¢; fiir alle j = 1,..., N in
der Summe

g(x) = % iv: <cj5l exp (i(kj1,x)) + k:K) ,

jl=1

in (N — 1) Summanden mit verschiedenen Richtungen (im Ridge-Function-Sinne) auftaucht.

Der Raum Sy kann also nicht in die Form eines Ridge-Function-Raumes gebracht werden. Somit
konnen auch die Methoden, welche fiir Ridge-Functions bekannt sind, in diesem Kontext nicht
verwendet werden.

Fiir Sy wurde bei obiger Darstellung die lineare Unabhéngigkeit der Differenzen k € Ky vorausge-
setzt. Die Probleme, die hier auftauchen, treten ebenso auf wenn die k € K; linear abhéngig sind.
Die Koeffizienten c¢; tauchen in diesem Fall, zusétzlich zu den (N — 1) Summanden wie oben, in
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(N —1) weiteren Termen in komplex konjugierter Form auf. Da eine genaue Darstellung dieser Pro-
blematik nur zu gréferer Uniibersichtlichkeit fiihrt und das Resultat das Gleiche ist, wird hierauf
verzichtet.

Insgesamt hat dieser Abschnitt gezeigt, dass Sq zwar als Ridge-Function-Raum R(al,..., a*) dar-
gestellt werden kann, aber die Approximationstechniken fiir Ridge-Functions das gleiche Resultat
fa € Sy liefern, wie schon bekannt und die Aussagen iiber den Grad der Approximation nicht ver-
wendet werden kénnen. Da die beste Approximation fg (und somit auch Eappox) ohne Probleme
direkt zu berechnen ist, bietet dies lediglich eine andere Betrachtungsweise. Ridge-Functions bie-
ten somit zwar einen alternativen Definitionsrahmen, aber keine weiteren Ansatzmoglichkeiten zur
Approximation.

Fiir den Raum Sy scheitert sogar schon der Versuch, eine Darstellung zu finden, welche die gleiche
Struktur wie R(al,...,a%) aufweist. Dies macht es natiirlich unméglich, irgendein Theorem oder
einen Algorithmus aus [19] oder dem allgemeinen Themenbereich der Ridge-Functions anzuwenden.
P. P. Petrushev bezeichnet das approximationstheoretische Problem als schwer [18].

Die Approximation mit Ridge-Functions ist also nicht der richtige Ansatz zur Behandlung des
Problems der Rekonstruktion eines gegebenen Muster.
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7 Numerische Ergebnisse

Nachdem sich alle bisherigen Abschnitte mit theoretischen Untersuchungen und Berechnungen
beschiftigt haben, sollen die beschriebenen Verfahren nun auch numerisch angewandt werden. Dabei
werden verschiedene Aspekte untersucht:

Die Effizienz der verschiedenen Verfahren, die Auflésung des Fouriergitters, die Abhéngigkeit des
Koordinatenabstiegsverfahrens von den gewé#hlten Startwerten sowie seine Konvergenzgeschwindig-
keit.

Zur Untersuchung der Effizienz von Koordinatenabstiegsverfahren und der Nelder und Mead Sim-
plexmethode werden die Resultate fiir verschiedene Strahlensetups und mehrere Muster angegeben.
Die jeweiligen Strahlensetups werden mit der in Abschnitt 3.1 beschriebenen Methode erzeugt, was
zu Beginn des jeweiligen Unterabschnitts vorgefiihrt wird. Sie eignen sich somit per Konstruktion
zur Generierung von periodischen Mustern.

7.1 Berechnung verschiedener Muster

Zur Evaluation wurde Algorithmus 4.16 in all seinen Varianten fiir verschiedene Muster und Strah-
lensetups durchgefiihrt. Das bedeutet konkret, dass Problem 4.5 mit Koordinatenabstiegsverfahren
und Simplexverfahren gelost wurde sowie Letzteres zusétzlich zur Losung von Problem 4.14 und
Problem 4.15 Verwendung fand.

Zur Unterscheidung der Verfahren sollen nun Bezeichnungen vereinbart werden. Im Folgenden ist
mit Koordinatenabstiegsverfahren die Anwendung von Algorithmus 4.10 und mit Simplexverfahren
die Anwendung von Algorithmus 4.12 auf das Funktional 7 in (4.4) bezeichnet (siehe (i) bzw. (ii) in
folgender Aufziéhlung). Entsprechend ist mit Simplezverfahren (mit NB), NB steht fiir Nebenbedin-
gung, die Anwendung von Algorithmus 4.12 auf (4.11) gemeint (siche (iii) in folgender Aufz&hlung)
und mit polarem Simplexverfahren die Anwendung auf J o 7). (siehe (iv) und Abschnitt 4.2.3)
Dementsprechend ist die Definition des Kostenfunktionals 7. im jeweiligen Zusammenhang mit
diesen Bezeichnungen zu wahlen.

In anderen Worten heifit dies, dass fiir jedes Strahlensetup jedes Muster auf vier verschiedene Arten
rekonstruiert wurde (vgl. Bemerkung 4.17): Dies geschah durch Minimierung des Kostenfunktionals
Je mit

(i) J. := J durch das Koordinatenabstiegsverfahren,

(ii) J. := J durch die Nelder und Mead Simplexmethode, (Simplexverfahren)

2
(iii) Je(c) == JT(c)+ ‘Zjvl | ¢ |~ f(0)| durch die Nelder und Mead Simplexmethode (Simplez-

verfahren (mit NB)) sowie

(iv) J. := J oT, durch die Nelder und Mead Simplexmethode (polares Simplexverfahren).

Dabei bezeichnet ¢ := (c1,...,cny)T € CV wieder den Koeffizientenvektor von f,. Zur Bewertung der
Verfahren wurde das Jewells minimierte Kostenfunktional berechnet, welches in diesem Abschnitt
immer mit J. bezeichnet wird. Weiter wurde der Fehler E' zwischen fd und f* in der ¢5-Norm
sowie der Fehler E,pprox zwischen f und fd berechnet, wobei f immer das gegebene und f, das
berechnete Muster ist. Mit fy ist wieder die beste Approximation aus Sy an f gemeint wie sie in
(3.18) definiert wurde. Diese Fehler wurden zusétzlich ,,ohne den Ursprung®, d.h. fiir N(-) aus (4.5)
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Abbildung 7.1: Lage und Anordnung der Wellenvektoren k; € K definiert in (7.1) und die resultierenden
Differenzen.

~

berechnet, was den Funktionswert f(0) ausschlieft. Dies wurde gemacht, da nur zwei Verfahren die
Nebenbedingungen einbeziehen, was einer Ber{icksichtigung dieses Wertes entspricht. Die Resultate
werden im Folgenden vorgestellt.

Das gegebene Muster f ist jeweils ein Bild der Gréfle 256 x 256 Pixel mit Grauwerten zwischen
0 (schwarz) und 255 (weil) und entspricht einer Periode eines periodischen Musters. Es wird eine
Skalierung vorgenommen, so dass f : [0,256)2 — [0, 1] abbildet. Weiter ist bei allen Untersuchungen
die Auflésung des Fouriergitters L. = 256 gewéhlt. Abschnitt 7.2 wird zeigen, dass diese Wahl
sinnvoll ist. In Algorithmus 4.10 wurde der Abbruchparameter = 10~° gewihlt. Alle weiteren
Parameter werden in den jeweiligen Abschnitten, Tabellen und Bildunterschriften angegeben.

Im Folgenden sei mit f, die mittels der beschriebenen Verfahren berechnete Lésung bezeichnet.

7.1.1 Die Rekonstruktion mit vier Strahlen

Das Strahlensetup, welches in diesem Abschnitt untersucht wird ergibt sich durch die Wahl R = 1
in der Methode zur Generierung von K aus Abschnitt 3.1. Somit ist (0,1) das einzige zuléssige
2-Tupel, woraus sich #Z(R) = 1 und N(Z(R)) = 1 ergibt und man insgesamt N = 4 Elemente in
K hat. Durch die weitere Konstruktion ergibt sich r = ' = K und damit die Menge

o i () () () 5 ()

Die Menge ist in Abb. 7.1 graphisch dargestellt. Die resultierenden Differenzen liegen alle nah am
Ursprung. Die beste Approximation fy; € Sy entsteht also aus den Fourierkoeffizienten von f mit
yniedrigen Frequenzen“ (vergl (3.18)). Es ist somit zu erwarten, dass nur grobe Strukturen rekon-
struiert werden koénnen, da keine Fourierkoeffizienten mit ,,h6heren Frequenzen* zur Verfiigung ste-
hen. Die folgenden Ergebnisse zeigen fast alle nur unzureichende Ann#&herungen an das gewiinschte
Muster.

Fiir jedes Muster ist, neben den vier Rekonstruktionen, das Originalmuster f und die beste Ap-
proximation fy dargestellt. Die numerischen Ergebnisse der Rekonstruktionen und die Parameter
der Simplexmethode sind jeweils in einer Tabelle angegeben. In der Summe sind dies also sechs
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Abbildung 7.2: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.1 zu finden.

Abbildungen und zwei Tabellen pro Muster. Die a priori berechenbaren Fehler und Normen aller
Muster sind in der Tabelle 7.15 zusammengefasst.

Da die Verfahren aus Abschnitt 4.2 zur Rekonstruktion von f4 angewendet werden, muss zur Be-
wertung der Verfahren das Resultat f. mit diesem Muster verglichen werden (vgl. Bemerkung 3.6).

Verfahren Je(f+) ING e | 1 F lles E(N(f.)) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 1.243e—06 7.780e—02 1.347e—01 1.089e—03 7.807e—01
Simplexverfahren 3.421e—07 7.781e—02 2.719e+4-00 6.244e—04 1.827e+00
Simplexverfahren (mit NB) 3.487e—07 | 7.781e—02 9.470e—01 6.514e—04 | 5.301e—02
polares Simplexverfahren 3.432e—-07 7.781e—02 9.470e—01 6.516e—04 5.301e—02

Tabelle 7.1: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.2 mit vier Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.
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Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
I} 1.7 1.3 0.9
¥ 1.6 0.1 1.2
0.6 0.8 0.6

Tabelle 7.2: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.2.
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Abbildung 7.3: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.3 zu finden.

Verfahren T(£) JUNFE) e | I flle | EWO(£) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 1.232e—05 4.829e—02 9.294e—02 4.880e—03 7.947e—01
Simplexverfahren 6.324e—06 | 4.999e—02 | 9.797e—02 | 3.344e—03 | 7.898e—01
Simplexverfahren (mit NB) 4.361le—04 | 4.066e—02 | 9.358¢e—01 | 2.952¢e—02 | 6.760e—02
polares Simplexverfahren 8.083e—04 1.763e—02 9.351e—01 4.021e—02 7.291e—02

Tabelle 7.3: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.3 mit vier Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
16 0.8 1.5 0.8
~ 2.3 2.3 0.5
0 0.7 0.7 0.2

Tabelle 7.4: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.3.
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Abbildung 7.4: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und fy abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.5 zu finden.

Verfahren Te(fe) ING e | 1 F lles E(N(f.)) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 7.334e—05 4.116e—02 5.909¢—02 1.211e—02 8.577e—01
Simplexverfahren 1.193e—05 4.298e—02 7.435e—02 4.785e—03 8.393e—01
Simplexverfahren (mit NB) 2.234e—-04 3.792e—02 9.494e—01 2.112e—02 5.307e—02
polares Simplexverfahren 2.234e—-04 3.792e—02 9.494e—01 2.112e—02 5.307e—02

Tabelle 7.5: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.4 mit vier Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
0 1.1 1.3 0.9
y 0.4 0.1 2.9
0 0.6 0.6 0.7

Tabelle 7.6: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.4.
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Abbildung 7.5: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.7 zu finden.

Verfahren T(£) JUNFE) e | I flle | EWO(£) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 1.303e—03 1.672¢e—01 4.269e—01 5.105e—02 2.815e—01
Simplexverfahren 5.141e—03 1.474e—01 2.953e—01 1.014e—01 4.259¢—01
Simplexverfahren (mit NB) 1.137e—03 | 1.698e—01 | 8.357e—01 | 4.769¢—02 | 1.562e—01
polares Simplexverfahren 1.545e—02 3.253e—03 8.183e—01 1.758e—01 2.303e—01

Tabelle 7.7: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.5 mit vier Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
I6) 1.1 1.4 2.9
~ 1.1 0.4 2.0
0 0.6 0.7 0.8

Tabelle 7.8: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.5.
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Abbildung 7.6: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.9 zu finden.

Verfahren T(£) JUNFE) e | I flle | EWO(£) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 3.555e—07 1.405e—01 2.838e—01 7.543e—04 4.539¢—01
Simplexverfahren 3.554e—07 1.403e—01 2.839e—01 1.871e—04 4.538e—01
Simplexverfahren (mit NB) 3.652e—03 | 1.126e—01 | 8.444e—01 | 8.547e—02 | 1.609e—01
polares Simplexverfahren 3.652e—03 1.126e—01 8.445e—01 8.547e—02 1.610e—01

Tabelle 7.9: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.6 mit vier Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
J6] 0.9 0.8 1.1
~ 2.0 0.6 2.7
0 0.7 0.4 0.5

Tabelle 7.10: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.6.
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Abbildung 7.7: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.11 zu finden.

Verfahren T(£) JUNFE) e | I flle | EWO(£) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 1.043e—05 4.877e—02 1.154e—01 4.367e—03 6.454e—01
Simplexverfahren 2.764e—07 4.871e—02 2.293e—01 2.334e—05 5.259e—01
Simplexverfahren (mit NB) 3.256e—06 | 4.869¢—02 | 8.674e—01 | 2.628e—03 | 1.160e—01
polares Simplexverfahren 4.792e—06 4.869e—02 8.674e—01 2.703e—03 1.160e—01

Tabelle 7.11: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.7 mit vier Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
16 0.9 14 0.8
~ 1.1 2.4 1.3
0 0.4 0.7 0.5

Tabelle 7.12: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.7.
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Abbildung 7.8: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und fy abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.13 zu finden.

Verfahren Te(fe) ING e | 1 F lles E(N(f.)) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 9.681e—06 2.950e—02 3.998¢—02 4.267e—03 2.135e—02
Simplexverfahren 3.235e—06 2.965e—02 4.430e—02 2.395e—03 2.696e—02
Simplexverfahren (mit NB) 3.122e—05 | 2.930e—02 | 8.306e—02 | 7.896e—03 | 7.210e—02
polares Simplexverfahren 5.397e—05 2.886e—02 8.301e—02 1.032e—02 7.251e—02

Tabelle 7.13: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.8 mit vier Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
16 0.9 0.9 1.1
y 2.5 0.5 1.1
0 0.7 0.3 0.5

Tabelle 7.14: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.8.



Abbildung 7.2 7.3 7.4 7.5 7.6 7.7 7.8
IFll ) | 2-487e+02 | 2475e+02 | 2.493e+02 | 2.315e+02 | 2.339e+02 | 2.377e+02 | 7.142e+01

Il 7 lle, 9.715e—01 | 9.669¢—01 | 9.740e—01 | 9.046e—01 | 9.137e—01 | 9.287e—01 | 2.790e—01

| N(fa) ey | 7.781€—02 | 5.010e—02 | 4.325¢—02 | 1.769¢—01 | 1.403¢—01 | 4.871e—02 | 2.975¢—02
| falles | 9.470e—01 | 9.363e—01 | 9.497e—01 | 8.371e—01 | 8.486e—01 | 8.674e—01 | 8.332e—02
Eapprox | 2.167e—01 | 2.415¢—01 | 2.164e—01 | 3.427e—01 | 3.387¢—01 | 3.317e—01 | 2.665¢—01

Tabelle 7.15: Die mit vier Strahlen zu rekonstruierenden Muster mit den jeweiligen Musterabhéingigen
Groflen.

Abbildung 7.2 7.3 7.4 7.5 7.6 7.7 7.8
Koordinaten-
abstiegsverfahren | 2.17e—01 | 2.42e—01 | 2.17e—01 | 3.47e—01 | 3.39e—01 | 3.32e—01 | 2.66e—01
Simplex-
verfahren 2.17e—01 | 2.41e—01 | 2.16e—01 | 3.57e—01 | 3.39¢—01 | 3.32e—01 | 2.66e—01
Simplexverfahren
(mit NB) 2.17e—01 | 2.43e—01 | 2.17e—01 | 3.46e—01 | 3.49¢e—01 | 3.32e—01 | 2.66e—01
polares
Simplexverfahren | 2.17e—01 | 2.43e—01 | 2.17e—01 | 3.85e—01 | 3.49¢—01 | 3.32¢e—01 | 2.66e—01

Tabelle 7.16: Rekonstruktionsgiite | N(f, — f) ||z, der Rekonstruktion mit vier Strahlen.

In Tabelle 7.15 sind die ,,musterabhéingigen“ Groflen angegeben, d.h. die Normen und Fehler, wel-
che bei einem fest vorgegebenen Strahlensetup fiir das jeweilige Muster konstant sind und a priori
berechnet werden kénnen. Die Tabellen 7.1, 7.3, 7.5, 7.7, 7.9, 7.11 und 7.13 listen fiir die entsprechen-
den Muster alle berechneten Fehler und Normen der Rekonstruktionen fiir das jeweilige Verfahren
auf. Diese Werte sind von den Minimierungsverfahren und deren Giite abhéngig.

Zusétzlich sind in den Tabellen 7.2, 7.4, 7.6, 7.8, 7.10, 7.12 und 7.14 die Parameter [, v und
0 aufgelistet, welche in den Varianten der Nelder und Mead Simplexmethode verwendet wurden.
Dies ist notwendig, da die Ergebnisse fiir jedes Muster erheblich von der Wahl dieser Parameter
abhingig sind wie die Praxis gezeigt hat. Fiir jede Kombination von 3,7 und # wurden das jeweilige
Verfahren und Muster mit Ny = 1000 getestet. Die aufgelisteten Parameter lieferten das beste
Resultat, d.h. den kleinsten Wert des Kostenfunktionals und wurden anschliefend mit Ny = 10000
zur Rekonstruktion verwendet. Dabei wurden, um den numerischen Aufwand nicht zu grof§ zu
gestalten, 3, € [0,3] und 6 € (0,1) mit der Genauigkeit von einer Nachkommastelle getestet.

60



Zusammenfassend ist in Tabelle 7.16 die Rekonstruktionsgiite | N(f. — f) ||, fiir alle Muster und
Verfahren berechnet worden. Diese GrioBle wurde zur Ubersichtlichkeit noch einmal als Gesamtmaf
angegeben, ergibt sich aber auch aus dem Zusammenhang

IN(e = D 1E = BN + (Bapprox)” -

Die Resultate zeigen, dass dieses Strahlensetup nur zur Rekonstruktion einfacherer Strukturen aus-
reichend ist. Abbildungen 7.2 und 7.6 weisen noch Ahnlichkeiten zu ihren Rekonstruktionen auf,
wéhrend einfachere Kombinationen dieser Muster (Abbildungen 7.3, 7.4 und 7.5) nur noch schwer
zu erkennen sind. Die Abbildungen 7.8 und 7.7 kénnen mit diesem Strahlensetup nicht ausreichend
rekonstruiert werden. Dies liegt allerdings an dem gew#hlten Strahlensetup wie ein Vergleich von f
und fy zeigt.

Zur Erinnerung: Die Approximationsgiite von f; € Sy an f ist vom (nun festgelegten) Strahlensetup
abhingig und man berechnet eine Approximation f, € Sy an fy.

Aufgrund der geringen Anzahl von Freiheitsgraden (N = 4) hat 7. allerdings noch eine recht einfache
Gestalt. In allen Féllen (bis auf Abb. 7.5) liegt das errechnete Minimum sowohl fiir Koordinaten-
abstiegsverfahren als auch Simplexverfahren nahe bei 0. Dies gilt auch fiir das Simplexverfahren
(mit NB) und das polare Simplexverfahren, Abbildungen 7.5 und 7.6 bilden hier die Ausnahmen.
Koordinatenabstiegs- und Simplexverfahren liefern im Wesentlichen die gleichen Ergebnisse. || f« |¢,
und E(f.) weichen zwar teilweise voneinander ab, was allerdings am minimierten Funktional 7, liegt
(vgl. Bemerkung 4.3).

Die Originalmuster in Abb. 7.3 und Abb. 7.4 unterscheiden sich nur unwesentlich, die Rekonstruk-
tionen weisen jedoch einige Unterschiede auf. Die Giite der Rekonstruktion scheint also zusétzlich
vom Muster f abzuhéngen.

Auch das Simplexverfahren (mit NB) und das polare Simplexverfahren liefern fiir Abb. 7.2, 7.6,
7.7, 7.8 fast gleiche Resultate. In Abb. 7.5 sind die grolen Abweichungen zwischen | N (ﬁ) Ile,
bzw. E(N(fs)), bei diesen beiden Verfahren und das sehr ,helle* Muster (es ist nicht 1!) des pola-
ren Simplexverfahren durch eine zu hohe Gewichtung der Nebenbedingung zu erklédren. Das polare
Simplexverfahren erfiillt die Nebenbedingung exakt und ist daher in seiner Suche nach einem Mini-
mum auf einen Unterraum eingeschrénkt (J.(fx) und E(N(fx)) groB). Das Simplexverfahren (mit
NB) erfiillt die Nebenbedingung lediglich approximativ und kann somit iiber dem ganzen Raum CV
minimieren (J.(f«) und E(N(f)) kleiner).

Somit bestétigen die Resultate obige Erwartungen. Zu einer detaillierteren Rekonstruktion sind also
mehr als vier Strahlen und somit mehr Differenzen in X; notwendig.

Bemerkung 7.1

Die letzte Abb. 7.8 unterscheidet sich von den iibrigen Abbildungen, abgesehen von der anderen
Form des Musters, zusétzlich wesentlich dadurch, dass der Hintergrund des Originalbildes schwarz
ist. Hier tritt somit der Fall ein, dass f = 1— xq,, ist. Aufgrund der Linearitét der Fouriertransfor-
mation &ndert sich durch die Konstante 1 betragsméfBig nur der Wert f(O), wéhrend alle anderen
Werte der Fouriertransformierten lediglich ihr Vorzeichen wechseln.

Das Funktional ist per Konstruktion von dem gegebenen Muster abhéngig, d.h. man hat die zusétz-
liche Abhéngigkeit J.(c, f) von f. Dies wird nur an dieser Stelle explizit erwéhnt, da das Muster
sonst immer als fest gegeben vorausgesetzt wird.

Hier bewirkt die Anderung des Musters allerdings eine wesentliche Anderung des Funktionals 7.,
welche nicht durch eine einfache Transformation des Koeflizientenvektors ¢ kompensiert werden
kann, obwohl sich die Muster in ihrer Struktur nicht unterscheiden. Das Minimum von J.(-,1—xq,,)
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Verfahren Te(fe) ING e | I F lles E(N(f.)) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 6.048e—03 9.854e—02 1.437e+00 1.100e—01 5.543e—01
Simplexverfahren 5.789e—03 1.034e—01 1.535e+-01 1.076e—01 1.446e+01
Simplexverfahren (mit NB) 5.839e—03 | 9.916e—02 | 9.492¢e—01 1.081e—01 1.205e—01
polares Simplexverfahren 9.224e—03 3.096e—02 9.443e—01 1.358e—01 1.458e—01

Tabelle 7.17: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.9 mit acht Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

ergibt sich nicht durch eine einfache Drehung, Spiegelung oder Translation aus dem Minimum von
J C( T XQu )

Es macht also einen wesentlichen Unterschied, ob man ein schwarzes Muster auf weilem Hintergrund
oder ein weifles auf schwarzem Hintergrund rekonstruiert.

7.1.2 Die Rekonstruktion mit acht Strahlen

In diesem Abschnitt soll das in (2.2) schon vorgestellte Strahlensetup mit N = 8 untersucht werden.
Dieser Wert fiir N ergibt sich durch die Wahl R = 10 in Abschnitt 3.1. Damit erh&lt man wieder
#I(R) =1, da (1,3) das einzige giiltige Tupel ist. Allerdings ist hier N (Z(R)) = 0, woraus N = 8

. . — 2K r— K
folgt. Weiter kann man leicht nachrechnen, dass r = NAT] und ' = 715 ist, was zu

Ko L5 0,5 —0,5 -1,5
1" \o5)"\5)" 0 1,5)0" 0 o,5)
(L5 (=05 05\ L5\ 2K
—0,5)"\=1,5)""\~1,5)""\~0,5) " 1o

fithrt. Abb. 2.2 und Abb. 3.2 zeigen die Nummerierung der acht k; und die Menge K;. Wiederum
liegen die Differenzen nah am Ursprung. In Ky liegen allerdings auch Differenzen mit ,,gréfSerem®
Betrag, wodurch in f; auch ,hohere“ Frequenzen einspielen (vgl.(3.18)). Es ist also eine deutli-
che Verbesserung der Rekonstruktionen aus Abschnitt 7.1.1 zu erwarten. Es wurden die gleichen
Originalmuster wie in Abschnitt 7.1.1 rekonstruiert. Die Ergebnisse der Berechnungen sind in der
gleichen Weise dargestellt wie im vorigen Abschnitt, d.h. man hat wieder sechs Abbildungen und
zwei Tabellen pro Muster. Die a priori berechenbaren Werte sind in Tabelle 7.31 zu finden.

(7.2)
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Abbildung 7.9: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links

unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren

dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.17 zu finden.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
I} 0.9 1.0 1.7
vy 0.6 0.1 1.2
0.3 0.6 0.4

Tabelle 7.18: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.9.
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Abbildung 7.10: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.19 zu finden.

Verfahren Te(fe) ING e | 1 F lles E(N(f.)) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 7.163e—04 7.754e—02 1.250e—01 3.783e—02 7.770e—01
Simplexverfahren 7.159e—04 7.778e—02 1.253e—01 3.781e—02 7.768e—01
Simplexverfahren (mit NB) 1.056e—03 | 7.368e—02 | 9.378e¢—01 | 4.595¢—02 | 7.621e—02
polares Simplexverfahren 1.601e—03 4.605e—02 9.361e—01 5.658¢—02 8.307e—02

Tabelle 7.19: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.10 mit acht Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
I6) 1.1 1.1 0.8
~y 0.3 0.3 0.9
0 0.6 0.6 0.3

Tabelle 7.20: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.10.
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Abbildung 7.11: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.21 zu finden.

Verfahren Te(fe) ING e | 1 F lles E(N(f.)) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 1.426e—03 6.475e—02 1.447e—01 5.341e—02 7.725e—01
Simplexverfahren 1.325e—03 6.779e—02 3.421e+00 5.149e—02 2.521e+00
Simplexverfahren (mit NB) 1.334e—03 | 6.697e—02 | 9.511le—01 5.167e—02 | 7.099e—02
polares Simplexverfahren 2.880e—03 3.260e—02 9.492e—01 7.590e—02 9.017e—02

Tabelle 7.21: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.11 mit acht Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
I6) 1.7 1.2 0.4
~ 2.9 0.0 0.6
0 0.8 0.7 0.8

Tabelle 7.22: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.11.
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Abbildung 7.12: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.23 zu finden.

Verfahren T(£) JUNFE) e | I flle | EWO(£) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 4.739e—03 1.634e—01 3.312e—01 9.735e—02 3.937e—-01
Simplexverfahren 4.731e—03 1.633e—01 3.506e—01 9.727e—02 3.722e—-01
Simplexverfahren (mit NB) 4.792e—03 | 1.629¢—01 | 8.343e—01 | 9.790e—02 | 1.781e—01
polares Simplexverfahren 1.251e—02 8.416e—02 8.226e—01 1.582e—01 2.171e—01

Tabelle 7.23: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.12 mit acht Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
I6) 1.1 1.2 14
~y 0.2 1.5 0.9
0 0.6 0.6 0.1

Tabelle 7.24: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.12.
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Abbildung 7.13: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.25 zu finden.

Verfahren T(£) JUNFE) e | I flle | EWO(£) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 1.326e—02 1.241e—01 3.073e—01 1.628e—01 4.498e—01
Simplexverfahren 1.157e—02 1.319e—01 7.869e+00 1.521e—01 7.169e+-00
Simplexverfahren (mit NB) 1.214e—02 | 1.242e—01 | 8.465e—01 1.558e—01 | 2.074e—01
polares Simplexverfahren 1.501e—02 8.103e—02 8.409e¢—01 1.732e—01 2.205e—01

Tabelle 7.25: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.13 mit acht Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
0 0.7 1.1 0.7
y 0.2 0.0 1.2
0 0.6 0.8 0.3

Tabelle 7.26: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.13.
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Abbildung 7.14: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.27 zu finden.

Verfahren T(£) JUNFE) e | I flle | EWO(£) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 8.809e—03 1.384e—01 4.328e—01 1.327e—01 3.649¢—01
Simplexverfahren 8.653e—03 1.374e—01 3.718e+00 1.315e—01 2.968e+-00
Simplexverfahren (mit NB) 8.686e—03 | 1.369¢e—01 | 8.768¢e—01 1.318e—01 1.756e—01
polares Simplexverfahren 9.930e—03 1.127e—01 8.733e—01 1.409e—01 1.825e—01

Tabelle 7.27: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.14 mit acht Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
0 1.3 1.2 0.6
y 0.2 2.9 0.8
0 0.6 0.8 0.5

Tabelle 7.28: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.14.
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Abbildung 7.15: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.29 zu finden.

Verfahren Te(fe) ING e | 1 F lles E(N(f.)) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 8.711e—04 1.250e—01 2.041e—01 4.173e—02 1.608e—01
Simplexverfahren 8.711e—04 | 1.250e—01 2.041e—01 | 4.173e—04 | 1.608e—01
Simplexverfahren (mit NB) 2.291e—-03 8.147e—02 1.256e—01 6.286e—02 1.094e—01
polares Simplexverfahren 8.510e—03 2.235e—02 8.098e—02 1.305e—01 1.489e—01

Tabelle 7.29: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.15 mit acht Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
I} 1.1 1.0 2.7
~y 0.1 0.0 1.9
0 0.7 0.6 0.9

Tabelle 7.30: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.15.



Abbildung 7.9 7.10 7.11 7.12 7.13 7.14 7.15
||f||L2(Q) 2.487e+02 | 2.475e402 | 2.493e+02 | 2.316e+02 | 2.339e+02 | 2.377e+02 | 7.142e+01
Hj?||42 9.715e—01 | 9.669e—01 | 9.740e—01 | 9.046e—01 | 9.137e—01 | 9.287e—01 | 2.790e—01
| N(fa) lle, | 1.494e—01 | 8.649¢—02 | 8.473¢—02 | 1.901e—01 | 2.022e—01 | 1.904e—01 | 1.318e—01
||f?d|\g2 9.556e—01 | 9.389e—01 | 9.525¢—01 | 8.400e—01 | 8.610e—01 | 8.867e—01 | 1.531e—01
Eapprox 1.752e—01 | 2.309¢—01 | 2.037e—01 | 3.355e—01 | 3.058¢—01 | 2.759¢—01 | 2.333e—01
Tabelle 7.31: Musterabhéingige Normen und Fehler der Rekonstruktion mit acht Strahlen.
Abbildung 7.9 7.10 7.11 7.12 7.13 7.14 7.15
Koordinatenabstiegs-
verfahren 2.07e—01 | 2.34e—01 | 2.11e—01 | 3.49¢—01 | 3.46e—01 | 3.06e—01 | 2.37e—01
Simplex-
verfahren 2.06e—01 | 2.35e—01 | 2.10e—01 | 3.49e—01 | 3.42e—01 | 3.06e—01 | 2.37e—01
Simplexverfahren
(mit NB) 2.06e—01 | 2.35¢—01 | 2.10e—01 | 3.50e—01 | 3.43e—01 | 3.06e—01 | 2.46e—01
polares
Simplexverfahren 2.22e—01 | 2.38e—01 | 2.17e—01 | 3.71e—01 | 3.51e—01 | 3.10e—01 | 2.67e—01

Tabelle 7.32: Rekonstruktionsgiite || N(f. — f) ||s, der Rekonstruktion mit acht Strahlen.

Wie in Abschnitt 7.1.1 sind in Tabelle 7.15 die Normen und Fehler angegeben, welche nicht von
den numerischen Minimierungsverfahren, sondern von den Mustern abhédngen. Die numerischen
Ergebnisse sind in den Tabellen 7.17, 7.19, 7.21, 7.23, 7.25, 7.27 und 7.29 aufgelistet.

In den Tabellen 7.18, 7.20, 7.22, 7.24, 7.26, 7.28 und 7.30 sind wiederum die Parameter der Nelder
und Mead Simplexmethode aufgelistet, welche in Tests die besten Ergebnisse lieferten. Da der
Rechenaufwand der Simplexmethode durch die gréflere Dimension N steigt, wurden die Tests hier
mit Ny = 100 durchgefiihrt. Alle anderen Parameter der Tests blieben gleich.

Tabelle 7.32 listet die Rekonstruktionsgiite | N(f. — f) |l¢, fiir alle Muster und Verfahren auf.

Die Resultate in diesem Abschnitt weisen schon erheblich mehr Ahnlichkeiten zu den Originalmu-
stern auf. Herauszuheben sind hier wohl Abb. 7.13 im negativen und Abb. 7.15 im positiven Sinne.
Diese Verbesserung ist ausschliefflich auf das umfangreichere Strahlensetup zuriickzufiihren, was
die Muster f; fiir alle Abbildungen beweisen. Hierdurch wird allerdings auch das Funktional 7.
,komplizierter in dem Sinne, dass die berechneten Minima groéfler sind.

Auch hier liefern Koordinatenabstiegsverfahren und Simplexverfahren fast die gleichen Resultate.
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Es weichen zwar in den Abb. 7.9, 7.11, 7.13 und 7.14 die Werte von || f. ||, und E(f,) teilweise sogar
erheblich voneinander ab, dies ist allerdings wieder darauf zuriickzufithren, dass die Nebenbedingung
beim Koordinatenabstiegs- sowie Simplexverfahren nicht beriicksichtigt und beim Simplexverfahren
(mit NB) sowie polaren Simplexverfahren beriicksichtigt wurde.

Die Ergebnisse von Simplexverfahren (mit NB) und polarem Simplexverfahren gehen in diesem
Abschnitt auseinander. Zwar liegen die Werte von || f |le, und E(f.) noch ,relativ¢ nah beieinan-
der, doch tritt hier der Effekt der zu hohen Gewichtung der Nebenbedingung wie in Abb. 7.12 fast
iiberall auf, wie der Vergleich von || N(f.) |l¢, und E(N(f.)) fiir die beiden Verfahren zeigt. Ausnah-
men bilden hier noch die Muster in Abb. 7.10, 7.13 bzw. 7.14. Somit ist zur Beriicksichtigung der
Nebenbedingung hier das Simplexverfahren (mit NB) dem polaren Simplexverfahren vorzuziehen.
Es ist aber insgesamt eine deutliche Verbesserung zur Rekonstruktion mittels vier Strahlen erreicht
worden.

7.1.3 Die Rekonstruktion mit zwolf Strahlen

Die Verbesserung der Rekonstruktion durch Hinzunahme von Elementen in K aus dem vorherigen
Abschnitt motiviert eine weitere Vergrofferung dieser Menge, d.h. die Verwendung von mehr Strah-
len. Daher soll nun Algorithmus 4.16 mit einem N > 8 durchgefiihrt werden. Wieder wird X durch
die in Abschnitt 3.1 beschriebene Methode konstruiert, wozu nun R = 50 gewihlt wird. Fiir diesen
Wert kann man die giiltigen Tupel (1,7) und (5,5) bestimmen, woraus folgt, dass #Z(R) = 2 und
N(Z(R)) = 1 ist. Somit ergeben sich N = 12 Strahlen und r = 2E sowie 7/ = %, womit die

V50 50
Menge

(09 (6 (0 (2 (2) (2
0,5)7 \2,5)" \3,5/)" 3,5)" 2,5)" 0,5)°
(3 () (3 (3 o (20)(20) - 2]
—-0,5)7 \=2,5)" \=-3,5)7 \=-3,5)7 \-2,5)" \-0,5/ ° V50
definiert wird.
In Abb. 7.16 ist die Lage und Nummerierung der k; € K und k € K; dargestellt. In diesem Fall
enthélt Ky ebenfalls Werte die nah am Ursprung liegen sowie betragsméfig grofiere Elemente, welche
allerdings weiter im R? verteilt, d.h. nicht unbedingt benachbart sind. Dies bedeutet, dass die beste
Approximation fg aus Sy an f sowohl , hohe“ als auch ,niedrige* Frequenzen beriicksichtigt (vgl.
(3.18)). Es wurden wieder die selben Muster wie in Abschnitt 7.1.1 und Abschnitt 7.1.2 rekonstruiert

und die Resultate in sechs Abbildungen und zwei Tabellen pro Muster dargestellt. Die a priori
Normen und Fehler sind fiir dieses Strahlensetup in Tabelle 7.47 aufgelistet.

(7.3)
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Abbildung 7.16: Lage und Anordnung der Wellenvektoren k; € K definiert in (7.3) und die resultierenden

Differenzen.

-

Abbildung 7.17: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren

dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.33 zu finden.
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Verfahren Te(fe) ING e | I Flles E(N(f.)) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 6.556e—03 1.028e—01 1.381e+00 1.145e—01 4.995e—-01
Simplexverfahren 9.797e—03 6.459e—02 2.783e—01 1.400e—01 6.357e—01
Simplexverfahren (mit NB) 7.433e—02 | 3.590e—01 1.016e+00 | 3.855e—01 3.901e—01
polares Simplexverfahren 1.153e—02 1.857e—02 9.440e—01 1.518e—01 1.608e—01

Tabelle 7.33: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.17 mit zwolf Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
J6] 0.9 0.4 1.9
~ 0.1 1.4 04
0.3 0.5 0.3

Tabelle 7.34: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.17.
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Abbildung 7.18: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.35 zu finden.

Verfahren T(£) JUNFE) e | I flle | EWO(£) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 4.141e—03 7.751e—02 1.348e—01 9.100e—02 7.693e—01
Simplexverfahren 5.124e—03 5.180e—02 8.725e—02 1.012e—01 8.103e—01
Simplexverfahren (mit NB) 4.933e—02 | 2.934e—01 | 9.581e—01 | 3.124e—01 | 3.147e—01
polares Simplexverfahren 7.035¢—03 1.461e—02 9.351e—01 1.186e—01 1.333e—01

Tabelle 7.35: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.18 mit zwolf Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
16 0.8 0.4 1.5
~ 2.3 1.7 0.0
0 0.7 0.4 0.1

Tabelle 7.36: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.18.

74



Abbildung 7.19: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.37 zu finden.

Verfahren T(£) JUNFE) e | I flle | EWO(£) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 3.172e—03 6.248e—02 1.342e—01 7.964e—02 7.853e—01
Simplexverfahren 2.424e—03 7.450e—02 1.437e—01 6.963e—02 7.802e—01
Simplexverfahren (mit NB) 2.999e—03 | 6.585e—02 | 9.510e—01 | 7.744e—02 | 9.148e—02
polares Simplexverfahren 5.193e—03 1.894e—03 9.487e—01 1.019e—01 1.129e—-01

Tabelle 7.37: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.19 mit zwolf Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
I6) 1.1 2.1 0.8
~y 0.4 0.8 2.8
0 0.6 0.4 0.5

Tabelle 7.38: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.19.
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Abbildung 7.20: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.39 zu finden.

Verfahren Te(fe) ING e | 1 F lles E(N(f.)) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 1.070e—02 1.229e—01 2.010e—01 1.464e—01 5.310e—01
Simplexverfahren 7.173e—03 1.420e—01 1.181e+401 1.198e—01 1.114e+01
Simplexverfahren (mit NB) 7.468¢—03 | 1.408e—01 | 8.306e—01 1.222¢—-01 1.928e—-01
polares Simplexverfahren 1.680e—02 2.713e—02 8.187e—01 1.833e—01 2.360e—01

Tabelle 7.39: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.20 mit zwolf Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
16 0.7 2.7 2.4
~ 0.2 0.2 0.7
0 0.9 0.4 0.3

Tabelle 7.40: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.20.
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Abbildung 7.21: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.41 zu finden.

Verfahren T(£) JUNFE) e | I flle | EWO(£) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 1.653e—02 1.450e—01 7.017e—01 1.818e—01 1.823e—01
Simplexverfahren 1.899e—02 1.227e—01 2.233e+00 1.949e—01 1.542e+00
Simplexverfahren (mit NB) 7.396e—02 | 2.885e—01 | 9.011e—01 | 3.839e—01 | 4.133e—01
polares Simplexverfahren 1.966e—02 1.022e—01 8.432¢—01 1.983e—01 2.407e—01

Tabelle 7.41: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.21 mit zwolf Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
I6) 0.8 0.4 0.9
~ 0.1 1.8 0.5
0 0.9 0.4 0.3

Tabelle 7.42: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.21.
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Abbildung 7.22: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links
unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.43 zu finden.

Verfahren T(£) JUNFE) e | I flle | EWO(£) E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 1.065e—02 7.21e—02 1.647e—01 1.459e—01 6.344e—01
Simplexverfahren 9.826e—03 1.020e—01 1.637e+01 1.402e—01 1.567e+01
Simplexverfahren (mit NB) 7.060e—02 | 9.764e—02 | 9.262¢e—01 | 3.758¢—01 | 3.938e—01
polares Simplexverfahren 1.210e—02 3.236e—01 8.690e—01 1.556e—01 1.941e—-01

Tabelle 7.43: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.22 mit zwolf Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
16 0.9 0.4 0.8
~y 0.1 1.7 2.9
0 0.3 0.4 0.1

Tabelle 7.44: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.22.
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Abbildung 7.23: In der oberen Reihe sind von links die Muster f und f; abgebildet. Das Bild rechts oben
wurde mittels Koordinatenabstiegsverfahren, das darunter mit dem Simplexverfahren rekonstruiert. Links

unten ist das Resultat des Simplexverfahren (mit NB) und rechts daneben des polaren Simplexverfahren
dargestellt. Die zugehorigen numerischen Werte sind in Tabelle 7.45 zu finden.

Verfahren T ING) e | W Fllee | BN E(f.)

Koordinatenabstiegsverfahren | 4.008e—03 9.016e—02 1.437e—01 8.953e—02 1.386e—01
Simplexverfahren 5.799e—03 | 6.810e—02 | 4.214e—01 1.077e—-01 4.237e—01
Simplexverfahren (mit NB) 4.255e—03 7.184e—02 1.116e—01 9.163e—02 1.212e—-01
polares Simplexverfahren 6.939e—03 6.534e—02 1.016e—01 1.178e—01 1.379e—-01

Tabelle 7.45: Numerische Resultate der Rekonstruktion von Muster Abb. 7.23 mit zwolf Strahlen und den
beschriebenen Verfahren.

Parameter Simplexverfahren Simplexverfahren polares
(mit NB) Simplexverfahren
16} 0.9 2.9 2.4
y 0.1 2.9 1.9
0.3 0.3 0.6

Tabelle 7.46: Parameter fiir die verschiedenen Formen der Nelder und Mead Simplexmethode zur Rekon-
struktion des Musters aus Abb. 7.23.
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Abbildung 7.17 7.18 7.19 7.20 7.21 7.22 7.23
||f||L2(Q) 2.487e+02 | 2.475e402 | 2.493e+02 | 2.316e+02 | 2.339e+02 | 2.377e+02 | 7.142e+01
Hj?||42 9.715e—01 | 9.669e—01 | 9.740e—01 | 9.046e—01 | 9.137e—01 | 9.287e—01 | 2.790e—01
I N(fd) lle, | 1.530e—01 | 1.195e—01 | 1.020e—01 | 1.895e—01 | 2.308¢—01 | 1.756e—01 | 1.270e—01
||f?d|\g2 9.561e—01 | 9.426e—01 | 9.541e—01 | 8.399¢—01 | 8.682¢e—01 | 8.837e—01 | 1.490e—01
Eapprox 1.721e—01 | 2.157e—01 | 1.957e—01 | 3.358e—01 | 2.849¢—01 | 2.856e—01 | 2.359e—01
Tabelle 7.47: Musterabhéingige Normen und Fehler Rekonstruktion mit zwolf Strahlen.
Abbildung 7.17 7.18 7.19 7.20 7.21 7.22 7.23
Koordinatenabstiegs-
verfahren 2.07e—01 | 2.34e—01 | 2.11e—01 | 3.66e—01 | 3.38¢e—01 | 3.21e—01 | 2.52¢e—01
Simplex-
verfahren 2.22e—01 | 2.38¢—01 | 2.08¢—01 | 3.57e—01 | 3.45e—01 | 3.18e—01 | 2.59¢—01
Simplexverfahren
(mit NB) 4.22¢—01 | 3.77e—10 | 2.10e—01 | 3.57e—01 | 4.78¢—01 | 4.72e—01 | 2.53e—01
polares
Simplexverfahren 2.30e—01 | 2.46e—01 | 2.21e—01 | 3.83e—01 | 3.47e—01 | 3.25e—01 | 2.64e—01

Tabelle 7.48: Rekonstruktionsgiite | N(f. — f) |l¢, der Rekonstruktion mit zwolf Strahlen.

Wiederum sind in Tabelle 7.47 die musterabhéngigen und in den Tabellen 7.33, 7.35, 7.37, 7.39,
7.41, 7.43 und 7.45 die verfahrensspezifischen Fehler und Normen aufgelistet.

Die Tabellen 7.34, 7.36, 7.38, 7.40, 7.42, 7.44 und 7.46 listen die Parameter der Nelder und Mead
Simplexmethode auf, welche in Tests mit diesem Strahlensetup die besten Ergebnisse lieferten. Auch
hier wurde mit Ny = 100 getestet. Tabelle 7.48 listet der Vollstédndigkeit halber noch einmal die
Rekonstruktionsgiite || N(f. — f) |l¢, fiir alle Muster und Verfahren auf.

Durch dieses Strahlensetup konnten die Ergebnisse nicht sonderlich verbessert werden. Keines der
rekonstruierten Muster weist mehr Ahnlichkeiten zum entsprechenden Muster f auf, als bei der
Verwendung von acht Strahlen. Zwar ist die Approximation an f aus Sy visuell besser, was in den
Abb. 7.17, 7.18, 7.19 und 7.21 auch dadurch bestétigt wird, dass F,pprox im Allgemeinen kleiner ist
als in den vorigen Setups, aber nun entstehen grofiere Abweichungen zwischen f, und fy.

Es fallt auf, dass trotz der visuellen Verbesserung von fq, Eapprox fiir alle Muster relativ grof8 und
in drei Fillen sogar gréfer als in Abschnitt 7.1.2 (Abb. 7.20, 7.22 und 7.23). Dies ist darauf zuriick-
zufithren, dass in Ky im Vergleich zu Abschnitt 7.1.2 nur sehr wenige Elemente direkt um den
Ursprung verteilt liegen. Dort liegen aber im Allgemeinen die betragsmifig grofiten Fourierkoeffizi-
enten der Funktion f. In Abb. 7.24 stellen die Punkte die Elemente der Menge K 4 aus Abschnitt 7.1.3
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Abbildung 7.24: Die Mengen K4 aus Abschnitt 7.1.2 und Abschnitt 7.1.3 sind hier gemeinsam dargestellt.
Die Punkte stellen die Differenzen dar, welche sich durch die in (7.3) definierte Menge K ergeben, wéihrend
die durch (2.2) resultierende Menge innerhalb des Kreises liegt (Punkte und Quadrate). Letztere hat ihre
Elemente um den Ursprung konzentriert, die erste Menge verteilt sich auch in gréflerer Distanz zum Ursprung.

dar, welche teilweise um den Ursprung, aber auch weiter entfernt liegen. Im Kreis sind zusétzlich
zu den Elementen dieser Menge auch die Elemente der Differenzenmenge (2.2) aus Abschnitt 7.1.2
durch Quadrate hinzugefiigt, soweit sie noch nicht in der Menge IC; enthalten waren. In diesem
Kreis liegen somit alle Elemente von Kj; aus Abschnitt 7.1.2. Bis auf vier vereinzelte Stellen hat
diese Menge keine Liicken, wiahrend das groflere g aus Abschnitt 7.1.3 sehr grofie Liicken aufweist.
Die bessere Konzentration der Differenzen aus Abschnitt 7.1.2 um den Ursprung ist hier deutlich
zu erkennen. Dies ist auch fiir grofler werdendes N durch eine bessere Wahl des Strahlensetups in
K anzustreben.

Wieder wurden die berechneten Minima des Kostenfunktionals durch die weiteren Freiheitsgrade
grofler. Die Resultate von Koordinatenabstiegs- und Simplexverfahren weichen nun auch voneinan-
der ab, wihrend bei den vorherigen Berechnungen fast identische Ergebnisse erzielt wurden. Fiir
Abb. 7.17, 7.18, 7.21 und 7.23 lieferte das Koordinatenabstiegsverfahren die besseren Minima, fiir
die restlichen Muster das Simplexverfahren. Die gleichen Diskrepanzen zeigen Simplexverfahren
(mit NB) und das polare Simplexverfahren auf. Visuell ist hier das Koordinatenabstiegsverfahren
dem Simplexverfahren und Simplexverfahren (mit NB) bzw. polarem Simplexverfahren vorzuzichen.
Insgesamt ist das Setup aus Abschnitt 7.1.2 sogar noch vorzuziehen, obwohl hier N kleiner gew ahlt
war.

Die Frage nach der Ursache fiir die groflen Abweichungen in den Resultaten gibt Anlass zu weiteren
Untersuchungen wie z.B.:

e Erreicht Algorithmus 4.16 ein absolutes Minimum? (Das absolute Minimum ist nach Bemer-
kung 4.6 nicht eindeutig.)

e Wird fiir N — oo das Minimum von 7, grofler?
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e Wird Sy fiir N — oo grofler,
e oder wird durch mehr Abhéngigkeiten in (3.9) Sy fiir N — oo sogar kleiner?

e Kann K besser gewéhlt werden?

Betrachtet man die Ergebnisse von Abschnitt 7.1 im Ganzen, so ist festzustellen, dass die Hinzu-
nahme der Nebenbedingung durch das Simplexverfahren (mit NB) und das polare Simplexverfah-
ren sowohl in den numerischen als auch visuellen Ergebnissen keine Verbesserung bringen konnte.
Dies bestitigt Bemerkung 4.3, in der die Nebenbedingung ja aus analytischen Griinden noch ver-
nachléssigt wurde, nun auch numerisch.

Fiir die einfacheren Setups (N = 4 und N = 8) bestétigen Simplexverfahren und Koordinatenab-
stiegsverfahren noch gegenseitig ihre Ergebnisse, was keinen Anlass gibt ein Verfahren zu bevor-
zugen. Fiir N = 12 fillt eine Aussage iiber das bessere Verfahren zunéchst schwer. Es ist aber
allgemein bekannt, dass das Nelder und Mead Simplexverfahren fiir grofler werdende Dimension
schlechter wird [11]. Zur Verbesserung der Rekonstruktionen ist aber sicherlich noch die Verwendung
von mehr als acht oder zwolf Strahlen notwendig. Ob dann die Verwendung der Simplexmethode
noch sinnvoll ist, bleibt fraglich.

Zusétzlich geht bei der Minimierung von J aber auch ein wesentlicher Vorteil der Simplexmetho-
de gegeniiber dem Koordinatenabstiegsverfahren verloren. Dieser Vorteil der Simplexmethode lag
darin, dass keine Ableitungen berechnet werden mussten und es nur mit Funktionsauswertungen
auskommt. Da hier aber das Minimum in jeder Koordinatenrichtung analytisch berechnet wer-
den kann (vgl. Beweis von Lemma 4.9), benotigt das Koordinatenabstiegsverfahren auch nur eine
,Funktions-“ Auswertung von (4.10). Es ist an dieser Stelle kein weiteres Verfahren zu Berechnung
des Minimums von J in einer Koordinatenrichtung notwendig.

Diese Tatsachen lassen den Schluss zu, dass das in [5] vorgeschlagene Koordinatenabstiegsverfahren
eine sinnvolle Wahl zur Minimierung von J ist.

7.2 Grofle des Fouriergitters

Zur Berechnung der im obigen Abschnitt exemplarisch dargestellten Muster wurde als Grofle fiir
das Fouriergitter L = 256 gewéhlt.

In diesem Abschnitt soll nun untersucht werden, ob durch eine andere Wahl von L die Rekonstruk-
tion verbessert werden kann, da durch eine feinere Auflésung der diskreten Fouriertransformation
die kontinuierliche Fouriertransformation besser approximiert werden kann wie in Abschnitt 3.4
erldutert wurde. Da die theoretischen Resultate aus diesem Abschnitt einen sehr hohen Wert fiir L
liefern wie im folgenden Abschnitt 7.2.1 gezeigt wird, werden in Abschnitt 7.2.2 noch einmal Tests
mit verschiedenen Werten von L durchgefiihrt, um nachzupriifen ob dadurch auch eine Verbesserung
des Endresultates erreicht werden kann.

7.2.1 A priori Fehlerschitzungen fiir die diskrete Fouriertransformation

Im Allgemeinen kann das Rekonstruktionsverfahren auf beliebige Muster angewandt werden, welche
alle Grauwerte annehmen. Dies muss dann in der Theorie der Fehlerschétzer beriicksichtigt werden.
In Abschnitt 7 wurden allerdings nur Schwarz-Weif-Muster rekonstruiert, weshalb sich die weitere
Betrachtung auf Muster dieses Typs beschrénkt.
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Fiir die Approximation der diskreten an die kontinuierliche Fouriertransformation wurde in Ab-
schnitt 3.4 die Fehlerschitzung (3.36)

| Fla)0), — FIF100 | < 3VE 525 k| A Ay (B2l + (B
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BESE
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speziell fiir die hier verwendeten, nichtstetigen Funktionen f = xq,, berechnet.

Da die Originalmuster f Bilder der Grofie 256 x 256 Pixel sind, ist das Gebiet 23, eine Vereinigung
von Rechtecken, d.h. genauer der schwarzen bzw. weiflen Pixel. Betrachtet man nun das Gesamt-
gebiet Q = [0,256)2, so liegt der Rand 0Qj; = T fiir jede Auflésung der Fouriertransformation
L =27 > 256 auf den Gitternetzlinien. Hieraus folgt, dass kein Rechteck 2, (vgl. (3.30)) existiert,
dessen Inneres nichtleeren Schnitt mit dem Rand von €, hat, d.h. dass Lt = 0 ist. Es wird hier die
schérfere der beiden Abschétzungen verwendet, da Lq,, fiir jedes Muster exakt berechnet werden
kann. Die weitere Abschitzung wird lediglich gemacht, um die Fehlerordnung 1 herauszuheben.
Da Lp = 0 ist, reduziert sich die rechte Seite der Abschétzung (3.36) auf den ersten Summanden,
welcher sich aus dem Faktor

E = §\/§ LS:FMQ Az Ay +/(Az)? + (Ay)? (7.4)

(27)
256

und dem Betrag von k zusammensetzt. Die Schrittweiten Ax = Ay = %> sind in beiden Richtungen
gleich.

Obiger Faktor E kann fiir jedes Muster der Form f = xq,, a priori berechnet werden. In Abb. 7.25
ist fiir das Gebiet Qy = [64,192]? das Muster f dargestellt. Dieses spezielle Muster wurde hier
gewihlt, da seine kontinuierliche Fouriertransformation F[ f | sehr leicht auszurechnen ist und sich
somit auch die linke Seite der Ungleichung (3.36) berechnen lésst. In Abb. 7.25 sind die Resultate
dieser Berechnungen sowie der Fehler F fiir ein k # 0 graphisch dargestellt. Dabei wurde auch die
linke Seite der Ungleichung mit | k |_1 multipliziert, um einen Vergleich der Werte zu ermoglichen.
Das bedeutet, dass auf der z-Achse die Schrittweite Az = Ay und auf der y-Achse die Fehler F

bzw. ‘ Fl k), — Fl 71 k), ‘ | k |7 aufgetragen sind. Die vorhergesagte Fehlerordnung 1 wird

hier bestétigt. In Tabelle 7.49 ist der Fehlerfaktor E fiir noch feinere Auflosungen der diskreten
Fouriertransformation angegeben.

Es féllt auf, dass man nach Abschétzung (3.36) eine sehr hohe Auflésung des Fouriergitters benétigt,
um den Fehlerfaktor F klein zu machen. Dies kann an einer schlechten Approximation der konti-
nuierlichen durch die diskrete Fouriertransformation fiir Funktionen f = xq,, liegen oder daran,
dass die Ungleichung (3.36) nicht scharf genug ist, um Riickschliisse auf eine geeignete Auflosung
zuzulassen. Da die Muster f eine sehr einfache Struktur haben und der exakte Fehler in Abb. 7.25
viel kleiner als der geschétzte Fehler ist, liegt die zweite Moglichkeit nahe, was die Untersuchungen
in Abschnitt 7.2.2 motiviert.

7.2.2 Numerische Untersuchungen

Um zu verifizieren, dass der in allen numerischen Tests gewédhlte Wert L = 256 trotz der Resultate
aus Abschnitt 7.2.1 sinnvoll ist, sollen nun Tests mit unterschiedlichen Gréflen des Fouriergitters
durchgefiihrt werden.
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Abbildung 7.25: Rechts ist das Muster dargestellt, fiir welches exemplarisch der Fehler zwischen kontinu-
ierlicher und diskreter Fouriertransformation bei wachsender Auflésung untersucht wurde. Die linke Graphik
stellt die Differenz zwischen der exakt berechneten kontinuierlichen Fouriertransformation und der diskreten
Fouriertransformation an der Stelle k = (0, Ak,)T € R?, d.h. die linke Seite aus (3.36) sowie den Faktor F
aus (7.4) gegeniiber. Dabei wurde die linke Seite der Abschéitzung mit |k |~' skaliert, um einen Vergleich
mit F zu ermoglichen.

Auflgsung L 256 512 1024 2048 4096 8192
J =logy L 8 9 10 11 12 13

Az = Ay 1.000e+00 | 5.000e—01 2.500e—01 1.250e—01 6.250e—02 | 3.125e—02
La,, 16384 65 536 262144 1048576 4194 304 16777216
E 5.5335e+02 | 2.7667e+402 | 1.3834e+02 | 6.9169e+01 | 3.4584e+01 | 1.7292e4-01

Tabelle 7.49: A priori Fehlerschitzungen fiir verschiedene Auflésungen des Fouriergitters und das Original-
muster aus Abb. 7.25.
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Dazu wurde fiir alle Strahlensetups aus Abschnitt 7.1 Algorithmus 4.16 fiir Koordinatenabstiegs-
verfahren, Simplexverfahren, Simplexverfahren (mit NB) und polares Simplexverfahren mit unter-
schiedlicher GittergréBe noch einmal durchgefiihrt. Es wurden wieder die gleichen Muster mit L = 27
fir J =4,5,...,12 rekonstruiert und die berechneten Werte des Kostenfunktionals verglichen. Ein
grofles L ist gleichbedeutend mit einer hohen Auflésung der Fouriertransformation.

Im Folgenden werden die Ergebnisse in Graphen dargestellt, wobei das Kostenfunktional J auf der
y-Achse in Abhéngigkeit von der Gittergrofie L auf der x-Achse angegeben ist. An den jeweiligen
Kurven stehen die Abbildungsnummern der zugehorigen Muster.

In den Abbildungen 7.26, 7.27 und 7.28 sind die Ergebnisse des Koordinatenabstiegsverfahren fiir
die Strahlensetups aus Abschnitt 7.1.1, Abschnitt 7.1.2 und Abschnitt 7.1.3 angegeben. In Abb. 7.26
liegen die Kurven der Abbildungen 7.2, 7.6, 7.7 und 7.8 genau auf der x-Achse, weshalb auf deren
Bezeichnung verzichtet wurde, um die Abbildung {ibersichtlich zu halten.

In fast allen Féllen hat eine Vergroferung des Fouriergitters iiber L = 27 = 128 hinaus keinen
Einfluss mehr auf den Wert des Kostenfunktionals J. Ausnahmen bilden hier lediglich 7.3 und 7.4
in Abb. 7.26, wobei hier sogar groflere Werte auftreten.

Die Resultate fiir das Simplexverfahren sind in den Abbildungen 7.29, 7.30 und 7.31 zu sehen.
Wie in Abschnitt 7.1 bestétigen die Ergebnisse die des Koordinatenabstiegsverfahrens. In Abb. 7.29
und 7.30 sind alle Kurven fast waagerecht und auch in Abb. 7.31 sind nur kleine Schwankungen
in den Funktionswerten zu erkennen. Im Simplexverfahren wurden fiir alle L die Parameter 3,
und 6 verwendet, welche sich fiir L = 256 als giinstig erwiesen hatten, was eine Ursache fiir diese
Schwankungen sein kann.

Die Abbildungen 7.32, 7.33 und 7.34 zeigen die Testergebnisse des Simplexverfahren (mit NB). In
Abb. 7.32 liegen die Kurven der Abb. 7.2, 7.3, 7.7 und 7.8 wieder auf der x-Achse und wurden
zur besseren Ubersicht nicht mit Bezeichnungen versehen. Teilweise treten fiir dieses Verfahren
erheblich grofle Schwankungen in den Resultaten auf. Diese zeigen allerdings nicht den Trend, dass
fiir grofer werdendes L die Ergebnisse besser werden, sondern treten in Spriingen auf. Dies legt eine
Optimierung der Parameter G, v und 0 fiir jedes L nahe.

Gleiches gilt fiir die Resultate des polaren Simplexverfahren in den Abbildungen 7.35, 7.36 und
7.37. In Abb. 7.35 sind wieder die Kurven 7.2, 7.3, 7.4, 7.7 und 7.8, welche alle nah an der x-Achse
liegen, extra nicht mit Bezeichnungen versehen.

Insgesamt zeigen die Untersuchungen diese Abschnitts, dass fiir die beiden wesentlichen Verfah-
ren, d.h. Koordinatenabstiegsverfahren und Simplexverfahren, die Rekonstruktion durch die Wahl
eines grofleren L nicht verbessert werden kann. Die Auflosung der Fouriertransformation in Ab-
schnitt 7.1 ist also absolut ausreichend, was wohl unter anderem an der einfachen Struktur der zu
rekonstruierenden Muster f liegt, welche lediglich schwarz- und weif-Werte annehmen.

Um den Einfluss der Wahl von L auf das Simplexverfahren (mit NB) und das polare Simplexverfah-
ren verniinftig bewerten zu kénnen, miissten hier wohl zunéchst fiir jede Wahl von L die geeigneten
Parameter 3, v und 6 des Simplexverfahrens bestimmt werden. Diese aufwendige Bestimmung wird
hier nicht gemacht, da Abschnitt 7.1 schon gezeigt hat, dass die Hinzunahme der Nebenbedingungen
eher von Nachteil ist.

Insgesamt kann man aus Abschnitt 7.1 aber auch fiir das Simplexverfahren schliefen, dass es die
Ergebnisse des Koordinatenabstiegsverfahrens im Allgemeinen hochstens bestétigt und nicht ver-
bessert hat. Daher beschrénken sich die Untersuchungen in den weiteren Abschnitten ebenfalls auf
das Koordinatenabstiegsverfahren.
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Abbildung 7.26: Abhingigkeit des Kostenfunktionals J von der Auflésung L der diskreten Fouriertrans-
formation unter Verwendung des Koordinatenabstiegsverfahrens fiir das Setup aus Abschnitt 7.1.1 mit vier
Strahlen.
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Abbildung 7.27: Werte des Kostenfunktionals J fiir verschiedene Auflésungen L der diskreten Fourier-
transformation. Es wurde das Koordinatenabstiegsverfahren fiir das Setup aus Abschnitt 7.1.2 verwendet
(acht Strahlen).
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Abbildung 7.28: Abhiingigkeit des mittels Koordinatenabstiegsverfahren berechneten Minimums des Ko-
stenfunktionals 7 von der Grofie des Fouriergitters L fiir das Strahlensetup aus Abschnitt 7.1.3 (zwolf Strah-
len).
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Abbildung 7.29: Werte des Kostenfunktionals J fiir verschiedene Auflésungen L der diskreten Fourier-
transformation bei Verwendung des Simplexverfahrens fiir das Setup aus Abschnitt 7.1.1 (vier Strahlen).
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Abbildung 7.30: Fiir verschiedene Grifien L des Fouriergitters ist der Wert des Kostenfunktionals J
dargestellt. Die Rekonstruktion erfolgte fiir das Setup mit acht Strahlen (Abschnitt 7.1.2) mit dem Simplex-
verfahren.
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Abbildung 7.31: Werte des Kostenfunktionals 7 in Abh#ngigkeit von der Grofie L des Fouriergitters unter
Anwendung des Simplexverfahrens fiir zwolf Strahlen (Abschnitt 7.1.3).
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Abbildung 7.32: Abhingigkeit der Werte des Kostenfunktionals J von der Auflésung L der diskreten
Fouriertransformation. Hier wurde das Simplexverfahren (mit NB) und das Strahlensetup aus Abschnitt 7.1.1
(vier Strahlen) zur Rekonstruktion verwendet.
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Abbildung 7.33: Abhingigkeit des Kostenfunktionals J von der Auflésung L der diskreten Fouriertrans-
formation unter Verwendung des Simplexverfahrens (mit NB) fiir das Setup aus Abschnitt 7.1.2 mit acht
Strahlen.
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Abbildung 7.34: Werte des Kostenfunktionals J fiir verschiedene Auflssungen L der diskreten Fourier-
transformation bei Verwendung des Simplexverfahrens (mit NB) fiir das Setup aus Abschnitt 7.1.3 (zwolf
Strahlen).
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Abbildung 7.35: Fiir verschiedene Grifien L des Fouriergitters ist der Wert des Kostenfunktionals J
dargestellt. Die Rekonstruktion erfolgte fiir das Setup mit vier Strahlen (Abschnitt 7.1.1) mit dem polaren
Simplexverfahren.
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Abbildung 7.36: Abhiingigkeit des mittels polarem Simplexverfahren berechneten Minimums des Kosten-
funktionals J von der Grofie des Fouriergitters L fiir das Strahlensetup aus Abschnitt 7.1.2 (acht Strahlen).
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Abbildung 7.37: Abhingigkeit des Kostenfunktionals J von der Auflésung L der diskreten Fouriertrans-
formation unter Verwendung des polaren Simplexverfahrens fiir das Setup aus Abschnitt 7.1.3 mit zwolf
Strahlen.

91



0.3 0.3 F Cg
0.2 02+
C1
C2
0.1 | 01k s
C
cs 2C1 6 i
0rer C5 C3 C4 0 C
0.1F 0.1 F e
0.2 - -0.2 Cr
| | | | | | | | | | | |
02 -01 0 0.1 02 03 02 -01 0 0.1 02 0.3

Abbildung 7.38: Entwicklungskoeffizienten von f, in der komplexen Ebene C. Die Koeffizienten wurden fiir
Abb. 7.15 mit dem Koordinatenabstiegsverfahren berechnet. Dabei wurden links die Startwerte ¢y = ... =
cg = 1 und rechts ¢; = ... = cg = 7 verwendet.

7.3 Koordinatenabstiegsverfahren mit verschiedenen Startwerten

Das Koordinatenabstiegsverfahren wie es in Algorithmus 4.10 definiert wurde, bené&tigt Startwerte
fiir die Iteration. Es stellt sich nun die Frage, ob der Grenzwert der Folge {c*} von diesen Startwerten
abhéngt. Lemma 4.9 garantierte, dass dieser Grenzwert ein stationédrer Punkt des Funktionals J
ist. Da das Minimum von J nach Bemerkung 4.6 nicht eindeutig ist, lédsst dies vermuten, dass die
berechneten Koeffizienten c¢; und somit f, von den Startwerten abhéngen. Sollte der Algorithmus
das absolute Minimum nicht erreichen (vgl. (4.7)), ist dies sogar wahrscheinlich.

Die Abbildungen 7.38 und 7.39 zeigen die mittels Koordinatenabstiegsverfahren berechneten Koeffi-
zienten von f, fiir das Muster aus Abb. 7.15 in der komplexen Ebene C. Die zugehérigen Startwerte
kann man den Bildunterschriften entnehmen.

Die Koeffizienten sind in allen vier Féllen jeweils nur um ein Phase ¢ verschoben, wobei in Abb. 7.39
die Nummerierung der Koeffizienten im Vergleich zu Abb. 7.38 zusétzlich zyklisch um % vertauscht
ist. Diese Vertauschung hat aber aufgrund des symmetrischen Strahlensetups und der daraus fol-
genden Tatsache, dass

kji =k —ki =Kk, 8 400 8y ~ K (mod )

gilt, ebenso wie die Phasenverschiebung keinen Einfluss auf das Muster.

Es sind an dieser Stelle nur die Koeffizientenvektoren fiir das Muster aus Abb. 7.15 dargestellt,
da sich fiir die anderen Muster die Koeffizienten fast nur durch ihre Betrdge und nicht durch ihre
Richtungen unterscheiden. Dies ist natiirlich fiir den hier untersuchten Sachverhalt unerheblich,
macht aber eine graphische Darstellung unmoglich, da alle Pfeile iibereinander liegen wiirden und
somit nicht mehr unterschieden werden kénnten. Es sei daher an dieser Stelle nur erwéhnt, dass sich
bei den anderen Mustern die berechneten Koeffizienten, bei Verénderung von Startwerten ebenfalls
durch eine Phasenverschiebung ergeben und somit zum gleichen Muster fithren. Es ergibt sich also
das gleiche Resultat wie hier dargestellt wurde.

Eine Phasenverschiebung erhélt die Struktur des Musters f., was die Vermutung zulésst, dass (bis
auf diese Phasenverschiebung) ein absolutes Minimum erreicht wird.
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Abbildung 7.39: Wiederum sind die Koeffizienten von f, fiir Abb. 7.15 in der komplexen Ebene C dargestellt.
Hier wurden links die Startwerte ¢; = ... = c4 = lund cs = ... = cg = i ,rechts ¢; = ... = ¢4 = 7 und
¢cs = ... = cg = 1 verwendet.

7.4 Konvergenzgeschwindigkeit des Koordinatenabstiegsverfahrens

Abschnitt 7.1 endete mit dem Schluss, dass das Koordinatenabstiegsverfahren eine sinnvolle Wahl
zu Rekonstruktion ist. Aus diesem Grunde wird in diesem Abschnitt das Konvergenzverhalten des
Verfahrens genauer untersucht. Dazu wird im Folgenden der Wert des Kostenfunktionals 7 nach
jedem Iterationsschritt des Koordinatenabstiegsverfahren betrachtet.

Die Abbildungen 7.40, 7.41 und 7.42 geben den Wert von J auf der y-Achse in Abhéngigkeit vom
Iterationsschritt m auf der x-Achse an. Wieder sind die zugeho¢rigen Abbildungsnummern an den
Kurven angegeben. In Abb. 7.40 liegen die Kurven der Muster in den Abb. 7.2, 7.3, 7.4, 7.7 und 7.8
fast iibereinander, weshalb sie nicht einzeln beschriftet wurden.

Fiir alle Strahlensetups sowie Muster tritt eine Saturation schon nach wenigen Iterationsschritten
ein. Die maximale Iterationszahl Ny in Algorithmus 4.10 wird also in keinem der Fille erreicht, was
dieses Abbruchkriterium nahezu iiberfliissig macht.

Wesentlicher Grund fiir die schnelle Saturation ist, dass in Algorithmus 4.10 das absolute Minimum
von Jj, d.h. das Minimum des Kostenfunktionals 7 in j-ter Koordinatenrichtung, analytisch be-
rechnet werden kann und somit keine weitere innere Iteration zur numerischen Berechnung dieses
Minimums nétig ist.

Die Ergebnisse zeigen die hohe Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens und unterstreichen die
Aussage aus Abschnitt 7.1, dass es eine sinnvolle und effiziente Wahl zur Rekonstruktion der c; ist.

93



0.014

0.012

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002 7.5

\V]
w
I
ot
[«
EN|
co
©

10

Abbildung 7.40: Wert des Kostenfunktionals [J fiir jeden Iterationsschritt des Koordinatenabstiegsver-
fahrens unter Verwendung von vier Strahlen (Abschnitt 7.1.1). Eine Saturation tritt schon nach wenigen

Iterationen ein.
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Abbildung 7.41: Es ist der Fehler J fiir jeden Iterationsschritt des Koordinatenabstiegsverfahrens darge-
stellt. Hier wurde das Setup aus Abschnitt 7.1.2 verwendet (acht Strahlen). Eine Saturation tritt auch hier

schon nach wenigen Iterationen ein.
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Abbildung 7.42: Fiir jeden Iterationsschritt des Koordinatenabstiegsverfahrens ist der Wert von J dar-
gestellt. Es wurden zwolf Strahlen gem#fl Abschnitt 7.1.3 verwendet. Wiederum tritt eine Saturation schon

nach wenigen Iterationen ein.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit sind die Ergebnisse systematischer Tests zur numerischen Berechnung von kom-
plexen Lichtmasken in der atomaren Nanofabrikation, aber auch die dazu bendétigten theoretischen
Grundlagen dargestellt.

Dabei wurde zu Beginn das mathematische Modell zur Behandlung dieser Aufgabe vorgestellt, was
zu einem komplexen, nichtlinearen inversen Problem fiihrte. Dies geschah in starker Anlehnung an
[5], wobei nun die Approximationsrdume S; und Sy definiert wurden, was in dieser Arbeit noch
nicht explizit gemacht wurde.

Der wesentliche Unterschied liegt jedoch in der Konstruktion und anschlielenden Betrachtung von
regelméfligen Strahlensetups, was zu den linearen Abhéngigkeiten der Differenzen in der Menge Ky
und damit zu den Bedingungen (3.9) an die Entwicklungskoeffizienten fiihrte.

Des weiteren schlossen die theoretischen Untersuchungen Fehlerschitzungen fiir die diskrete Fou-
riertransformation ein.

Um das Koordinatenabstiegsverfahren im Hinblick auf die Giite der berechneten Minima des Ko-
stenfunktionals bewerten zu kénnen, wurde zum Vergleich das Nelder und Mead Simplexverfahren
eingefiihrt und implementiert. Dabei ertffnete Letzteres sogar Moglichkeiten zur Beriicksichtigung
von Nebenbedingungen.

Die theoretische Grundlage der linearen Abhéngigkeit von Differenzen der Richtungsvektoren k € K
in Abschnitt 3 und Abschnitt 4.1 wurden zwar in [5] noch ausgeschlossen, sind aber von C. Bursted-
de am Institut fiir Angewandte Mathematik der Universitdt Bonn schon entwickelt, allerdings noch
nicht in einer Arbeit niedergeschrieben worden. Ebenso wurde fiir diesen Fall der Kern des Rekon-
struktionsprogramms mit dem Koordinatenabstiegsverfahren als Minimierer von ihm implementiert,
was die Berechnung von Normen und Fehlern sowie das Nelder und Mead Simplexverfahren in seinen
Varianten allerdings nicht einschlief3t.

Der Versuch zur theoretischen Bestimmung eines Minimums des Kostenfunktionals mittels der Rang
Eins Approzimation fiihrte zu keinem positiven Resultat und scheint auch fiir zukiinftige Untersu-
chungen kein fruchtbarer Ansatz zu sein.

Ebenso fiihrte der Versuch der Approximation mit Ridge-Functions zu keinem Fortschritt in ap-
proximationstheoretischer Hinsicht. Der Raum Sy kann nicht mit einer Basis von Ridge-Functions
in herkdmmlichen Sinne dargestellt werden. Es stellt sich aber die Frage, ob nicht Techniken aus
diesem Themenbereich auf die hier bendtigte Basis, welche ja noch Ahnlichkeiten zu einer Ridge-
Function-Basis hat, angewandt werden kénnen. So wird in [19] auch ein Ridge-Function-Raum mit
variablen Richtungen definiert.

Um den Einfluss der Originalbilder zu bewerten, wurden verschiedene Muster rekonstruiert.

Die numerischen Tests haben die Effizienz des Koordinatenabstiegsverfahrens gezeigt. Das alterna-
tive Nelder und Mead Simplexverfahren hat die Ergebnisse im Wesentlichen bestétigt und nur in
Ausnahmefillen wirklich verbessert. Durch die beiden zusétzlichen Varianten der Simplexmethode
zur Beriicksichtigung der Nebenbedingungen konnte Bemerkung 4.3 auch numerisch bestétigt wer-
den, d.h. bei zukiinftigen Betrachtungen macht es keinen Sinn, grolen Wert auf die Nebenbedingung
zu legen. Das Koordinatenabstiegsverfahren ist somit eine geeignete Wahl zur Minimierung des Ko-
stenfunktionals, insbesondere wenn man beriicksichtigt, dass das Nelder und Mead Simplexverfahren
fiir grofler werdende Dimensionen schlechter wird, wie Erfahrungen zeigen.

Ebenso ist die Konvergenzrate des Koordinatenabstiegsverfahrens sehr hoch, wie die schnelle Sa-
turation in Abschnitt 7.4 zeigt. Die Wahl unterschiedlicher Startwerte fiihrte lediglich zu einer
Phasenverschiebung und in einigen Fillen zu einer zyklischen Vertauschung der Koeffizienten, was
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allerdings keinen Einfluss auf das Resultat hat.

Alle Minimierungsverfahren wurden unter Verwendung unterschiedlicher Strahlensetups zur Rekon-
struktion der gleichen Originalmuster verwendet. Damit konnte der Einfluss der Richtungen k € K
auf das gesamte Verfahren getestet werden.

In diesem Zusammenhang hat es sich als vorteilhaft herausgestellt, wenn die resultierenden Dif-
ferenzen k € Ky direkt um den Ursprung liegen. Somit stellt sich hier offensichtlich die Aufgabe,
Strahlensetups zu finden, die diese Bedingung mit moglichst vielen Elementen erfiillen. Allerdings ist
dabei zu beachten, dass die k € K4 in rationalem Verhiltnis zueinander stehen miissen (vgl.(3.4)).
Dies fiihrt zu einer Verkleinerung des Fehlers E,pprox in (3.19), ist aber aufgrund dieser Bedingung
ein zahlentheoretisches Problem.

Insgesamt haben die Untersuchungen in dieser Arbeit gezeigt, dass diese zahlentheoretische Pro-
blemstellung, welche sich durch die Konstruktion von Strahlensetups unter obigen Bedingungen
ergibt, der wesentliche Bereich ist in dem sich Moglichkeiten zur Verbesserung der Rekonstruktion
eroffnen. Das bedeutet, dass die Richtungen der einzelnen Lichtstrahlen zusétzliche Freiheitsgrade
im Approximationsraum Sy darstellen sollten. Ob in diesem Bereich zahlentheoretische Ergebnisse
existieren, ist bis zu diesem Zeitpunkt nicht klar, da eine umfangreiche Literaturrecherche sowie
eine Anfrage an Zahlentheoretiker ohne Ergebnis blieben.
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Anhang

Die Fouriertransformation einer Funktion g € L1(R™) mit n € N ist definiert durch

1

ol = o / g(x) exp (—ifk, x)) dx .
)

Ist weiter F[g] € L1(R™), so ist die inverse Fouriertransformation durch
FUFgN60 = [ Flglagesn fk.x) d
R

definiert und es gilt
F AN =FIF gll=9.

Die Fourierreithenentwicklung einer g-periodischen Funktion g : R — C mit ¢ € R ist gegeben durch
> 2mi
g(z) = Z ¢l exp (—lw) )
l=—0 q
mit den komplexen Koeffizienten

a+q

1 2mi
q = — /g(a:) exp (—illx> dz .
q q

a

Dabei ist a € R beliebig.

Es seien nun lediglich die L diskreten Funktionswerte

g = g(xj) fiir j=0,....,L—-1
einer Funktion g : R — R an den #quidistanten Stiitzstellen

xj = jAx flir j=0,...,L—1

bekannt. Dabei ist Az € R die Schrittweite zwischen zwei Stiitzstellen und L € N beliebig. Mit
Hilfe dieser Funktionswerte kann man nun eine diskrete Approximation

gla) == Y g ol —x)

j=—00
an die Originalfunktion g mit den skalierten Funktionswerten g; := gjAx definieren. Dabei wurde
die Funktion g periodisch fortgesetzt, d.h. es gilt g;4rz := g; und g hat die Periode ¢ := LAz.
Diese Betrachtungsweise ist z.B. bei numerischen Berechnungen angebracht, da auch hier die Funk-

tion ¢g nur an diskreten Punkten ausgewertet werden kann.
Da g eine g-periodische Funktion ist, kann sie in eine Fourierreihe entwickelt werden, d.h. sie hat

die Darstellung
~ — 2ri
g(x) = Z g(l) exp (7196) )
l=—o00
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mit den Fourierkoeffizienten g(I) fiir [ € Z. Man kann nun die Fouriertransformierte dieser Reihen-

entwicklung direkt berechnen und erhilt mit Ak := LQKm = 27”
~ . 2ri
Flglk) = F Z g(l) exp 7135
l=—00
= > §O)F[exp (lAkz)]
l=—00
= > G (k- 1Ak) . (%)
l=—00
Andererseits kann man die Fouriertransformation der diskreten Approximation ¢ in der urspriing-
lichen Darstellung ausrechnen und erhélt mit p := % = LAk

FIgIk) = Y 95 F[6(z —z))](k)

j=—00
o~ - 1 . .
= Z gj%/é(m—]Afc)exp(—lkx)dx
Jj=—00 R
= i ig exp (—ikjAx)
, 2m %7
j=—00
© 1 _ 27 .
= D> 0| ki)
je—oo T p

worin man die Fourierreihenentwicklung der Funktion F[g] erkennt. Anhand dieser Darstellung ist
die Periodizitéat der Fouriertransformation F[g| und die Periode p = Z—’; direkt ersichtlich, woraus
man fiir die Fourierkoeffizienten von g die Eigenschaft g(I) = g(l + LZ) folgern kann. Dies muss
gelten, da ansonsten obige Darstellung von F[g| mit §-Funktionen nicht p-periodisch ist.

Die Berechnung der Koeffizienten g(l) sowie der urspriinglichen Funktionswerte g; = g(z;) wird im
Folgenden erldutert.

Die Koeffizienten g(I) der Fourierreihenentwicklung einer g-periodischen Funktion g berechnen sich
fiir [ € Z bei beliebigem a € R durch die Integrale

1 at+q o
g(l) = - / g(x)exp (—illx> dz .
q q
a
Wahlt man nun a := —%Am, so folgt mit ¢ = LAz, dass a+q = (L— %)Aw ist und die Koeflizienten
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berechnet werden durch

(L—%)Ax
1 2mi
gll) = - / x — jAx) | exp (——lm) dx
i = 1 ]_Zoogj jA) p
(L-HAaz

Il
Q|
&
=
8
|
Q.
B>
2
@
"
e}
/|\\
oy
~
o
8

J=me %Ax
=
= —Z gj exp (——l]Am) .
q] -0

Erinnert man sich weiterhin, dass die Koeflizienten der diskreten Approximation die mit Az ska-
lierten Funktionswerte waren, d.h. g; = gjAx so erhilt man

1 = i
g(l) = Az Z 9j Az exp <_7l‘7L>

= LZ gj exp (——13> .

Die kontinuierliche Fouriertransformation der diskreten Approximation einer g-periodischen Funk-
tion g flihrt somit zur Definition der diskreten Fouriertransformation

%; (z;) exp <——lj> ()

fiir | € Z, mit den dquidistanten Stiitzstellen z; :== jAx, der Schrittweite Az = £ und der Auflésung
LeN.

Betrachtet man andererseits die Fourierreihenentwicklung von F[g], so berechnen sich die Fourier-
koeffizienten %ﬁ,j dieser Reihe wiederum fiir j € Z und ein beliebiges a € R durch die Integrale

a-+p

1 1 omi
G == [ FIglk)exp [ —Z—jk | dk,
g p/ [9](k) p( p3>
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woraus sich fiir a = —%Ak und Ak = £ sowie p = % die Darstellung
(L-1)Ak
1 1 N T
50 = 5 / > G)s(k — 1Ak) exp <——]k> dk
—iak ETe
(L—3)Ak
1 & - i
=-> / G(0)8(k — IAk) exp <——]k> dk
p
I=mo0 Ak
L—1
1 =N 1
= - Z g(l) exp <——lek>
P
L—1
Ax - 27
= _7-[- 2 g(l) exp <—le>

ergibt. Damit gilt fiir die diskreten Funktionswerte
Jj LilA o
9 = 5= = D gexp (Tﬂ> :
=0
was zur Definition der inversen diskreten Fouriertransformation durch
= i
oay) = 3 a0 e (%) (4%)

mit der Schrittweite Ak = £ und der Auflssung L € N fiihrt.

Geht man nun in zwei Dimensionen analog zur univariaten Situation vor und betrachtet die Funktion
g mit den Schrittweiten Az in z-Richtung und Ay in y-Richtung an den L,L, Stiitzstellen

X¢y 1= (EAz,vAy)T fir €=0,...,L, —1 und v=0,...,L, -1,
so kann man diese wiederum periodisch fortsetzen durch

9(Xew) =1 9(Xe+ L7, v+L,2) -

Damit ergibt sich in z-Richtung die Periode ¢, := L;Ax bzw. in y-Richtung die Periode ¢, := L, Ay
und man erhélt mit den Schrittweiten Ak, = 2—2 sowie Ak, = (21—’; anstatt () mit w;, .= (j,1)7 € Z?
entsprechend die Darstellung

Fl7k) = jg:ooﬁ(Wj’l) 0 (k— (jzﬁlgy)) '

Hieraus kann man wie im eindimensionalen Fall die Perioden p, = % bzw. p, = 2—7; der Funktion
F[g] in z- bzw. y-Richtung im zweidimensionalen Fall folgern und damit, dass

9(wj1) =9(WjiL,2,1+L,2)
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gilt. Es ergibt sich somit anstatt (xx) die Definition der zweidimensionalen diskreten Fouriertrans-
formation durch

L—1 .
g(wji) = % > glxew)exp <—2%<ij1, (5aV)T>>

€,v=0

fiir wj; € Z* und umgekehrt anstatt (* = *) die zweidimensionale inverse diskrete Fouriertransfor-
mation
2mi

L—1
oxe) = 3 awidexo (20 w0
J,1=0

Ur xe = T,V e R%, v el
fiir x, Az, vAy)T € R? y/
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