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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Zweiphasensysteme mit freien Oberflichen

Ein Schwerpunkt in der natur- und ingenieurswissenschaftlichen Forschung ist die Ana-
lyse der stromungsdynamischen Phénomene von Fliissigkeiten und Gasen, welche zu-
sammengefasst als Fluide bezeichnet werden. Dabei wird ein Fluid {iblicherweise als
Kontinuum, also als eine kontinuierliche Substanz, aufgefafit.

Fluidstrémungen werden durch den Einflul externer Krifte, wie zum Beispiel der
Gravitation oder der Scher— und Oberflachenspannung, erzeugt. Hierbei besteht ein en-
ger Zusammenhang zwischen der Stromungsgeschwindigkeit und der Kompressibilitét,
das heifit der Dichtevariation innerhalb eines Fluids. Uber die Mach Zahl (Ma), die
das Verhéltnis zwischen Stromungs— und Schallgeschwindigkeit angibt, kann bestimmt
werden, ob die kinetische Bewegungsenergie des Fluids einen Einflufl auf interne Frei-
heitsgrade, wie zum Beispiel die Dichte, ausiibt. Fiir kleine Mach Zahlen, Ma < 0.3,
konnen Fluide als inkompressibel betrachtet werden.

Fluidstromungen lassen sich, abhéngig von der Anzahl der beteiligten Fluide, in
Einphasen—, Zweiphasen— und Mehrphasenstromungen unterteilen. Einphasensysteme
modellieren das Stromungsverhalten von genau einem Fluid. In Zweiphasensystemen
werden die Wechselwirkungen von zwei unterschiedlichen Phasen, wie zum Beispiel
Wasser und Ol, untersucht. Analog dazu beschreiben Mehrphasensysteme die Wechsel-
wirkungen von mehr als zwei verschiedenen Fluiden.

Den Schwerpunkt dieser Arbeit bilden inkompressible Zweiphasenstromungen. Da-
bei wird angenommen, dafl beide Phasen sich nicht miteinander vermischen kénnen.
Zwei nicht mischbare Fluide enthalten immer eine gemeinsame Grenzschicht an der sie
sich beriihren. Diese Kontaktflache wird als freier Rand oder auch als freie Oberfldche
bezeichnet. Charakteristisch fiir freie Rénder ist, daf sie sich zeitabhéngig verédndern.

Viele physikalisch interessante Vorginge stehen in direktem Zusammenhang mit
freien Oberflichen. Ein Bereich ist die Untersuchung der Oberflaichendynamik in Be-
schichtungsprozessen [62, 68|, wie im Fall der Vorhang- und Rollbeschichtung: Uberall,
wo Gegenstinde mit einem sehr diinnen Fluidfilm beschichtet werden, treten in der
Regel auch Gaseinschliisse, UngleichméBigkeiten und Frakturen in der Filmschicht auf,
die das Endprodukt unbrauchbar machen. Schon eine geringe Verbesserung des Pro-
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duktionsverfahrens fithrt zu einer deutlichen Effizienzsteigerung. Erforscht werden auch
Prozesse der Tropfchendynamik [25, 59], wie zum Beispiel Aerosole aus der Sprithdose
oder das Kraftstoff-Luft-Gemisch im Vergaser eines Ottomotors: Uberall, wo Tropfen
in hoher Konzentration in nicht zu regelméfliger Bewegung sind, stoflen sie auch zu-
sammen. Dabei vereinigen sie sich oder zerfallen in zahlreiche kleinere Tropfchen. Das
beeinflufit die Gesamtoberfliche der Fliissigkeit und damit — zum Beispiel im Verbren-
nungsmotor — entscheidend den weiteren Verlauf des Geschehens.

Diese Beispiele zeigen nur einen kleinen Teil der breiten Anwendungsmoglichkeiten
freier Oberflichen. Zahlreiche weitere Phénomene, in denen freie Rénder eine wich-
tige Rolle spielen, stammen aus den Bereichen des Schiftbaus, der Ozeanologie, der
Gasblasendynamik und der Klimatologie.

Die Modellierung der physikalischen Ablaufe stellt grofle Herausforderungen an
Ingeneure, Physiker und angewandte Mathematiker. Denn fluiddynamische Instabi-
litdten, wie zum Beispiel Kelvin-Helmholtz- und Rayleigh-Taylor-Instabilitdten [8],
fithren zu sehr komplizierten topologischen Strukturen des freien Randes. Zusitzlich
ist der EinfluB von regularisierenden Effekten, wie der Oberflichenspannung, zu be-
achten. Diese haben in vielen Anwendungen aus dem Mikrobereich der Fluiddynamik
(Druckerdiisen, Aerosolgemische, Mikropumpen,. .. ) eine wesentliche Wirkung auf die
Oberflichenbewegung.

Abbildung 1.1: Eintauchender Regentropfen und eintauchender Milchtropfen

So demonstrieren die Photos in Abbildung 1.1!, wie unterschiedlich sich der Fall
eines Tropfens auf die Oberflichendynamik auswirken kann, wenn verschiedene physi-
kalische Eigenschaften (Viskositét, Dichte, Oberflichenspannung, Pfiitzen- oder Beck-
entiefe ...) gegeben sind. Das linke Photo zeigt eine Wasserséule (Rayleigh-Jet), die

!Das linke Photo stammt von Andrew Davidhazy, das rechte von Curtis Hurley und Loren Winters.



nach Eintauchen eines frei fallenden Wassertropfens entstanden ist und bei der sich
schliefllich die Séulenspitze abspaltet. Auf dem rechten Photo ist eine Krone (Corona)
zu sehen, die nach Eintauchen eines frei fallenden Milchtropfens entstanden ist. Man
beachte, dafl der obere Bildabschnitt den néchsten fallenden Tropfen zeigt.

Verantwortlich fiir diese faszinierenden Strukturen sind die miteinander konkurrie-
renden Mechanismen von fluiddynamischen Instabilitdten und physikalisch regulari-
sierenden Oberflichenspannungseffekten. Weil diese Probleme meist stark nichtlinear
und nichtlokal sind, ist es bisher nicht gelungen, ein umfassendes Verstandnis dieser
Vorgéinge mit ausschliellich analytischen Methoden zu erlangen. Aus diesem Grund
wird versucht, die Phdnomene der Zweiphasenstromungen mit Hilfe von numerischen
Simulationen zu analysieren. Seitdem Hochleistungsrechner, insbesondere Parallelrech-
ner, die hierfiir erforderlichen und umfangreichen Berechnungen ermoglichen, ist die
Simulation von Zweiphasenstromungen zu einem festen Bestandteil der numerischen
Stromungsdynamik (engl. Computational Fluid Dynamics (CFD)) geworden.

Ein betréchtliches Problem besteht darin, Diskretisierungsmethoden fiir die be-
schreibenden nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen zu entwickeln, die eine fes-
te Konvergenzordnung besitzen und keine unphysikalischen Oszillationen produzieren.
Die Schwierigkeiten liegen im physikalischen System: Dieses ist wegen der Nichtlinea-
ritdt sehr empfindlich gegeniiber kleinen Stérungen und kann zusétzlich Singularitéaten
enthalten wie zum Beispiel im Kontaktpunkt von zwei sich beriithrenden Oberflichen.

1.2 Numerische Simulation freier Oberflichen

Die Geschwindigkeit der Rechner hat sich in den letzten vierzig Jahren in jedem Jahr-
zehnt verhundertfacht. Immer schneller werdende Prozessoren und vor allem das Par-
allelitdtsprinzip haben demonstriert, daf§ kostengiinstig Hochstleistungen in der nume-
rischen Simulation erzielen werden konnen. Zusammen mit der Entwicklung effizien-
ter Algorithmen zur Losung von stédndig umfangreicher werdenden physikalischen Mo-
dellgleichungen lassen sich immer realistischere Simulationen erzeugen. Diese ersetzen
mehr und mehr die teuren und zeitaufwendigen physikalischen Experimente. Zusétz-
lich ermoglichen Simulationen die Erforschung vieler Bereiche, in denen sich bislang
aus Sicherheitsgriinden, wie zum Beispiel bei der Untersuchung eines Reaktorunfalls,
oder auch aus Mafistabsgriinden, wie in der Sternen- und Galaxienforschung, oft keine
experimentellen Nachbauten realisieren lassen.

Erste Versuche, aussagekréftige Simulationen von Strémungsproblemen mit freien
Réndern zu berechnen, sind in den 60er Jahren unternommen worden. Die sehr po-
pulidre Marker-and-Cell-Methode (MAC) wurde von Harlow und Welch [33] im Jahr
1965 entwickelt. Dabei wird die Lage eines Fluides mit freiem Rand durch massenlose
Partikel dargestellt. Daly [17] erweiterte diese Methode im Jahr 1967 fiir echte Zweipha-
senstromungen. Seitdem bauen viele andere Entwicklungen darauf auf wie zum Beispiel
Daly [18, 19], Amsdon und Harlow [2] und Griebel et. al [29]. Anstelle von Partikeln
haben Hirt und Nichols [35] in den 70er Jahren mit der Volume-of-Fluid-Methode
(VOF) eine Volumenanteilsfunktion zur Darstellung der freien Oberfliche verwendet.
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Aus dieser skalaren Funktion, die in jeder Gitterzelle den prozentualen Volumenanteil
des Fluids zum Gesamtzellvolumen angibt, wird der freie Rand im zweidimensionalen
Fall durch Liniensegmente rekonstruiert (siche Abbildung 4.3). Die erste von Noh und
Woodward [51] entwickelte SLIC Rekonstruktion approximiert die Oberfliche mittels
horizontaler und vertikaler Liniensegmente. Diese wurde in [35] durch das PLIC Ver-
fahren verbessert, welches Liniensegmente mit einer beliebigen Steigung verwendet. In
den 80er Jahren ist die Level-Set-Methode von Osher und Sethian [52] entwickelt wor-
den. Hierbei wird der freie Rand mit der Nullniveaumenge einer héherdimensionalen
skalaren Funktion identifiziert. Erste Anwendungen der Level-Set-Methode im Bereich
der Fluiddynamik sind von Mulder, Osher und Sethian [49] unternommen worden. Sie
simulierten das Verhalten von aufsteigenden Gasblasen. In den 90er Jahren wurde
erstmals die Modellierung von Zweiphasenstromungen um die Oberflichenspannung er-
weitert. Dabei haben Brackbill, Kothe und Zemnach [7] die Continuous-Surface-Force-
Methode (CSF) entwickelt. Diese beschreibt die Oberflachenspannungskraft als einen
Quellterm, der iiber ein in der Nidhe der freien Oberfliche definiertes Deltafunktional
aktiviert wird. Lafaurie, Nardonne, Scardovelli, Zaleski und Zanetti [42] lieferten mit
der Continuous-Surface-Stress-Methode (CSS) ein dhnliches Modell, das sie mit dem
VOF-Verfahren koppelten.

Viele der vorgestellten Verfahren und Artikel sind Pionierarbeiten, die sich aus-
schlieBlich auf zweidimensionale Simulationen beschrénken und einige Probleme, wie
beispielsweise die Massenerhaltung, Topologieverédnderungen oder auch die Konvergen-
zordnung der Kriimmung und der Oberflichenspannung, unbeachtet lassen. Auch auf
eine effiziente Nutzung der Rechnerressourcen durch parallel ablaufende Algorithmen
wird nicht eingegangen. Daraus ergeben sich eine Reihe interessanter Fragestellungen
und Verbesserungsmoglichkeiten, die den Ausgangspunkt dieser Arbeit bilden.

1.3 Zu dieser Arbeit

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein physikalisches Modell fiir inkompressible Zweipha-
senstromungen mit freien Oberflichen inklusive Oberflachenspannung vorgestellt. Da-
bei werden Zweiphasenstromungen betrachtet, die an der Phasengrenze einen Dichte-
und Viskositdtssprung enthalten. Die Diskretisierung des dreidimensionalen Modells
enthélt mehrere Schwierigkeiten. So ist zum Beispiel eine moéglichst gute Darstellung
der freien Oberfliche wichtig fiir eine genaue Berechnung ihrer Kriimmung, die wie-
derrum zur Beschreibung der Oberflachenspannungskréfte bendtigt wird. Hierbei ist
die Level-Set-Methode zur Approximation der freien Oberfliiche eingesetzt worden. Sie
betrachtet den freien Rand im Allgemeinen als die Nullniveaumenge einer hoherdimen-
sionalen skalaren (Lipschitz-stetigen) Level-Set-Funktion. Im Rahmen dieser Arbeit
wurde die Level-Set-Funktion derart gewahlt, das sie in jedem diskreten Punkt des
gesamten Rechengebietes den Abstand zum freien Rand angibt. Damit kénnen der
Normalenvektor und die Kriimmung auf effiziente Weise implizit aus der Level-Set-
Funktion bestimmt werden. Ein grundsétzlicher Vorteil dieser Methode ist die einfache
Handhabung von topologischen Anderungen wie zum Beispiel das Zusammentreffen



oder Abspalten von Tropfchen.

Die zeitliche Entwicklung der freien Oberfliche wird Uber den Transport der Level-
Set-Funktion mit den Stromungsgeschwindigkeiten ermittelt. Deshalb ist es notwendig,
dieses Geschwindigkeitsfeld moglichst gut zu approximieren. Bei der Berechnung der
Geschwindigkeiten miissen unphysikalische Oszillationen verhindert werden, die insbe-
sondere im Fall konvektionsdominanter Stromungen auftreten kénnen. Solche Oszilla-
tionen iibertragen sich auf den freien Rand und fithren zu unbrauchbaren Ergebnissen.
Diskretisierungsmethoden erster Ordnung fiihren nicht zu unerwiinschten Oszillatio-
nen, aufgrund ihrer numerischen Diffusion jedoch kommt es zu einem kiinstlichen Ver-
schwimmen der freien Oberfliche. Naive Verfahren hoherer Ordnung, wie beispielsweise
zentrale Differenzen, zeigen ein deutlich geringeres diffusives Verhalten, erzeugen aber
bei konvektionsdominanten Problemen starke Oszillationen. Aus diesem Grund werden
verschiedene ausgefeiltere Verfahren héhere Ordnung zur Diskretisierung der konvek-
tiven Terme hinsichtlich ihrer Diffusion und ihrer Stabilitdt getestet.

Die Oberflichenspannung wird durch einen zusétzlichen Quellterm in den Navier-
Stokes-Impulsgleichungen modelliert. Die Wirkung des Quelltermes mufl dabei auf die
freie Oberflache eingeschriankt werden. Dies geschieht iiber ein Deltafunktional, welches
in einer kleinen Umgebung des freien Randes die Kréfte des Quelltermes aktiviert. Wei-
terhin erfordert die Oberflichenspannung die Berechnung des Normalenvektors und der
Kriimmung der freien Oberflache. Diese konnen iiber die Level-Set-Funktion ermittelt
werden. Zum Beispiel berechnet sich die Kriimmung iiber zweimaliges Differenzieren
der Level-Set-Funktion, bei dem im ungiinstigsten Fall zwei Ordnungen verloren ge-
hen. Deshalb ist es notwendig, die Level-Set-Funktion mit mindestens dritter Ordnung
zu diskretisieren, um eine Konvergenz erster Ordnung fiir die Kriimmung zu erhalten.
Dies ist in den Pionierarbeiten [70, 10] unbeachtet geblieben. Zur Problemlésung ist im
Rahmen dieser Arbeit die Transportgleichung fiir die Level-Set-Funktion im Raum mit
einem WENO-Schema fiinfter Ordnung und in der Zeit mit einem Runge-Kutta-Schema
[65, 28] dritter Ordnung diskretisiert worden. Ein Vergleich der Kriitmmungsberechnung
zwischen diesem Verfahren und herkommlichen Methoden zweiter Ordnung zeigt eine
deutliche Verbesserung.

Das wohl bekannteste Problem der Level-Set-Methode ist die Erhaltung der Masse.
Eigene Untersuchungen ergaben, dafl diese umso mehr verletzt wird, je grofler die Ober-
flachenspannungskrifte sind, denn durch den Transportschritt werden in einer kleinen
Umgebung der freien Oberfliche die Niveaumengen aufgrund der Oberflachenkrifte
komprimiert oder auch gestreckt. Dadurch entstehen sehr grofie oder sehr kleine Gra-
dienten in der Level-Set-Funktion, die ihrerseits dann keine Abstandsfunktion mehr
ist. Uber einen sogenannten Reinitialisierungsprozef wird die Level-Set-Funktion wie-
der zu einer Abstandsfunktion transformiert. Dieser Prozefl induziert aber auch ein
kiinstliche Bewegung des freien Randes, wodurch die Erhaltung der Masse nicht mehr
garantiert werden kann. Da die Reinitialisierung auf einer nichtlinearen Differentialglei-
chung beruht, hat auch hier der Einsatz eines WENO Schemas fiinfter Ordnung zu einer
Verbesserung der Massenerhaltung gefiihrt. Zusétzlich konnte durch eine modifizierte
Approximation der in dieser Differentialgleichung vorkommenden Vorzeichenfunktion
der Reinitialisierungsprozel nochmals giinstig beeinflufit werden.
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Bisher unbehandelt, aber von groflem Interesse, sind Zweiphasenstromungen mit
Hindernissen. So wird zum Beispiel im Schiffsbau die Wasserverdrangung eines Schiffs-
rumpf untersucht oder im Briickenbau der Wasserwiderstand der vom Fluiwasser um-
stromten Briickenpfeiler gemessen. Um Simulationen dieser Art zu ermoglichen, wurde
zusétzlich eine Flag-Feld-Technik verwendet. Damit kénnen beliebig geformte Hinder-
nisse durch Ausblenden einzelner Gitterzellen approximiert werden.

Die Navier-Stokes-Gleichungen werden nach der Chorin’schen Projektionsmethode
[12] geloBt. Ein Teilschritt dieser Methode erfordert das Losen eines groBen linearen
Gleichungssystems. Hierzu ist ein stabilisiertes BICGSTAB-Verfahren [73] implemen-
tiert worden, welches das Gleichungssystem iterativ 16st. Da zusétzlich der Dichte-
sprung der beiden Phasen in das lineare Gleichungssystem eingeht, entsteht folglich bei
hohen Dichteunterschieden ein schlecht konditioniertes Problem, das zu einem langsa-
men Konvergenzverhalten des BICGSTAB-Losers fiihrt. Eine Konvergenzbeschleuni-
gung kann durch Vorkonditionierer erzielt werden. Deshalb wurde zusétzlich zu dem
BiCGSTAB-Verfahren ein Jacobi-Vorkonditionierer [48] eingebaut und seine Leistungs-
steigerung am Beispiel einer Zweiphasenstréomung mit einem Dichtesprung von eins zu
tausend belegt.

Der Algorithmus ist in C++ programmiert und mit der Kommunikationsbiblio-
thek Message-Passing-Interface (MPI) [31] parallelisiert worden, um dreidimensionale
Probleme mit hoher Auflésung schneller berechnen zu kénnen. Als Strategie fiir die
Parallelisierung wurde hierbei die Gebietszerlegungsmethode [37] eingesetzt, durch die
das gesamte raumliche Rechengebiet in Blocke eingeteilt und dann auf einzelne Pro-
zessoren verteilt wird. Die Leistung der Parallelisierung wurde durch Speed-Up Tests
gemessen.

Am Beispiel einer aufsteigenden Blase mit Oberflichenspannung wird gezeigt, dafl
das gesamte gekoppelte numerische Verfahren konvergiert. Schliellich demonstrieren
Simulationen aus den Bereichen

Gasblasendynamik

Tropfchendynamik

Zweiphasen-Festkorper-Systeme
Zweiphasen-Festkorper-Systeme mit dynamischer Kontaktflache

e e

die breiten Anwendungsmoglichkeiten des Endprodukts. Die angesprochenen Simula-
tionen aus den Bereichen 1), 3) und 4) wurden in dieser Arbeit — soweit dem Verfasser
bekannt — erstmalig iiberhaupt in drei Raumdimensionen und aus dem Bereich 2)
erstmalig mit der Level-Set-Methode durchgefiihrt. Dabei sind die aus physikalischen
Griinden zu erwartenden Topologieverdnderungen erfaflt worden.

Eine solche Vielzahl an Simulationsergebnissen war nur unter intensiven Einsatz
des Parallelrechners Parnass2 [30] der Abteilung Wissenschaftliches Rechnen der Uni-
versitiat Bonn moglich.

An dieser Stelle bedanke ich mich bei meinen Betreuern Prof. Dr. Michael Griebel
und Dr. Frank Koster fiir ihre zahlreichen Anregungen.



1.4 Kurzer Uberblick

Diese Arbeit hat folgenden Aufbau:

Kapitel 2 erklart die physikalischen/mathematischen Gleichungen, die zur Modellie-
rung verwendet werden. Dabei wird, nach einer kurzen Herleitung der Navier-Stokes-
Gleichungen, ausfiihrlich auf die Modellierung von Zweiphasenstromungen mit Ober-
flichenspannung eingegangen.

Kapitel 3 beschreibt die Diskretisierung der Stromungsgleichungen fiir eine Fluidpha-
se. Sie beruht auf der Chorin’schen Projektionsmethode [12]. Den Schwerpunkt dieses
Kapitels bildet ein Vergleich von stabilen Diskretisierungstechniken fiir die konvekti-
ven Terme, die aus dem Bereich der Numerik fiir hyperbolische Erhaltungsgleichungen
stammen.

Kapitel 4 gibt einen Uberblick iiber aktuelle numerische Techniken zur Diskretisie-
rung von freien Oberflichen. Dabei wird insbesondere die Level-Set-Methode [57] er-
klart, iiber die die Oberflichenspannungskréifte mit den Impulsgleichungen gekoppelt
werden. Diese Kopplung erfordert eine Reinitialisierung der Level-Set-Funktion. Am
Ende des Kapitels wird kurz die Handhabung der Level-Set-Funktion fiir den Fall all-
gemeiner Hindernisse beschrieben.

Kapitel 5 befafit sich mit der Diskretisierung des vollsténdigen Zweiphasenmodells.
Hierbei werden alle Erweiterungen zum einphasigen Modell aus Kapitel 3 beschrie-
ben, wie zum Beispiel der Dichte- und Viskositédtssprung und die Kriimmungsberech-
nung. Die Diskretisierung der Transportgleichung und die der Reinitialisierungsfunkti-
on kommen hinzu, wobei ihr Einflul beziiglich der Massenerhaltung untersucht wird.
Ferner werden verbesserte Methoden zur Massenerhaltung und der eingesetzte Jacobi-
Vorkonditionierer getestet.

Kapitel 6 beschreibt die Parallelisierung des entwickelten Algorithmus. Sie beruht
auf der Gebietszerlegungsmethode [37], die das rdumliche Rechengebiet in viele sich
iiberlappende Teilgebiete aufteilt. Das Ma$ der Uberlappung fiir die verschiedenen
physikalischen Variablen wird jeweils durch eine bestimmte Anzahl an Randzellen-
schichten festgesetzt. Dabei werden die Werte in den Randzellenschichten durch Da-
tenaustausch (Kommunikation) stdndig aktualisiert. In dieser Arbeit ist der Austausch
von Daten, die sich in der Ndhe von Ecken und Kanten befinden, besonders vorsich-
tig zu behandeln. Leistungsmessungen durch Speed-Up Tests werden durchgefiihrt.
Kapitel 7 zeigt zunéchst die verbesserte Ordnung der Approximation fiir die Kriim-
mung im Vergleich zu herkommlichen Methoden. Danach wird am Beispiel einer auf-
steigenden Blase mit Oberflichenspannung die numerische Konvergenzordnung des
gesamten Verfahren bestimmt. Schliefllich demonstrieren zahlreiche dreidimensionale
Simulationen aus den Bereichen der Gasblasendynamik, der Tropfchendynamik und
der Zweiphasen-Festkorpersysteme mit und ohne dynamischer Kontaktfléiche, die brei-
ten Einsatzmoglichkeiten des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Simulationspro-
gramms.

Kapitel 8 beendet diese Arbeit mit einer kurzen Zusammenfassung der Ergebnisse
und einem Ausblick auf mégliche Weiterentwicklungen fiir das Simulationsprogramm.



Kapitel 2

Das physikalische Modell

In diesem Kapitel werden die dem Modell zugrundeliegenden physikalischen Gleichun-
gen behandelt. Nach einer kurzen Herleitung der Navier-Stokes-Gleichungen [43], wird
ausfithrlich auf die Modellierung von inkompressiblen Zweiphasenstromungen mit Ober-
flichenspannung eingegangen, wobei zusitzlich die Randbedingungen an der freien
Oberfliche und an den festen Réndern beschrieben werden.

2.1 Die Navier-Stokes-Gleichungen

Mit den Navier-Stokes-Gleichungen 148t sich das Verhalten instationérer Stromun-
gen von viskosen, inkompressiblen Fluiden beschreiben. Sie leiten sich aus den Er-
haltungsséatzen fiir Masse und Impuls her.

Fluidstrémung

Abbildung 2.1: Zeitliche Entwicklung von €2 nach €,

Im Folgenden sei Q C IR? ein festes Gebiet, welches mit einem Fluid gefiillt ist. Fiir
7 € Q beschreibt die Abbildung vz : ¢t — O(Z,t) mit (7, 1) : Q X [0, tena] — Q die
Trajektorie des Partikels . Mit Jt DT J(f, t) wird die Position & eines Partikels auf
seine Position zur Zeit ¢ abgebildet. Die Abbildung J wird Fluidstromungsabbildung
genannt. Hier und im Folgenden sei vorausgesetzt, dafl zﬁ die jeweils benttigten Regu-
laritdtsbedingungen erfiillt, und dafl Jt fiir alle t > 0 invertierbar ist. Ein beliebiges



Teilgebiet g C € wird so durch die Fluidstromung in das Teilgebiet Jt(QO) =0, C
transportiert (siche Abb.2.1). Die zugehorige Geschwindigkeit # des Fluids an einem
festen Ort & € ), zum Zeitpunkt ¢ folgt aus der Fluidstréomungsabbildung iiber zeitli-
ches Differenzieren

iz, t) == %—qf(&’, t) mit @:= 1, (T) € Q. (2.1)

Die Herleitung der Navier-Stokes-Gleichungen benotigt das Transporttheorem. Aus
diesem geht hervor, wie die Zeitableitung eines Integrals iiber ein zeitabhéngiges Gebiet
berechnet werden kann.

Theorem: (Transporttheorem) Fiir eine differenzierbare, skalare Funktion
f 10 x [07tend] - ]Ru ('fv t) — f(fv t) gllt

& [ @i = [ os+ 9 o) @oar. (2:2)
Q¢ Q¢

Beweis:

siche Chorin & Marsden [13]. O

Mit Hilfe dieses Theorems kann die Kontinuitédtsgleichung aus der Massenerhaltung
gefolgert werden.

2.1.1 Die Erhaltung der Masse

Die Masse eines Fluids, welches zum Zeitpunkt ¢ das Volumen €2; einnimmt, ist gleich
dem Integral iiber seine Dichte p(Z,t). Die Massenerhaltung besagt dann, da§ die Ab-
leitung der Masse nach der Zeit gleich Null sein muf. Zusammen mit dem Transport-
theorem folgt

AT / pE DT = / (Oup+V - (p0)) (7,£)dT ¥4t > 0.

Q Q

WEeil 2y , und deshalb auch €, beliebig gewéhlt werden darf und die Integranden stetig
sind, lautet die Kontinuitétsgleichung fiir kompressible Fluide in differentieller Form

Bip+V - (pil) =0 . (2.3)

Fiir inkompressible Fluide, deren Dichte unabhingig von Ort und Zeit ist, reduziert
sich die Kontinuitatsgleichung zu

Vi=0. (2.4)

Vorweggenommen sei, dafl die Beschreibung von inkombressiblen Zweiphasenstromun-
gen darauf beruhen wird, da8 fiir jede Phase Gleichung (2.4) erfiillt sein mu8, aber die
freie Oberfldche analog zu (2.3) transportiert wird.
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2.1.2 Die Erhaltung des Impulses

Der Impuls eines festen Korpers ist gleich dem Produkt seiner Masse mit seiner Ge-
schwindigkeit. Im Falle eines Fluidsystems kann die Geschwindigkeit ortsabhéngig sein.
Deshalb 148t sich der Impuls eines Fluids mit dem Anfangsvolumen €2y zur Zeit ¢ dar-
stellen als

m(Q, t) == / p(Z,4)d(Z, 1) di .

Q4

Newtons zweites Gesetz besagt, daB die zeitliche Anderung des Impulses gleich der
Summe der Krifte ist, die auf das Fluid wirken, also

d
prcd (Qo, 1) Z Krifte . (2.5)

Hierbei setzen sich die Krafte aus verschiedenen Kraftarten zusammen:

e Volumenkrifte (zum Beispiel Gravitation, Coriolis-Kraft, magnetische Kraft, ... ),
die sich in der Form [, p(Z,t)g(Z,t) d ausdriicken lassen, mit einer gegebenen
Kraftdichte g (Kraft pro Einheitsvolumen).

) Oberﬂdchenkrdﬂe (zum Beispiel Druck, innere Reibung, ... ), die sich in der Form
fm (Z,t)7i dF ausdriicken lassen, mit T € IR**? als dreidimensionaler Span-
nungstensor.

Das Newtonsche Gesetz (2.5) lautet somit

d

& | ot vyt 1) az = / (T, )3, 1) d + / T(,0)i dF .

Q Q Gle)

Nach Anwendung des Transporttheorems (2.2) gilt
/(Gt(pﬁ)+v-(ﬁ@(pﬁ)))df:/pﬁdf+/V-Tdf,
Qt Qt Qt

wobei zusétzlich das Randintegral auf der rechten Seite nach dem Satz von Gaufl
in ein Volumenintegral umgewandelt wurde. Da dies fiir beliebige {2; gilt, lautet die
Impulsgleichung in differentieller Form

O(pt) + V- (G ® (pi)) —pg —V-T=0.

Der Spannungstensor T modelliert die inneren Reibungskriéfte. Fiir viskose Newtonsche
Fluide hat er die Form

T:=(—p+ MV:@) )JI+puD=—pl+uD (2.6)
—_——
=0, nach (2.4)
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mit p als Druck, I als Einheitsmatrix, g und A als Viskositétskonstanten und mit dem
Deformationstensor

D = Vi + {Va}". (2.7)

Die Annahme der Inkompressibilitéit reduziert T in (2.6) um den Term A(V - @). Wird
schliefllich die dynamische Viskositdt p als konstant angenommen, so iiberfithrt der
Spannungstensor (2.6) die Gleichung (2.6) in ein System partieller Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung

p(O(d) + V- (U® (7)) +Vp=V-uD + pg, mit p=konstant . (2.8)

Fiir die nun folgende Beschreibung des Zweiphasensystems wird das gekoppelte Glei-
chungssystem aus (2.4) und (2.8) verwendet.

2.2 Darstellung des Zweiphasensystems

Das Modell des inkompressiblen Zweiphasensystems enthélt einen Sprung in der Dichte
und in der Viskositédt. In den meisten Féllen bildet der freie Rand eine Trennfliche
zwischen Wasser und Luft (oder zwei anderen Liquid/Gas Phasen). Dabei werden die
Materialeigenschaften innerhalb jeder Phase als konstant angenommen. Somit ergibt
sich in getrennter Darstellung

D

— = T, d 2.9
Pi Dy VT +pig (2.9)

Vﬁl = 0, furZ:l,g

Die Indizes g und [ geben an, zu welcher Phase (Gas oder Liquid) die zugehéorige physi-
kalische Grofie zuzuordnen ist, und DL()? = 0y()+ V- (4 (1)) ist die Materialableitung.

Eine zweidimensionale Skizze des Modells ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Es stellt
ein zum Teil mit Wasser gefiilltes Becken dar, iiber dem sich ein Wassertropfen befin-
det. Q4 ist das mit Luft gefiillte und 2; das mit Wasser gefiillte Volumen. Die freie
Oberfliche ist I'y; der stationdre Rand des gesamten Gebietes wird mit I" bezeichnet.
Uber die Oberflichenspannung werden die Gleichungssysteme fiir die Gas- und Liquid-
phase in (2.9) miteinander gekoppelt. Doch dazu werden zunéchst die physikalischen

Randbedingungen an der freien Oberfliche benétigt.

2.3 Randbedingungen an der freien Oberfliche

In Wirklichkeit ist die Trennfldche zwischen zwei kontinuierlichen Medien (Phasen) eine
sehr diinne dreidimensionale Ubergangsschicht. Aber wegen der geringen Schichtdicke
wird der freie Rand im Allgemeinen als Fldche modelliert. Dabei gilt auf der freien
Oberflache I'y zwischen zwei unmischbaren Fluiden, dafl die Netto-Spannungen, die
auf die (massenlose) Grenzflache wirken, sich gegenseitig auftheben. Weiterhin sind fiir
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Q,= LUFT

I, = freier Rand

Q, = WASSER

Abbildung 2.2: Zweiphasenmodellierung

viskose Fluide die Stromungsgeschwindigkeiten stetig, also insbesondere auch auf I';.
Falls Wechsel des Aggregatszustandes, wie z.B. Gefrier- oder Kondensationsprozesse,
ignoriert werden koénnen, so sind folgende Bedingungen am freien Rand zu erfiillen

e Kinematische Bedingung: Die freie Oberflache bildet eine scharfe Trennflache,
durch die keine Masse flieft.

e Dynamische Bedingung: An der Grenzfliche zwischen zwei sich bewegenden Flui-
den ohne Oberflichenspannung ist die Sprung-Randbedingung durch

(T, —T,) =0 (2.10)

gegeben [43]. Diese beschreibt die Bilanzierung der viskosen Reibungskrifte ent-
lang des freien Randes. Wenn die Oberflachenspannung miteinbezogen wird, so
tritt auf der rechten Seite von Gleichung (2.10) ein zusétzlicher Quellterm auf

[T] -7 = okl (2.11)

mit ¢ als Koeffizient der Oberflichenspannungskraft, welcher eine Materialkon-
stante ist, und mit [T] := (T; — T,). Weiterhin ist x die lokale Kriimmung
1 1
==+ — 2.12
R; * Ry (2.12)
mit R; und R, als Hauptkrimmungsradien der Grenzfliche entlang der lokalen
orthogonalen Koordinaten ¢t und s. Abbildung 2.3 beschreibt die geometrischen
GroBlen R; und R, dabei sind ﬁ,f und s die Einheitsvektoren des lokalen or-
thogonalen Koordinatensystem (n,t,s). Gleichung (2.11) besagt, dafl auf dem
freien Rand die viskosen Spannungskréfte in Normalenrichtung proportional zur
mittleren Kriimmung sind.

K

e Reqularititsbedingung: Weil viskose Fluide betrachtet werden, miissen die Ge-
schwindigkeiten stetig sein. Also gilt insbesondere

’l_[l = ’l_[g aufff (213)
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Abbildung 2.3: Zur Beschreibung der Oberflachenspannungskraft

Die physikalischen Modelle vieler Simulationsprogramme vernachléssigen in der Re-
gel die Effekte der Oberflichenspannung. Anders in dieser Arbeit: Hier werden die
freien Randbedingungen (2.11) und (2.13) in die Impulsgleichungen miteinbezogen,
wodurch sich Oberflichenspannungskrifte berechnen lassen. Dadurch lassen sich ins-
besondere im Mikrobereich der Fluiddynamik, wie zum Beispiel kleine Aerosole aus
Druckerdiisen oder Sprithdosen, deutlich realistischere Simulationen berechnen. Denn
mit kleiner werdendem Volumen wird der Einflul der Oberflachenspannung auf die
Oberflichendynamik immer wichtiger.

Die numerische Implementierung ist dabei wesentlich komplexer als sie zunéchst
erscheint. Das Problem ist, dafl weder die Form noch die Lage des freien Randes bekannt
ist. Methoden zur Lokalisierung freier Oberflichen miissen entwickelt werden, so dafl
die freien Randbedingungen an den richtigen Positionen gesetzt werden.

2.4 Vollstiandige Modellierung

Das Ziel ist, die beiden Gleichungssysteme in (2.9) miteinander zu koppeln. Dies ge-
schieht mit Hilfe der freien Randbedingungen (2.11), die sich implizit als singulérer
Quellterm in den Impulsgleichungen darstellen lassen. Ausgangspunkt ist die Integral-
form von Gleichung (2.9):

D(u;) L oo :
pi () dz = / T, -7 dF+/ pig dz , ie€{gl}. (2.14)
o Dt 09 Q;

Fiir eine indexunabhéngige Schreibweise wird die Grofle T und analog u, p auf beiden
Phasen definiert
T . { T, falls 7 e {Liquidphase}

T, falls 7 e {Gasphase} (2.15)
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Addition der beiden Impulsgleichungen (2.14) fithrt dann zu

DﬁdeL Dy 1

—dzr — dx

pl o Dt pg Qg Dt

:/ T-ﬁdF—/ [T]-ﬁdF+pl/§’df+pg/ g dz . (2.16)
o0 ry S~ o) Qg

Nach dem Satz von Gauf gilt
/ T-ﬁdF:/V-Tdf. (2.17)
19) Q

Diese Umwandlung ist im distributionellen Sinne aufzufassen, weil der Spannungsten-
sor, bedingt durch den Sprung in der Viskositét p, {iber I'; unstetig ist.

Wegen |r, = ty|r, (2.13) ist das Geschwindigkeitsvektorfeld u auf ganz €2 stetig.
Somit gilt zusammen mit der indexunabhingigen Definition (2.15) fiir @ und p die
Beziehung

D

Du Du
— d¥ — di = — di . 2.18

P
o Dt

Mit (2.17) und (2.18) ergibt sich die integrale Darstellung der Impulsgleichung fiir zwei
Phasen zu
Du S . oo
p—dx—/V-de—/amndF—i-/pgdx : (2.19)
o Dt Q T, Q

Der Vorteil dieser Beschreibung liegt darin, dafl sie die Randbedingungen der freien
Oberflache implizit enthélt. Das 148t sich spater dahingehend ausnutzen, dafl ohne ex-
plizite Rekonstruktion der freien Oberflache die freien Randbedingungen implizit bei
der Diskretisierung der Impulsgleichungen erfiillt werden. Dies stellt im Gegensatz zu
Methoden, die eine explizite Rekonstruktion der Oberflache erfordern, eine effizientere

Losung dar, die dariiber hinaus numerisch weniger anfallig ist und sich gut paralleli-
sieren laft.

2.5 Randbedingungen an festen Rindern

Um das System von partiellen Differentialgleichungen zu schlieffen, sind noch Rand-
bedingungen fiir die Geschwindigkeiten an den Gebietsrindern notwendig. Im Fol-
genden bezeichne 7 den Einheitsnormalenvektor, der vom festen Rand ins Fluidge-
biet zeigt, und ¢ und § sind zwei linear unabhingige Tangentialvektoren. Ublicher-
weise wird eine Variable am Rand entweder auf einen vorgegebenen Wert gesetzt
(Dirichlet-Randbedingungen), oder ihr Gradient wird in eine bestimmte Richtung fest-
gesetzt (Neumann Randbedingungen). Insgesamt lassen sich damit folgende physikali-
sche Randeigenschaften modellieren:
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1. Haftbedingungen (no-slip): Das Fluid haftet auf diesem Rand 'y, also mufl dort
der Geschwindigkeitsvektor verschwinden: |, = 0.

2. Fize Fin-/Ausstrombedingungen (in-/outflow): Das Fluid stromt mit einer fest
vorgegebenen Geschwindigkeit , ein/aus, also gilt auf diesem Rand I'gy4 fiir den
Geschwindigkeitsvektor: @|r,, = ,.

3. Rutschbedingungen (free-slip): Das Fluid gleitet ohne Reibungsverluste apf diesem
Rand T'g, das heifit nur die tangentialen Geschwindigkeiten, die keine Anderung
in Richtung des Normalenvektors haben, bleiben erhalten:

(ﬁ'ﬁ”FR:O ) (8@(@5)‘1“}%:0 ) (aﬁ(ﬁg))h—‘}zzo :

4. Natiirliche Ausstrombedingungen (outflow): Die Fluidgeschwindigkeit &ndert sich
nicht in Normalenrichtung, somit gilt auf diesem Rand I'4: (0z)|r, = 0.

Beim Setzen der Randbedingungen mufl darauf geachtet werden, dafl das Randinte-
gral iiber die Geschwindigkeiten senkrecht zum festen Rand Null ist, denn aus der
Kontinuititsgleichung zusammen mit dem Satz von Gauf3 folgt:

O:/V-ﬁdf:/ﬁ-ﬁdF. (2.20)
Q oN

Eine Verletzung dieser Bedingung fithrt zu Fehlern in der Inkompressibilitdat und da-
durch zu Problemen in der Massenerhaltung. Insbesondere wenn Ausfluffrandbedin-
gungen gegeben sind, wird in der Regel die Kompatibilitdtsbedingung (2.20) verletzt.
Hierzu miissen die extrapolierten Geschwindigkeiten so korrigiert werden, dafl der Mas-
senflufl am Ausstromrand gleich dem Massenflufl am Einstromrand ist.

Die Randbedingungen fiir den Druck werden zusammen mit der in dieser Arbeit
eingesetzten Projektionsmethode zur Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen in
Kapitel 3.1 erklart.



Kapitel 3

Diskretisierung der
Navier-Stokes-Gleichungen

In diesem Kapitel wird ausschliellich die Diskretisierung der Strémungsgleichungen be-
handelt, ohne auf die numerische Darstellung der freien Oberflache einzugehen. Nach
einer kurzen Beschreibung der vewendeten Projektionsmethode, wird das Diskretisie-
rungsgitter vorgestellt. Da die Qualitat der freien Oberfliche stark mit der Diskretisie-
rung der konvektiven Terme der Navier-Stokes-Gleichungen zusammenhéngt, werden
verschiedene numerische Methoden fiir diese Terme untersucht. Weiterhin erfordert ein
Teilschritt der Projektionsmethode das Losen grofler linearer Gleichungssysteme. Dabei
sind effiziente Losungsverfahren unerlalich. Hierzu ist ein BiCGSTAB-Loser [73] im-
plementiert worden, der im Vergleich zum sonst iiblichen Red-Black-(SOR)-Verfahren
[32] deutlich schneller konvergiert. Desweiteren lafit er sich gut parallelisieren und ist
fiir allgemeine Geometrien einsetzbar.

3.1 Die Projektionsmethode

Es werden vorerst die einphasigen Navier-Stokes-Gleichungen aus (2.8) betrachtet. Die
Geschwindigkeiten und der Druck fiir den neuen Zeitschritt n+ 1 ermitteln sich auf fol-
gende Weise: Zuerst werden Schétzgeschwindigkeiten @* ohne Druckgradient berechnet
iiber

T = ﬁ”+5t(—v-(ﬁ”®ﬁ")+§+%(v-(uD")), (3.1)

@"! geht dann hervor aus dem System

artl — N Vprtl

=0 3.2
V-a"tt=0. (3.3)
Nachdem in Gleichung (3.2) die Divergenz gebildet wurde, folgt aus (3.3)

1 e
V- (;Van) -V % . (3.4)
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1

Dabei wird der neue Druck p"*! auf implizite Weise iiber das Losen der Poissonglei-

chung (3.4) bestimmt. SchlieBlich ergeben sich die neuen Geschwindigkeiten @™ iiber
eine Druckkorrektur fiir «*
ot
it =t — —Vp. (3.5)
p

Damit (3.4) zu keinem unterbestimmten Gleichungssystem fiihrt, sind noch Randbe-
dingungen fiir den Druck notwendig. Dazu wird (3.2) auf die duflere Einheitsnormale
des Gebietsrandes projiziert, also

apn+1
on

P ity =
= &(UF —upthy i (3.6)
r

Falls nun am Rand fiir die Schétzgeschwindigkeiten uf = u?“ gesetzt wird, dann

ergeben sich homogene Neumann-Randbedingungen fiir den Druck, also

apn+1
— =0. (3.7)
on |y
Im Fall konstanter Dichte 1i3t sich ein skalierter Druck pn*t := % definieren. Damit
vereinfacht sich die Poissongleichung (3.4) zu
A"t =V T (3.8)

Desweiteren ist der Druck mit diesem Verfahren nur bis auf eine Konstante genau
bestimmt. Diese kann fixiert werden, indem zusétzlich die Nebenbedingung

/pn+1 — O

Q

gefordert wird. Damit ist es moglich, Druckergebnisse aus unterschiedlichen Zeitpunk-
ten miteinander zu vergleichen.

Die Idee, das nicht divergenzfreie Geschwindigkeitsfeld «* mit Hilfe des Druckes
in den Raum der divergenzfreien Geschwindigkeiten zu projizieren, geht auf A. J.
Chorin [12] zuriick. Diese Methode benutzt als Zeitdiskretisierung das explizite Euler-
Verfahren erster Ordnung. Eine hohere Diskretisierungsordnung in der Zeit kann mit
Runge-Kutta-Methoden [65, 28], die aus Konvexkombinationen von Euler-Schritten be-
stehen, konstruiert werden oder auch mit Adams-Bashfort-Methoden [40]. In Kapitel
5.7 werden beide Verfahren néher beschrieben.

3.2 Das versetzte Diskretisierungsgitter

Oft ist es nicht notwendig, dafl alle Variablen auf demselben Gitter liegen; andere An-
ordnungen kénnen vorteilhafter sein. Auf Kartesischen Koordinaten ist die Verwendung
eines versetzten Gitters (engl. staggered grid) im Vergleich zu einem nichtversetzten
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Gitter (engl. collocated grids) besser. So lassen sich verschiedene Terme, die auf an-
geordneten Gittern eine Interpolation erfordern, unter einem versetzten Gitter direkt
berechnen; das spart Rechenzeit und verringert numerische Rundungsfehler. Aber der
wichtigste Vorteil einer versetzten Anordnung der Unbekannten ist die starke Kopp-
lung zwischen den Geschwindigkeiten und dem Druck. Dadurch werden Oszillationen
in den Geschwindigkeiten und im Druck verhindert, die bei nichtversetzten Variablen
das Ergebnis oft unbrauchbar machen.

Deshalb ist in dieser Arbeit ein versetztes Diskretisierungsgitter verwendet worden,
das den Druck p; j , die Dichte p; ; 1, die Viskositét p; j, und andere skalare Werte ¢; j
(Temperatur, Chemikalien, spater: Level-Set-Funktion) im Zellmittelpunkt enthélt (sie-
he Abbildung 3.1). Die Komponenten u, w1k Viga Lk und w; ;, 1 des Geschwindig-
keitsfeldes sind in den Mittelpunkten der Zellseitenflichen definiert. Allgemein wird

Vij+1/2,k
)’
6%' P
- : 7 Wijk+1/2
; m
| @ '__>ui+112' K
1J1
3, | P/ @ik
JRAT TS I

Abbildung 3.1: Das dreidimensionale, versetzte Gitter

ein dquidistantes Gitter eingesetzt, fiir das gilt dz; := dz, 0y; := oy und 0z = 0z fiir
i=1,....;j=1,....,J; k=1,...,K; (I, J, K)=Anzahl der Gitterzellen pro Raum-
dimension. Eine Erweiterung auf nichtidquidistante (glatt variierende) Gitter ist leicht
moglich. Die Diskretisierung der konvektiven Terme mufl dann aber auf Universal-
Limiter-Methoden eingeschrankt werden (siche Kapitel 3.4.2).

Wiéhrend der Diskretisierung ist grundsétzlich darauf zu achten, dafl alle partiellen
Ableitungen an der richtigen Stelle berechnet werden. Der Ort der Auswertung wird
auf folgende Weise angegeben:

[ ik : Im Zellmittelpunkt,

[...]; i1 ¢ Im Mittelpunkt der rechten/linken Seitenfléche,

[ Jijz1, : Im Mittelpunkt der oberen/unteren Seitenfléiche,

[ ik 1 Im Mittelpunkt der hinteren/vorderen Seitenflache.

Falls Werte an Stellen benotigt werden, wo sie nicht vorgegeben sind, so werden diese
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in Abhéngigkeit von der Diskretisierungsordnung der konvektiven Terme {iber passen-
de Polynominterpolation ermittelt. So wird zum Beispiel bei einer Behandlung der
konvektiven Terme zweiter Ordnung eine lineare Polynominterpolation eingesetzt. Po-
lynominterpolationen héherer Ordnung werden in Kapitel 5.3 genauer beschrieben.

3.3 Viskoser Teil des Spannungstensors

Der viskose Anteil V- uD des Spannungstensors T 1483t sich ohne zusétzliche Interpola-
tionen direkt an den Zellseitenflichen berechnen. So werden zum Beispiel fiir konstante
Viskositét p die Terme der z-Komponente von V - uD

2(pug ) + (p(uy +v2))y + (u(us +ws)). (3.9)
an der Stelle (i + 1,7, k) auf folgende Weise diskretisiert:

T T G T WP S RPN

[(Nux)m]i+%,j,k = (62)2
w1 . —u. 1 . v, 1, =V, .1
1 it5,JtLk  Titg,5k i+1,j+5,k Tijt35.k
[(N(“y+”w))y]i+%7jyk - by (M( T T )
N e e i Vit1,j-4 67 V-1 ok
H oy ox

u, 1. —u, 1 . W, Lo, 1—W, ]
- 1 it+5,0,k+1 it 5,5,k i+1,j,k+5 i,5,k+ 5
1z +w2)): g g = & (p (Fhetiehat 4 o d

Yip gk it d g1 4 Yit1,50—3 Wi e—1
H 0z ox :

Die Terme der y- und z- Komponente werden auf analoge Weise diskretisiert. Eine
besondere Randbehandlung ist dabei nicht notwendig, da der Diskretisierungsstern nur
3 Gitterpunkte breit ist. Der Konvergenzfehler bleibt von zweiter Ordnung, solange die
Gitterweiten lokal dquidistant sind (siehe [32]).

3.4 Diskretisierung héherer Ordnung
der konvektiven Terme

Wenn Diskretisierungs-, Abbruch- und Rundungsfehler wéhrend eines Rechenprozesses
nicht unbeschréinkt wachsen, dann wird die numerische Losung als stabil bezeichnet.
Im Fall konvektionsdominanter Probleme treten bei der Diskretisierung mit zentralen
Differenzen Stabilitdtsprobleme auf. Es werden unphysikalische Oszillationen in der
Losung erzeugt, die das Ergebnis unbrauchbar machen. Dies liegt daran, daf§ die dis-
krete Gleichung bestimmte Eigenschaften der kontinuierlichen Gleichung nicht mehr
widerspiegelt (siehe [32]).

Aus diesem Grund miissen alternative Diskretisierungsmethoden fiir die konvekti-
ven Terme konstruiert werden, die fiir beliebige Gitterschrittweiten zu beschrinkten
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Losungen fithren. Insbesondere im Hinblick auf die Behandlung der freien Oberfléche
mit der Level-Set-Technik ist sowohl die Stabilitéit als auch eine moglichst hohe Ap-
proximationsordnung der Raumdiskretisierung notwendig. Denn einerseits wiirden sich
Instabilitéten sofort auf die freie Oberfléche {ibertragen und andererseits wiirde eine zu
geringe Ordnung der Raumdiskretisierung, wegen des grofleren Abbruchfehlers, einen
durch numerische Diffusion verfilschten freien Rand ergeben.

Die stabile Diskretisierung der konvektiven Terme ist ein Schwerpunkt aus dem
Bereich der Numerik von hyperbolischen Erhaltungsgleichungen, wo mit sogenannten
Upwind- Verfahren effiziente Techniken entwickelt werden. Die Upwind-Methoden las-
sen sich in drei Klassen einteilen:

1. Einfache Upwind-Methoden
2. Universal-Limiter-Verfahren

3. Adaptive-Stencil-Techniken.

Dabei werden nun aus diesen drei Klassen jeweils einige Methoden vorgestellt und
am Beispiel einer im Rahmen dieser Arbeit diskretisierten eindimensionalen skalaren
Erhaltungsgleichung getestet. Die Gegeniiberstellung der Ergebnisse zeigt deutlich ihre
Stiarken und Schwéchen auf. Hierbei ist insbesondere bei der Analyse des VONOS-
Schemas in Kapitel 3.4.2 ein numerisches Verhalten festgestellt worden, das bislang
nicht erkannt wurde.

Der konvektive Term der Navier-Stokes-Gleichungen V(7 ® ) lautet in Komponen-
tenschreibweise

(uu)y + (vu)y, + (wu),
V(d@u) = | (w),+ (vo), + (wv).
(uw), + (vw)y + (ww),
Im Folgenden bezieht sich die Finite-Differenzen-Diskretisierung nur auf die Kompo-
nente in z-Richtung

(uu)y, + (vu)y, + (wu), , (3.10)

die y- und z-Komponenten berechnen sich auf analoge Weise.

Um einen praktischen Einblick in die numerischen Eigenschaften (Oszillationen,
numerische Diffusion) der verschiedenen Upwind-Methoden zu geben, wird die eindi-
mensionale skalare Erhaltungsgleichung

Or(z,t) + pp(z,t) = 0 fir0<ax<6 (3.11)
¢(z,0) = ¢o(x) mit periodischen Réandern (3.12)

betrachtet. Hierbei ist als Anfangsbedingung

1 fir 0.6 <z <15
1—|2(x—=3)| fir25<x<35

20() =9 in((x — 4.5)m) fir 45 < 7 < 5.5
0 sonst,

(3.13)
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verwendet worden. Wie in Abbildung 3.2 zu sehen ist, enthélt dieses skalare Anfangs-
profil ¢y lokale Unstetigkeiten in der Stufenfunktion, ein lokal lipschitzstetiges Maxi-
mum in der Dreiecksfunktion und ein lokal glattes Maximum in der Sinusfunktion.

1.2

"ANFANGSWERT"

Abbildung 3.2: Anfangsbedingung ¢,

Die Gleichung (3.11) ist in der Zeit mit dem expliziten Euler-Verfahren und im
Ort mit dem jeweils zu betrachtenden Upwind-Schema diskretisiert worden. Als Zeit-
schrittweite wurde 0t = 1(0z)” (r=Ordnung des Upwind-Verfahrens) verwendet und
das Gebietsintervall [0; 6] ist mit N = 120 Gitterpunkten aufgel6t worden. Insgesamt
wurden je zwei Testrechnungen, einmal bis ¢ = 6 und einmal bis ¢ = 12, gerechnet. Da-
bei wird das skalare Anfangsprofil (Abbildung 3.2) eine beziehungsweise zwei Perioden
weit in x-Richtung transportiert, so dafl es sich schliellich wieder am Ausgangspunkt
befindet.

Anhand dieser Testrechnungen 148t sich erkennen, wie gut das verwendete Upwind-
Verfahren das Anfangsprofil erhélt. Insbesondere konnen numerische Diffusionseffekte,
die durch den Abbruchfehler der Diskretisierung entstehen, und Oszillationen, die vor
allem an den lokalen Sprungstellen der Stufenfunktion entstehen, sehr gut abgelesen
werden.

3.4.1 Einfache Upwind-Methoden: FOU und QUICK

Wie beschrieben befinden sich die z-Komponenten auf dem dreidimensionalen versetz-
ten Gitter in den rechtsseitigen Zellflachenmittelpunkten (i + %, J, k), damit 148t sich
die diskrete Form von Gleichung (3.10) im Punkt (i + 3, j, k) schreiben als

[(un), + (Uu)y + (wu)z]i+%,j,k = [(UU)JC]i-s-%,j,k + [(Uu)y]zdr%,j,k + Kwu)Z]l-F%]k .

Dabei werden die einzelnen Terme jeweils approximiert durch

1 . -
[(uu)w]i—i-%,j,k = %(Ui—o—l,j,kui—o—l,j,k_Ui,j,kui,j,k)a (3~14)
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1. -

[(Uu)y]wé,j,k = @(“i%,jﬁ,k“i%,ﬁ%,k_“i%,j—%,k“i%,j—%,k)’ (3.15)
1 -

[(wu>z]i+%,j,k = &(U}H%J,H%uwé,m% _wi+%,j,k7%ui+%,j,kf%)' (3.16)

Die Konvektionsgeschwindigkeiten werden hierbei durch einfache Mittelung berechnet:

Uijk = §(Ui+§,j,k + ui—%,j,k)v
Uit1jk = %(U@'Jrg,j,k U1 k),
6i+%,j+%,k = %(Uz‘,gur%,k + Ui—i—l,j-i—%,k) )
Uitlj-tp = %(Ui,j;,k + Vi1 1 k)
Witljrel = %(wi,j,k’-i-% F Wiy gpet) s
Wil = %(wi,j,k—% + wz‘—i—l,j,k—%) :

Die Schwierigkeit besteht nun darin, in (3.14)-(3.16) Approximationen fiir die Kno-
tenwerte der Geschwindigkeiten ohne Tildemarkierung zu finden, so daf} die finiten
Differenzen nicht zu unphysikalischen Oszillationen fithren. Fiir alle folgenden Upwind-
Methoden wird nur die Berechnung der Gitterknotenwerte w;1 jj und w; j aus (3.14)
gezeigt. Die anderen Terme aus (3.15) und (3.16) gehen auf analoge Weise hervor. Zur
Beschreibung einiger Upwind-Methoden werden zusétzlich Gewichte benétigt, die von
der Flufirichtung @ abhéngen:

S 0>
0 falls @414 >0  Gue— { 0 falls @, >0 (3.17)

Gtk ::{ 1 sonst 1 sonst

Eine oft verwendete Diskretisierung ist das einfache Upwind-Differenzen-Schema. Die-
ses ist einerseits sehr stabil, aber andererseits enthélt die Losung starke numerische
Diffusion, weil die Approximation der Lésung nur von erster Ordnung ist.

First-Order-Upwind (FOU)

Das Upwind-Verfahren erster Ordnung ist eine linksseitige beziehungsweise rechtsseiti-
ge Differenzen-Methode, je nachdem, aus welcher Richtung der Fluff « kommt. In der
Literatur wird der Flufl auch als Information bezeichnet. Die Geschwindigkeiten ;41 ; x
und u; j werden dabei folgenderweise berechnet:

wiprge = (1= Giyngn)uip i + Givrjktigs ik (3.18)

Damit ist eine beziiglich der Maximumsnorm stabile Diskretisierung gegeben (siehe
GroBmann/Roos [32], S. 348), aber sie ist numerisch diffusiv, denn die Taylorreihen-
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entwicklung um (7 + %, 4, k) (fiir ein dquidistantes Kartesisches Gitter und @41 ;5 > 0)

N oz [au] N (0x)? {8%}
Uit1,gk = Uil i T 5 | 32 —
’ 2 2 |0z i+3 .5k 8 |0 i+ 1.5k

+H

H = Terme hoherer Ordnung ,

zeigt, dal nur der erste Term auf der rechten Seite von diesem Verfahren beibehalten
wird. Damit ist es ein Schema erster Ordnung, denn das Restglied der Taylorreihe
induziert eine numerische Diffusion der Groflenordnung O(dz). Diese vergroflert sich
sogar im mehrdimensionalen Fall, falls der Flufl diagonal zum Gitter verlauft.

Das Ergebnis der Testrechnungen fiir das Upwind-Verfahren erster Ordung ist in
Abbildung 3.3 dargestellt. Die approximierten Losungen der beiden berechneten Peri-

T EXAKTE_LOESUNG"

"UPWIND_1.PERIODE" ---——+---
"UPWIND_2.PERIODE" ----------

Abbildung 3.3: Upwind erster Ordnung, N=120.

oden sind im Vergleich zu der exakten Losung stark verschmiert. Sowohl die Sprung-
stellen in der Stufenfunktion, als auch die Hohe aller lokalen Maxima werden durch
dieses Upwind-Verfahren nicht erhalten. Das gesamte Anfangsprofil ist durch die nu-
merische Diffusion so intensiv regularisiert worden, das sich iiber dessen urspriingliche
Form kaum Riickschliisse ziehen lassen.

Das Ergebnis der zweiten Periode ist desweiteren wesentlich glatter als das Ergebnis
der ersten Periode. Wenn wenige zusétzliche Perioden gerechnet werden, dann entsteht
ein stationédrer Zustand in Form einer horizontalen Linie.

Trotz dieses Nachteils, ist der Vorteil gegeben, dafl das Upwind erster Ordnung
sowohl an Sprungstellen als auch an Ecken zu keinen instabilen Loésungen fiihrt, also
keine unpyhsikalischen Oszillationen produziert. Dies ist eine wichtige Eigenschaft, die
spéter bei den Universal-Limiter-Methoden eine entscheidende Rolle spielt.

Die im Folgenden beschriebene QUICK-Methode reduziert die numerische Diffusion
durch Auswertung hoherer Terme in der Taylorreihenentwicklung.
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Quadratic Upwind Interpolation for Convective Kinematics (QUICK)

Eine Verbesserung des einfachen Upwind-Differenzen-Schemas ist das von B.P. Leo-
nard [44] entwickelte QUICK-Verfahren. Er konstruierte eine Methode mittels einer Po-
lynominterpolation zweiten Grades. Zur Auswertung der Polynominterpolation benttigt
man drei Stiitzstellenwerte, dabei wird neben den gegebenen Nachbarwerten von w; 1 .,
namlich u; j, und w41 5%, der dritte Wert aus der Richtung gewéhlt, aus der der FluB
u kommt.

Das Quick-Schema besitzt die folgende Form:

8
o By 1 g T OU 3 G — Uiy s ik
1/+17]7k 8 ?

B . Sty g+ 06U 1 5 — U3 5
wijr = (1= Gijg) S +

ivjvk )

_ Bty s jp T O0ULL G — Ui 1 g
uiprjr = (1= Giy1jk) +

8

wobei Git1, und G, ;i die Gewichte aus (3.17) sind.

Mit Hilfe der Taylorreihenentwicklung 148t sich wie im vorigen Abschnitt zeigen,
daf diese quadratische Interpolation einen lokalen Abbruchfehler der Ordnung O(dx?)
besitzt. Mit dem Vorteil des kleineren Abbruchfehlers und somit einer geringeren nume-
rischen Diffusion im Vergleich zum einfachen Upwind Schema, geht aber der Nachteil
von oszillativen Verhalten einher.

Die Ergebnisse der Testrechnungen mit der linearen Transportgleichung in Abbil-
dung 3.4 belegen die Behauptungen. Das Quick-Schema erzeugt Ober- und Unter-

1.4

T EXAKTE_LOESUNG"™
"QUICK_1.PERIODE" -—-———

- "QUICK_2.PERIODE" ----------
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Abbildung 3.4: QUICK-Verfahren, N=120.

schwingungen, aber andererseits werden die Sprungstellen der Stufenfunktion besser
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aufgelost als mit der Upwind-Methode erster Ordnung. Zusétzlich wird die Hohe der
lokalen Maxima deutlich besser erhalten. Der qualitative Unterschied zwischen dem
Ergebnis der ersten Periode und dem der zweiten Periode ist gering. Folglich ist der
zeitliche Zuwachs an numerischer Diffusion stark reduziert im Vergleich zum Upwind-
Verfahren erster Ordnung.

Entscheident ist, dal die Oszillationen im Rahmen der Navier-Stokes-Gleichungen
nicht auftreten, wenn ausreichend viskose Fluide modelliert werden. Das ist der Grund,
weshalb die QUICK-Methode in vielen Ingenieursanwendungen erfolgreich eingesetzt
wurde und schnell an Popularitéit gewann.

3.4.2 Universal-Limiter-Methoden: SMART und VONOS

Die Ober- und Unterschwingungen beim Quick-Schema kénnen zu Konvergenzproble-
men fithren. Eine Moglichkeit, diese zu beheben, besteht darin, die Quick-Methode zu
beschrénken. Mit anderen Worten: Uberall dort, wo Ober- und Unterschwingungen ent-
stehen, wird das Upwind-Verfahren erster Ordnung eingeblendet, das aufgrund seiner
besseren Stabilitdt die Entstehung von Ostzillationen verhindert.

e,

© I

Abbildung 3.5: Transport des Zellwandwertes ¢,, in Abhéngigkeit des lokalen Verhal-
tens von ¢: (a) und (c) lokal monoton; (b) und (d) lokal nicht monoton

Diese Idee ist in den Universal-Limiter-Methoden [45, 72, 27] umgesetzt worden.
Zur Erklarung wird Abbildung 3.5 verwendet: Sie zeigt einen Querschnitt des Gra-
phen einer transportierten skalaren GroBe ¢(z,y, z) in z-Richtung. In Abhéngigkeit
der Flufirichtung @ (hier nach rechts) werden drei Funktionswerte ausgewahlt

1. ¢, als upwind-Wert,

2. ¢. als zentraler Wert,
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3. ¢4 als downwind-Wert.

Die Gréfe ¢, wird durch quadratische Polynominterpolation aus ¢,, ¢. und ¢4 berech-
net. Dabei kann die Amplitude der skalaren Funktion ¢ nicht zunehmen, also Ober-
und Unterschwingungen kénnen nicht entstehen, wenn ¢, € [¢., ¢4] gefordert wird.

Bild (a) fiir lokal monotones ¢ und Bild (b) fiir lokal nicht monotones ¢ erfiillen
diese Bedingung. Bild (c) zeigt den giiltigen Grenzfall ¢,, = ¢., wohingegen Bild (d),
fiir lokal nicht monotones ¢, die Bedingung ¢,, € [¢, ¢4] verletzt. In Situationen analog
zu Bild (d) wird das Upwind-Verfahren erster Ordnung eingeblendet, welches einfach
Ow = @ setzt.

Um ein allgemeineres Verstdndnis der Beschriankungskriterien von Universal-Limiter-
Methoden zu geben, wird ein Diagramm mit normalisierten Variablen eingefiihrt: Dabei
ist die normalisierte Variable gg definiert als

7 o ¢<x7yaz> _¢u
¢(.’L’,y,2’) - (bd o ¢u :

Fiir diese neue Variable gilt insbesondere ¢, = 0 und ¢y = 1. Siamtliche Upwind-
Interpolationen, wie zum Beispiel die konstante Interpolation bei dem Upwind-Verfahren
erster Ordnung oder die quadratische Interpolation bei dem QUICK-Verfahren, wer-
den im Folgenden durch eine Interpolationsfunktion f dargestellt. Das linke Bild aus
Abbildung 3.6 zeigt die (gzzc, gf;w)—Ebene, wobei der Wert ¢,, iiber die jeweils eingesetzte
Upwind-Interpolationsfunktion f bestimmt wird, also ¢, = f(¢.).

Q, ®,
A A
QUICK —

1 1 \

FOU

Abbildung 3.6: Links: Beschrénktheitsbereich im Diagramm der normalisierten Varia-
blen. Rechts: Verlauf der Geraden von FOU bzw. QUICK

Die Beschréankungskriterien der Universal-Limiter-Verfahren lassen sich nun durch
Beschriankungsbedingungen an f folgendermaflen formulieren: Die Interpolationsfunk-
tion f ist beschréankt, wenn gilt

. Fiir ¢ € [0,1]: o < f(3) <1, £(0) =0 und £(1) = 1
2. Fitr ¢ ¢ 0.1]: £(J0) = e -
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Der schattierte Bereich in Abbildung 3.6 (Bild links) zusammen mit der Diagonalen
bw = P, zeigt den Beschréanktheitsbereich von f. Im Rahmen dieses Diagramms hat
die Funktion f fiir das FOU-Verfahren und die QUICK-Methode folgende Form

QNSS;OU = Qgc

- 3 -
¢3UICK = §(1 + 2¢C) .

Beide Graphen sind im rechten Bild von Abbildung 3.6 eingezeichnet. Mit dieser graphi-
schen Darstellung 1Bt sich schnell erkennen, daB ¢£°U die Beschriinktheitsbedingung
erfiillt und ¢QUICK nicht.

Basierend auf der Darstellung mit normalisierten Variablen 148t sich ein QUICK-
Verfahren konstruieren, welches die Beschrénktheitsbedingungen erfiillt und somit kei-
ne Oszillationen mehr produziert.

Sharp and Monotonic Algorithm for Realistic Transport (SMART)

Das SMART-Verfahren ist ein beschranktes QUICK-Schema, welches das Problem der
Ober- und Unterschwingungen behebt. Es wurde von P.H. Gaskell und A.K.C. Lau [27]
im Jahre 1988 entwickelt. Der entscheidende Unterschied der SMART-Methode ist, das
diese im Gegensatz zur QUICK-Methode die Interpolationsfunktion f nun stiickweise
so definiert, dafl dessen Graph innerhalb des Beschranktheitsbereichs verlduft.

In Abbildung 3.6 verlift das QUICK-Schema im Punkt (¢, = g,ggw = 1) den
Beschranktheitsbereich. Dieser wird nun linear mit dem Punkt (1,1) verbunden und
verlauft dann fiir gg > 1 weiter entlang der Diagonalen. Desweiteren wird der Punkt
(0,0) mit der QUICK-Geraden verbunden durch eine Gerade mit der Steigung 10.
SchlieBlich wird fiir ¢, < 0 wieder ¢y, = ¢, gesetzt.

|

Abbildung 3.7: Das SMART-Diagramm mit normalisierten Variablen

Der Graph der auf diese Weise konstruierten Interpolationsfunktion f des SMART-
Schema ist in Abbildung 3.7 dargestellt. Aus dieser Funktion f lassen sich schliellich
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die in den jeweiligen Intervallen eingesetzten Interpolationsfunktionen in eine Finite-
Differenzen-Form umschreiben. Dabei sind vorher die normalisierten Variablen ;1
und 1); j , zu berechnen. Insgesamt ist das SMART-Schema zur Berechnung von ;41 ;
und u; j, dann folgendermaflen aufgebaut:

. uZ""%v]vk o ui_%vjvk ul-ﬁ-%,j,k‘ B ul+%’]’k
Virrjk = (1= Giijk) [ + Giv1jik :
Uit ik — Uim Lk i+3.k T Witk
/ 3
u’i-i—%,j,k fa].ls ¢i+17j,k ¢ [O, ]_]
3
i+1,j,k T - i+17j7k 3 . 1 . . 3 5
SUin3 i T gWindjn — gi-t . falls Yipjn € 72 6
5
\ ui—l—%,j,k falls wz‘—kl,j,k € [g, 1] )
( 3
ui—i—%,j,k falls wi—‘rl,j,k ¢ [O, 1]
3
i+1,7, 3 6 1 o 3 5
§Uivlgn t 8Uind e~ 535k TAlls Yivrgn € [77, 6]
5
{ U’H—%,j,k falls wi+1,j,k € [6’ 1] )
— G ui_%Jvk - ui—%,j’k G Ui+%’j’k B ui+%’j’k
Yije = (1—=Gijr) + Gijk :
Uipd ik = Win3 5k imljk = Yitd ik
/ )\
ui—%,j,k falls 1/12"]"]@ ¢ [0, ].]
e 10u;_1 5 — ;s falls ;. € [0, ]
Uijhk = — Lijik 3 6 1 3 5
SUipd gk T 3%k = 33k falls ¥ € [77, G
5
\ ui+%,j,k falls wi,j,k € [E’ 1]
A
ui—&—%,j,k falls wi,j,k ¢ [O, ]_]
3
LG 10ui+%,j,k - 9ui+g,j,k falls i € [0, 71
igk Y 3 6 _1 . 3 5 '
SUit g T Uik d gk — st g falls digp €[5 1
5
ui—%,j,k falls Qf}i,j,k € [6’ 1]

wobel G4, und G, i, die Gewichte aus (3.17) sind. Die numerischen Ergebnisse fiir
die eindimensionale Erhaltungsgleichung in Abbildung 3.8 zeigen, daf} die Approxima-
tion von dhnlicher Qualitét ist wie die der QUICK-Methode nur ohne Ober- und Unter-
schwingungen. Die Losungen der ersten Periode und der zweiten Periode sind nahezu
identisch. Somit ist wihrend der zeitlichen Entwicklung die Zunahme von numerischer
Diffusion nur gering. Der gréfite Anteil an numerischer Diffusion entsteht in der Néhe
der Sprungstellen der Stufenfunktion und an dem Maximum der Dreiecksfunktion. Die
letztere wird mit dem SMART-Verfahren sogar etwas schlechter approximiert als mit
dem QUICK-Schema. Der Grund hiefiir ist, dafl das SMART-Verfahren in der Néhe
des Maximums der Dreiecksfunktion das Upwind-Verfahren erster Ordnung einsetzt,
welches bekanntlich diffusiver ist als das quadratische Upwind der QUICK-Methode.
Das SMART-Verfahren kann fiir Fluide mit sehr geringer Viskositdt und hohen
Konvektionsgeschwindigkeiten eingesetzt werden, ohne unphysikalische Oszillationen
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Abbildung 3.8: SMART-Verfahren, N=120.

ZU erzeugen.

Die von dieser Methode jeweils benétigten sieben Gitterpunkte zur Auflésung der
Sprungstellen kann mit dem nun folgenden VONOS-Verfahren nochmals reduziert wer-
den.

Variable-Order Non-Oscillatory Scheme (VONOS)

Das VONOS-Schema ist eines der zuletzt entwickelten Universal-Limiter-Methoden. Es
wurde von A. Varonos und G. Bergeles [72] im Jahre 1998 erfunden. Ihre Beobachtung
besteht darin, dafl insbesondere dort, wo die skalare Funktion ¢ Sprungstellen enthélt,
ein Upwind-Verfahren mit quadratischen Polynomen schlechtere Ergebnisse liefert als
ein Upwind-Verfahren mit linearen Polynomen. Aus diesem Grund haben sie die Fall-

¢
A

Abbildung 3.9: VONOS-Diagram in normalisierten Variablen



30 KAPITEL 3. DISKRETISIERUNG DER NAVIER-STOKES-GLEICHUNGEN

unterscheidung zwischen den eingesetzten Interpolationen aus dem SMART-Verfahren
zusétzlich um eine Upwind-Interpolation mit linearen Polynomen erweitert.

In Abbildung 3.9 ist das VONOS-Schema als Diagramm fiir normalisierte Variablen
dargestellt. Darin ist zu erkennen, dafl fiir gzgc € [%, %[ ein lineares Upwind, das in
normalisierter Darstellung die Form ¢, = %&c hat, eingesetzt wird. Diese Anderung
erzeugt eine schirfere Auflosung der Sprungstellen.

Analog zu dem SMART-Schema kann auch hier die stiickweise zusammengesetzte
Funktion f, die den Graphen in Abbildung 3.9 beschreibt, in eine Finite-Differenzen-
Form umgeschrieben werden. Dabei sind auch hier vor der Berechnung der Geschwin-
digkeiten die normalisierten Variablen ;1 ;; und v, ;; zu bestimmen. Damit hat das
VONOS-Verfahren die folgende Darstellung;:

Uipl ik = uz’—l,j,k> (Ui+§,j,k - uz’+§,j,k>
Vigrjr = (1= Giyik) ? . + Giv1jk ? . ;
Uiy 3 5 — Uil jk i+dgk — Wit 3 gk
( U’i—i—%,j,k falls d}i—&-l,j,k ¢ [O, 1] )
10U 1 5 — 91, falls 1y € [0, 2]
Uipr gk = (1= Gigijk) S %ui+%,j,k Uitk — éuif%,j,k falls 4iy15k € (77, 51
Loug 1 — 0.5u; 1 falls 141 1 € [%, %[
L uH%’j’k falls wi—&—l,j,k S [%, 1] J
( ui—l—%,j,k falls wi—ﬁ-l,j,k ¢ [O, ]_] )
10ui+%7j7k — 9ui7%’j’k falls ¥41;% € [0, %[
+ Girjk %ui—&-%,j,k + g“z‘+%,j,k - éui—%,j,k falls 3415 € [77, 5
1.5ui+%7j7,g — 0-5%—3 falls ;158 € [%7 %[
L UZ-JF%’J-’]C falls wi+1,j,k € [%, 1] )
Uil = Wi—3 ik Uipd ik — Wit3 jk
¢i,j,k = (1 — Gi,j,k) " 2 — 2 ) + G@j,k ( 2 — 2 )
i+l gk T Uim3 5k Ui Lk = Wit gk
( ui—%,j,k falls wi,j,k ¢ [O, ]_] )
10ui7%7j7k — 9ui7%’j’k falls ’l/)@jk € [O, %[
uijr = (1—Gijr) %ui-‘r%,j,k’ + guz’—%,j,k - éui—%,j,k falls ¥y ;. € [%a %[
L5u; 1 55, — 0.5u;_3 falls ¥ jx € [5, 3
L ui+%,j,k falls wi,j,k S [%, 1] )
( ui—&-%,j,k falls wi,j,k ¢ [O, ].] )
10u; 1 5 = Nliys i falls ¢ ;5 € [0, 2]
+ Gijgk %ui—%g’,k + §u¢+%,j,k - %ui—s—%,j,k falls ¢ ;0 € [, 5] ¢
15,15 — 0.5, falls i ;5 € [3, 3]
[ Wiml ik falls v; j 1 € [%, 1] )

wobel G, und G, ;; die Gewichte aus (3.17) sind. Das Testergebnis fiir die skalare
Erhaltungsgleichung in Abbildung 3.10 zeigt, daf3 die Sprungstellen der Stufenfunktion
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im Vergleich zur SMART-Methode besser aufgelost werden. Im Gegensatz zu SMART,
das sieben Gitterpunkte benétigte, benttigt VONOS nur noch vier Gitterpunkte.

1.4

T EXAKTE_LOESUNG"
"VONOS_1.PERIODE" ———+
1.2 "VONOS 2.PERIODE" ----------

1

Abbildung 3.10: VONOS-Verfahren, N=120.

Dem Vorteil einer besseren Auflésung der Stufenfunktion steht der Nachteil ge-
geniiber, daf§ dieses Schema ungliicklicherweise dazu neigt, alle Profile der skalaren
Funktion kiinstlich steiler zu berechnen. Dies fiihrt schlieflich dazu, dafl sédmtliche
lokale Maxima mit der Zeit zu Stufenfunktionen deformieren, wodurch Konvergenz-
probleme entstehen koénnen.

Dieses Verhalten ist in dem Artikel von A. Varonos & G. Bergeles [72] nicht fest-
gestellt worden. Sie haben die eindimensionale skalare Erhaltungsgleichung ausschlie3-
lich fiir die Stufenfunktion gerechnet und als nichtlineares Problem die Navier-Stokes-
Gleichungen mit dem Nischenstromungstest analysiert. Dabei wurden im Vergleich zu
SMART fiir Reynoldszahlen bis 5000 bessere Ergebnisse erzielt. Die Reynoldszahl ist
ein dimensionsloses Maf fiir die Viskositit eines Fluids.

Fiir den Fall von reinen oder mit sehr kleiner Viskositédt behafteten (also fiir sehr
groBe Reynoldszahlen) Transportprozessen sind sowohl das SMART-Verfahren als auch
die nun folgenden Methoden aus dem Bereich der Adapive-Stencil-Schemata zu bevor-
zugen.

3.4.3 Adaptive-Stencil-Methoden: ENO und WENO

Die Idee der Adaptive-Stencil-Methoden unterscheidet sich deutlich von der Idee der
Universal-Limiter-Methoden. Denn anstelle eines Schaltungsprozesses zwischen meh-
reren fest vorgegebenen Interpolationspolynomen, wie es bei den Universal-Limiter-
Methoden der Fall ist, konstruieren die Adaptive-Stencil-Schemata fiir die skalare Funk-
tion ¢ ein Newtoninterpolationspolynom iiber einen nichtlinearen adaptiven ProzeS.
Aus diesem wird dann zum Beispiel fiir eine polynomiale Rekonstruktion in x-Richtung
der Wert ¢, (2 ;1) = [#2]; ;, durch Ableiten des Newtonpolynoms an der Stelle (4, j, k)
berechnet.
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Entscheidend hierbei ist die Eigenschaft, daf§ sich Newtoninterpolationspolynome
hierarchisch iiber dividierte Differenzen konstruieren lassen. Dabei kann im Rahmen der
Breite des Diskretisierungssterns aus mehreren dividierten Differenzen gewéahlt werden.
Die Wahl der jeweils lokal glattesten dividierten Differenz verhindert, dal Unstetigkei-
ten den Interpolationsproze zu unphysikalischen Ostzillationen fiihren.

Mit den Adaptive-Stencil-Methoden sind die konvektiven Terme der Navier-Stokes-
Gleichungen in der zu Vi ® « dquivalenten Form

Uy + VUy + WU,
(4-V)u= | uv,+ vv, + wu, (3.20)
UW, + VW, + Ww,

diskretisiert worden. Denn aufgrund des versetzten Diskretisierungsgitters werden durch
Gleichung (3.20) deutlich weniger Interplationen notwendig, als wenn die Darstellung
Vi ® u diskretisiert wiirde. Dabei sind die Konvektionsgeschwindigkeiten an unter-
schiedlichen Orten zu berechnen. So verlangt die Auswertung von wu, + vu, +wu, die
Geschwindigkeiten v und w an den Stellen 7 1 ;& Diese werden durch Lagrangsche
Polynominterpolation mit Polynomen dritten Grades ermittelt (siche Kapitel 5.3). Im
Folgenden wird gezeigt wie die Ableitung (¢,);;x eines beliebigen skalaren Wertes ¢
an der Stelle (i, 7, k) berechnet wird. Das Schema iibertrégt sich auf analoge Weise fiir
alle konvektiven Terme aus Gleichung (3.20).

Zu den klassischen Vertretern der Adaptive-Stencil-Methoden gehoéren die ENO-
und WENO-Schemata. Eine umfangreiche Einfiihrung in die Methodik dieser Verfahren
hat C.W. Shu in [63] verdffentlicht.

ENO (Essentially-Non-Oscillatory)

Die ersten ENO-Methoden wurden von Harten, Enquist, Osher und Chakravarthy [34]
im Jahr 1987 veroffentlicht. Seitdem existieren eine Reihe von Weiterentwicklungen.
Eine sehr populéire und in vielen Artikeln zitierte ENO-Methode ist die von C.W. Shu
und S. Osher [65, 66].

Dort wird zur Berechnung von [¢,] ..+ ein Interpolationspolynom in Newtonform
konstruiert, das ¢ im Intervall I = [x;_;, ;] X y; X 2; von r-ter Ordnung approximiert,
und ein weiteres Polynom, das ¢ im Intervall I = [z;, ;41] X y; X 2 von r-ter Ordnung
approximiert. Die Konvektionsrichtung w; ; , entscheidet schliellich welches der beiden
Polynome zur Bestimmung von [¢,], ;, eingesetzt wird.

Beispielsweise wird fiir eine ENO r-ter Ordnung Berechnung von [¢,] ;. zundchst
das dividierte Differenzen Tableau erstellt

dlwi, x;] = dijk

AlTim, Tiy] = PlTi—m1, Tigt] — O Tim, Tigi-1] |
Titl — Ti—m

mit [,m = 0,...,r. Eine wichtige Eigenschaft von dividierten Differenzen ist

(m~+1)
¢[xi—m7 33i+z] = <Z(5m7+§§|)
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fir ein £ € [x;_m, T;41], solange die Funktion ¢ glatt ist in dem Diskretisierungsstern.
Falls aber die Funktion ¢ in einem Punkt innerhalb des Diskretisierungsstern unstetig
ist, so gilt

Deshalb konnen die dividierten Differenzen als ein Maf fiir die Glattheit des Diskreti-
sierungssterns ausgenutzt werden.

Das Interpolationspolynom wird konstruiert, indem schrittweise ein diskreter Punkt
zur kleineren (glatteren) dividierten Differenz hinzugefiigt wird. Der zugehorige Algo-
rithmus lautet

1. Setze P° = ¢[x;, z;].
2. Berechne fiir oV =i — 1,
(a) PY(x) = dlram, Taw 11](x — ;)

(b) Berechne fiir il =1,...,7r — 1:
1.
a = gzﬁ[a?a(l),l, Jia(l)fl]
V= aw, Taw 1141]
1.

L { al falls |a!] < |0

© = b'  sonst
Oé(l+1) _ Oé(l) —1 falls |al| < |bl’
a) sonst
1ii.
a4
P (z) = Pl(z) + ¢ H (x — x4)
a=a®)

(c) Setze [¢,]; ;) = A falls o) =i — 1.

dx
Setze [¢}]. ., = W falls ) = 4.
(d) Upwind:

igk
[gzﬁ;]i’j’k falls w; jr >0
[%]”k =9 | ;—]i,j,k falls u;;, <0
0 sonst
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Das ENO-Verfahren zweiter Ordnung besitzt einen Diskretisierungsstern der Breite von
fiinf Gitterpunkten und ein ENO-Schema dritter Ordnung benétigt sieben Gitterpunk-
te. Je hoher die Ordnung ist, umso gréfler wird der Diskretisierungsstern. Demzufolge
ist bei der Parallelisierung mittels Gebietszerlegung (siehe Kapitel 6) darauf zu achten,
daf} ausreichend Ghostzellenreihen zur Verfiigung stehen. Beide Verfahren wurden an-
hand der eindimensionalen skalaren Erhaltungsgleichung getestet. Die Ergebnisse sind
in Abbildung 3.11 dargestellt.

1.4 T T T

T CEXAKTE_LOESUNG"
"ENO_Zer_ 1.PERIODE" ---—-—-
> "ENO_2er_2.PERIODE" ----------
12 L |

' "EXAKTE_LOE'SUNG"
"ENO_3er_1.PERIODE" ---—+---
"ENO_3er_2.PERIODE" ----------

0.2 -

Abbildung 3.11: Oben: ENO-Schema zweiter Ordnung, N=120. Unten: ENO-Schema
dritter Ordnung, N=120.

Es ist ein deutlicher Qualitéitsunterschied zwischen dem ENO-Schema zweiter Ord-
nung und dem dritter Ordnung zu erkennen. Das ENO-Schema zweiter Ordnung enthélt
mehr numerische Diffusion, die Héhen der lokalen Maxima des Anfangswertprofils wer-
den durch die berechneten Losungen nicht erhalten. Der Unterschied zwischen der
Losung der ersten Periode und der Losung der zweiten Periode zeigt einen starken zeit-
lichen Zuwachs an numerischer Diffusion. Im Vergleich dazu ist beim ENO-Verfahren
dritter Ordnung der zeitliche Zuwachs an numerischer Diffusion deutlich geringer.
Weiterhin wird durch dieses Schema das lokale Maximum der Sinus-Kurve besser
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approximiert als bei SMART oder bei VONOS. Aber an Lipschitz-stetigen Punkten
und an Sprungstellen enthélt es mehr numerische Diffusion als die Universal-Limiter-
Methoden.

WENO (Weighted Essentially Non-Oscillatory)

Die WENO-Methoden nutzen die Moglichkeiten der ENO-Schemata noch etwas bes-
ser. Thre Idee besteht darin, in Bereichen in denen die Funktion ¢ glatt ist, ein zentra-
les Schema von hoherer Approximationsordnung zu verwenden und in der Ndhe von
Sprungstellen ein ENO-Schema einzusetzen.

Dies wird mit Hilfe einer gewichteten Konvexkombination der dividierten Differen-
zen des ENO-Schemas erreicht. Alle Gewichte passen sich der Glattheit der jeweili-
gen dividierten Differenzen an. Dabei variieren diese Gewichte untereinander ebenfalls
auf glatte Weise. Die Berechnung dieser Gewichte erfolgt in Abhéngigkeit bestimmter
Glattheitsmafle. Wie diese Glattheitsmafle bestimmt werden, ist aktuelle Forschung.

Aus einem ENO-Schema der Ordnung r 148t sich im Idealfall ein WENO-Schema der
Ordnung 2r-1 konstruieren. Fin zusétzlicher Vorteil von WENO-Verfahren ist, daf§ sich
daraus der Normalenvektor und die Kriimmung der freien Oberflédche stabiler errechnen
lassen, bedingt durch die glatte Gewichtung der Differenzensterne [39].

Ein effizientes WENO-Schema fiinfter Ordnung ist von Jiang und Shu [38] entwickelt
worden. Die Breite des Diskretisierungssterns ist sieben Gitterpunkte. In Bereichen, wo
die die Funktion ¢ glatt ist, schaltet es ein zentrales Schema fiinfter Ordnung ein, und
in Bereichen, wo die Funktion ¢ nicht stetig ist, wird auf ein ENO-Verfahren dritter
Ordnung reduziert. Ein zusétzlicher Vorteil beziiglich der Effizienz ist, daf alle logischen
Abfragen wegfallen, die beim ENO-Verfahren zu behandeln sind. Die genaue Herleitung
der Verfahrens und die Transformation in die Finite-Differenzen-Darstellung ist sehr
technisch, hierzu sei auf die Artikel [38, 63] verwiesen.

In Finite-Differenzen-Darstellung wird die Berechnung von [¢,], ;, auf folgende Wei-
se durchgefiihrt:

Fiir die Bestimmung von ¢, setze

Gi—2jk — Pi—3,j.k Gi1jk — Pi—2,jk Gijk — Pie1jk
1= 5 2 = 5 g3 = 5
ox ox ox
¢i+1,j,k - ¢z‘,j,k ¢i+2,j,k - ¢i+1,j7k
qs = ) qs =
ox ox

und um ¢ zu finden, setze

_ Dir3jk — Piv2,jk _ Ditojk — Pivigk _ Dit1jk — Pk
1 — ) g2 = ) q3 = )
ox ox ox
0" = Dijk — i1k _ i1k — Pi-zik
= —F—— 5 = .
ox ’ ox
Als nachstes werden die Glattheitsmafle iiber

IS, = %(fh — 2o+ ¢3)* + i(Ch — 4gs + 3¢3)*
ISy = Bgo—2g3 4 q1)* + 1 (g2 — qu)?
1S3 = (g3 —2q+q5)% + 3(3q3 — 4q4 + ¢5)?
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und die Gewichte iiber

(65} Qg a3
W= Wy = ————— Wy = ——>
ay + oo + Qs a1 + o + Qg a1+ o + Qg
mit
1 1 6 1 3 1
0 = =5 Oy = — 5 a3 = ——————5
YT0(6+ 1527 7T 10(6+ 18527 0 10(6+ 155)?

berechnet. Dann wird [¢;], ;, ermittelt durch

£ (B Te2 116 —@ 5% s, 5% _ b
MLM_M(3 64—6>+m(6—+6+3 tus( T+ ¢ )

und tiber die Upwindschaltung wird schlielich [¢,], ;, bestimmt

[¢;]i,j,k falls Ui 5k > 0

[¢$]i,j,kz = [¢;—]i,j,k falls Uik < 0 . (321)
0 sonst

Fiir die in dieser Arbeit mit diesem WENO-Schema durchgefiihrten Testrechnungen
wurde in aq, as und a3 der Wert € = 107% verwendet. Das Ergebnis fiir die skalare Er-
haltungsgleichung zeigt in Abbildung 3.12 eine sehr gute Erhaltung der glatten Bereiche
des Anfangsprofils und ein nahezu unveréndertes Verhalten der Ergebnisse aus der ers-
ten und der zweiten Periode. Die Stufenfunktion wird etwas besser aufgelost als mit

1.4
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Abbildung 3.12: WENO-Schema fiinfter Ordnung, N=120.

dem ENO-Verfahren dritter Ordnung, trotzdem verhélt sich diese WENO-Methode an
Sprungstellen schlechter als VONOS oder SMART, die dort mit ihren Limiter-Ansatz
iiberlegen sind.

Hinsichtlich einer guten Konvergenzordnung fiir die Kriimmmungberechnung (siehe
Kapitel 5.2.2) ist dieses WENO-Schema fiinfter Ordnung sowohl fiir die konvektiven
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Terme der Navier-Stokes-Gleichungen, als auch fiir die konvektiven Terme der Trans-
portgleichung implementiert worden. Da mit den Navier-Stokes-Gleichungen viskose
Fluide betrachtet werden, treten in der Regel keine Stromungsprofile auf, die Sprung-
stellen besitzen. Deshalb ist die Schwachstelle des WENO-Verfahrens an Sprungstellen
von geringerer Bedeutung.

3.4.4 Randbehandlung

Die Breite der Diskretisierungssterne aus den Universal-Limiter- und Adaptive-Stencil-
Methoden bilden ein Problem in der Néhe von Gebietsrdandern. Dort greifen sie auf
Gitterzellen zu, die auflerhalb des Rechengebietes liegen. Was fiir Werte sind in diese
Gitterzellen zu setzen?

Die natiirlichste Art die Rédnder zu behandeln, besteht darin, nur Werte zu verwen-
den die innerhalb des Rechengebietes liegen. Anders formuliert, alle Teilsterne eines
ENO-Schemas sollten so gewéhlt werden, daf sie nur auf vorhandene Gitterpunkte des
Rechengebietes zugreifen. Um teure logische Operationen zu umgehen wie beispiels-
weise Randabfragen, werden zu Beginn einer Rechnung alle Randzellen auflerhalb des
Fluidgebietes mit sehr grofien und stark variierenden Werten besetzt. Im Rahmen dieser
Arbeit wurden diese Randzellen mit den folgenden Werten belegt: R_; jx = (—1)*E10
fir _; ;, als Randzellenpunkte mit j = 1,...,J , k=1,..., K und ¢ = 1,2,... be-
stimmt die Anzahl der Randzellenreihen linksseitig des Rechengebietes; analoges gilt fiir
alle anderen Gebietsrédnder. Dadurch greifen die ENO/WENO-Schemata ausschliefllich
auf finite Differenzen, die aus dem Fluidgebiet stammen, weil diese glatter sind. Mit
dieser Technik ermdoglicht das WENO-Schema fiinfter Ordnung eine Randbehandlung
dritter Ordnung.

Fiir die Universal-Limiter-Methoden wird aufgrund ihres nichtadaptiven Konstruk-
tionsschemas in den meisten Fillen die Breite des Diskretisierungssterns in der Néhe
des Gebietsrandes reduziert und somit auf ein Verfahren erster oder zweiter Ordnung
zuriickgegriffen.

Dieser Nachteil der Randbehandlung bei Universal-Limiter-Methoden ist ein weite-
rer Grund, weshalb in dieser Arbeit der konvektive Term der Navier-Stokes-Gleichungen
und der konvektive Term der Transportgleichung (siehe Kapitel 5.7) mit dem WENO-
Schema fiinfter Ordnung diskretisiert wurde.

3.5 Der Loser fiir die Poissongleichung

Das Hilfsgeschwindigkeitsfeld «* aus (3.1)
1
o= u"+ -V eu")+ g+ ;(V (uD™)) (3.22)

ist im Allgemeinen nicht divergenzfrei, das heifit V - «* # 0. Um aber die von der
Kontinuitétsgleichung (2.4) geforderte Divergenzfreiheit zu erhalten, mufl die Poisson-
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Gleichung

1 V.- u
oYttt
\Y% pr 5

moglichst effizient gelost werden. Dazu wird zunéchst die rechte Seite von Gleichung
(3.23) mit zentralen Differenzen im Zellmittelpunkt ausgewertet, also

(3.23)

k * * k
U, . v, . .. —w. .
173+%)k 7’7]_%71‘: /L:.]:k"'_% la]’k_%

\VARTA 1 (Wi~ Yistn - w
ot ik ot ox oy 0z
(3.24)

Die linke Seite von (3.23) wird ebenfalls im Zellmittelpunkt mit zentralen Differenzen
berechnet. Da in diesem Kapitel nur inkompressible Einphasenstromungen betrachtet
werden, ist die Dichte p eine globale Konstante, so daf hier keine Interpolationen von
Dichtewerten notwendig sind. Die diskrete Form ist somit folgende

n+1 n+1 n+1 n+1
|:v . lan+1:| i pi‘:_lvjvk B pl,;:k . pl,j:k - pij—l,j,k
p irjok ox (0x)p (0x)p
n+41 n+1 n+1 n+1
_{_i pi,;rl,k - pi,j:k . pi,j:k - pi,j;l,k
0y (0y)p (0y)p
n+1 n+41 n+1 n+1
+i pi,j,kﬂ B pz;rk _ pzj—k - pi,qu
0z (6z)p (62)p

Die Poissongleichung fiihrt dazu, daf§ ein Gleichungssystem der Form Ax = b mit
einer diinnbesetzten Matrix A gelost werden mufl. Diese Gleichungssysteme kénnen
sehr grof} sein, denn fiir jede Gitterzelle gibt es eine Unbekannte. Direkte Losungsver-
fahren, wie das Gaufi’sche Eliminationsverfahren, sind hierfiir ungeeignet, da sie eine
Komplexitit der Ordnung O(n?) und im ungiinstigsten Fall einen Speicherplatzbedarf
von O(n?) haben, wobei n die Zahl der Unbekannten ist. Da es nicht notwendig ist, die
auftretenden linearen Gleichungssysteme exakt zu 16sen, reicht es, iterativ eine appro-
ximierte Losung zu berechnen. In M. Griebel et al. [29] wird zur iterativen Losung der
Poissongleichung fiir einphasige Probleme das SOR-Verfahren [32] vorgeschlagen.

Die effizientesten bekannten Methoden zur Losung von Gleichungssystemen sind
Mehrgitterverfahren. Doch diese Verfahren miissen an jedes Problem, insbesondere bei
allgemeinen Geometrien, angepaf3t werden.

In der Praxis stellen Krylov-Unterraum-Verfahren, wie zum Beispiel das Verfahren
der konjugierten Gradienten, eine bessere Alternative zu dem SOR-Verfahren dar und
diese sind dariiber hinaus flexibler als Mehrgitterverfahren.

Motiviert durch H. van der Vorst et al. [3] wurde im Rahmen dieser Arbeit eine
verbesserte Variante des BiCGSTAB-Verfahren programmiert und parallelisiert. Fiir
Zweiphasenprobleme ist schliefflich noch ein Jacobi-Vorkonditionierer hinzugefiigt wor-
den (sieche Kapitel 6.4).

Die BiCGSTAB-Methode [73] hat den Vorteil, auf unsymmetrische Matrizen A
angewendet werden zu konnen und weist im Vergleich zu anderen Krylov-Unterraum-
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Methoden ein schnelleres und glatteres Konvergenzverhalten auf (vgl. [48]). Der zu-
gehorige Algorithmus des stabilisierten BiICGSTAB-Verfahrens lautet:

Stabilisierter BICGSTAB-Algorithmus
wahle xg und €,€ > 0
rg:=po:=b—Axq, j:=0
Solange ||r;||2 < €
v; = Ap;
0; = (Vj,I‘())Q
Wenn |o;| > €||v;||2||ro||2 dann

r;r
a; = ( 30.0)2
J
Sj = I'j — OéjVj
sonst
X = X5
Neustart
Wenn |[s;||2 > € dann
tj = %Sj :
o (t85)2
wj - (t5:t5)2

Xj+1 1= Xj + a;Pj + wjS;
rjp1 :=8; — w]‘tj
B = a; (rj41,r0)2

J wij (I'j,l‘o)Q

Pj1 = i1 + Bi(pj — wiv;j)
ji=7+1
sonst
Xj+1 = Xj + 0yP;
i1 == 38;j
ji=7+1

Dabei werden in jedem Iterationsschritt homogene Neumann-Randwerte fiir den Druck
gesetzt. Der Vorteil des stabilisierten BICGSTAB-Verfahrens gegeniiber dem herkémm-
lichen BiCGSTAB-Verfahren ist, dafl zwei mogliche Verfahrensabbriiche aufgehoben
werden. Zunéchst wird vor der Berechnung des Skalars «; die Go8e des auftretenden
Nenners iiberpriift, um bei groien aber annéhernd orthogonalen Vektoren v; und r
eine Division durch sehr kleine Werte zu vermeiden. Liegt der Betrag des Nenners
relativ zur Lénge der Vektoren v; und ry unterhalb einer vorgegebenen Schranke, so
wird ein Neustart des Verfahrens mit xy := x;41 durchgefiihrt. Eine weitere mogliche
Division durch Null tritt bei der Berechnung von w; auf. Zur Behebung dieser Proble-
matik wird in [3] eine Kontrolle des Vektors s; empfohlen, der dem Residuenvektor im
BiCGSTAB-Verfahren entspricht. Gilt ||s;|l2 < €, so ergibt sich mit

Xj+1 = X;j + &;P;
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bereits
[rjalle = [Jr; — avilla = Isjll < €,

wodurch keine Notwendigkeit zur Ermittlung des Vektors t; und damit der Berechnung
der skalaren Grofie w; vorliegt.

Die Approximation der Losung braucht nur bis zu einer gewissen Qualitat zu er-
folgen, die vom Benutzer bestimmt wird. Dazu ist es notwendig, Konvergenz- und
Haltekriterien fiir die iterativen Verfahren festzulegen. In dieser Arbeit wurden die
folgenden Kriterien implementiert:

e die maximale Anzahl der Iterationen n wird vorgegeben,

e die Norm des Residuums ||rj||> = ||Ax; — b||» unterschreitet einen vorgegebenen
Wert e.

Es werden dabei vor jedem Iterationsschritt homogene Randbedingungen fiir den Druck
gesetzt. Sowohl das BICGSTAB-, als auch das Red-Black-Verfahren sind gegeneinander
getestet worden. Als Leistungsvergleich fiir den einphasigen Fall diente das Nischen-
stromungsproblem. Dazu wurde der Einheitswiirfel in 60° Gitterzellen unterteilt und
eine Viskositat = 0.001 verwendet, die obere Wiirfelseite bewegt sich mit Geschwin-
digkeit @ = (1,0,0) in tangentialer Richtung. An allen anderen Seiten sind Haftbedin-
gungen gesetzt worden. In Abbildung 3.13 ist der Verlauf des Residuums in der L2-

102 P T T CT T T T -
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= e = =
°, °, °, °,

.
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=
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=
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Abbildung 3.13: Glattung des Residuums bei dem Nieschenstrémungsproblem

Norm fiir die erste Iteration der Poisson-Gleichung dargestellt. Da der Druck zu Beginn
mit Null initialisiert wurde, stellt er im ersten Zeitschritt einen schlechten Anfangswert
fiir die Poissongleichung dar, so dafi dort die Leistung des Losers am stéarksten gefragt
ist. Im spéteren Verlauf der Zeititeration ist der Druck aus dem vorherigen Zeitschritt
ein guter Anfangswert fiir die Berechnung des aktuellen Drucks, dadurch werden in der
Regel weniger Iterationsschritte bendtigt.
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3.6 Die Zeitschrittweitensteuerung

Die Berechnung der Simulationen wird mit einer Zeitschrittweitensteuerung kontrol-
liert. Sie wird beschrénkt durch den konvektiven und viskosen Term und durch die
Volumenkrifte der Navier-Stokes-Gleichungen. Im Folgenden wird Schrittweise auf die
letzten Endes verwendete Zeitschrittweitensteuerung hingefiihrt, mit der sichergestellt
werden soll, dal die Informationen pro Zeitschritt maximal nur eine Gitterzelle weit
fliefen konnen, da die diskreten Differentialgleichungen nur Fliisse zwischen benach-
barten Gitterzellen betrachten.

Die Zeitschrittweitenbeschriankung des konvektiven Terms sorgt dafiir, daf§ keine
Konvektion weiter als eine Gitterzelle pro Zeitschritt stattfindet. Diese Bedingung ist
als Courant-Friedrichs-Levi-Bedingung (CFL-Bedingung) bekannt und fordert

§t, < min < v oy oz ) , (3.25)

Q |u|ma,a:7 |U|maa77 |w|maz

wobel | + |jmae fiir die maximale Absolutgeschwindigkeit steht.

Wenn die dynamische Viskositéit p > 0 ist, dann darf die Diffusion ebenfalls nicht
weiter als eine Gitterzellenweite pro Zeitschritt wirken. Dies fiithrt zu der folgenden
Zeitschrittweitenbeschriankung beziiglich der viskosen Terme

o= (5w mr o) (3:20)

Diese Ungleichung (3.26) resultiert aus aus der Stabilitétsanalyse [54] fiir eine explizite
Zeitdiskretisierung der Diffusionsgleichung.

Die Volumenkréifte, wie zum Beispiel die Gravitation, kénnen in der Konvekti-
onsabschétzung (3.25) mitberiicksichtigt werden, denn |u|yqa, + |g1|0t ist eine lineare
Approximation an die obere Schranke der Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung
inklusive der Volumenkraft. Damit lautet die um die Volumenkraft g; erweiterte CFL-
Bedingung fiir die Zeitschrittweite dty; beziiglich der u-Komponente des Geschwindig-
keitsfeldes

u |U‘mar + |gl|5tgk !
&gk = ( ox

oder nach oy, aufgeldst, ergibt sich die Darstellung

5 -1
max max 4
g (s (oY ) 321

Analog dazu errechnen sich die Abschétzungen beziiglich der v- und w-Geschwindig-
keitskomponente inklusive der Volumenkréfte. Ferner konnen die konvektiven und dif-
fusiven Krifte gemeisam wirken. Aus diesem Grund ist noch die die Zeitschrittweiten-
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beschriankung beziiglich des viskosen Terms (5.18) in die Abschéitzung (3.27) einzube-

ziehen. Zusammen mit V' := % <( 5§)2 + 1 53)2 + 0 53)2> ergibt sich damit

-1

‘u|max |u|max 2 4’91’
ot <2 —_— — ) 2
e < ( TV stV ) (3.28)

N J/

=:Cy

C, und C,, lassen sich entsprechend definieren, so daf§ man 57535%“1 < 2C,/y erhilt.

Die vollsténdige Zeitschrittweitensteuerung lautet dann schliefSlich

o < 27 m&n (Cy, Cy, Cy) (3.29)

Dabei ist 7 € (0, 1] eine Sicherheitskonstante fiir die Zeitschrittweite. Sie ist notwendig,
weil lediglich die Geschwindigkeiten aus dem vorangeganngenen Zeitschritt bekannt
sind. Im Allgemeinen ist 7 umso kleiner zu wéhlen, je dynamischer sich die Stromung
verhélt.



Kapitel 4

Level-Set- Approximation der freien
Oberfliache

Es gibt unterschiedliche numerische Ansétze zur Beschreibung freier Rédnder. Zunéchst
wird ein kleiner Uberblick iiber die populirsten Methoden gegeben. Im Rahmen dieser
Arbeit ist die Level-Set-Methode eingesetzt worden. Die Oberflichenspannung wird
dabei iiber die Level-Set-Funktion mit den Navier-Stokes-Impulsgleichungen gekop-
pelt. Diese Kopplung erfordert in jedem Zeitschritt eine Reinitialisierung der Level-
Set-Funktion, um bestimmte Eigenschaften zu erhalten. Am Ende dieses Kapitels wird
die Level-Set-Methode im Zusammenhang mit Hindernissen kurz erklért.

4.1 Traditionelle Techniken fiir freie Oberflichen

Die klassischen Methoden, die bis heute eingesetzt und weiterentwickelt werden, lassen
sich grob in vier Klassen einteilen: Moving-Grid- Verfahren, Surface- Tracking-Methoden,
Volume- Tracking- Techniken und Front-Capturing-Methoden.

Moving-Grid-Methoden

Moving-Grid-Verfahren beschreiben die freie Oberflédche entlang wohldefinierter Zellréan-
der. Die Idee dabei ist, das Gitter zusammen mit der Fluidgeschwindigkeit zu transpor-
tieren, so dafl es im zeitlichen Verlauf an die freie Oberfldche angepaflt bleibt. Lagrange-
und Lagrange-Euler-Methoden zéhlen zu den bekanntesten Vertretern der Moving-
Grid-Klasse.

Es gibt verschiedene Lagrange’sche Ansétze. Eine Moglichkeit ist, auf einem recht-
eckigen Gitter zu rechnen, welches sich wiahrend der zeitlichen Entwicklung verzerrt.
Eine andere Moglichkeit ist, auf verallgemeinerten orthogonalen Gittern zu rechnen,
die der Form der freien Oberfliiche angepafit sind. Dariiber hinaus gibt es auch Lagran-
ge’sche Methoden auf triangulierten Gittern.

Sie haben alle den Vorteil gemeinsam, dafl sich die freie Oberfliche zu jedem Zeit-
punkt gut darstellen la83t, solange die Deformation des Gitters moderat bleibt. Wenn
aber die Fluidstromung das Gitter extrem verformt, dann kann es zu numerischen
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Instabilitdten kommen.

Ein Weg, starke Gitterverzerrungen zu beheben, besteht darin, neue Gitter zu erzeu-
gen. Dabei wird, wenn notwendig, ein weniger verformtes Gitter konstruiert, auf dem
die physikalischen Groflen durch Interpolation aus den alten Gitterwerten berechnet
werden. Diese Interpolationen induzieren numerische Diffusion, wodurch ein kiinstli-
ches Verschwimmen der freien Oberfliche erfolgt. Die Verwendung von Dreiecksgittern
reduziert diese Diffusion auf Kosten einer komplizierteren Verwaltung der Gitterpunkte
und eines erhohten Speicherplatzbedarfs.

(@) (b)

——
———— ——

Abbildung 4.1: Scherstromung: (a): Anfangsbedingung der Scherstréomung. (b): Gitter-
verzerrung durch die Fluidgeschwindigkeit u und - u. Neue Verkniipfung der Gitter-
punkte ergibt wieder (a).

Ausschlaggebend fiir den Nachteil von rechteckigen Gittern ist die unflexible Verbin-
dung unter den Gitterpunkten. Jeder Gitterpunkt innerhalb des Rechengebietes gehort
zu genau vier Rechtecken (in zwei Raumdimensionen). Diese Einschrankung hat bei
der Neukonstruktion des Gitters zur Folge, dafl im Allgemeinen mehr Interpolationen
notwendig werden als auf Dreiecksgittern, denn triangulierte Gebiete konnen jedem
Gitterpunkt beliebig viele Dreiecke zuordnen. Diese hohere Flexibilitat ermoglicht die
Konstruktion eines uniformeren Gitters mit weniger Interpolationen. Zum Beispiel zeigt
Abbildung 4.1(b) in die Linge gestreckte dreieckige Gitterzellen an der Grenzschicht
einer Scherstromung. Das Ersetzen durch symmetrischere Dreiecke benétigt (im Ideal-
fall) keine zusétzlichen Gitterpunktinterpolationen (siehe 4.1 (a)).

Weiterhin gibt es auch Mischformen zwischen Lagrange’schen und Euler’schen Me-
thoden, sogenannte Lagrange-Euler’sche-Verfahren. Dabei wird die Fluidstromung auf
dem Euler’schen Gitter ausgewertet und die freie Oberflache mit einem dariibergelegten
Lagrange’schen Gittter dargestellt. Diese Idee kombiniert die Vorteile eines rechtecki-
gen Gitters, auf dem sich die Stromung leicht berechnen 148t, mit den Vorteilen eines
Lagrange’schen Gitters, durch das die freie Oberflache gut approximiert wird.

Die Berechnung eines Zeitschrittes verldauft dabei iiber mehrere Stationen. Zuerst
wird das Lagrange’sche Gitter, iiber das die freie Oberfliche dargestellt wird, mit der
Fluidgeschwindigkeit des Euler’schen Gitters transportiert. Uber dieses neue Lagran-
ge’sche Gitter kann nun jeder Punkt auf dem Euler’schen Gitter genau einer Phase zu-
geordnet werden. Dadurch lassen sich die Phaseneigenschaften (Viskositéat, Dichte, ... )
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Abbildung 4.2: Oberflichenbeschreibung mit der Surface-Marker-Methode

in jedem Punkt des Euler’schen Gitters bestimmen. Schliefllich wird die Berechnung der
neuen Stromungsdaten beziiglich der verschiedenen Phasen auf dem Euler’schen Gitter
durchgefiihrt. Mit den neuen Geschwindigkeits- und Druckwerten werden dann wieder
die aktuellen Lagrange’schen Positionen ermittelt. Diese dienen als Ausgangspunkt fiir
den néchsten Zeitschritt.

Lagrange-Euler’'sche Methoden haben den Nachteil, dafi Informationen beider Git-
ter zu speichern sind und zusétzlich zwischen beiden Gittern interpoliert werden muf,
wodurch numerische Diffusion entsteht.

Surface-Tracking-Methoden

Surface-Tracking-Verfahren beschreiben die freie Oberfliche mit Marker-Partikeln, die
auf ihr verteilt liegen. Die vollsténdige Oberfliche wird dann mit einer verkniipften
Sequenz von Kurveninterpolationen rekonstruiert. In jedem Zeitschritt wird nur der
Transport der Partikel innerhalb des Strémungsfeldes berechnet. Eine bis heute erfolg-
reich eingesetzte Surface-Tracking-Anwendung ist die Surface-Marker-Methode (SM).

Die Surface-Marker-Technik wurde von S.Chen, D.B. Johnson und P.E. Raad [11]
entwickelt. Sie haben dabei Einphasenprobleme mit freien Réndern in zwei Raumdi-
mensionen betrachtet, also ein Fluid im Vakuum. Eine Erweiterung auf dreidimensio-
nale Probleme wurde von A. Dehmel [20] entwickelt.

In [11] wird die freie Oberfliche innerhalb eines rechteckigen Euler’schen Gitters
mittels einer verketteten Liste von Marker-Partikeln représentiert, die linear mitein-
ander verbunden werden. Abbildung 4.2 zeigt ein solches Beispiel. Zur Bewegung der
Oberfliche ist nicht die Kenntnis der Geschwindigkeiten im gesamten Gebiet erfor-
derlich, sondern nur in einer Umgebung des freien Randes. Zusétzlich kénnen Ober-
flachendetails, die feiner sind als die Schrittweite des Euler’schen Gitters, mit Hilfe der
Partikel aufgelost werden. Um bei sich im zeitlichen Verlauf vergréflernden Gebieten die
Randbeschreibung nicht zu ungenau werden zu lassen, sollte nach jedem Zeitschritt der
Abstand benachbarter Partikel kontrolliert werden. Wenn die Distanz eine vorgegebene
Schranke {iiberschreitet, wird durch Interpolation ein zusétzliches Partikel eingesetzt.
Umgekehrt sollten in sehr dicht aufgelsten Randbereichen Partikel geldscht werden,
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um den Speicher- und Rechenaufwand zu reduzieren. Die Berechnung des Transportes
der Partikel erfolgt aus der Stromungsgeschwindigkeit des Euler’schen Gitters durch
bilineare Interpolation.

Schwierigkeiten bei dieser Methode treten auf, wenn Fluidfronten aufeinandertreffen
oder sich abspalten. Solche topologischen Anderungen erfordern spezielle Erkennungs-
verfahren. Diese miissen angeben, wann zwei Partikellisten zu einer einzigen zusam-
mengefiigt werden oder eine Partikelliste in zwei getrennte aufgeteilt wird. Dariiber
hinaus ist eine Erweiterung auf drei Raumdimensionen nur mit einer komplizierteren
Datenverwaltung moglich. Denn statt eines einfachen Polygonzuges durch eine Parti-
kelliste wird nun ein zweidimensionales Dreiecksnetz zur Beschreibung der Oberfléche
notig, das aus Listen von Dreiecken, Kanten und Ecken besteht.

Volume-Tracking-Methoden

Volume-Tracking-Techniken sind Fuler’sche Verfahren, die iiber eine Volumenanteils-
funktion den Fluid-Fiillstand in jeder Gitterzelle angeben. Es wird nur der Transport
des Fluid-Volumens berechnet und dann aus ihm, wenn nétig, die freie Oberflache re-
konstruiert. Eine der populédrsten Volume-Tracking-Techniken ist die Volume-of-Fluid
(VOF) Methode.

Die Volume-of-Fluid-Technik wurde 1979 von Hirt und Nichols [35] entwickelt. Sie
ermoglicht die Berechnung von sich ablésenden und aufeinandertreffen Fluidpartien in
sowohl zwei als auch drei Raumdimensionen.

Im zweidimensionalen Fall wird die freie Oberfliche mit einer geschlossenen Kurve
I'rcQcC IR? iiber einem Euler’schen Gitter identifiziert. Die Idee ist nun, eine so-
genannte Volumenanteilsfunktion F' : € x [0, tenq] — [0, 1] einzufiithren, die in jeder
Gitterzelle den Anteil des Fluidvolumens innerhalb der freien Oberflache angibt. Fiir
eine Gitterzelle, die vollsténdig aulerhalb von I'y liegt, gilt F' = 0. Fiir eine Gitterzelle,
die vollstédndig innerhalb I'f liegt, gilt /' = 1. Fiir Gitterzellen, die von I'y durchlaufen
werden, ist F' € (0,1), wobei der genaue Wert den Volumenanteil innerhalb von I'; am
gesamten Zellvolumen représentiert.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
— T
0 |0.10,0758] 0.86| 0.85| 052] 0.09| 0 0 |0.10[U58| 0.86| 0.85[6:527| 0.09] 0 0 | 0.10/058| 0.86| 0.85[6:52| 0.09| 0

OP./76 1 1 1 1 Okl 0 0076] 1 1 1 1]0pY O 0 %76 1 1 1 1 O.\Sl 0
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Abbildung 4.3: Exakte Oberfliache, SLIC und PLIC Rekonstruktion

Alle notigen geometrischen Daten, wie zum Beispiel der Normalenvektor und die
Kriimmung, werden ausschliellich aus der Volumenanteilsfunktion mit Hilfe verschie-
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denster Approximationstechniken ermittelt. Diese sind Teil aktueller Forschung.

Der von Noh und Woodward [51] entwickelte Simple-Line-Interface-Calculation
(SLIC) Algorithmus gehort zu den ersten Oberflichenrekonstruktionsansétzen. Der
freie Rand wird dabei durch horizontale oder vertikale Linien approximiert, die die
Gitterzellen dem Volumenanteil nach schneiden (siehe Abbildung 4.3, Bildmitte). Die
Orientierung der Linien wird so gewahlt, dafl die Kontaktfliche gleicher Fluidsorten
aus benachbarten Zellen moglichst beibehalten wird. Dadurch wird die numerische
Diffusion reduziert, weil eine Zelle sich zuerst vollstindig mit einem Fluidtyp fiillen
muf}, bevor sie diesen an andere Nachbarzellen weitergeben kann. Die Advektionsbe-
rechnung beruht auf einer Splitting-Methode. Dabei wird die Oberflache zuerst rekon-
struiert und dann in x-Richtung transportiert. Mit diesen neuen Daten wird die Lage
der Oberfliche erneut rekonstruiert und schiefllich in y-Richtung transportiert. Dabei
ist zu beachten, dal wihrend der x- bzw. y-Advektionsberechnung die Liniensegmen-
te jeweils unterschiedliche Oberflichen darstellen. Damit keine zu grofle (fehlerhafte)
Oberflichenverformung stattfindet, ist es vorteilhaft, die Reihenfolge der Advektions-
berechnung in x- und y-Richtung in jedem Zeitschritt zu wechseln. Eine Erweiterung
auf drei Dimensionen ist leicht moglich.

Die grobe Annéherung der Oberfliche mit der SLIC-Methode wurde von Hirt und
Nichols [35] verbessert. Sie verwenden Linien mit einer beliebigen Steigung als Ober-
flachenapproximation (siehe Abbildung 4.3, rechtes Bild). Diese Idee wird heute als
Piecewise Linear Interface Construction (PLIC) Technik bezeichnet. Sie ermdglicht
neben einer besseren Oberflichenannédherung auch eine bessere Normalenvektor- und
Kriimmungsberechnung. Dabei kann die Steigung einer Linie innerhalb einer Ober-
flichenzelle, also wenn F' € (0,1) gilt, im zweidimensionalen Fall durch einwertige
Funktionen, ndmlich X (y) oder Y (z) dargestellt werden. Als Approximationen zu X (y)
und Y (x) werden

X; = X(yj) = Fio1j0wi1 + F; j0x; + Fipq j0xip

verwendet. Anhand dieser Werte lassen sich Ndherungen fiir die Ableitung der Volu-
menanteilsfunktion in z-Richtung durch

d—Y _ }/7L+12+Yi . )/7;4’;/7;—1 _ )/i_{_l _ Yi_l (4 1)
dx i 1 <6$i+1+5$i + 5$i+5$i—1) 5«ri+1 + 2(5%1 + 5J]i_1 .
2 2 2
und analog die Ableitung in y-Richtung
{@} _o X=X (4.2)
dy | ; 0Yj+1 + 20y; + dyj1

berechnen. Falls nun |[4X];] kleiner als ][%] ;| ist, dann liegt die Oberfliche mehr ho-
rizontal als vertikal, und die Ableitung in z-Richtung wird als Steigung der Linie ver-
wendet. Umgekehrt wird fiir eine mehr horizontal verlaufene Oberfliche die Ableitung
in y-Richtung als Steigung der Linie eingesetzt. Auf welcher Seite der approximierten
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Oberfliache sich das Fluid befindet, hingt davon ab, welche Richtungsableitung als Stei-
gung ausgewdhlt wird. Falls [[4X];| verwendet wird, dann bestimmt das Vorzeichen von
[%] ;, ob das Fluid oberhalb (positiv) oder unterhalb (negativ) des Randes liegt. Wenn

|[‘2—§] j| eingesetzt wird, dann bestimmt das Vorzeichen [4-]; ob das Fluid rechtsseitig
(positiv) oder linksseitig (negativ) der Oberflache liegt. Damit ist der Rand und die
Lage des Fluides eindeutig bestimmt. Diese Rechnung wird fiir alle Gitterzellen mit
F;; € (0,1) durchgefiihrt.

Zusétzlich haben Hirt und Nichols ein verbessertes Advektionsschema entwickelt,
welches als Donor-Akzeptor- Verfahren bekannt ist. Dort wird mit Kontrollfunktionen
gesichert, dafl nur soviel Volumen in eine Akzeptor-Gitterzelle wandern kann, wie sich
in der Donor-Gitterzelle befindet. Allerdings ergeben sich dabei Rundungsfehler, bei
denen die Volumenanteilsfunktion Werte aulerhalb des Intervalls [0, 1] annehmen kann.
Eine Riicksetzung dieser Werte auf den néchstliegenden legalen Wert ist dabei in jedem
Rechenzeitschritt erforderlich. Diese fithrt im Laufe der Rechnung zu einer Verletzung

der Volumenerhaltung.

4.2 Die Level-Set-Technik

Level-Set-Verfahren gehoren zur Klasse der Front-Capturing-Methoden. Diese defi-
nieren die freie Oberfliche als eingebettete Niveaumenge einer hoherdimensionalen
Lipschitz-stetigen skalaren Funktion. Das Fortbewegen der Oberfliche reduziert sich
auf den Transport dieser skalaren Funktion. Der freie Rand wird schlieSlich durch
einen Konturplot der entsprechenden Niveaumenge visualisiert.

Im Rahmen dieser Arbeit ist die Level-Set-Technik verwendet worden, um inkom-
pressible Zweiphasenstréomungen zu simulieren.

Level-Set-Darstellung als Anfangswertproblem

Die Level-Set-Approximation wurde im Jahr 1988 von Osher und Sethian [52, 57] ein-
gefithrt und wird seitdem erfolgreich fiir Probleme aus der Bildverarbeitung, der Ma-
terialkunde, den Verbrennungs- und Atzprozessen, der Seismologie und der Robotik
angewandt.

Im Folgenden wird eine geschlossene Kurve I'; in zwei Raumdimensionen betrach-
tet, die zwei Gebiete voneinander trennt. Das Ziel ist es, die Bewegung der Kurve zu
verfolgen, die unter einer gegebenen Geschwindigkeitsfunktion F' in Normalenrichtung
fortschreitet. Einfliisse in tangentialer Richtung werden hierbei vernachléssigt (siehe
Abbildung 4.4).

Fiir die Herleitung des Level-Set-Algorithmus beziiglich einer sich zeitlich evolvie-
renden Kurve ['f(¢) sei  C IR? ein festes Gebiet mit I';(¢) C  fiir alle t € [to, tend)-
Die Idee besteht darin, eine moglichst glatte Funktion ¢(Z,t) zu konstruieren, die auf
(2 definiert ist und deren Nullniveaumenge {¢ = 0} gleich der Kurve I'(¢) ist, also

L(t) ={7: ¢(Z,t) =0} fiir alle t € [to; tend) - (4.3)
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" Fluid 2

Fluid1 :

Abbildung 4.4: Oberflichenbewegung in Normalenrichtung

Mit anderen Worten, der Level-Set-Wert eines Partikels Z(t) € I'¢(¢) ist immer gleich
Null:
d(Z(t),t) =0 fiir alle t € [to, tend) - (4.4)

Durch Differenzieren der Gleichung (4.4) mittels der Kettenregel folgt
b + Vo(Z(t),t) - Z'(t) =0 . (4.5)

Hierbei ist V¢ auf I'y orthogonal zur Niveaumenge {¢(Z,t) = 0} und F := 2'(t) - 7l
ist das Geschwindigkeitsfeld, das orthogonal zu den Niveaumengen der Funktion ¢
steht. Weiterhin ist 7 = ~2 der Einheitsnormalenvektor beziiglich der Niveaumenge

Vel
{¢ = 0}. Es gilt also

F(t)-d =F
& ()L =F
& T(t)-Vo =F|Vel (4.6)

Durch Einsetzen der Gleichung 4.6 in Gleichung 4.5, entsteht eine Transportgleichung
fiir ¢ in Form eines Anfangswertproblems

¢+ FIVo| =0, (4.7)
Anfangswert: ¢(Z,t =0) .

Diese Gleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung der Level-Set-Funktion ¢. In
der Literatur wird 4.7 auch als “Level-Set-Hamilton-Jacobi” Formulierung bezeichnet.
Im Fall der Navier-Stokes-Gleichungen ist ein globales Geschwindigkeitsfeld @ gege-
ben. Da nur die Transportgeschwindigkeit in Normalenrichtung zur freien Oberfliche
betrachtet wird, gilt
L. . . Vo
F=u-n=14 Vol (4.8)
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Durch Einsetzen von (4.8) in (4.7) ergibt sich die zeitliche Entwicklung der Level-Set-
Funktion beziiglich der Stromungsgeschwindigkeit @ zu

¢ +u-Vo=0 (4.9)
Anfangswert: ¢(Z,t = 0)

Weil ausschliefllich die Nullniveaumenge die physikalisch relevante freie Oberfléiche
darstellt, hat man viel Freiraum, die Level-Set-Funktion auflerhalb ihrer Nullmenge
zu bewegen. Dies kann ausgenutzt werden, um moglichst glatte Level-Set-Funktionen
wéahrend der numerischen Berechnung zu verwenden, wodurch die Stabilitdt und die
Genauigkeit des Algorithmus verbessert werden. In dieser Arbeit soll die Level-Set-
Funktion zusétzlich folgende Bedingungen erfiillen

>0 falls ¥ € {Phase 1}
oz, ) =0 falls ¥ely
<0 falls 7 € {Phase 2}

und |IV¢| =1 (Eikonalgleichung) .

Damit wird sie zu einer vorzeichenbehafteten Lipschitz-stetigen Abstandsfunktion.
Uberall dort, wo zwei Rénder sich beriihren oder schneiden, ist diese Level-Set-Funktion
lipschitzstetig. Ansonsten ist sie in einer Umgebung des freien Randes immer glatt.

Abbildung 4.5: Level-Set-Darstellung: Getrennte (links) und vereinigte Oberflichen

Die Transportgleichung 4.9 wird hierbei im Ort mit dem WENO-Schema fiinfter
Ordnung diskretisiert, das in Kapitel 3.4 im Rahmen der numerischen Verfahren fiir
hyperbolische Erhaltungsgleichungen beschrieben wurde. Dadurch fithren Ecken, Kan-
ten oder Sprungstellen, die innerhalb der Level-Set-Funktion entstehen konnten, nicht
zu numerischen Instabilitédten, so dafl sich die Handhabung von topologischen Singu-
laritdten wie zum Beispiel das Zusammentreffen und Ablosen von zwei Fluidpartien
ermoglicht.

In Abbildung 4.5 ist der Graph der Level-Set-Funktion fiir zwei Raumdimensio-
nen in Form einer breiten Linie inklusive den Niveaulinien als Kreise dargestellt. Die
Level-Set-Funktion ist zu zwei unterschiedlichen Zeitpunkten dargestellt. Das linke
Bild zeigt zwei getrennte Oberflachen, im rechten Bild vereinigen sich die Oberflichen.
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Man beachte, das der Rand der farbigen Flichen die Nullniveaumenge der Level-Set-
Funktion ist. An den Singularitdten der freien Oberfliche ist die Level-Set-Funktion
nur Lipschitz-stetig.

4.3 Vorteile der Level-Set-Methode

Die Darstellung der freien Oberflache mit der Level-Set-Funktion hat folgende Vorteile:

1. Wéhrend andere Verfahren, die auf einer Parametrisierung der Oberflache be-
ruhen, bei topologischen Anderungen mehrwertig oder singuldr werden, behélt
diese Methode immer die Wohldefiniertheit der Level-Set-Funktion.

2. Die Level-Set-Methode ist ein vollstdndig Euler’sches Verfahren, deshalb kénnen
Finite-Differenzen-Verfahren auf einem festen Gitter angewendet werden, um die
anfallenden Gleichungen in Raum und Zeit zu diskretisieren.

3. Die Berechnung des Normalenvektors und der Kriimmung gehen auf natiirliche
Weise aus der Level-Set-Funktion hervor. Dabei ist fiir zwei Raumdimensionen
die mittlere Kriimmung s der Level-Set-Kurve I'; in einem Punkt (Z,t) € I'y
definiert als Divergenz des Normalenvektors in (Z,t), also

S 9 B )
k=V-nZ,t)=V- (M) — _¢y¢m 2¢x¢y¢l‘y3+ D%y .
(42 + ¢2)2

Vo (T, )]
Sie wird im Allgemeinen mit zentralen Differenzen diskretisiert.

(4.10)

4. Weiterhin ermoglicht die einfache Datenstruktur des Euler’schen Gitters eine Pa-
rallelisierung des Algorithmus, so daf} insbesondere Probleme in drei Raumdi-
mensionen effizienter berechnet werden kénnen.

4.4 Approximation des Zweiphasenmodells mit
Oberflichenspannung

Das Ziel ist die Kopplung der Navier-Stokes-Gleichungen mit der Level-Set-Methode.
Dabei soll die Oberflichenspannung mitberiicksichtigt werden. Hierzu wird das in Ka-
pitel 2.4 hergeleitete Modell (2.19) fiir Zweiphasenstromungen betrachtet:

Di
/pfif d:z-‘:/v.Tdf—/mﬁdFJr/pgdf. (4.11)
Q

Q Ty Q

Die Oberflichenspannung ist als Quellterm in Form eines Randintegrals enthalten. Da
die differentielle Form der Navier-Stokes-Gleichungen fiir die Diskretisierung betrachtet
wird, muf} dieser Term noch in ein Volumenintegral umgewandelt werden. Ebenso sind
die Viskositdat und die Dichte nicht mehr global konstant, sondern sie weisen Spriinge
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an der Phasengrenze auf. Deshalb wird die Dichte- und die Viskositétsverteilung in
Abhéngigkeit von der Level-Set-Funktion als

p(d) = pg+ (o0 — pg)H ()
(@) = pg+ (u—pg)H(p)

beschrieben, wobei H(¢) die Heavyside’sche Sprungfunktion ist. Sie ist definiert als

0 falls ¢ <0
H(p) = % falls ¢ =0
1 falls ¢ >0

Mit den Level-Set-abhéngigen Formulierungen kann die Navier-Stokes-Gleichung (4.11)
umgeschrieben werden in

Q/p(gzﬁ)% 07 = Q/V-T df—/omﬁdF+Q/p(¢)§ 07 (4.12)

Ty

Das Randintegral last sich nun mit Hilfe der Dirac §-Funktion [41, 24] in ein Volumen-
integral umwandeln. Dabei ist die 0-Funktion auf der freien Oberfliche I'y := {¢ = 0}
konzentriert.

Satz: Es gilt
/F orii dF — /Q ok (6(7))5(6(7))V(F) dF (4.13)

wobei § : R — R, ¢ —— &(¢) die eindimensionale Dirac J-Funktion ist mit den
Eigenschaften §(0) = co und [ ddz =1 .

Beweis:

siehe Brackbill, Kothe, Zemach [7] O

Wenn nun (4.13) in (4.12) eingesetzt wird, ergibt sich

LL(M@%;—V'T+UM@M@V¢—M@@¢M:0.

Da 2 beliebig klein gewéhlt werden kann, lautet die zugehorige differentielle Form
Du

§(6) T T+ oR(8)5(6)V0 — p(d)g = 0
oder etwas umformuliert
P(6)2E £ Vp =V - (u($)D) — on($)S(B)Vo + p(6)7 . (4.14)

Dt
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Diese Darstellung von inkompressiblen Zweiphasenfliissen wurde in dhnlicher Form fiir
zwei Raumdimensionen von Unverdi & Tryggvason [71] und Sussman, Smereka & Osher
[70] verwendet. Die Modellierung der Oberflachenspannung iiber eine d-Funktion, die
die Oberflichenkréfte auf dem freien Rand aktiviert ist von Brackbill, Kothe & Zemach
[7] erfunden worden.

Die im Rahmen dieser Arbeit implementierte Koppelung mit der Level-Set-Methode
hat im Gegensatz zu der Volume-of-Fluid-Methode den Vorteil, daf sich aufgrund der
Stetigkeit des freien Randes der Level-Set-Menge sowohl der Normalenvektor als auch
die Kriimmung genauer und kostengiinstiger berechnen lassen.

4.5 Dimensionslose Formulierung

Oft ist es niitzlich, Gleichung (4.14) in dimensionslosen Gréfien zu formulieren, um aus
dhnlichen ModellgroBen (Modellgrofien, die sich nur um einen Faktor unterscheiden)
dynamisch dhnliche Strémungen zu berechnen. Dazu werden aus den dimensionsbehaf-
teten Groflen die zugehorigen dimensionslosen Groflen durch

T N P
——,U——,t:—t,p:—, = = T 4.15
L U L U P T = (4.15)

= o

gebildet, wobei L und U konstante skalare Vergleichsgréfien sind. Durch Einsetzen
dieser dimensionslosen Grofien in Gleichung (4.14), ergibt sich die dimensionslose For-
mulierung der Navier-Stokes-Gleichungen

— — ! =/ V,p, _ 1 1 ! ! / 1 ! g‘,
Bt VT (G WD)~ k@30 + £ (w10)

mit D' = {V'@'} + {V'@'}T und ¢ = %. Der Operator V' bezieht sich auf die Va-
riable Z’. Die Dichte und die Viskositédt werden berechnet als Konvexkombination der

Verhéaltnisse zwischen beiden Phasen
p(0) = 2+ (1~ 2) H(g)
wnd p(0) = 4+ (1— 1) H(9) .

Hg

Desweiteren enthélt die Gleichung (4.16) folgende dimensionslose Parametergruppen,
die die Eigenschaften der Stromung beschreiben

Re = plﬂ% (Reynoldszahl) (4.17)
Fr= & (Froudezahl) (4.18)
We = %'UQ (Weberzahl) . (4.19)

Hierbei stehen die Reynoldszahl fiir das Verhiltnis zwischen Trégheits- und Reibungs-
kraften, die Froudezahl fiir das Verhéltnis zwischen Trégheits- und Gravitationskréften
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und die Weberzahl fiir das Verhéltnis zwischen Tragheits- und Grenzflachenkréften. Die
Oberflichenspannung o geht als Materialkonstante in der Weberzahl ein. Da (4.16) nur
von diesen dimensionslosen Parametergruppen abhéngt, verhalten sich Strémungen in
dhnlichen Geometrien genau dann dynamisch &hnlich, wenn jeweils ihre Reynolds-,
Froude- und Weberzahlen iibereinstimmen.

Die Diskretisierung des Zweiphasenmodells in Kapitel 5 betrachtet nur die dimen-
sionsbehafteten Navier-Stokes-Gleichungen (4.14). Aber um miihsame Umrechnungen
zu sparen, sind fiir diese Arbeit aus praktischen Griinden beide Formen der Navier-
Stokes-Gleichungen implementiert worden.

4.6 Die Level-Set-Reinitialisierung

Im Allgemeinen ist eine zeitlich evolvierte Level-Set-Funktion keine Abstandsfunktion
mehr. Wichtig fiir die Berechnung der Oberflichenspannungskrifte ist aber, dafl die
Level-Set-Funktion wihrend der zeitlichen Entwicklung immer eine vorzeichenbehafte-
te Abstandsfunktion innerhalb einer e-Umgebung des freien Randes I'; bleibt. Dies ist
notwendig fiir eine stabile Berechnung der Oberflichenspannung. Falls die Abstandsei-
genschaft der Level-Set-Funktion nicht aufrecht erhalten wird, entstehen mit der Zeit
sehr grofle oder auch sehr kleine Geschwindigkeitsgradienten an der freien Oberflédche,
die zu verzerrten Oberflaichenspannungskréften fithren und schlimmstenfalls Oszillatio-
nen erzeugen.

Es gibt verschiedene Methoden mit dem Ziel, die Abstandseigenschaft der Level-
Set-Funktion wiederherzustellen, ohne dabei ihre Nullniveaumenge zu verédndern. Fast-
Marching- und Narrow-Band-Techniken von J.A. Sethian [57] beruhen auf einer ex-
pliziten Rekonstruktion der Nullniveaumenge, von dem aus iiber eine Bindrbaum-
Datenstruktur genau einmal durch die Gitterzellen gewandert wird, in denen die zu-
gehorigen Abstandswerte neu errechnet werden.

Eine elegantere Weise, die Abstandseigenschaft zu erhalten, wurde von Sussman,
Smereka und Osher [70] eingefiihrt, basierend auf einer Beobachtung von J.-M. Morel.
Die Idee ist, iterativ in ktinstlicher Zeit T eine stationédre Losung der folgenden partiellen
Differentialgleichung vom Hamilton-Jacobi-Typ

d, +sign(o)(|Vd| —1) = 0 (4.20)
mit der Anfangsbedingung
d(Z,0) = ¢(Z)

zu berechnen, wobei die signum-Funktion definiert ist durch

—1 falls ¢ <0
sign(¢) :=< 0 falls ¢ =0 (4.21)
1 falls ¢ >0.

Dieser Ansatz bendtigt keine explizite Oberflachenrekonstruktion. Die stationére Losung
von Gleichung (4.20) ist eine vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion, die die Nullni-
veaumenge von ¢ unverdndert 1a8t, weil sign(0)=0. Wenn also die stationdre Losung
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erreicht ist, wird einfach ¢(Z) durch d(Z, Tstationar) €rsetzt. Desweiteren geniigt es, dafl
die Level-Set-Funktion nur in einer e-Umgebung des freien Randes eine Abstands-
funktion ist. Denn bei der Diskretisierung des Zweiphasenmodells in Kapitel 5 werden
eine iiber der e-Umgebung regularisierte Deltafunktion und eine regularisierte Heavi-
side’sche Gewichtsfunktion verwendet. Dafiir, dafl diese Funktionen den Dichte- und
Viskositatssprung und die Oberflichenspannungskréifte auf beiden Seiten der freien
Oberflache gleichméBig aktivieren, ist es hinreichend, wenn in dieser e-Umgebung eine
Abstandsfunktion gegeben ist. Somit ist der stationére Zustand erreicht, wenn

|IVd| =1 fir |d| <e

gilt. Eine vorteilhafte Eigenschaft von Gleichung (4.20) besteht darin, daf§ die Level-
Set-Funktion zuerst in der Ndhe des freien Randes reinitialisiert wird. Dies ist leicht
ersichtlich, wenn (4.20) umgeschrieben wird zu

d; +¢-Vd =sign(¢) mit ¢= sign(gbhi%j| .

Diese Darstellung zeigt, dafl es sich um eine nichtlineare Differentialgleichung handelt.
Ihre Charakteristiken laufen von der Nullniveaumenge aus in Normalenrichtung mit der
Geschwindigkeit £1. Dies bedeutet, daf3 d zuerst in der Néhe der freien Oberfliche rei-
nitialisiert wird, so daf dann dort Vd = 1 gilt. Also ist es nicht n6tig, Gleichung (4.20)
auf dem ganzen Gebiet bis zum stationdren Zustand zu losen, womit eine erhebliche
Anzahl an Iterationen eingespart werden kann. Beispielsweise sei o7 die Zeitschritt-
weite fiir den IterationsprozeB und 2e der Glattungsbereich des freien Randes, dann
kann der Iterationsprozefl nach = Zeitschritten gestoppt werden. In der Praxis hat
sich herausgestellt, dal meistens nicht mehr als drei bis fiinf Iterationen notwendig
sind.

Diese Methode der Reinitialisierung hat zudem den Vorteil, dafl eine komplizierte
Anfangsgeometrie der freien Oberfliche auf einfache Weise beschrieben werden kann,
indem ¢ = —1 fiir die Gitterzellen der ersten Phase und ¢ = 1 fiir die Gitterzellen
der zweiten Phase gesetzt wird. Eine einmalige globale Reinitialisierung dieser An-
fangsdaten, also eine Reinitialisierung, die bis 7 = L mit L={maximale Gebietslédnge}
durchgefiihrt wird, fithrt zu der gewiinschten Abstandsfunktion, mit der dann die Si-
mulationsberechnung beginnen kann.

4.7 Zweiphasenstromung mit Hindernissen

Durch eine einfache Erweiterung ist es moglich, Stromungen nédherungsweise auch in
beliebigen dreidimensionalen Geometrien zu behandeln. Die Idee ist, alle Gitterzellen
iiber ein zusétzlich eingefiithrtes Fllag-Feld zu kennzeichnen. Jede Zelle wird mit einer
bitweisen Codierung einem der folgenden Zelltypen zugeordnet:
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Fluidzellen : Gitterzellen, in denen die Strémungsgleichungen gelost werden.
Hinderniszellen : Gitterzellen, wo keine Stromungsberechnung stattfindet.
Randzellen . Hinderniszellen, die an Fluidzellen grenzen, so dafi dort

entsprechende Randwerte fiir die Geschwindigkeiten und den
Druck gesetzt werden miissen .

Eine ausfiihrliche Beschreibung der Vorgehensweise ist in Griebel et al. [29] zu finden.
Im Folgenden wird kurz die Kombination mit der Level-Set-Methode erklért.

Im Gegensatz zu den Variablen der Navier-Stokes-Gleichungen, die ausschlieflich
in Fluidzellen und Randzellen definiert sind und nur dort berechnet werden, ist die
Level-Set-Funktion ¢ unabhéngig von den Zelltypen auf dem gesamten Rechenge-
biet definiert. Jeder Reinitialisierungsschritt der Level-Set-Funktion wird also {iber
das vollstédndige Gebiet berechnet, folglich ist die Abstandseigenschaft der Level-Set-
Funktion auch innerhalb von Hindernissen erfiillt.

Da die Transportgleichung fiir ¢ nur in Fluidzellen gelost wird, konnen wéhrend
der zeitlichen Entwicklung der Level-Set-Funktion grofie Gradienten in der Ndhe von
Randzellen entstehen. Der Einsatz des WENO-Schemas fiinfter Ordnung fiir den kon-
vektiven Term der Transportgleichung erméglicht in solchen Situationen eine stabile
Berechnung, wie zum Beispiel die numerische Simulation einer Wasserstrémung um ein
Hindernis in Kapitel 7.6 zeigt.



Kapitel 5

Diskretisierung des
Zweiphasenmodells mit
Oberflichenspannung

In diesem Kapitel werden sémtliche Erweiterungen zum diskreten Modell der einpha-
sigen Stromungen aus Kapitel 3 beschrieben, die zur Berechnung von Zweiphasen-
stromungen notwendig sind. Die Diskretisierung des zusétzlich in den Navier-Stokes-
Gleichungen enthaltenen Quelltermes, der Transport der Level-Set-Funktion und der
Reinitialisierungsproze bilden im Folgenden die Schwerpunkte. Dabei ergeben sich
Schwierigkeiten bei der Massenerhaltung und der Konvergenz des Poisson-Losers.

Ein numerisches Problem bei der Level-Set-Reinitialisierung ist, dafl sie aufgrund
numerischer Diffusionseffekte dazu neigt, die freie Oberflache kiinstlich zu bewegen,
wodurch die Erhaltung der Masse gestort wird. In dieser Arbeit wurden durch eine
geschickte Approximation der signum-Funktion und durch den Einsatz des WENO-
Verfahrens fiinfter Ordnung Verbesserungen erzielt.

Ein anderes Problem ist der Dichtesprung zwischen den beiden Phasen, der in die
Kondition der Systemmatrix aus der Poissongleichung eingeht. Dies fiihrt bei einem
groflen Dichtesprung zu einem schlechten Konvergenzverhalten. Deshalb ist ein Jacobi-
Vorkonditionierer hinzugefiigt worden, und die damit erzielte Leistungssteigerung des
vorkonditionierten BiCGSTAB-Verfahrens wurde am Beispiel einer Zweiphasensimula-
tion mit einem Dichteverhéltnis von 1/1000 belegt.

5.1 Erweiterte Projektionsmethode

Die Impulsgleichungen der Projektionsmethode aus Kapitel 3.1 werden nun um den
Quellterm fiir die Oberflichenspannung erweitert. Ferner kommen der Dichte- und
Viskositédtssprung hinzu. Diese drei zusétzlichen Groflen werden durch die Level-Set-
Funktion beschrieben.

Insgesamt hat die erweiterte Methode den folgenden Ablauf: Berechne zuerst die
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Schétzgeschwindigkeiten

U =u" -V - (U™ ik q L . ™ _ gk n n
7= +6t( V(@) + 7 s (- (6)D") — k(")) Vo )) (5.1)

und ermittle anschlieend eine vorldufige, neue Level-Set-Funktion ¢* iiber explizites
Losen der Transportgleichung nach Kapitel (5.7)

¢" = Z(R(¢",d")) ,

wobei Z der diskrete Zeitoperator und R der diskrete Raumoperator ist. Bestimme nun
¢! durch Reinitialisierung von ¢* nach Kapitel 5.8. Analog zu Kapitel 3.1 werden
aus dem folgenden System

a*nJrl Sy Vanrl

s
Vit =0. (5.3)

=0, (5.2)

zunichst die Poissongleichung abgeleitet und dann die neuen Geschwindigkeiten @™*!

bestimmt. Durch Anwendung der Divergenz auf Gleichung (5.2) und unter Verwendung
von Gleichung (5.3) folgt die Poissongleichung;:

1 u*
V(") =v.—. 5.4
Im Unterschied zu Kapitel 3.1 ist die Dichte in (5.4) nicht konstant, und kann daher
nicht eliminiert werden. Die Geschwindigkeiten @™ berechnen sich aus der Druckkor-
rektur von u*:

—n+1 ok ot n+1 (55)

S e VP

Das Setzen der Randbedingungen fiir die Geschwindigkeiten und den Druck erfolgt
analog zu Kapitel 2.5 und 3.1.

5.2 Numerische Behandlung der freien Oberfliche

Sowohl die Dichte als auch die Viskositéit enthalten im Allgemeinen einen Sprung an
der Phasengrenze. Das Problem ist, daf} eine scharfe Auswertung der Dichtespriinge
zu numerischen Instabilitdten in der Poissongleichung fithrt. Um Zweiphasensysteme
mit groflen Viskositits- und Dichtespriingen inklusive Oberflichenspannung stabil be-
rechnen zu koénnen, miissen diese innerhalb einer fest vorgegebenen e-Umgebung der
freien Oberfliche regularisiert werden. Aufgrund der Tatsache, dal ¢ den Abstand zum
freien Rand miflt, ist diese e-Umgebung gleich der Menge {|¢| < €}. Dabei ist € := ah
proportional zur Raumgittermaschenweite h und « ist der Proportionalitatsfaktor, der



59

zu Beginn einer Rechnung festgesetzt wird. In der Regel wird iiber drei bis vier Gitter-
zellen gegléttet, also a € [1.5;2.0]. In den numerischen Beispielen aus Kapitel 7 wurde
a = 1.6 gewéhlt.

Abbildung 5.1 zeigt, der Einfachheit halber fiir zwei Raumdimensionen, die e-
Umgebung der freien Oberfliache, in der sowohl die Viskositdts- und Dichtespriinge
als auch die Dirac’sche Deltafunktion regularisiert werden. In dieser Arbeit wurden

\
Ay
m
/

Abbildung 5.1: Numerischer Gléttungsbereich

die folgenden regularisierten Formen der Heavyside’schen Gewichtsfunktion und der
0-Funktion verwendet:

0 falls ¢ < —e
HY(¢) = ¢ 1+2+ Lsin(Z2)] falls |¢| <e (5.6)
1 falls ¢ > €

L(1 4 cos(%2)) falls |¢| < e
€ c— L— 2¢ €
0(9) := 0 H { 0 sonst

(5.7)
Aus den beiden Funktionsdefinitionen geht hervor, dal der gesamte Glattungsbereich
der freien Oberfliche approximativ 2e breit ist. Sowohl die Dichte als auch die Viskositét
berechnen sich aus der Level-Set-Funktion mit Hilfe von H¢. Die Oberflachenspannung
wird durch 6¢ in den Impulsgleichungen aktiviert. Dies wird im Folgenden genauer
erklart.

5.2.1 Viskositiats- und Dichtefunktion

Wesentlich bei der Simulation von Zweiphasenstromungen ist die mit den beiden Pha-
sen iibereinstimmende Berechnung der Dichte p und der Viskositédt p. Anstatt nun
diese Groflen, wie iiblicherweise, getrennt voneinander iiber die Transportgleichungen

op+u-Vu=0 und p+iu-Vp=0, (5.8)

zu entwickeln, werden in dieser Arbeit die beide Gleichungen (5.8) auf den Transport
der Level-Set-Funktion ¢

oo+ 17-Vo=0 (5.9)
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zuriickgefiihrt, wobei sich schlieflich die Dichte p und die Viskositat p zu jedem Zeit-
punkt aus den Level-Set-Werten ¢ berechnen lassen durch:

p(@) = pi+ (pg — p)H(¢) und p(¢) = pu + (g — ) H () (5.10)

Die Transportgleichung braucht damit nur noch einmal pro Zeitschritt gelost zu werden.
Zusétzlich ist dieser Ansatz numerisch stabiler und enthélt weniger numerische Diffu-
sion, weil die Level-Set-Funktion glatter ist (Lipschitz-stetig) als das Dichte- und das
Viskositétsfeld aus (5.8), die einen Sprung an der Phasengrenze haben. Entscheidend
ist aber, dafl hier jede Phase immer exakt (bis auf den fest vorgegebenen Glattungs-
bereich €) ihren zugehorigen Viskositidts- und Dichtewert erhélt. Dies ist bei einem
getrennten Transport von Viskositét, Dichte und freier Oberflache nicht garantiert.

5.2.2 Normalenvektor, Kriimmung und Oberflichenspannung

Die Oberflichenspannung, die als singulédrer Quellterm in den Impulsgleichungen (5.1)
enthalten ist, wird iiber die eindimensionale Dirac’sche d-Funktion in einer e-Umgebung
des freien Randes aktiviert. Hierbei wird zur Approximation die gegléttete Deltafunk-
tion ¢ verwendet, also

0k(9)0(9)Ve =~ 0r($)6(9)Ve .

Der Normalenvektor 7 und die mittlere Kriimmung s berechnen sich aus der Level-
Set-Funktion. Der Normalenvektor geht hervor aus

A
Vel @2+ 63+ 92)

n=

und die mittlere Kriimmung in drei Raumdimensionen ist als Divergenz des Norma-
lenvektors definiert

R ()
k=V-n=V Vol

(62 + @2 + ¢2)3

Alle Terme, die zur Berechnung des Normalenvektors und der Kriimmung notwendig
sind, wurden in dieser Arbeit mit zentralen Differenzen diskretisiert.

Als Absicherung wird fiir den Fall, dafl der Nenner der Kriimmungs- oder der Nor-
malenvektordarstellung gleich Null wird, wird eine erneute Berechnung dieser Grofien
mit einseitigen Differenzen durchgefiihrt. Theoretisch diirfte eine solche Situation nicht
entstehen, wenn die Level-Set-Funktion in jedem Zeitschritt ausreichend reinitialisiert
wurde. In den s&mtlichen durchgefiihrten Simulationen aus Kapitel 7 hat keine Berech-
nung mit einseitigen Differenzen stattgefunden.
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Desweiteren sind Interpolationen notwendig, weil die Geschwindigkeiten und die
Level-Set-Werte an unterschiedlichen Stellen liegen. Wenn zum Beispiel die Geschwin-
digkeitskomponente Ly AUS Gleichung (5.1) sich innerhalb der vorgegebenen e-
Umgebung befindet, dann berechnet sich der zugehérige Oberflachenspannungsterm
[T(Cb)]zur%,j,kz mittels

2

T hry0 = OBl = K140, 01 )  EEEZ 052

Dabei werden [k(¢)]; +155 und das Argument ¢, 1, der Deltafunktion iiber ein-
dimensionale Lagrange-Polynominterpolation dritten Grades berechnet. Fine genaue
Beschreibung dieser Polynominterpolationen wird im kommenden Abschnitt gegeben.
Schlieilich werden auf analoge Weise die Oberflichenspannungsterme [T'(¢)]; ;. 1 und

[T(P); jns 1 fiir die Geschwindigkeitskomponenten v7. ,  und w? ., bestimmt, so-
fern sich diese ebenfalls innerhalb der fest Vorgegebenen2e—Umgebung befinden.

Die Berechnung des Normalenvektors und der Kriimmung an Ecken und Kanten
des freien Randes fiihrt zu keinen numerischen Instabilitédten, wie insbesondere die in
Kapitel 7.3 durchgefithrte Simulationsrechnung eines Wasserwiirfels mit Oberfléchen-
spannung zeigt. Der Grund besteht darin, daf§ das in dieser Arbeit fiir die konvektiven
Terme der Navier-Stokes-Gleichungen, der Transportgleichung und der Reinitialisie-
rungsgleichung verwendete WENO-Schema fiinfter Ordnung immer eine etwas regu-
larisierte Darstellung der Ecken und Kanten erzeugt, wie aus den Testrechnungen am
Beispiel der skalaren Erhaltungsgleichung in Kapitel 3.4.3 zu sehen ist. Deshalb kénnen
zentrale Differenzen zur Bestimmung des Normalenvektors und der Kriimmung auch
in Situationen, in denen die freie Oberflache topologische Singularitdten enthélt, ein-
gesetzt werden.

Desweiteren ist das gesamte Diskretisierungsgitter der Level-Set-Funktion an den
Gebietsrandern um eine Gitterzellenschicht zu erweitern, denn sonst wiirde, falls die
freie Oberflache den Gebietsrand beriihrt, bei der Kriimmungsberechnung auf falsche
Werte zugegriffen.

5.3 Interpolationsregeln

In diesem Abschnitt werden die Interpolationsregeln beschrieben, die notwendig sind,
um das Geschwindigkeitsvektorfeld @ = (u, v, w), die Level-Set-Werte ¢ und die Kriim-
mung £ in verschiedenen Punkten einer Zelle zu ermitteln. Hierzu ist in dieser Arbeit
eine Lagrange Polynominterpolation dritten Grades eingesetzt worden. Dabei wird fiir
aquidistante Gitter zum Beispiel die Geschwindigkeitskomponente v im Zellmittelpunkt
(4,4, k) berechnet durch

1
16
entsprechendes gilt fiir die Berechnung von v; ;, und w; ;. In Fluidzellen, die an Ge-
bietsrdnder oder Hinderniszellen grenzen, wird nur auf Werte aus dem Fluidgebiet

Wik = <_uz‘—%,j,k U1+ 1k — ui+%,j,k) ’ (5.11)
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zugegriffen, so dafl dort links- beziehungsweise rechtsseitig gewichtete Interpolationen
entstehen:

; . R | —
Llnks . Ui7]7k — 1_6 <5ui—%,j,k‘ + 15“2_;'_%7]7]{: 5ui+%7j7k + ui-i—g,j,k‘) y

. _ 1
Rechts : u;j, = 75 (ul;%’j’k — 5%7%,3‘,1@ + 15ui7%7j7k + 5ui+%7j7k> )

analoges gilt fiir v; ;, und w; ;5. Gegebenenfalls werden Level-Set-Werte an Mittel-
punkten der Zellseitenflichen auf die selbe Art ermittelt.

| A e |
= S 5 | =
116 9/16 o116 1116
IRy -5/16 1/16
= T | = =
15/16
5/16 Y56

Abbildung 5.2: Zentrale und linksseitige eindimensionale Lagrange-Interpolation
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Abbildung 5.3: Zweidimensionale Lagrange-Interpolation

Die Bestimmung der Geschwindigkeitswerte an den Mittelpunkten der Zellseiten-
flichen, wo sie nicht vorgegeben sind, verlauft iiber zweidimensionale Lagrange-Interpo-
lation. Zum Beispiel wird v an der Stelle (i 4+ %, J, k) ermittelt iiber

1
Vitlijke = 3_2(_Ui—l,j+%,k “Vii1-3k T Vigo 43k~ Vigo -2k T

CUSTER PR S TR TR (VISP ISR Y I
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In Abbildung 5.3 sind die Positionen und die Gewichte der v-Geschwindigkeitswerte
eingezeichnet, die zur Interpolation notwendig sind. Auf analoge Art werden die u- und
w-Geschwindigkeitskomponenten an anderen Zellseitenflachen bestimmt.

Bei der zweidimensionalen Lagrange-Polynominterpolation wird in Fluidzellen, die
an Gebietsrdnder oder Hinderniszellen grenzen, auf bilineare Interpolation reduziert.

5.4 Erweiterter viskoser Teil des Spannungstensors

Der viskose Anteil V - ;1(¢)D des Spannungstensors T bezieht nun die partiellen Ablei-
tungen der Viskositét p(¢) mit ein, die im Unterschied zu den einphasigen Stromungen
aus Kapitel 3 keine globalen Konstanten mehr sind.

So miissen zur Berechnung des Hilfsgeschwindigkeitsfeldes @* in (5.1) die viskosen
Terme der x-Geschwindigkeitskomponente

2(p(P)ug)s + (11(0) (uy + Um))y + ((P) (uz + wa)). (5.12)

an den Stellen (i £ 3, j, k) diskretisiert werden. Genauso wird fiir die viskosen Terme
der y-Geschwindigkeitskomponente die Diskretisierung von

(1) (uy + v2))a + 2(0(P)uy)y + (11(D) (V2 + wy))- (5.13)

an den Stellen (7, j j:%, k) und fiir die viskosen Terme der z-Geschwindigkeitskomponente
die Diskretisierung von

(1(0) (s + wa))a + (D) (V2 + wy))y + 2(p(P)w2)- (5.14)

an den Stellen (4,7, k £ %) benotigt. Da fiir viskose Fluide die Geschwindigkeiten glatt
sind, kénnen die ersten Ableitungen mit zentralen Differenzen emittelt werden. Zum
Beispiel berechnen sich die Ableitungen von u iiber

u7’+%7j7k - ulfévjvk

[uﬁ]i,j,k = S )

] Uiyl j1e — Yigd ik
Uy i+1.5+5.k 5y )

] Uiyl k1 — Wil ik
T 1 .
Z Z+§7]7k+§ 52

Die ersten Ableitungen der anderen Geschwindigkeitskomponenten werden analog da-
zu berechnet. Desweiteren kénnen die zweiten partiellen Ableitungen aus (5.12), (5.13)
und (5.14) ebenfalls mit zentralen Differenzen bestimmt werden, weil der Viskositéits-
sprung an der Phasengrenze durch die Heavyside’sche Gewichtsfunktion H¢ regulari-
siert wurde. Damit lassen sich samtliche Terme aus (5.12) an der Stelle (i + 1,7, k)
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approximieren iiber

[(2ﬂ(¢)ux)x]i+%7jvk

_ 9 (D) [wali e —1(Pivsje)[ualit1jk
- ox )

(@) (uy + Ux))y]wr%,j,k

Wit gy Wltveling g om0y oy Wltveling o1

oy )

(ST

(@) (u. + w:c))z]wr%,j,k

PO g g It Walip 1 iy 1 =M@yt g Plstwalig g
0z ’

Vor der Berechnung der Viskositétswerte (@) wird die Level-Set-Funktion ¢ durch
passende Lagrange-Polynominterpolation an der richtigen Stellen ausgewertet (siehe
Abbildung 5.2 und Abbildung 5.3). Ebenso werden alle Terme aus (5.13) an den Stellen
(4,7 + 3, k) und alle Terme aus (5.14) an den Stellen (i, , k + 3) berechnet.

5.5 Der Loser fiir die Poissongleichung mit nicht-
konstanter Dichte

Da das Hilfsgeschwindigkeitsfeld «* im Allgemeinen nicht divergenzfrei ist, muf3 fiir den
Fall von Zweiphasenstromungen, wie bereits in 5.1 erldutert, eine Poissongleichung mit
nicht konstanten Dichtekoeffizienten

1
V:————Vp" =
pe(em )
moglichst effizient gelost werden. Da die Geschwindigkeiten fiir viskose Fluide glatt
sind, kann die rechte Seite mit zentralen Differenzen ausgewertet, also

Vau*

= (5.15)

* * * * * *
. o — U. . v, . — . . w. . —w. .
7‘+%7]7k 17%7]7]6 + l’.7+%7k 27.]7%7]C + laj’k+% /L:.]zkfé

ox 0y 0z

u u

Die linke Seite wird fiir drei Raumdimensionen mit einem Sieben-Punkte-Stern berech-
net, wobei die Dichte zuvor an den passenden Stellen durch entsprechende eindimensio-
nale Lagrange-Interpolation (Abbildung 5.2) der Level-Set-Werte bestimmt wird. Das
diskrete Schema besitzt somit die folgende Form:

|:v . van+1:| — 1 p?—:ll,j,k - pz;jli . pz;:]i - p?——‘_l{j}k
pe(@) ik (02)? p€<¢z’+%,j,k) PE(@—%,J‘,k)
X 1 p?ﬁm - p?jli B p?;rli - p?;_—llk
(oy)? p€(¢i,j+%,k) p€<¢i7j—%,k)

(e (e
(62) p€<¢z’,j,k+%) pe(d)z‘,j,k—%)
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Dabei werden vor jedem Iterationsschritt homogene Neumann-Randwerte fiir den Druck
gesetzt (siehe Kapitel 3.1).

Die Qualitét der Iterationsverfahren fiir das aus der diskretisierten Poissongleichung
entstehene lineare Gleichungssystem der Form Ax = b ist wesentlich an die Konditi-
onszahl cond(A) := ||A]| - ||[A™!|| gebunden. Fiir zweiphasige Probleme verschlechtert
sich die Kondition der Matrix, je grofler der Dichtesprung ist. Deshalb konvergiert zum
Beispiel ein SSOR-Loser nur sehr langsam, wie auch von Dehmel [20] berichtet wurde.

Das in dieser Arbeit eingesetzte (parallelisierte) BICGSTAB-Verfahren zeigt eben-
falls ein schlechtes Konvergenzverhalten fiir Zweiphasenstromungen mit einem Dichte-
sprung von eins zu tausend (Luft/Wasser) (siche Abbildung 5.4). Mit Vorkonditionie-
rern kann hierbei eine Konvergenzbeschleunigung erzielt werden.

Durch die Nutzung einer dquivalenten Umformung des Gleichungssystems

Ax=b & P 'Ax=P 'b, wobei P! regulir ist, (5.17)

148t sich die Konditionszahl fiir P~'A verbessern. Die invertierbare Matrix P wird
dabei als Vorkonditionierungsmatriz bezeichnet. Mit P~'A = I lige eine im Sinne
der Konvergenz optimale Wahl der Matrix P! vor. Eine derartige Forderung kime
jedoch einer Invertierung der Matrix A gleich und ist daher aus Speicherplatz- und
Rechenzeitgriinden in der Regel nicht realisierbar. Das Ziel der Vorkonditionierung
liegt in der Definition einer einfach berechenbaren Matrix P!, die einen geringen
Speicheraufwand aufweist und mit P~ A eine gute Approximation der Einheitsmatrix
liefert, so dafl cond(P~'A) << cond(A) gilt.

Zu den kostengiinstigsten Methoden z&hlt die Jacobi-Vorkonditionierung, bei der
die Matrix A durch eine regulire Diagonalmatrix D~! vorkonditioniert wird. Diese
Methode bendétigt den geringsten Speicheraufwand und 148t sich leicht anweden. Der
fiir diese Arbeit programmierte Diagonalvorkonditionierer besteht aus den Diagonalele-
menten von A. Die so erzeugte Diagonalmatrix ist regulér, weil alle Diagonalelemente
der Systemmatrix A beziiglich der Poissongleichung (5.15) ungleich Null sind. Die
Konvergenzbeschleunigung, die durch das vorkonditionierte System erreicht wird, ist
in dieser Arbeit am Beispiel eines Wasserwiirfels, der wegen der Oberflichenspannung
zu schwingen beginnt, getestet worden. Dabei ist der Dichtesprung eins zu tausend,
eine genaue Versuchsbeschreibung wird in Kapitel 7.2 aufgefiihrt.

In Abbildung 5.4 wird die Leistung des BICGSTAB-Lésers, einmal ohne und einmal
mit Vorkonditionierer, am oben erwahnten Beispiel des Wasserwiirfels verglichen. Die
Graphen zeigen den Verlauf der L2-Norm des Residuums beim Losen der Poissonglei-
chung im ersten Zeitschritt der Navier-Stokes-Gleichungen.

Hierbei stellt sich heraus, daf§ die Glattung des Residuums mit dem vorkonditio-
nierten BICGSTAB-Verfahren deutlich schneller geworden ist, so dafl sich mit diesem
vorkonditionierten Poissonléser nun auch Zweiphasenstromungen mit groflen Dichte-
spriingen wesentlich effizienter berechnen lassen.
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Abbildung 5.4: Verlauf des Residuums der Poissongleichung mit Dichtesprung

5.6 Die erweiterte Zeitschrittweitensteuerung

Die Zeitschrittweitensteuerung aus Kapitel 3.6 wird im Fall von Zweiphasenstréomun-
gen zusétzlich durch die Oberflichenspannungskraft, die das Geschwindigkeitsfeld mit-
beeinflult, erweitert. Ferner ist auch die Zeitschrittweitenabschétzung beziiglich der
viskosen Terme (3.26) dahingehend zu modifizieren, daf die Viskositdten beider Fluid-
phasen nun in Betracht gezogen werden:

st < (mae {2‘— “Hwrtmrt (5;2))_1 | (518)

Zusammen mit V := max {’;—Z, %} ((55)2 + (55)2 + (5§)Q> sei im Folgenden Gleichung
(3.28) der Ausgangspunkt der Zeitschrittweitensteuerung fiir Zweiphasenstréomungen
5 —1
‘u’maa: ‘u’max 4’91’
oy, <2 —+V —+V —_— . 5.19
gk = ( ox * * ox * - ox (5.19)

Diese beschreibt die Beschriankung der Zeitschrittweite fiir die u-Geschwindigkeitskom-
ponente beziiglich der Konvektion, der Diffusion und der Volumenkrifte.

Die Oberfldchenspannungs wird als Volumenkraftterm der Form %(05%) in den Im-
pulsgleichungen (5.1) aktiviert. Dabei hat die 6°-Funktion (5.7) als maximalen Wert
%, wobei € = ah die Stédrke der Regularisierung angibt mit h als Gitterschrittweite
und « als Proportionalitédtsfaktor. Die regularisierte Dichte hat an dieser Stelle den
Wert £ (p; + pg). Somit ist ah?'p’;'fps) eine Approximation an die von der Oberfléchen-
spannung induzierten Geschwindigkeit. Da die Oberflichenspannungskraft analog zur
Volumenkraft g; in Gleichung (5.19) eingebaut werden kann, ergibt sich damit als Zeit-

schrittweiteneinschrankung beziiglich der u-Geschwindigkeitskomponente die folgende
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erweiterte Darstellung:
-1

|u|max |u’max 2 4|91‘ 8|/€|0-
oty <2 — 4V \% .(5.20
guko = ( e V)T s T T T ah(p + ps)(x) (5:20)

~~

Ly

C, und C,, lassen sich entsprechend definieren, so dafl man 5t;5;éw < 20,y erhilt.

Die vollstandige Zeitschrittweitensteuerung lautet dann schlieflich

at < 27 mﬂin (Cy, Cy, Cy) (5.21)

Dabei ist 7 € (0, 1] die Sicherheitskonstante fiir die Zeitschrittweite, wie in Kapitel 3.6.

5.7 Diskretisierung der Transportgleichung

Die zeitliche Entwicklung der freien Oberflache erfolgt allein iiber den Transport der
Level-Set-Funktion ¢. Hierzu ist die Diskretisierung der Transportgleichung

O+ 10V =0 (5.22)

notwendig. Dabei ist es wichtig, die Transportgleichung mit moglichst hoher Ordnung
in Raum und Zeit zu diskretisieren, denn die Berechnung der Kriimmung, die iiber
zweimaliges Differenzieren der Level-Set-Funktion ermittelt wird

_v.iiv. Yo
k=V-n=V Vo
_ ¢3:(¢yy + gbzz) + ¢§(¢xx + ¢zz) + Qﬁ(ﬁbxm + Qbyy) - 2(¢x¢y¢xy + ¢m¢z¢m + ¢y¢z¢yz)

(62 + 62+ 02)3
fithrt im ungiinstigsten Fall dazu, dafl zwei Ordnungen verloren gehen, wie das folgende
Lemma zeigt.
Lemma: Scien f, f : D € R — IR zweimal differenzierbar und sei f fiir jedes 2 € D

eine Approximation zweiter Ordnung an f, also f(z) = f(z) + O(h?). Dann gilt

feth) =2f@+fla=h) _ . oy i ony

h2
Beweis:
fle+h)=2f@) + fle=h) _ fl@+h)=2f(x)+ flx —h)+O(h?
h2 - h2
h) — 2 —h
_ \f(fv +h) J;L(Qx) + f(x )/JFO(D
fro(@)+O(R2)

fra(x) +O(1) o
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Die Vergleichsrechnungen fiir die Konvergenzordnung der Kriimmung in Kapitel 7.1
bestétigen, wie zu erwarten, diese Tatsache, die in der zugrundeliegenden Literatur iibe-
raschenderweise nicht erwidhnt wird. Um also eine Konvergenzordnung von mindestens
Eins fiir die Kriimmung zu erhalten, sollte eine Diskretisierung der Level-Set-Funktion
von mindestens dritter Ordnung in Raum und Zeit vorgenommen werden. Deshalb
wurde in dieser Arbeit die Transportgleichung auf folgende Weise diskretisiert:

Raumdiskretisierung

Die Konvektionsgeschwindigkeiten @ = (u,v,w) des konvektiven Termes 4 - V¢ der
Transportgleichung (5.22) werden iiber Lagrange-Polynominterpolation dritten Gra-
des (siehe Kapitel 5.3) in den Mittelpunkten der Gitterzellen bestimmt. Die einzelnen
Komponenten von V¢ = (¢,, ¢, ¢.) werden mit dem WENO-Verfahren fiinfter Ord-
nung aus Kapitel 3.4.3 diskretisiert.

Zeitdiskretisierung (Adams-Bashfort versus Runge-Kutta)

Die Zeitdiskretisierung erfordert ein Zeitgitter, das entweder im Sinne von finiten Dif-
ferenzen als diskrete Punkte betrachtet oder als finite Volumen, also als Zeitvolumen
angesehen werden kann. Im Allgemeinen wird nach der Raumdiskretisierung, die Zeit
im Sinne eines Anfangswertproblems fiir gew6hnliche Differentialgleichungen berech-
net.

Fiir die Zeitdiskretisierung wird folgende gewohnliche Differentialgleichung erster
Ordnung mit gegebenem Anfangswert betrachtet:

WO~ Lo0), olt0) = 6 (5.23)

Hierbei ist L der Raumoperator, das heifit L enthélt die Raumableitungen der skalaren
Funktion ¢ zum Zeitpunkt ¢. Gleichung (5.23) wird in drei Raumdimensionen jeweils
fiir die 2-, y- und 2-Komponente angewendet.

Das Problem ist nun, eine Losung ¢! zu finden, die um einen Zeitschritt 6t vom
Anfangspunkt entfernt ist. Die Losung ¢! zum Zeitpunkt ¢; = ¢y + dt kann als neue
Anfangsbedingung gesehen werden und damit dann wieder um &t transportiert werden
zut2:t1+5t, t3 :t2+(5t,

Die Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen betrachtet héufig das Integral
tiber (5.23) von t,, bis t,11 = t, + 0t

tn+ld¢ _ n+1 n __ v
[ G a=ot—o = [ Lew)a (5.24)

mit ¢"! = ¢(t,41). Das rechte Integral von Gleichung (5.24) kann nicht einfach aus-
gewertet werden, weil ¢ fiir ¢ > ¢, nicht bekannt ist. Deshalb mufl versucht werden,
dieses Integral auf andere Weise moglichst genau zu approximieren.

Eine Moglichkeit, das Integral zu approximieren, bieten die Adams-Bashfort-Metho-
den [9]. Sie zéhlen zu den besten Mehrpunkt-Verfahren und ihre Idee ist, das Zeitinte-
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gral mittels Lagrange-Polynomextrapolation zu berechnen. Fiir ein explizites Adams-
Bashfort-Verfahren der Ordnung m + 1 wird ein Lagrange Polynom durch die Punkte
L(¢™™™), L(¢"™*) ..., L(¢™) konstruiert und dann mit der Simpson-Regel [58] das
Integral berechnet. Das Adams-Bashfort-Verfahren zweiter Ordnung fiir dquidistante
Zeitschritte lautet:

6 ="+ Y BLEY L") (5.25)

Bis auf L(¢™) ist also keine zusétzliche Berechnung des Raumoperators L notwendig.
Aber dafiir miissen Werte aus alten Zeitpunkten gespeichert werden, um hoéhere Ord-
nungen zu erhalten. Der prinzipielle Nachteil von Adams-Bashfort-Methoden besteht
darin, daf} zu Beginn der Rechnung nur der Anfangswert gegeben ist, obwohl zur Er-
haltung der Ordnung mehrere Werte benotigt werden. Ein Ausweg ist, am Anfang der
Berechnungen ein Verfahren niedriger Ordnung (explizites Euler-Verfahren) mit klei-
nen Zeitschritten zu verwenden, so dafl die gewiinschte Genauigkeit erhalten bleibt,
und sobald mehr Werte erhéltlich sind, die Ordnung zu erhéhen und die Zeitschritte
langsam zu vergroflern. Dies impliziert aber nicht-Aquidistante Zeitschrittweiten, auf
die wiederum Gleichung (5.25) nicht zugeschnitten ist.

In einigen Artikeln wird als Zeitdiskretisierung das Adams-Bashfort-Verfahren zwei-
ter Ordnung verwendet. Dabei wird félschlicherweise die Formel (5.25) eingesetzt, die
ausschliefflich fiir Aquidistante Zeitschrittweiten giiltig ist, obwohl aufgrund des explizi-
ten Schemas eine Zeitschrittweitensteuerung implementiert wurde, die im allgemeinen
zu nicht adquidistanten Zeitschrittweiten fithrt. Passender wire in diesen Féllen ein
Adams-Bashfort-Verfahren zweiter Ordnung fiir nicht dquidistante Zeitschritte.

Abbildung 5.5: Zur nicht dquidistanten Zeitdiskretisierung

Hierzu werden zwei gegebene Punkte L, ; und L, zu den Stiitzstellen ¢, ; und
t, betrachtet, mit L; = L(¢(t;)), i = n — 1,n. Zusétzlich sei 0t,_; := t, — t,_1 und
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0t, :=t,y1 — t,. Ziel ist die Approximation des Integrals aus

tn+1

ot —o = [ L) dr. (5.26)
tn
Das Lagrange-Polynom ersten Grades durch die Punkte (¢,,_1, L,,—1) und (t,, L,) hat

die Form
t—1, t—1h—1
t)y=L, 1——— + L,———— 5.27
p< ) 1tn71 - Zfn * tn - tnfl . ( )
Damit ergibt sich als Integralapproximation

[ o0 de = Z20p(t0) + p(0)

tn
2 tnfl - tn
5tn tn-l—l - tn—l tn—i—l - tn—l
S P (2l e R R S (2
2 ( < tn - tn—l * * ! tn—l - tn

Gty Sty + 20ty 5ty
-2 (L”< 5ty 1 ) _L”‘létn_l) '

Das erste Gleichheitszeichen gilt, weil die Trapezregel Polynome ersten Grades exakt
integriert. Damit hat das verallgemeinerte Adams-Bashfort-Verfahren zweiter Ordnung
die Form

tn the1 — tn thie1 — b
- (L, Ly oAl el
tn - tnfl

§bn+l — ¢n + Otn (5tn+25tn—1 L, — Stn Ln—l)-

2 6tn71 6tn7 1

Der Fall dquidistanter Zeitschrittweiten (also dt,, = dt,,_1) fithrt erwartungsgeméifl zu
Gleichung (5.25).

Desweiteren kann die Chorin’sche Projektionsmethode aus Kapitel 5.1 zusétzlich
um das Adams-Bashfort-Verfahren erweitert werden, wodurch sich die Stromungsge-
schwindigkeiten der Navier-Stokes-Gleichungen in der Zeit von zweiter Ordnung genau
berechnen lassen. Diese Idee ist erstmals von van Kahn in [40] beschrieben worden.

Eine andere Moglichkeit, die Zeit zu diskretisieren, verlauft iiber Runge-Kutta-
Methoden [9]. Das explizite Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung wird auch als
klassische Heuns Methode oder modifiziertes Euler-Verfahren bezeichnet. Es besteht
aus zwei Teilschritten. Zunédchst wird ein halber Zeitschritt als Pradiktor-Wert {iber
einen expliziten Euler-Schritt berechnet; dann folgt mit der Mittelpunktregel ein Kor-
rektor-Schritt, wodurch die Methode ihre zweite Ordnung erhélt:

Pridiktor: @™tz = ¢" + %L(gbn) ,
Korrektor: ot =" 4 5tL(gz§”+%) .
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Der Vorteil dieses Verfahrens ist seine bessere Stabilitét (TVD-stabil [28]) im Vergleich
zu den Adams-Bashfort-Methoden. Zusétzlich benotigen Runge-Kutta-Methoden bis
auf die Anfangsbedingung keine weiteren Daten, um vom Beginn einer Rechnung an
die Ordnung der Zeitdiskretisierung einzuhalten.

Das Runge-Kutta- Verfahren dritter Ordnung besteht aus einer Konvexkombination
von drei Euler-Schritten.

oV = ¢"+5tL(®")
80 = ¢+ L1 + L(6™)] (5.2%)

)
o = 6+ T L") L) + L]

In den numerischen Tests wird dieses Runge-Kutta-Verfahren fiir die Transportglei-
chung eingesetzt. Dabei sind vor jeder Berechnung des Raumoperators L die Randbe-
dingungen (Rutsch-, Haft-, Ein-/Ausflulbedingungen) zu setzen.

Auch Runge-Kutta-Verfahren kénnen auf die Chorin’sche Projektionsmethode aus
Kapitel 5.1 angewendet werden, welche das explizite Euler-Verfahren verwendet. Um
eine Zeitdiskretisierung von hoéherer Ordnung zu erhalten, kann das Runge-Kutta-
Verfahren zweiter oder dritter Ordnung eingesetzt werden. Dabei mufl allerdings fiir
jeden Euler-Schritt des Runge-Kutta-Verfahrens die Poissongleichung gel6f8t werden.
Eine Runge-Kutta-Methode zweiter Ordnung benétigt also pro Zeitschritt zweimal das
Lésen der Poissongleichung.

5.8 Diskretisierung der Reinitialisierungsfunktion

Fiir die nach dem Transportschritt entstandende vorlaufige Level-Set-Funktion ¢* (sie-
he Kapitel 5.1) wird die folgende Reinitiaisierungsgleichung in Form eines Anfangs-
wertproblems

d, + sign(¢*)(|Vd| — 1) =0 (5.29)
Anfangswert: d(0) = ¢*(Z, )

sowohl im Ort als auch in der Zeit mit einem Verfahren zweiter Ordnung diskreti-
siert und in kiinstlicher Zeit 7 iterativ gelost. Bei in dieser Arbeit durchgefiihrten
numerischen Testrechnungen hat sich herausgestellt, dafl die Ordnung der Reinitialisie-
rung zur Erhaltung der Masse beitragt und eine genauere Berechnung der Kriimmung
ermoglicht.

Desweiteren kénnen nach einem (Navier-Stokes)-Zeitschritt in Nihe der freien Ober-
flache sehr grofie beziehungsweise sehr kleine Level-Set-Gradienten entstehen. Die Rei-
nitialisierung wird dann in Bereichen mit flachem Gradienten sehr langsam, oder schlim-
mer, eine Verletzung der CFL-Bedingung kann in Bereichen mit sehr steilen Gradienten
eintreten, wodurch die Massenerhaltung gestort wird.

Zu beiden Problemen wurden wéahrend der Entwicklung des im Rahmen dieser
Arbeit erzeugten numerischen Simulationsprogramms Verbesserungen implementiert
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und durch numerische Ergebnisse beziiglich der Massenerhaltung und schliellich auch
beziiglich der Kriimmung belegt.

Zeitdiskretisierung

Fiir alle folgenden Berechnungen ist Gleichung (5.29) in der Zeit mit dem Runge-Kutta-
Verfahren dritter Ordnung (siche (5.28)) diskretisiert worden.

Raumdiskretisierung

Der Raumoperator L beziiglich der Gleichung (5.29) ist L(d) = sign(¢*)(|Vd| — 1).
Vollstéandig ausgeschrieben hat er die Form

S(6)d, S(9)d S(0")d:
dy + Y d, + d. — S(¢),(5.30
<1/d§+d§+d§ VE+E&+d& )" \ B+ E+E (9),(5.30)
mit S = sign. Aus Griinden der numerischen Stabilitéit ist es niitzlich die signum-
Funktion S(¢*) zu glitten.
Die gesamte Diskretisierung des Raumoperators L wirft zwei Fragen auf: Erstens,
wie sollte die signum-Funktion regularisiert werden, ohne dafl dabei der freie Rand

kiinstlich bewegt wird? Zweitens, auf welche Weise soll Vd berechnet werden?
In [70] haben die Autoren die folgende gegléttete signum-Funktion

9
N

verwendet. Diese Funktion fiihrt zu einer besseren Massenerhaltung. Sie funktioniert
gut, solange V¢ in der e-Umgebung nicht zu grofl oder zu klein ist.

Die Raumableitungen von Vd werden im Allgemeinen mit einem ENO-Verfahren
zweiter Ordnung berechnet, die Geschwindigkeiten S(¢*)d,, S(¢*)d, und S(¢*)d, dieser
Reinitialisierungsgleichung bestimmen dabei die Upwindrichtung.

In dieser Arbeit ist der Einflufl der Diskretisierung von Vd auf die Erhaltung der
Masse untersucht worden. Dabei wurde Vd insbesondere mit den ENO- und WENO-
Methoden, die von unterschiedlich hoher Approximationsordnung sind, berechnet. Wie
schon in Kapitel 3.4 beschrieben wurde, wird dazu beispielsweise fiir die Berechnung
von [d];;x ein Newton-Interpolationspolynom P;_;; konstruiert, daB d im Intervall

Sn(¢) = (5.31)

I = [z;_q,2;] X y; X 2z von 1-ter Ordnung approximiert, und ein weiteres Polynom
P, it1, das d im Intervall I = [z;, x;41] X y; X 2z, von 1-ter Ordnung approximiert.
Fiir [d,]i jr stehen nun die zwei Werte d, = [%} und df = [%}
Z"jik Z‘?j?k

zur Verfiigung (analog fiir d, und d,). Welcher dieser beiden Werte ausgewéhlt wird,
ermittelt sich iiber folgende Upwindabfrage [69]:

d;_ falls d;Sh(¢i,j,k> < —d;fSh(@,j,k) und d;fSh(@,j,k) <0
[dx]z‘,j,k = d; falls d;Sh(gZﬁi,j,k) > (0 und d:Sh(ﬁbi,j,k) > —d;Sh((ﬁi,j,k)
0 sonst
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Zur Untersuchung der Massenerhaltung wurden Testrechnungen durchgefiihrt, bei
der Vd mit dem ENO-Verfahren erster, zweiter, dritter Ordnung und mit dem WENO-
Verfahren fiinfter Ordnung diskretisiert worden ist. Als Testproblem ist ein Wasser-

Abbildung 5.6: Versuchsaufbau der Testrechnung

Luft-Phasensystem gerechnet worden. Dabei wurde eine Wasserkugel vom Radius 0.5m
betrachtet, die aufgrund der Gravitationskraft ¢ =(0.0,-9.81,0.0)m/s? zu Boden fillt.
Die Gréfle des Gesamtgebietes betrug 2mx3mx2m. Fiir die Level-Set-Funktion wur-
de eine exakte vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion zur Oberfliche der Kugel mit
dem Mittelpunkt (1m,2m,1m) und dem Radius r=0.5m als Anfangswert vorgegeben.
Das Rechengebiet hatte eine Auflésung von 40 x 60 x 40 Gitterzellen. Alle weiteren
Konstanten sind mit folgenden Werten belegt worden:

pg = 1.81-10"°kg/ms, py = 1.002 - 10~*kg/ms,
py = 1.205kg/m? pr = 998.2kg/m?,
g = —9.81m/s? o = 0.072529N /m.

Fiir die Regularisierung der Heavysidefunktion und der Deltafunktion ist € = 1.5h
gesetzt worden. Abbildung 5.7 zeigt die Ergebnisse der Berechnungen. Die obere Kugel
beschreibt die Anfangslage und die untere Kugel den Endzustand.

Im ersten Bild (links) ist ein deutlicher Massenverlust zu erkennen, der unter Einsatz
des ENO-Verfahrens erster Ordnung entsteht. Die blaue Wasserkugel unterscheidet sich
deutlich im Vergleich zu den Testergebnissen mit den ENO-Verfahren zweiter, dritter
Ordnung und der WENO-Methode fiinfter Ordnung. Bei Verwendung der Verfahren
hoherer Ordnung entstehen kleine Einbuchtungen an den Seiten der Kugel, wie in
Abbildung 5.7 zu erkennen ist.

Je mehr sich die Kugel dem Boden néhert, desto grofler wird der Druck zwischen
beiden. Dies fiihrt dazu, dafl das Wasser seitlich ausweicht und die Kugelform immer
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flacher wird. Da sich schon die Losung fiir das ENO-Verfahren zweiter Ordnung von der
Losung fiir das WENO-Schema fiinfter Ordnung optisch kaum unterscheidet, ist das
Ergebnis fiir das ENO-Verfahren dritter Ordnung in Abbildung 5.7 nicht dargestellt.

Abbildung 5.7: Massenerhaltung mit ENO-1, ENO-2 und WENO-5

Die Gesamtmasse der jeweiligen Testrechnungen wurde zum Zeitpunkt ¢ = 0.5s
gemessen iiber

/ P (B(D))di | (5.32)

wobei p", die Dichtefunktion (5.10) zur Bestimmung der Masse, nur iiber eine Git-
termaschenweite h gegliattet wurde. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.1 dargestellt.
Die grofite Verbesserung beziiglich der Massenerhaltung wird durch den Wechsel vom

Erhaltene Masse in Prozent der Anfangsmasse
ENO-1 ENO-2 ENO-3 WENO-5
57.8%  94.3%  94.9% 95.8%

Tabelle 5.1: Numerische Studie zur Massenerhaltung

ENO-Schema erster Ordnung auf das ENO-Schema zweiter Ordnung erreicht, denn der
Unterschied betragt dort 36.5%. Das ENO-Verfahren dritter Ordnung und das WENO-
Schema fiinfter Ordnung verbessern die Massenerhaltung um nochmals bis zu 1.5%. In
Abhéngigkeit der Oberflichenspannungskraft und bei komplizierteren Formen der frei-
en Oberfliche kann der Unterschied in der Masse zwischen dem WENO-Schema fiinfter
Ordnung und dem ENO-Verfahren zweiter Ordnung deutlich hoher sein als 1.5%.

Im folgenden Kapitel soll ausschliellich der Einfluf§ der Reinitialisierungsgleichung
5.29 auf die Erhaltung der Masse untersucht und verbessert werden. Dabei werden
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zwei unterschiedliche Methoden, die zu einer verbesserten Massenerhaltung fiihren,
beschrieben. Wahrend sich bei einer der beiden Methoden im Rahmen dieser Arbeit
herausgestellt hat, dafl diese zu Stabilitdtsproblemen fithren kann, ist mit der anderen
Methode eine verbesserte Massenerhaltung wahrend des Reinitialisierungsprozesses er-
zielt worden.

Als Testbeispiel wird dabei eine freie Oberfliche verwendet, die einen Wiirfel be-
schreibt. Dessen Oberflachenstruktur ist im Vergleich zu der Kugel wesentlich kom-
plizierter, denn sowohl die Kanten als auch die Ecken des Wiirfels miissen wéhrend
der Reinitialisierung moglichst unveréndert bleiben. Genau an diesen Stellen kénnen
zusétzlich die Starken der Verfahren hoherer Ordnung im Vergleich zum ENO-Schema
zweiter Ordnung optisch besser dargestellt werden.

5.9 Verbesserte Massenerhaltung

Um das Problem der Massenerhaltung zu beheben, haben Chang, Hou, Merriman und
Osher [10] einen zusitzlichen Reinitialisierungsprozef} eingefiihrt. Dieser beruht auf ei-
ner Beobachtung von T.Y. Hou, der erkannt hat, dafl die numerische Diffusion des
Reinitialisierungsprozesses eine kiinstliche Bewegung der freien Oberfliche in Norma-
lenrichtung erzeugt, deren Bewegungsgeschwindigkeit proportional zur Kriimmung des
freien Randes ist.

Der durch die kiinstliche Bewegung des freien Randes bei der ersten Reinitialisierung
erzeugte Fehler in der Massenerhaltung, wird nun {iber das iterative Losen einer zweiten
Reinitialisierungsgleichung vom gestorten Hamilton-Jacobi-Typ

Ord+ (Ag — A(T))(—P +r)|Vd] = 0 (5.33)
Anfangsbedingung: d(Z,7=0) = o¢(Z,t)

wieder riickgéngig gemacht. Dabei ist Ay die urspriingliche Masse zum Zeitpunkt ¢ = 0
und A(7) ist die aktuelle Masse, die aus der Level-Set-Funktion d(7) von Gleichung
(5.33) hervorgeht. Desweiteren wird P aus (5.33) in [10] als eine positive Konstante
definiert, die dazu beitrégt den Reinitialisierungsprozefi (5.33) zu stabilisieren. Eine
genauere Beschreibung zur Bestimmung dieser Konstanten P wird in [10] nicht gegeben.
Gleichung (5.33) wird iterativ bis zum stationédren Zustand gelost, der erreicht ist,
wenn niherungsweise (A9 — A(7)) = 0 gilt. Mit dieser Methode kann theoretisch die
Massenerhaltung bis zur Maschinengenauigkeit erfiillt werden.

Die gestorte Hamilton-Jacobi-Gleichung (5.33) ist fiir das in dieser Arbeit entwi-
ckelte Simulationsprogramm getestet worden. Dabei wurde sie in der Zeit mit dem
Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung (5.28) und im Raum mit dem WENO-Schema
fiinfter Ordnung aus Kapitel 3.4.3 diskretisiert.

In einer Reihe hierzu durchgefiihrter Simulationsberechnungen wurde festgestellt,
dafl bei komplizierten Strukturen der freien Oberfliche mit stark variierender Kriim-
mung das numerische Verfahren instabil wird und Oszillationen an der freien Oberfliache
entstehen.
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Der Grund fiir die numerischen Instabilitéiten besteht darin, dafi die Kriimmung &
aus Gleichung (5.33) als nichtlineare Geschwindigkeit eingeht. Hierbei reicht es schon,
daB die Anfangsbedingung fiir die Gleichung (5.33) kleine Spriinge in der Kriitmmung
enthélt, die dann wihrend des iterativen Losens nichtlinear anwachsen. Verschiedenste
Versuche, durch kontrollierte Zeitschrittweitensteuerung des Iterationsverfahrens eine
bessere Stabilitdt zu erreichen, waren erfolglos.

Wegen der oben festgestellten numerischen Probleme, die in [10] nicht erwahnt
wurden, ist die Methode mit der gestorten Hamilton-Jacobi-Gleichung hier nicht weiter
betrachtet worden.

Ein anderer Ansatz, den durch den Reinitalisierungsprozef erzeugten Massenverlust
zu reduzieren, besteht darin, das Verhalten der geglatteten signum-Funktion

_®
Ve
zu verbessern. Fiir eine Analyse der Eigenschaften von (5.34) wird in [53] zur Ver-
einfachung der eindimensionale Fall mit dem Upwind-Verfahren erster Ordnung im
Raum und dem expliziten Euler-Verfahren in der Zeit betrachtet. Angenommen, die
freie Oberfliche befindet sich im Intervall (z;,x;41), dann gilt d; < 0 < d;4; fiir die

Level-Set-Werte d; und d; ;1 in den Gitterpunkten z; und z;,;. Ein Reinitialisierungs-
zeitschritt fiir die Gleichung (5.29) mit Upwind- und Euler-Verfahren fiihrt zu

Sn(¢) = (5.34)

di i —d
db = d;+ s;01 (1 - HT) (5.35)
dis1 — d;
diyy = dig1+ 807 (1 - HT> ) (5.36)

wobei —1 < 's5; < 0 und 0 < s;41 < 1 Approximationen zu sign(d;) und sign(d;,1) aus
(5.29) sind.

Das obige Schema ist monoton, das heifit d} und d},; sind nicht-fallend in d; und
diy1, solange die CFL-Bedingung

ot <z (5.37)

erfiillt ist. Wenn %d) < 1list, dann gilt df < 0 < d},,, unabhéngig von 7, s; und s;. .

Aber falls ¢ ”1 4) > 1 gilt und sign(d) durch S,(d) aus (5.34) approximiert wird, dann
kann nicht garantlert werden, daf d; und d;; ihr Vorzeichen nicht wechseln. Falls zum

Beispiel 07 = ¢(0x),d; = —m(éx) und d;y1 = n(dx) mit ¢,m,n € R gesetzt wird,

dann ist
+n—1)
al = mer) |14 At } 5.38
L= i) S (5.39)
+n—1)
dl, = n@r)|1-dminzl } . 5.39
Ly = o) f1- LS (5.39)

Zu beliebig kleinem, fest vorgegebenen ¢ = g—; konnen m und n leicht so gewéhlt werden,
daB d} oder d},, gegeniiber d; beziehungsweise d;; das Vorzeichen wechselt, wodurch
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sich die freie Oberfliche eventuell weiter als eine Gitterzelle bewegt. Aus (5.35) und
(5.36) folgt, dafl diese Vorzeichenwechsel von d durch die modifizierte CFL-Bedingung

o1 _ |d|

- dit1—d;
ox dx|sk||1 — e

fiir k=1i,i+1 . (5.40)

verhindert werden kénnen. Damit keine grofiere Zeitschrittweiteneinschriankung ent-
steht als durch die urspriingliche CFL-Bedingung (5.37), wird folgende Approximation

fiir sign(d) gewahlt:
\/ dz + (1 —

Diese neue Form der regularisierten signum-Funktion ist von der lokalen Steigung der
Level-Set-Funktion abhéngig. Dort, wo Vd lokal sehr steil ist, ndhert sich die signum-
Funktion dem Wert Null und damit werden die Geschwindigkeiten aus (5.30) im Rei-
nitialisierungsprozef (5.29) herabgesetzt. Dort, wo Vd lokal sehr flach ist, nihert sich
der Betrag der signum-Funktion dem Wert Eins, wodurch die Geschwindigkeiten aus
(5.30) im Reinitialisierungsprozef (5.29) erhoht werden. Wenn Vd = 1, dann ist die
signum-Funktion exakt.

Die obige Analyse deutet an, dal auch im mehrdimensionalen Fall, wenn als Zeitdis-
kretisierung das Euler-Verfahren eingesetzt und Vd(z) durch einen diskreten Opertator
Dd approximiert wird, S(d) durch

dy,

dig1—d;
ox

(5.41)

S —

)25x2 |

dy
S =
"7 &+ (1— |Dd))20a?

(5.42)

approximiert werden kann. Dadurch erhalten alle Level-Set-Werte wiahrend der Reini-
tialisierung ihr Vorzeichen, wodurch ein unphysikalisches Bewegen der freien Oberflache
reduziert wird. Dies fiihrt schliefilich zu einer verbesserten Massenerhaltung. Fiir Zeit-
diskretisierungen hoherer Ordnung bieten sich Runge-Kutta-Methoden an, weil diese
aus Konvexkombinationen von Euler-Schritten bestehen.

In den folgenden Testrechnungen ist als Zeitdiskretisierung das Runge-Kutta-Ver-
fahren dritter Ordnung und als Ortsdiskretisierung das WENO-Schema fiinfter Ord-
nung verwendet worden. Zusétzlich wurde in [53] aus numerischen Griinden die modi-
fizierte signum-Funktion (5.42) leicht geglittet durch

dy,
S = .
\/d% + | Dd|?dx?

Die Level-Set-Funktion ¢ ist so initialisiert worden, daf} sie innerhalb des dreidi-
mensionalen Einheitsgebietes [0, 1]* einen Wiirfel beschreibt. Das Einheitsgebiet wurde
durch 40 x 40 x 40 Gitterzellen aufgel688t. Desweiteren ist im Inneren des Wiirfels ¢ = 1
und im AuBeren des Wiirfels ¢ = —1 gesetzt worden. Da die Level-Set-Funktion mit
diesen Anfangswerten keine vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion darstellt, wird die

(5.43)
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Reinitialisierungsgleichung (5.29) in kiinstlicher Zeit bis 7 bis zum stationéren Zustand
iteriert, so dafl die Level-Set-Funktion schliellich auf dem gesamten Gebiet ndherungs-
weise eine vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion darstellt.

Anhand dieser Tests 148t sich insbesondere an den Kanten und Ecken des Wiirfels
der Einflufl der numerischen Diffusion sehr gut erkennen.

Abbildung 5.8: Reinitialisierung mit dem ENO-Verfahren erster, zweiter, dritter Ord-
nung (obere Reihe) und mit dem WENO-Schema fiinfter Ordnung exklusive und in-
klusive modifizierter signum-Funktion (untere Reihe links und mitte). Die Anfangsbe-
dingung und exakte Losung ist unten rechts abgebildet.

Die Ergebnisse in Abbildung 5.8 zeigen jeweils die Nullniveaumenge der berechneten
Abstandsfunktion. Jedes dieser Ergebnisse ist mit einer anderen Diskretisierung fiir die
konvektiven Terme der Reinitialisierungsfunktion berechnet worden.

Tabelle 5.2 zeigt die erhaltene Masse in Prozent der Anfangsmasse nach der Reinitia-
lisierung. Sowohl Abbildung 5.8 als auch Tabelle 5.2 belegen eine Qualitétssteigerung
der Reinitialisierung, wenn das WENO-Schema fiinfter Ordnung zusammen mit der
modifizierten signum-Funktion eingesetzt wird. Hierbei ist im Gegensatz zu Gleichung
(5.32) die Masse berechnet worden iiber

also ohne Glattung der Dichte iiber eine Gittermaschenweite. Folglich bedeutet die
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ENO-1 ENO-2 ENO-3 WENO-5 WENO-5 modif. sign
84.80 %  95.66% 96.41% 98.39% 100.0%

Tabelle 5.2: Erhaltene Masse in Prozent der Anfangsmasse nach der Reinitialisierung

hundertprozentige Massenerhaltung fiir das WENO-Verfahren fiinfter Ordnung inklu-
sive der modifizierten signum-Funktion in diesem Fall, dafl der Level-Set-Wert, wie
aufgrund der analytischen Betrachtung zu erwarten war, in jeder Gitterzelle sein Vor-
zeichen beibehalten hat.

AbschlieBend sei zur vollstéindigen Ubersicht der Algorithmus fiir Zweiphasenstrémun-
gen aufgefiihrt:

Algorithmus zur Berechnung von Zweiphasenstromungen
Setze t:=0, n:=0
Initialisiere u, p, ¢, flag
Falls (¢ € {—1,1})
Setze T.,q:=Grofite Kantenldnge des Gebietes
Setze die Randbedingungen fiir die Level-Set-Funktion
Solange 7 < 7.4
Reinitialisiere nach (5.8)
Setzte die Randbedingungen fiir u"”
Solange t < t.nq
Bestimme den neuen Zeitschritt 6t in jedem Teilgebiet nach (5.6)
Berechne @* aus @" und ¢™ nach (5.1)
Setze die Randbedingungen fiir «*
Berechne RHS := Va'f*
Berechne ¢* aus ¢" und @™ nach (5.7)
Solange 7 < 2¢
Berechne ¢"*! durch Reinitialisierung von ¢* nach (5.8)
Solange it < it,,., oder ||r”|| < €
Lose iterativ V - WV})’“rl = RHS nach (5.5)
Bestimme #""! {iber die Druckkorrektur
Setzte die Randbedingungen fiir u"**
t:=t+dt, n:=n+1

Im nun folgenden Kapitel wird der obige Algorithmus parallelisiert, um aufwendige
dreidimensionale Simulationen effizienter berechnen zu konnen.



Kapitel 6

Parallelisierung

Die rasante Entwicklung von Grof- beziehungsweise Hochleistungsrechnern erméglicht
es, immer komplexere Problemstellungen in wesentlich schnellerer Zeit zu berechnen.
Bis vor wenigen Jahren galten Vektorrechner als die schnellsten und leistungsstérksten
Grofirechner fiir numerische Probleme. Mittlerweile assoziiert man mit dem Begriff des
Hochleistungsrechners hauptséchlich den des Parallelrechners. Sowohl dessen Skalier-
barkeit als auch die Standardisierung paralleler Programmiersprachen und Bibliotheken
haben den Parallelrechner weltweit etabliert.

6.1 Gebietszerlegung als Parallelisierungsstrategie

Ein naheliegender Ansatz zur Parallelisierung numerischer Algorithmen ist, das gesam-
te Rechengebiet () beziehungsweise dessen diskretes Gegenstiick €2, in einzelne Teilge-
biete Q. ..., QF zu zerlegen. Dabei gibt P die Anzahl der Teilgebiete an. Derartige
Gebietszerlegungsmethoden sind iiber 120 Jahre alt und werden oftmals, nach ihrem
Entwickler H. A. Schwarz [56], auch als Schwarz’sche Methoden bezeichnet. Die Stra-
tegie zur Zerteilung des Losungsgebietes €, in einzelne Teilgebiete 2}, ..., QF hingt
stark von der Problemstellung und dem verwendeten Gitter ab. Fiir das in dieser Ar-
beit zur Diskretisierung eingesetzte Kartesische Gitter wird eine Gebietszerlegung in
angrenzende Blocke verwendet. Alle diese Blocke werden um kiinstliche Uberlappungs-
zellen, sogenannte ,, Randbordiiren“ [29], an den Réndern erweitert, damit die Diskre-
tisierungssterne wihrend der Berechnungen nicht auf undefinierte Werte zugreifen. Die
Werte in den Randbordiiren® [29] sind gleich den Werten der entsprechenden inneren
Gitterzellen des angrenzenden Gebietes.

Um immer die aktuellen Werte in den Uberlappungspunkten zu verwenden, er-
folgt, wenn notwendig, ein Datenaustausch (Kommunikation) zwischen den einzelnen
Prozessoren (siehe Abbildung 6.1). Dabei ist darauf zu achten, daf§ der Kommunikati-
onsaufwand geringer ist als der Berechnungsaufwand. Demzufolge sollten die Uberlap-
pungsgebiete moglichst klein gehalten werden. Entscheident fiir die Effizienz der Paral-
lelisierung ist auch eine bestmdgliche Lastbalancierung, bei der alle Blocke annéhernd
die gleiche Anzahl an Unbekannten zu l6sen haben.

Jedes Teilgebiet 148t sich dann durch einen eigenen Prozef realisieren und kann
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somit je einem Prozessor zur Berechnung der Unbekannten zugeordnet werden. Da-
mit reduziert sich der erforderliche Speicher- und Rechenaufwand pro Prozessor in
Abhéngigkeit der Anzahl an Teilgebieten.

Im Idealfall sollte sich bei gleichbleibender Anzahl an Gitterpunkten (also Unbe-
kannten) die gesamte Rechenzeit bei dem Einsatz von P Prozessoren fiir P Teilgebiete
entsprechend um das P-fache verkiirzen. Aufgrund technischer Grenzen der Rechne-
rausriistung! ist dies aber nicht zu erwarten.

6.2 Parallelisierung des Stromungsprogramms und
Leistungsmessung

Die Parallelisierung des im Rahmen dieser Arbeit erstellten Simulationsprogramms
fiir Zweiphasenstromungen erfolgte mit der Kommunikationsbibliothek MPI (message
passing interface) [31].

Weil MPI von Anfang an standardisiert wurde, hat es seit seiner Einfithrung eine
weite Verbreitung und Akzeptanz gefunden. Mittlerweile existieren fiir fast alle Paral-
lelrechner und Rechnercluster MPI-Portierungen. Ebenso ist mit MPICH des Argonne
National Laboratory [50] eine Public-Domain-Version erhéltlich. Charakteristisch fiir
MPI ist, dafl es heterogenes paralleles Rechnen unterstiitzt. Dies bedeutet, dafl verschie-
denste Rechner zu einem groflen virtuellen Parallelrechner verbunden werden kénnen.

Mit dem Ziel eines moglichst geringen Kommunikationsaufwandes wird fiir die Um-
setzung der Gebietszerlegungsmethode zunéchst das gesamte diskrete Rechengebiet €2,
iitber die Minimierung der Kostenfunktion K

r J J K I K

z Y z _ . - . P
K(P,P,P) - Pz Py+Py P2+Px Pz

Nebenbedingung: P = P*-PY.-P* mit P* PY PN

in P Teilgebiete unterteilt, wobei I, J und K die vorgegebenen Anzahlen der Gitter-
zellen in z-, y- und z-Richtung sind und P*,PY und P* die Anzahl der Zerlegungen in
x-, y- beziehungsweise z-Richtung beschreiben. Falls P* PY und PZ, wie bei allen Test-
rechnungen dieser Arbeit, Teiler von I, J beziehungsweise K sind, entsteht hierdurch
eine uniforme Gebietszerlegung in Quader.

Desweiteren werden unterschiedliche Anzahlen an Randbordiiren benotigt, weil die
Diskretisierungssterne der einzelnen Differentialoperatoren verschieden grof sind. Sche-
matisch zeigt Abbildung 6.1 den Kommunikationsschritt beziiglich einer Randbordiire
fiir die Geschwindigkeiten an den Zellseitenflichen und die skalaren Werte (Druck,
Level-Set-Funktion) in den Zellmittelpunkten. Analog dazu wird der Kommunikati-
onsprozefl auf zwei oder drei Randbordiiren erweitert. In dieser Arbeit sind fiir die
unterschiedlichen Variablen folgende Anzahlen an kiinstlichen Randpunktschichten ein-
gesetzt worden:

IKommunikationsschritte kosten Zeit.
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Abbildung 6.1: Datenaustausch am Beispiel einer , kiinstlichen Randpunktreihe*

e die Geschwindigkeiten und die Level-Set-Funktion bendtigen jeweils drei Rand-
zellenschichten fiir das WENO-Verfahren fiinfter Ordnung,

e der Druck bendétigt fiir den Poisson-Loser nur eine Randzellenschicht,

e das Flag-Feld zur Beschreibung des Gebietsrandes, gegebenenfalls inklusive Hin-
dernissen, benotigt drei Randzellenschichten.

Bei Programmstart werden einmalig alle Prozessoren iiber das F'lag-Feld informiert.
Wiéhrend des Programmablaufs werden ausschliellich die aktuell geforderten Randzel-
lenwerte versendet. So findet unter anderem vor der Berechnung der nicht divergenz-
freien Geschwindigkeiten @* eine Kommunikation fiir @ = (u,v,w) statt. Das Losen
der Poissongleichung bendétigt vor jedem Iterationsschritt eine Kommunikation fiir den
Druck. Schlielich werden fiir die Berechnung der Transportgleichung und der Level-
Set-Reinitialisierung zusétzliche Kommunikationen fiir die Level-Set-Funktion notwen-
dig. Der um die Kommunikationsroutinen erweiterte Algorithmus ist im néchsten Ka-
pitel zu sehen.

Wiéhrend der Kommunikationsschritte ist insbesondere darauf zu achten, daf§ die
Geschwindigkeits-, Level-Set- und Flag-Feld Werte in den Ecken- und Kantenbordiiren
eines jeden Teilblocks auch korrekt ausgetauscht werden. Ist dies nicht der Fall, so er-
geben sich falsche Werte bei der Berechnung der zweidimensionalen Lagrange-Interpo-
lation aus Kapitel 5.3, und auch die Berechnung der Kriimmung fithrt dann zu falschen
Ergebnissen.

Aus diesem Grund ist in dem fiir diese Arbeit entwickelten Simulationsprogramm ei-
ne zuséatzliche Kommunikationsroutine programmiert worden, die ausschlielich Werte
aus den Ecken und Kanten der jeweiligen Teilblocke in die Ecken- und Kantenbordiiren
aller angrenzenden Blocke iibertragt, also auch in die Teilblocke, welche in Diagonal-
beziehungsweise in Raumdiagonalrichtung angrenzen.

Leistungsmessung des parallelisierten Programms

Die durch das parallelisierte Programm im Vergleich zu dem sequentiellen Programm
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erreichten Geschwindigkeitssteigerungen lassen sich iiber den Speedup-Wert und die
kommunikationsbedingten Leistungsverluste durch die parallele Effizienz messen. Die-
se Groflen sind definiert als

Speedup : S(p) == TTlg

parallele Effizienz : FE(p) :=

wobei p die Anzahl der eingesetzten Prozessoren bezeichnet und T'(p) die benétigte
Rechenzeit bei paralleler Berechnung auf p Prozessoren ist.

In dieser Arbeit ist die Leistungsmessung am Beispiel eines Wasserwiirfels, der un-
ter dem EinfluB8 der Oberflichenspannung zu oszilieren beginnt, durchgefiihrt worden.
Hierzu wurde das wiirfelférmige Grundgebiet €2 durch ein diskretes Gitter €2, das aus
60 x 60 x 60 dquidistanten Gitterzellen besteht, ersetzt. Die exakte Versuchsbeschrei-
bung und dessen Simulationsergebnisse sind in Kapitel 7.3 zu finden.

Der Vorteil dieses diskreten Gitters ist, dafl es sich jeweils in 2" (fir n = 1,2,...,6)
gleiche Teilblocke aufteilen 148t und somit eine optimale Lastbalancierung liefert. Die
Zeitmesspunkte sind direkt vor und nach der Zeitschleife gesetzt worden. Fiir die Leis-
tungsmessung wurde das Beispiel aus Kapitel 7.3 bis zur Zeit ¢ = 0.06s berechnet,
wozu genau einundsechzig Zeitschritte notwendig waren.

Alle Rechnungen wurden auf dem Parallelrechner Parnass2 der Abteilung Wis-
senschafftliches Rechnen der Universitdt Bonn durchgefithrt. Dieser besteht aus 144
Pentium-Prozessoren, die iiber eine Myrinet-Verbindung mit 1.28 GBit pro Sekunde
Daten untereinander versenden kénnen.

Parallele Laufzeiten T'(p), Speedup S(p) und parallele Effizienz E(p)

Prozessoren p T(p) in sec. S(p) E(p) in %
1 9014.49 1.00 100.0
2 4654.82 1.93 96.8
4 2382.53 3.78 94.5
8 1231.48 7.32 91.5
16 672.7 13.40 83.7
32 355.41 25.36 79.2
64 188.87 47.72 74.5

Tabelle 6.1: Leistungsmessung des parallelisierten Programms

Die erzielten Rechengeschwindigkeiten sind in Tabelle 6.1 aufgefiihrt. Wegen des
Zeitbedarfs fiir die Kommunikation kénnen hier natiirlich nicht die optimalen Werte
S(p) = p und E(p) = 100% erreicht werden. Aber eine parallele Effizienz von 74.5%
fiir 64 Prozessoren ist ein guter Wert unter Beachtung der Tatsache, daf} in diesem Fall
jeder Teiblock nur noch eine Grofie von 15 x 15 x 15 Gitterzellen besitzt. Wenn anstelle
des relativ groben Gitters immer feinere Diskretisierungsgitter eingesetzt werden, so
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verbessert sich die Effizienz, weil der Rechenaufwand gegeniiber dem Kommunikati-
onsaufwand immer mehr anwéchst.

Der um die Kommunikationsroutinen erweiterte Algoritmus aus Kapitel 5.9 kann
schlieflich folgendermaflen dargestellt werden:

Parallelisierter Algorithmus fiir Zweiphasenstromungen
Setze t:=0, n:=0
Initialisiere u, p, ¢, flag
Falls (¢ € {—1,1})
Setze 7.,4:=GroBite Kantenldnge des Gebietes
Setze die Randbedingungen fiir die Level-Set-Funktion
Solange 7 < 7.,
Reinitialisiere nach (5.8) und tausche dabei
vor jedem Euler-Teilzeitschritt die Level-Set-Werte der Randbordiiren aus
Setzte die Randbedingungen fiir u"
Solange t < t.,4
Bestimme den neuen Zeitschritt 6t in jedem Teilgebiet nach (5.6) und
ermittle {iber eine Kommunikation das Minimum
Berechne ¢* aus @™ und ¢™ nach (5.1)
Setze die Randbedingungen fiir «*
Berechne RHS := V(;f*
Berechne ¢* aus ¢™ und @™ nach (5.7)
Solange 7 < 2¢
Berechne ¢"*! durch Reinitialisierung von ¢* nach (5.8) und tausche dabei
vor jedem FEuler-Teilzeitschritt die Level-Set-Werte der Randbordiiren aus
Solange it < it,,q, oder ||r"|| < ¢

Lose iterativ V - WVPWH = RHS nach (5.5) und

tausche vor jedem Iterationsschritt die Druckwerte der Randbordiiren aus
Bestimme @™ iiber die Druckkorrektur
Tausche die Geschwindigkeitswerte der Randbordiiren aus
Setzte die Randbedingungen fiir u"*!

t:=t+dt, n:=n+1




Kapitel 7

Konvergenzanalysen und
Simulationsergebnisse

Entscheidend fiir eine gute Approximation der Oberflichenspannung ist die Konver-
genzordnung der Kriimmung. Deshalb wird die Konvergenzordnung der Kriimmung
einer diagonal transportierten Einheitsspihre analysiert.

Danach wird am Beispiel einer aufsteigenden Fluid-Blase die Konvergenzordnung
des gesamten numerischen Verfahrens fiir Zweiphasenstrémungen inklusive Oberflachen-
spannung untersucht.

Schlieflich demonstrieren zahlreiche Simulationen aus den Bereichen der Natur und
der Technik die breiten Einsatzmoglichkeiten dieses fiir diese Arbeit erzeugten Simu-
lationsprogramms. Fiir die Visualisierung der Daten wurde das Programm VTK (The
Visualisation Toolkit) [60] verwendet.

7.1 Konvergenzanalyse der Kriimmung am Beispiel
einer diagonal transportierten Einheitssphére

Im Folgenden wird ein Konvergenztest fiir die Kriitmmung einer diagonal durch das
Rechengebiet transportierten Einheitsspidhre beschrieben und gleichzeitig der Massen-
verlust untersucht, der aufgrund des Transportes der Level-Set-Funktion entsteht. Fiir
die Abschatzung der Giite der numerischen Kriitmmungsapproximation wurde die mitt-
lere Kriimmung der Einheitsspéhre berechnet, bei der der analytische Wert bekanntlich
k = 2 betriigt. Auf dem Rechengebiet 2 = [0,4]® wurde eine endliche Folge von dqui-
distanten Gittern durch wiederholtes Halbieren der Gittermaschenweite gebildet. Die
numerische Konvergenzordnung p wurde nach der Formel

||f'€2 —HH
log < T —r] ) 1)
b log 2 '

berechnet, wobei « ist die exakte Kriimmung und kj bzw. ko, die diskrete Kriimmung
auf dem Gitter mit der Gittermaschenweite h bzw. 2h bezeichnet.
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Es wurden periodische Randbedingungen fiir €2 gesetzt. Die Geschwindigkeiten und
die Level-Set-Funktion sind initialisiert worden mit

u(z,y,z) = 1.0
v(z,y,z) = 1.0
w(z,y,z) = 0.0
oz, y,2) = 1.0—/(z—2.0)2+(y—20)2+ (2 —2.0)2 .

Die Stromungsgeschwindigkeiten verdndern sich nicht mit der Zeit. Die Groéfle des
Glattungsparameters fiir die freie Oberfldche ist € = ah mit o = 1.5. Gerechnet wurde
bis zum Zeitpunkt t=4. Dabei wurde die Einheitskugel genau eine Periode weit diagonal
durch das Gebiet Q transportiert. Die Zeitschrittweite betrug jeweils 6t = (dz)2.

Fiir alle n Zellen, in denen die Kriimmung berechnet wurde, ist zusétzlich die Dif-
ferenz

Arp = kp(on) — k(¢) und
ARY = (Kn(dn) — K(6))(dn)

bestimmt worden, um schliellich damit die Normenauswertungen HAK;? L1, HAFég) || L2
und ||A/£,(15)||Loo zu bilden.

Fiir die L'- und L?-Norm wird das Oberfliichenelement, auf welches sich die Kriim-
mung bezieht, durch h? approximiert. Falls, wie in [1], die L'- und L?>-Norm der
Kriimmung iiber das Volumenelement h® berechnet wird, so verbessert sich das Kon-
vergenzverhalten auf kiinstliche Weise, dies wurde in dieser Arbeit vermieden.

Die Normen sowohl inklusive als auch exklusive des Deltafunktionals §, wurden
somit auf folgende Weise berechnet:

As | = > Ay |h?
|pnl<e
é é
IARD e = | Y0 (Aw)02
|én|<e
1AL o = max |A&].
|pnl<e

Um den Einfluf} der konvektiven Terme auf die Kriimmung zu zeigen, ist zum einen
das SMART-Verfahren zweiter Ordnung und zum anderen das WENO-Schema fiinfter
Ordnung fiir die konvektiven Terme der Navier-Stokes-Gleichungen und der Trans-
portgleichung eingesetzt worden. Zusétzlich wurden die physikalischen Grofien beim
SMART-Verfahren an Stellen, wo sie nicht definiert sind, durch lineare Interpolati-
on und beim WENO-Schema fiinfter Ordnung durch Lagrange-Polynominterpolation
dritter Ordnung berechnet.

Die Transportgleichung ist in beiden Féllen in der Zeit mit einem Runge-Kutta-
Verfahren dritter Ordnung diskretisiert worden. Die Ergebnisse werden in Tabelle 7.1
aufgefiihrt.
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Kriimmungsfehler unter Verwendung des SMART-Verfahrens zweiter Ordnung

Ly-Fehler der Kriitmmung ohne und mit Einfluf des J-Funktionals

Auflésung Ak ohne ¢, Ordnung Ak mit d, Ordnung
83 13.90E-0 — 5.50E-0 —
163 17.06E-0 -0.3 22.71E-0 —
323 12.21E-0 0.5 32.04E-0 —
643 7.62E-0 0.6 40.74E-0 —

Ly—Fehler der Kriimmung ohne und mit Einflu des J—Funktionals
&3 2.62E-0 — 1.36E-0 —
163 3.42E-0 -0.4 5.38E-0 —
323 2.59E-0 0.4 8.35E-0 —
643 2.02E-0 0.4 13.2E-0 —
L..—Fehler der Kriitmmung ohne und mit Einflufl des é—Funktionals
83 0.94E-0 — 0.72E-0 —
163 1.85E-0 -1.0 3.56E-0 —
323 1.69E-0 0.1 7.13E-0 —
643 1.86E-0 -0.1 17.9E-0 —

Kriimmungsfehler unter Verwendung des WENO-Verfahrens fiinfter Ordnung

Ly-Fehler der Kriimmung ohne und mit Einflu des J—Funktionals

Auflésung Ak ohne o, Ordnung Ak mit o, Ordnung
83 1.35E+1 — 3.75E40 —
163 1.30E+0 3.4 1.81E+0 1.0
323 2.09E-1 2.6 4.99E-1 1.9
643 2.12E-2 3.3 1.12E-1 2.2

Lo—Fehler der Kriimmung ohne und mit EinfluB des —Funktionals
83 2.86E-0 — 8.33E-1 —
163 2.76E-1 3.4 4.40E-1 0.8
323 4.71E-2 2.6 1.24E-1 1.8
643 4.65E-3 3.3 2.96E-2 2.1
Lo—Fehler der Kriimmung ohne und mit Einfluf des é—Funktionals
83 1.26E-0 — 4.66E-1 —
163 1.89E-1 2.7 2.73E-1 0.8
323 3.15E-2 2.6 8.11E-2 1.8
643 3.13E-3 3.3 2.49E-2 1.7

Tabelle 7.1: Fehler der Kriimmungsberechnung unter Verwendung des SMART-

Verfahrens zweiter Ordnung und des WENO-Verfahrens fiinfter Ordnung
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Das SMART-Verfahren fithrt dazu, da der Kriimmungsfehler in den Normen ex-
klusive des Deltafunktionals in der L!-Norm von der Ordnung 0.6 und in der L>-Norm
von der Ordnung 0.4 gegen Null konvergiert (in der Supremumsnorm konvergiert es
nicht!). Wenn die Normen inklusive des Deltafunktionals betrachtet wird, so divergiert
die Kriimmung. Die Bestimmung einer Konvergenzordnung eriibrigt sich hierbei.

Durch das WENO-Schema fiinfter Ordnung wird eine wesentlich bessere Konver-
genz fiir die Kriimmung erreicht. In allen Normen, exklusive oder inklusive Deltafunk-
tional, konvergiert die Kriimmung, wobei der Einflufl des Deltafunktionals die Konver-
genz um ungeféhr eine Ordnung verschlechtert.

Entscheidend ist hier der Vorteil, dafl die Kriimmung unter Beachtung des Delta-
funktionals konvergiert, denn in allen folgenden Simulationen werden die Oberflachen-
spannungskrifte iiber das Deltafunktional aktiviert und gerade fiir diese Fille ist es
wichtig, das die Kriimmung konvergiert, um damit eine Konvergenz fiir das gesamte
numerische Verfahren zu ermdoglichen (siehe néchstes Kapitel).

Anzahl der Gitterzellen fiir die Kriitmmungsberechnung.
Massenerhaltung in Prozent der Anfangsmasse.

SMART-Verfahren WENO-Verfahren
Auflésung Gitterzellen =~ Masse Gitterzellen  Masse
83 172 56.72% 202 92.11%
163 610 99.89% 616 99.82%
323 2468 100.17% 2456 99.96%
643 9644 100.02% 9688 100.00%

Tabelle 7.2: Anzahl der Gitterzellen in denen die Kriitmmung berechnet wurde. Masse-
nerhaltung in Prozent der Anfangsmasse.

Tabelle 7.2 zeigt, dafl in diesem Beispiel der diagonal transportierten Einheitsspahre
die Wirkung der Transportgleichung auf die Erhaltung der Masse fiir beide Schemata
ab einer Gebietsauflosung von 16 x 16 x 16 Gitterzellen gering ist. Weiterhin geht aus
dieser Tabelle hervor, daf§ sich bei jeder Gitterverfeinerung die Anzahl n der Gitter-
zellen, in denen die Kriimmung berechnet wird, in etwa vervierfacht. Dies entspricht
einem quadratischen Zuwachs der Gitterpunkte zur Darstellung der freien Oberflache
bei einer Verdopplung der Gitterzellen in jeder Raumrichtung.
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7.2 Konvergenzanalyse des gesamten Verfahrens
am Beispiel einer aufsteigenden Blase

Analytische Losungen von Zweiphasenstromungen inklusive Oberflichenspannung konn-
ten trotz intensiver Recherchen nicht gefunden werden. Die Konvergenzordnung des
gesamten numerischen Verfahrens kann aber auch ohne Kenntnis der exakten Losung
auf approximative Weise bestimmt werden, und zwar durch

lvb2n —tan |l
B ].Og ( H’[ihh*w;hh” ) (7 2)
b= log 2 ’ '

wobei ¥y, Y9, und 4y, diskrete Losungen auf den Gittern mit der Maschenweite h, 2h
und 4h sind, und v fiir die Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes oder die Level-
Set-Funktion steht. Damit 148t sich die Ordnung des Fehlers ausschlieflich {iber die
Differenz zweier Losungen, die auf Gittern mit aufeinanderfolgenden Verfeinerungs-
leveln berechnet worden sind, bestimmen. Um die Differenz zweier Losungen bilden
zu konnen, miissen die Werte des groberen Gitters auf das feinere Gitter interpoliert
werden. In dieser Arbeit wurden die Werte iiber eine konstante Gitterinterpolation
berechnet.

Die Konvergenzordnung (7.2) des gesamten numerischen Verfahrens ist jeweils in
der L'-, L?- und der L*-Norm am Beispiel einer aufsteigenden Fluidblase bestimmt
worden. Hierzu ist ein wiirfelférmiges Rechengebiet  mit 0.15m Kantenlédnge durch
folgende drei unterschiedlich feine Gitter

N =36x36x36, N=72x72x72 und N =144 x 144 x 144 (7.3)

aufgelofft worden. Die Level-Set-Funktion wurde so initialisiert, dafl ihre Nullniveau-
menge eine im Punkt (0.075; 0.05; 0.075) zentrierte Fluidblase mit dem Radius r=0.025m
beschreibt. Alle weiteren verwendeten physikalischen und numerischen Parameter sind
in Tabelle 7.3 aufgefiihrt.

Grofle des Gebietes:  0.15mx0.15mx0.15m
Auflosung: siehe (7.3)
Radius der Blase: 0.025m
Oberflichenspannung: ¢=0.005 N/m
Phase der Blase: p1,=0.00025 kg/ms, py=1.0 kg/m?
Umgebende Phase:  14,=0.0005 kg/ms, m=10.0 kg/m?
Volumenkrifte: (g1, g2, g3)=(0,-9.81,0)m/s?
Breite der Oberfliche: e = 1.6h
Zeit-Sicherheitskonstante: 0.1
Gebiets-Randbedingungen: Rutschbedingung an allen Seitenfléchen

Tabelle 7.3: Verwendete Parameter fiir die Fluidblasen-Simulation
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Abbildung 7.1: Aufsteigende Blase (N = 1443); obere Reihen: Blick von schrig unten;
untere Reihen: Blick von vorne mit leicht durchsichtiger freier Oberflache
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Das Ergebnis dieser Simulationsberechnung ist fiir das feinste Gitter N = 1443
als zeitliche Abfolge in Abbildung 7.1 zu sehen. Die oberen beiden Reihen zeigen die
aufsteigende Blase aus einem schridg unterhalb der Blase fixierten Blickwinkel. Die
beiden unteren Reihen geben eine frontale Ansicht auf denselben Verlauf, wobei dort
die freie Oberflache leicht durchsichtig visualisiert wurde.

Diese Bilder zeigen, wie die Fluidblase unter Einflufl der Oberflachenspannung und
aufgrund ihrer geringeren Dichte schnell aufsteigt. Durch die Aufwirtsbewegung ent-
steht ein Unterdruckgebiet direkt unterhalb der Blase. Folglich stromt das umgeben-
de Fluid in Richtung der Symmetrielinie, was dazu fiihrt, dafl der Siidpol der Blase
schneller aufsteigt als der Nordpol. Wegen der Inkompressibilitdt und der geringeren
Viskositét verformt sich die Fluidblase zu einer Schale. Im zeitlichen Verlauf verbreitert
sich der Schalendurchmesser und gleichzeitig wird die Schalenschicht immer diinner.
Da die Auftriebsstromung in der Ndhe der Symmetrielinie am stérksten ist, wiirde sich
schliefflich die Fluidblase am Nordpol selbst durchdringen und ihre Topologie zu einem
Torus dndern. Eine genaue Untersuchung der Topologieverdnderung wird in Kapitel
7.4 an einem komplizierteren Beispiel vorgenommen.

Mit den Ergebnissen der Simulationsberechnung aus Abbildung 7.1, welche aus-
schliefllich auf dem feinsten Gitter berechnet wurden, konnte der physikalische Ablauf
anschaulich erklart werden. Im Folgenden werden nur die zur Zeit t=0.075s auf den
drei unterschiedlich feinen Gittern berechneten Losungen niher betrachtet, denn aus
diesen Losungen werden spater die Konvergenzordnungen fiir die Geschwindigkeiten
und die Level-Set-Funktion bestimmt.

Abbildung 7.2: Blase zur Zeit t=0.075s fiir N = 363, N = 723 und N = 1443,

In Abbildung 7.2 sind die freien Oberflichen der unterschiedlich feinen Diskretisie-
rungsgitter in vergréferter Form dargestellt. Eine deutliche Verformung ist zu diesem
Zeitpunkt an allen drei Ergebnissen zu erkennen. Die freien Oberflichen unterschei-
den sich in der Einbuchtungstiefe der Schalenform und der gesamten Grofle, also der
Massenerhaltung.

Einen tieferen Einblick ermoglicht Abbildung 7.3, in der einige Scherenschnitte, die
vertikal durch die Mitte der Fluidblasen aus Abbildung 7.2 verlaufen, zu sehen sind.
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Dabei ist auf der linken Seite je Gitter ein Scherenschnitt der Level-Set-Funktion er-
zeugt worden, wobei nur dessen Niveaulinien fiir dquidistante Niveauwerte mit ¢ < 0
visualisiert wurden. Da die Level-Set-Funktion eine Abstandsfunktion ist und der Sche-
renschnitt durch die Mitte der Fluidblase verlduft, liegen alle Niveaulinien in gleichem
Abstand zueinander. Dies ist auch auf den Bildern aus der linken Spalte in Abbildung
7.3 deutlich zu erkennen.

Auf der rechten Seite von Abbildung 7.3 ist der Graph der Dichte beziiglich dieser
Scherenschnitte zu sehen. Die Level-Set-Funktion, aus der die Dichte bestimmt wird,
ermoglicht fiir alle drei Gitterauflésungen eine stabile, also oszillationsfreie, Berechnung
der Dichte. Mit feiner werdendem Gitter wird der Dichtesprung zwischen den beiden
Phasen immer besser aufgel68t, weil sich sowohl das Maf§ der Regularisierung der Dichte
verkleinert als auch die Approximation mit der Level-Set-Funktion verbessert.

Mit diesen zur Zeit t=0.075s betrachteten Losungen ist im Folgenden die Kon-
vergenzordnung p (7.2) sowohl fiir die Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes 4@ =
(u,v,w) als auch fiir die Level-Set-Werte ¢ bestimmt worden.

Tabelle 7.4 zeigt die Fehler zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Gittern in der
L'-, L?- und L>*-Norm und die daraus berechnete Konvergenzordnung p nach Glei-
chung (7.2). Es zeigt sich, daf das in dieser Arbeit entwickelte numerische Verfahren
fiir Zweiphasenstromungen inklusive Oberflichenspannung in der L'-Norm und in der
L?-Norm deutlich mit der Ordnung eins konvergiert und in der L>-Norm die Konver-
genzordung zwischen 0.64 und 0.81 schwankt.

Der Grund fiir die Konvergenz erster Ordnung ist der, dafl das approximierte Delta-
funktional ¢, in dieser Arbeit von erster Ordnung genau ist, da dessen Trager die grofie
O(h) hat. Eine Approximation hoherer Ordnung des Deltafunktionals konnte das Kon-
vergenzverhalten weiter verbessern, doch vermutlich wiirde darunter die Stabilitéit des

gesamten Verfahrens leiden.
In Tabelle 7.5 sind die Werte fiir die aktuelle Masse

 p"(6(&,1))dZ
M(t) =2

S{ P (o(Z,0))dT

zum Zeitpunkt t=0.075s und die mittlere Masse

t
[ ] o"(o(Z,t))dzdt
AM(t) = —* fgph S
Q

welche der zeitliche Durchschnitt der Masse iiber das Intervall [0,t] ist, im Verhéltnis
zur Anfangsmasse dargestellt. Daraus ist eine Abhéngigkeit der Massenerhaltung von
der Feinheit des Diskretisierungsgitters abzulesen. Diese Beobachtung ist den Unter-
suchungsergebnissen beziiglich der Massenerhaltung aus Kapitel 5.8 und Kapitel 5.9
hinzuzufiigen.
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Abbildung 7.3: Zentrale Scherenschnitte der Blase zur Zeit t=0.075s fiir N = 363
(oben), N = 723 (mitte) und N = 1443 (unten). Links: Niveaulinien fiir ¢ < 0. Rechts:
Graph der Dichte
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Li-Fehler
36° vs 723 723 vs 1443 Ordnung
U 7.68E-6 3.76E-6 1.03
v 1.34E-5 6.36E-6 1.07
w 7.68E-6 3.76E-6 1.03
[0) 3.16E-6 1.51E-6 1.06
Los-Fehler
U 4.25E-4 2.03E-4 1.06
v 7.90E-4 3.83E-4 1.04
w 4.25E-4 2.03E-4 1.06
10) 6.55E-5 3.06E-5 1.09
L.-Fehler
U 1.65E-1 9.39E-2 0.81
v 2.39E-1 1.53E-1 0.64
w 1.65E-1 9.39E-2 0.81
[0) 2.50E-3 1.50E-3 0.73

Tabelle 7.4: Konvergenzstudie zum Zeitpunkt ¢ =0.075s

Erhaltene Masse in Prozent der Anfangsmasse

363 723 1443
Aktuelle Masse 96.06% 98.95% 99.81%
Mittlere Masse 98.91% 99.55% 99.88%

Tabelle 7.5: Studie zur Massenerhaltung zum Zeitpunkt ¢ =0.075s
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7.3 Analyse der Oberflichenspannung
am Beispiel eines Fluidwiirfels

Der Einflu8 der Oberflaichenspannung kann an dem Verhalten eines Fluidwiirfels,
bei dem zu Beginn die Oberflichenspannungskréafte sehr unausgeglichen sind, beobach-
tet werden. Dazu wird als Anfangsbedingung ein Wasserwiirfel mit 5cm Kantenlédnge
in einem schwerelosen Raum ) platziert, wo er lediglich der Oberflichenspannung aus-
gesetzt ist. In Tabelle 7.6 sind die wichtigsten Parameter fiir die Simulation des Was-
serwiirfels mit Oberflachenspannung aufgefiihrt.

Da an den Kanten und Ecken des Wiirfels die Kriimmung sehr grofl ist, soll-
ten zunéchst stark variierende Oberflichenspannungskréfte induziert werden. Erwartet
wird, daf} die freie Oberflache zu oszillieren beginnt bis sie ihren Gleichgewichtszustand
in Form einer Kugel erreicht hat. Entscheidend dabei ist, dal sie die urspriinglichen
Symmetrieeigenschaften eines Wiirfels wihrend des gesamten Vorgangs aufrecht erhélt.

Grofle des Gebietes:  0.1mx0.1mx0.1m
Auflésung: 60x60x60 Gitterzellen
Grofle des Wiirfels:  0.05mx0.05mx0.05m
Oberflachenspannung: ¢=0.07275 N/m
Wasser-Phase: gy = 1.002 x 1072 kg/ms, p,;=998.2 kg/m?
Luft-Phase: u, = 1.81 x 107 kg/ms,  p,=1.205 kg/m?
Breite der Oberfliche € = 1.6h
Volumenkrifte (g1, g2,93) = (0,0,0)m/s?
Gebiets-Randbedingungen Rutschbedingung an allen Seitenflichen
Zeit-Sicherheitskonstante: 0.1

Tabelle 7.6: Eingesetzte Parameter fiir die Fluidwiirfel-Simulation

Wie intensiv diese Oszillationen gedampft werden, héngt davon ab, wie schnell die
von der Oberflichenspannung erzeugte Schwingungsenergie durch die innere Reibung
des Fluides kompensiert wird. Im Fall des Wasserwiirfels (siche Abbildung 7.4-7.6)
setzen sich die Oszillationen iiber einen ldngeren Zeitraum fort. Deshalb ist nur bis zu
einem néherungsweisen Gleichgewichtszustand gerechnet worden.

Im Allgemeinen kann nie ein exaktes Gleichgewicht errechnet werden, weil sowohl
numerische Rundungsfehler als auch das Glatten des Phasensprungs an der freien Ober-
flache dazu fithren, dafl die Geschwindigkeiten am freien Rand immer ungleich Null
sind. Die kinetische Energie konvergiert also nicht gegen Null, sondern oszilliert im
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niherungsweisen Gleichgewichtszustand mit konstanter Amplitude. Minimale Bewe-
gungen der freien Oberfiche bleiben somit immer erhalten. Dies ist aber von gerin-
gerer Bedeutung angesichts des Vorteils, daf§ echte Zweiphasenstromungen mit grofien
Viskositéts- und Dichtespriingen stabil berechnet werden koénnen.

Abbildung 7.4-7.6 zeigt den chronologischen Verlauf dieser Simulation vom Zeit-
punkt t = 0s bis zum Zeitpunkt ¢ = 2.79s. Dabei ist auf der linken Seite die freie
Oberflache und auf der rechten Seite die Nullniveaumenge des zugehérigen Druckfeldes
abgebildet.

Zunéchst entstehen grofie Oberflichenspannungskrifte an den stark gekriimmten
Ecken und Kanten. Diese Kréfte erzeugen dort die grofite Beschleunigung, wodurch die
Ecken und Kanten sofort beginnen sich abzurunden. Da die Kriimmung an den Kanten
ungleich der Kriimmung an den Ecken ist, verlauft die Regularisierung der freien Ober-
fliche unterschiedlich schnell. Aus den Ecken des Wiirfels kommt der grofite Impuls.
Dieser fiihrt schliefilich dazu, dafl die Wiirfelseitenflichen nach aufien gedriickt werden.
Dabei bildet die freie Oberfliache eine Sternform, in der die Kriimmung wiederum stark
variiert. Die Oberflaichenspannungskréfte verlagern sich nun auf die Gebietsteile mit
hoher Kriimmung, wodurch eine erneute Glattung dieser stark gekriimmten Fldchen
beginnt. Diese durch das stdndige Ausbalancieren der Kréfte erzeugten Oszillationen
finden solange statt, bis der freie Rand ndherungsweise eine Kugelform mit konstanter
Kriimmung angenommen hat.

Wenn in der Chorin’schen Projektionsmethode die Druckkonstante iiber die Neben-
bedingung

fixiert wird, dann zeigt die rechte Bildreihe von Abbildung 7.4-7.6, daf die Nullniveau-
menge des Druckfeldes zu jedem Zeitpunkt dhnlich zu der Form der freien Oberfliche
ist. Der Grund besteht darin, daf§ die am freien Rand entstehenden Spannungskrifte
gleichzeitig auch die grofiten Druckgradienten erzeugen, wie aus der freien Randbedin-
gung (2.11) folgt. Also entsteht dort aufgrund der Bedingung (7.4) auch ein Vorzei-
chenwechsel, und folglich verlduft dazwischen die Nullniveaumenge des Druckfeldes.

Natiirlich stellt das Visualisierungsprogramm die Nullniveaumenge des Drucks im
Vergleich zu der Nullniveaumenge der Level-Set-Menge etwas weniger glatt dar, weil
der Druck in der Nahe des freien Randes im Gegensatz zu der Level-Set-Funktion stark
variiert.
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t =0.0s

Keine Isoflaeche
fuer den Druck

t =0.0s

t ~0.03s

t ~0.03s

t ~0.06s

t ~0.06s

t ~0.09s

t ~0.09s

Abbildung 7.4: Wasserwiirfel mit Oberflichenspannung. Links: Level-Set; Rechts: Null-

niveau des Drucks
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t ~0.12s

t ~0.12s

t ~0.15s

t ~0.15s

t ~0.21s

t ~0.21s

t ~0.27s

t ~0.27s

Abbildung 7.5: Wasserwiirfel mit Oberflichenspannung, zeitliche Fortsetzung
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t ~0.42s

t ~0.51s

t ~0.78s

t ~2.79s

Abbildung 7.6: Wasserwiirfel mit Oberflichenspannung, zeitliche Fortsetzung

t ~0.42s

t ~0.51s

t ~0.78s

t ~2.79s
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7.4 Gasblasendynamik:
Zwei-Blasen-Wechselwirkung
mit Topologieverinderung

Als néchstes numerisches Beispiel wird die Interaktion von zwei unterschiedlich grofien
Fluidblasen, die unter Einflufl von Gravitations- und Oberflachenspannungskréften ste-
hen, simuliert. Dabei haben beide Blasen die gleiche Dichte und befinden sich zu Beginn
im Ruhezustand. Das bedeutet, dal das Geschwindigkeitsfeld mit Null initialisiert wird.
Die Anfangsformen der Blasen entsprechen denen einer Sphére. Dabei besitzt die gréfie-
re der beiden Blasen einen Radius von r=0.15m und ist um den Punkt (0.25,0.5,0.25)
zentriert. Die kleinere Blase hat einen Radius von r=0.1m und hat ihren Mittelpunkt
in (0.25,0.2,0.25). Alle weiteren eingesetzten Parameter sind in Tabelle 7.7 aufgefiihrt.

Grofle des Gebietes:  0.5mx1.0mx0.5m
Auflosung: 60x120x60 Gitterzellen

Oberflachenspannung: 0=0.005 N/m

Phase der Fluidblasen: ,=0.00025 kg/ms, py=1kg/m?
Umgebende Phase: 14,=0.0005 kg/ms, m=10kg/m?

Volumenkrifte (g1, g2, 93)=(0,-9.81,0)m/s?
Breite der Oberfliche: e=1.6h
Zeit-Sicherheitskonstante: 0.1
Gebiets-Randbedingungen: Rutschbedingung an allen Seitenflichen

Tabelle 7.7: Parameter fiir die Simulation der Blasen-Wechselwirkung

Eine &hnliche, zweidimensionale Simulation ist von Chang, Hou, Merriman und Os-
her [10] gerechnet worden. Sie haben dabei festgestellt, dafl die kleinere Blase schneller
aufsteigt als die groflere und sich schliefflich mit der grofleren vereinigt.

Fiir den hier betrachteten dreidimensionalen Fall sind die Ergebnisse in Abbildung
7.7 und Abbildung 7.8 mit leicht durchsichtiger Oberfliche dargestellt, um die inneren
Strukturen des Durchdringungsprozesses sichtbar zu machen.

Durch die Aufwirtsbewegung der beiden Blasen entstehen je zwei Unterdruckge-
biete, eines direkt unterhalb der grofien Blase und ein weiteres unterhalb der kleineren
Blase. Folglich stromt das Fluid in Richtung der Symmetrielinie, wodurch die kleine
Blase in den Sog der gréfleren Blase gerét und deshalb schneller aufsteigt als diese. Auf-
grund der Inkompressibilitdt und der geringeren Viskositit verformt sich zunéchst die
Bodenseite beider Fluidblasen, wobei aber, wegen der Sogkraft, die kleine Blase schnell
eine Kegelform bildet, welche immer mehr in die Lénge gestreckt wird und schlieflich
in die groflere Blase eindringt.
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Zur Zeit t=0.175s andert sich die Topologie dahingehend, daf3 sich beide Blasen
zu einer einzigen vereinigen. Die freie Oberfliche bildet am Kontaktpunkt eine scharfe
Kante, die sehr schnell durch die Viskositédt des Fluides und durch die Oberflachen-
spannung regularisiert wird, wie die Abbildung beziiglich der Zeit t=0.2s zeigt.

An dem zeitlichen Verlauf von 0.225s bis 0.35s ist zu sehen, dafl die Impulsiibertra-
gung der kleineren Blase auf die gréflere dazu fithrt, dafl sich an der Oberseite der Fluid-
blase eine Woélbung bildet. Diese wird immer grofler und erzeugt gleichzeitig an den
Verengungsstellen wieder starke Kriimmungen. Folglich iiberwiegen an diesen Stellen
die Oberflachenspannungskréfte iiber die schliellich der obere Teil der Blase von dem
unteren Teil getrennt wird. In den Abbildungen beziiglich der Zeit 0.425s und 0.475s
ist dieser Trennungsprozel dargestellt. Auch hier zeigt sich, wegen der Oberflachen-
spannung und der Viskositdt des Fluides, eine schnelle Regularisierung der scharfen
Kanten.

Diese Simulation demonstriert, daf8 die Anderung der urspriinglichen Topologie der
zwei Fluidblasen durch eine Vereinigung der beiden Blasen und darauthin durch eine
Trennung in zwei torusformigen Blasenstrukturen problemlos berechnet werden kann.

t=0.0s t~0.075s t~0.125s
Abbildung 7.7: Zwei Blasen mit gleicher Dichte, zeitlicher Verlauf
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t~0.175s t~0.2s t~0.225s

t~0.35s t220.425s t~0.475s
Abbildung 7.8: Zeitlicher Verlauf, Fortsetzung
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7.5 Tropfchendynamik:
Simulation einer Kronencharakteristik
mit Topologieverinderung

Eine besondere Herausforderung in der numerischen Stréomungsdynamik ist die Simu-
lation eines Wassertropfens, der auf einen mit einem diinnen Wasserfilm benetzten
Boden féllt. Durch das komplexe Zusammenspiel von Oberflichenspannungskréften,
Trégheitskraften und Inkompressibilitdt bildet die freie Oberfliche Kronen#hnliche
Formen. In Abhéngigkeit vom Tropfendurchmesser, der Aufprallgeschwindigkeit, der
Breite des Wasserfilms und der physikalischen Eigenschaften der Fliissigkeit entstehen
kleine Kronenzacken. Diese konnen sich ablésen und Satellitentropfen bilden.

Physikalische Experimente beziiglich der Bildung von Wasserkronen sind von Cos-
sali, Brunello, Coghe und Marengo [15, 16] durchgefiihrt worden. Sie untersuchten das
Verhalten eines Wassertropfen, der senkrecht auf eine benetzte Glasplatte féllt. Dabei
ist der Tropfchengenerator auf vier unterschiedliche Hohen eingestellt worden, die sich
iiber das Intervall [0.3m,0.9m]| erstrecken. Daraus ergeben sich vier verschiedene Auf-
prallgeschwindigkeiten fiir die Tropfen. Fiir jede Aufprallgeschwindigkeit wurden drei
unterschiedlich starke Wasserfilmschichten, die zwischen 1.1mm und 4.3mm variier-
ten, eingestellt. Der Durchmesser der vom Tropfchengenerator erzeugten Wassertropfen
wurde konstant gehalten, er betrug d=3.82mm.

Einige Photographien aus diesen Experimenten sind in Abbildung 7.9 zu sehen. Die
drei linken Bilder zeigen den Entstehungsverlauf einer Wasserkrone. Im rechten Bild ist
eine vergroflerte Kronencharakteristik zu sehen. Es sind deutlich die Kronenzacken zu
erkennen, die wegen der Oberflichenspannung abgerundet werden. Desweiteren bildet
sich auch zwischen den Kronenspitzen eine Abrundung des freien Randes.

Fiir die Berechnung einer Simulation wurden in dieser Arbeit Experimentdaten zu
einem der in [15] angegebenen Versuchsaufbauten als Anfangsdaten eingesetzt.

Abbildung 7.9: Seitenperspektive einer Wasser-Kronencharakteristik



104 KAPITEL 7. KONVERGENZANALYSEN UND SIMULATIONSERGEBNISSE

Um ein zur Abbildung 7.9 dhnliches Verhalten zu simulieren, sind sehr feine Git-
ter notwendig, denn sonst lassen sich die kleinen Fluidstrukturen nicht ausreichend
auflosen. Deshalb wurde ein Gitter mit 200 x 100 x 200 Gitterpunkten verwendet
und die Berechnung auf 32 Prozessoren des Parallelrechners Parnass2 [30] verteilt.
Der Tropfen mit dem Durchmesser d=3.82mm ist ein wenig oberhalb des Wasserfilms
im Punkt (0.01,0.05,0.01) zentriert und wird mit einer Anfangsgeschwindigkeit von
v=-4.01m/s initialisiert. Der Wasserfilm hat eine Hohe von 1.lmm und alle anderen
physikalischen Parameter entsprechen denen von Luft und Wasser bei zwanzig Grad
Celsius, sie sind in Tabelle 7.8 aufgefiihrt.

Grofe des Gebietes:  0.02mx0.01mx0.02m
Auflosung: 200x100x200 Gitterzellen
Durchmesser des Tropfen: 3.82mm
Mittelpunkt des Tropfen: 0.01mx0.005mx0.01m
Geschwindigkeit des Tr.:  4.01m/s
Hohe des Wasserfilms:  1.1mm
Oberflachenspannung: 0=0.07275 N/m
Wasser-Phase: ;= 1.002 x 1073 kg/ms, ,=998.2 kg/m?
Luft-Phase: pu, =1.81 x 107° kg/ms,  p, =1.205 kg/m*
Volumenkrifte (g1, g2, g3)=(0,-9.81,0)m /s>
Breite der Oberfliche ¢ = 1.6h
Zeit-Sicherheitskonstante: 0.1

Tabelle 7.8: Parameter fiir die Simulation der Kronencharakteristik

Das Ergebnis der Berechnung ist als zeitlich Abfolge in Abbildung 7.10 dargestellt.
Die hohe Aufprallgeschwindigkeit erzeugt einen Uberdruck innerhalb des Wasserfilms.
Wegen der Inkompressiblitdt des Wassers und der geringeren Viskositét der Luft weicht
das Wasser nach oben aus und bildet einen diinnen Wasserring um den fallenden Trop-
fen. Der Durchmesser und die Hohe des Wasserrings vergroflern sich kontinuierlich,
wodurch die Flache des Wasserrings im Vergleich zu dessen Volumen immer mehr
anwéachst. Folglich entsteht ein Ungleichgewicht bei dem die Oberflichenspannungs-
krifte stiarkeren EinfluBl auf die Oberflichenform ausiiben als die Volumenkréfte. Ins-
besondere in der Néhe des Ringrandes ist die Kriimmung sehr grofl und diese induziert
Oberflichenspannungskrifte, die dazu fithren, daf§ der Wasserring kleine Kronenspitzen
bildet. Sowohl die Kronenspitzen als auch der Randbereich zwischen zwei Kronenspit-
zen werden aufgrund der Oberflichenspannungskréfte abgerundet. Die zu erwartende
Kronencharakteristik konnte von der Simulation erfasst werden.

Um das Ablésen kleiner Satellitentropfen zu simulieren, miifite dieses Problem mit
noch grofferer Auflosung berechnet, oder besser, das numerische Verfahren miifite fiir
adaptive Gitter erweitert werden. Darauf wird im Ausblick hingewiesen.
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t=0.0s t =~ 0.001s

t~0.002s t~0.003s

t~0.004s t~0.005s

t~0.006s t~0.007s

Abbildung 7.10: Splash eines Wassertropfen, Zeitverlauf in Sekunden
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7.6 Zweiphasen-Festkorper-Systeme:
Wasserstromung um ein Hindernis

Die Umstromung eines Hindernisses ist ein weiteres experimentell und numerisch viel-
fach untersuchtes Problem (siche zum Beispiel Braza et al. [6], Eaton [22], Dennis &
Chang [21], Rannacher [55]). Der Grofiteil der Simulationen betrachtet dabei nur zwei-
dimensionale Einphasenstrémungen um ein kreisformiges Hindernis. Peric und Ferzi-
ger (23] berechneten eine dreidimensionale Einphasenstromung um einen Wiirfel, der
an einer Seite des Kanals befestigt ist. Vergleichbare Beispiele, die dreidimensionale
Zweiphasenstromungen um ein Hindernis simulieren, konnten nicht gefunden werden.
Deshalb wurde in dieser Arbeit ein dhnliches Modell wie in Peric und Ferziger [23] kon-
struiert und auf Zweiphasenstromungen erweitert. Diese Testrechnung zeigt, daf}, die
notwendige Rechenleistung vorausgesetzt, auch die Umstrémung von so komplizierten
Geometrien wie Briickenpfeilern oder auch Schiffsriimpfen durchaus moglich ist.

Es wird ein Kanal der Grofle 0.6mx0.25mx0.4m betrachtet. Darin steht ein auf
der Bodenfliche befestigtes rechteckiges Hindernis mit einer quadratischen Grund-
fliche 0.05mx0.05m und einer Hohe von 0.2cm. Das Hindernis liegt 0.15m vom linken
Rand entfernt und steht in gleichem Abstand zur vorderen und hinteren Gebietsgren-
ze. Der Rand des Hindernisses hat Haftbedingungen. Desweiteren ist der Kanal bis zu
einer Hohe von 0.1m mit Wasser gefiillt, und dariiber befindet sich Luft. Am linken
Rand betréigt die Einstromgeschwindigkeit des Wassers 1m/s. Am rechten Rand sind
Ausstromrandbedingungen gesetzt worden. Fiir alle restlichen Gebietsgrenzen wurden
Rutschbedingungen verwendet. Alle weiteren Parameter sind aus Tabelle 7.9 zu ent-
nehmen.

Grofle des Gebietes:  0.6mx0.25mx0.4m
Auflésung: 120x50x80 Gitterzellen
Oberflachenspannung: ¢=0.07275 N/m
Wasser-Phase: g = 1.002 x 1072 kg/ms,  p;=998.2 kg/m3
Luft-Phase: pu, = 1.81 x 107° kg/ms,  p,=1.205 kg/m?
Volumenkrifte: (g1, g2, g3)=(0,-9.81,0)m/s*
Breite der Oberfliche: ¢ = 1.6h
Zeit-Sicherheitskonstante: 0.2

Tabelle 7.9: Parameter fiir die Wasserstrémung um ein Hindernis

Die Ergebnisse der Simulationsberechnung sind in Abbildung 7.11 als zeitliche Ab-
folge dargestellt. Das Wasser stromt gegen das Hindernis, wodurch vor dem Hindernis
ein Uberdruckgebiet und dahinter ein Unterdruckgebiet entsteht. Aufgrund der Inkom-
pressibilitit des Wassers und der geringeren Viskositdat der Luft wird das Wasser vor
dem Hindernis nach oben gedriickt, wobei zusétzlich eine kleine riickschlagende Welle
erzeugt wird, die sich gegen die Stromrichtung ausbreitet. Der Unterdruck hinter dem
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Hindernis fithrt dazu, daBl sich dort der Wasserspiegel senkt. Dadurch entstehen in die-
sem Bereich kleine Gegenwirbel aus denen schliefflich ein Wasserstrahl hervorgeht, der
von dort V-férmig in Stromrichtung wandert. Die Bildfolge in Abbildung 7.11 zeigt des-
weiteren, dal die Anzahl der sich vor dem Hindernis bildenden, konzentrischen Wellen
kontinuierlich wéchst, bis sich, wie in den letzten Bildern zu erkennen ist, die vorders-
ten Wellen zu brechen beginnen.

t=0.0s t =~ 0.075s
t~0.225s ~0.375s
t~0.525s ~0.675s

Abbildung 7.11: Wasserstromung um ein Hindernis, zeitlicher Verlauf

Wegen der geringen Zéhigkeit des Wassers und der relativ hohen Einstromgeschwin-
digkeit wird kein stationédrer Zustand erreicht. Vielmehr fiihrt das gemeinsame Wech-
selspiel zwischen der Oberflichenspannung, den Luftwirbeln und den Wasserwirbeln zu
standig leicht verdnderten Formen der freien Oberfléche.



108 KAPITEL 7. KONVERGENZANALYSEN UND SIMULATIONSERGEBNISSE

7.7 Zweiphasen-FestkOrper-Systeme
mit dynamischer Kontaktfliche:
Simulation einer Vorhangbeschichtung

Im Vergleich zu den vorher betrachteten Problemen wird im Folgenden zusétzlich der
Einflul einer dynamischen Kontaktfliche am Beispiel einer Vorhangbeschichtung ana-
lysiert. Die Vorhangbeschichtung ist eine industrielle Anwendung freier Randwertpro-
bleme, die zum Beispiel bei der Produktion von photographischen Filmen angewendet
wird. Hierbei gilt es, ein Fluid in Form eines diinnen Filmvorhangs auf das sich mit
konstanter Geschwindigkeit fortbewegende Beschichtungsgut moglichst gleichméfBig zu
verteilen. Die linke Skizze aus Abbildung 7.12 zeigt den schematischen Verlauf einer
Vorhangbeschichtung, der sich in drei Schliisselzonen einteilen 1a8t:

1. der filmformenden Zone,
2. der Vorhang-Zone,

3. der dynamischen Kontaktzone.

Oft bildet sich wihrend des Beschichtungsprozesses eine fersenférmige Fluidwelle im
Bereich der dynamischen Kontaktzone. Diese kann eigenstdndige Stromungstrukturen
annehmen und dadurch die Qualitdt der Vorhangbeschichtung beeinflussen.

=~——Filnformende
Zone

=+——Filn-Yorhang

Dynamische
/ Kontokt-2one

Abbildung 7.12: Links: Schliisselzonen einer Vorhangbeschichtung; Rechts: Physikali-
sche Experimente von Clarke, Blake et al.

Clarke [14] hat in physikalischen Experimenten festgestellt, dafi sowohl die Grofle
als auch das stromungsdynamische Verhalten der Fluidferse stark variiert, wenn die
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Einstromgeschwindigkeit des Fluides oder die Geschwindigkeit des Substrats geéndert
werden. Diese Anderungen fithren dazu, daf sich innerhalb der Fluidferse FluBbifur-
kationen bilden und zahlreiche Gegenwirbel erzeugt werden. So zeigt zum Beispiel das
aus physikalischen Experimenten von Clarke, Blake et al. entnommene untere Photo
aus Abbildung 7.12 eine Fluidferse, in der sich zwei Gegenwirbel gebildet haben.

Die stromungsdynamischen Phénomene bei Beschichtungsproblemen sind in zahl-
reichen physikalischen Experimenten untersucht worden. Dabei ist vorwiegend der Ein-
flul der Geschwindigkeit des Beschichtungsgutes, also der dynamischen Kontaktflache,
auf den dynamischen Kontaktwinkel 6 (siche Abbildung 7.12) analysiert worden. Es
stellte sich heraus, dal der dynamische Kontaktwinkel 6 als Funktion der Geschwindig-
keit U der dynamischen Kontaktfliche und weiterer Materialkonstanten ¢; (i=1,2,...)
dargestellt werden kann:

0:f<U7£17£27'--) . (75)

Neuste Erkenntnisse stellen die Moglichkeit wieder in Frage mit (7.5) den dynamischen
Kontaktwinkel fiir allgemeine Beschichtungsprobleme bestimmen zu kénnen. So zeig-
ten Blake, Bracke und Shikhmurzaev [5], daB8 der Kontaktwinkel nicht nur von der
Geschwindigkeit des Substrats und den Materialkonstanten abhéngt, sondern auch die
Geometrie des Stromungsfeldes einen bedeutenden Einflul auf 6 ausiibt.

Aus der Sicht vieler Wissenschaftler gilt ein von Shikhmurzaev [61] entwickeltes
Modell als eine nahezu vollstédndige Beschreibung der Beschichtungsprozesse. Die nu-
merische Umsetzung dieses Modells ist eine komplizierte Aufgabe, welche bis heute
nicht gelungen ist. Die Schwierigkeiten bestehen darin, dafl eine Reihe unterschiedli-
cher Differntialgleichungen miteinander gekoppelt werden miissen. Im Ausblick dieser
Arbeit wird kurz darauf eingeganngen.

Durchflulirate

Geschwindigkeit des Beschichtungsguts

Abbildung 7.13: Strémungsverhalten an der dynamischen Kontaktlinie
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Summers, Gaskell, Savage und Wilson [68] haben ein vereinfachtes zweidimensio-
nales numerisches Modell auf Basis der Finite-Elemente-Methode entwickelt und dabei
eine Reihe von Simulationen berechnet, bei denen nur die Ausstromgeschwindigkeit
des Fluids und die Geschwindigkeit des Substrats geéindert wurde. In Abbildung 7.13
sind ihre Ergebnisse in einem entsprechenden Koordinatensystem aufgetragen. Einige
unterschiedliche Stromungsverlaufe der Vorhangbeschichtung konnten mit dem Simu-
lationsprogramm in zwei Raumdimensionen nachgerechnet werden.

Doch die zweidimensionale Betrachtung ignoriert den Einflul der dritten Stromungs-
komponente und die Auswirkung der Oberflichenspannung in z-Richtung. Zusétzlich
betrachtet das Finite-Elemente-Programm nur Einphasenstromungen im Vakuum, also
werden Wechselwirkungen zwischen der Beschichtungsfliissigkeit und der umgebenden
Luft nicht beriicksichtigt. Desweiteren ist in den obigen Simulationen die Interaktion
des ausstromenden Fluids mit dem Ausflufirohr oder Ausflulbecken nicht beriicksich-
tigt, das heiflt, dal eventuelle Reibungskrifte, die entscheidend an der Bildung des
Fluidvorhangs mitwirken konnen, vernachléssigt wurden.

Simulationen von Beschichtungsprozessen in drei Raumdimensionen konnten nach
intensiven Recherchen nicht gefunden werden. Dies war Motivation fiir die nun folgen-
de dreidimensionale Berechnung einer Vorhangbeschichtung mit echten Zweiphasen-
stromungen. Dabei werden insbesondere auch die Reibungskriéfte zwischen dem Fluid
und dem Behilter, aus dem das Fluid flie§t, mitberiicksichtigt.

GroBe des Gebietes:  0.5mx0.3mx0.5m

Auflésung:  100x60x100 Gitterzellen

Oberflachenspannung: ¢=0.07275 N/m

Beschichtende-Phase:  p; = 3.0 kg/ms, 2m=998.2 kg/m?
Luft-Phase: p, = 1.81 x 107° kg/ms, py=1.205 kg/m?

Volumenkrifte: (g1, g2, g3)=(0,-9.81,0)m/s?
Breite der Oberfldche: € = 1.6h
Zeit-Sicherheitskonstante: 0.5

Tabelle 7.10: Parameter fiir die Vorhangbeschichtung

Hierzu wird ein Rechengebiet Q2 mit den Ausmaflen 0.5mx0.3mx0.5m betrachtet.
Auf dem linken Gebietsrand ist ein Becken befestigt, dessen Beckenrand sich auf einer
Hohe von 0.175m befindet und welches vollsténdig mit Haftbedingungen versehen ist.
Die gesamte Einstromfliche des Beckens betrigt 0.075mx0.45m, also 337.5 cm?. Das
beschichtende Fluid, dessen Materialparameter in Tabelle 7.10 angegeben sind, stromt
mit einer konstanten Geschwindigkeit von 0.5% aus dem Becken heraus. Die untere
Fldchenseite des Gebietes €2 beschreibt das Beschichtungsgut, das sich mit einer Ge-
schwindigkeit von 1.5% in z-Richtung fortbewegt. An der rechten Flichenseite von €2
wurden Ausstromrandbedingungen und an allen restlichen Gebietsréandern Rutschbe-
dingungen vorgeschrieben.
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t~0.18s t~0.2s

t~0.38s t~0.48s

t~0.58s t~0.74s

Abbildung 7.14: Vorhangbeschichtung, zeitlicher Verlauf
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t~0.38

t~0.48

t~0.74

Abbildung 7.15: Vorhangbeschichtung von hinten betrachtet
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In Abbildung 7.14 ist das Ergebnis der Simulation als zeitlicher Verlauf abgebil-
det. Die Einstromgeschwindigkeit erzeugt einen Uberdruck in dem Becken, welcher das
Fluid aus dem Becken nach oben herausdriickt. Das Bild zur Zeit t=0.08s zeigt, wie die
Oberflichenspannung und die Viskositdt des Fluids die freie Oberflache sofort nach-
dem sie aus dem Becken heraustritt abrundet. In dem darauffolgenden Bild beginnt
das Fluid unter Einflufl der Gravitationskraft, die der Einstromrichtung entgegenwirkt,
seitlich auszuweichen. Da das Fluid an den drei Seitenwénden nicht durchlieen kann,
verlauft die Fluidstromung ausschliefflich iiber den Beckenrand und beginnt damit,
den Filmvorhang zu formen. Dabei zeigt sich, dafl der Filmvorhang aufgrund der Rei-
bung mit dem Becken und wegen der Oberflichenspannung eine leicht abgerundete
Form bildet. Dadurch beriihrt der Filmvorhang die dynamische Kontaktfliche zu un-
terschiedlichen Zeitpunkten und folglich iibertréagt sich diese Abrundung auch auf das
Beschichtungsgut, wie die Bilder ab dem Zeitpunkt t=0.48s zeigen. An den seitlichen
Réndern des Filmvorhangs ist die Kriimmung sehr grof8, so dafl stdrke Oberflichenspan-
nungskrafte in 2-Richtung entstehen, die an der Formung des Vorhangs und schliellich
auch an der Entwicklung der Fluidferse mitwirken.

So ist in Abbildung 7.15 an den Riickenansichten der Vorhangbeschichtung zu
erkennen, daf} die dreidimensionale Fluidferse in der Kontaktzone nicht gleichméfig
anwéchst, sondern vielmehr von den Seiten her zwei zueinander symmetrische Fluid-
fersen entstehen, die sich schnell vergroflern. Diese Bilder zeigen deutlich, daf§ die
stromungsdynamischen Strukturen an der Kontaktflache fiir den dreidimensionalen Fall
ein Verhalten aufzeigen, welches mit zweidimensionalen Simulationen nicht dargestellt
werden kann.

Ein weiteres interessantes Verhalten ist in den Scherenschnitten aus Abbildung 7.16
und Abbildung 7.17 zu beobachten. Die linke Spalte zeigt den zeitlichen Verlauf eines
zentralen Scherenschnittes der freien Oberflache und die rechte Spalte zeigt den zeitli-
chen Verlauf eines leicht versetzten Scherenschnittes, der durch eine der beiden grofien
Fluidfersen verlauft. An beiden Spalten ist zu sehen, dal der Filmvorhang, sobald er das
Beschichtungsgut beriihrt, schnell durch die Geschwindigkeit des Substrats mitgezogen
wird. Dabei kann wegen der Tragheit des Fluids keine einheitliche Breite des beschich-
tenden Fluidfilms erzielt werden. Vielmehr gilt: je weiter der Fluidfilm transportiert
wird, desto diinner wird er.

Wihrend der Entstehung der Fluidferse zieht das Substrat gleichzeitig auch Luft
mit, so daB sich am Fersenansatz ein Uberdruckgebiet bildet. In den Scherenschnitten
vom Zeitpunkt t=0.58s bis t=0.74s aus Abbildung 7.17 ist zu sehen, wie die Fluidferse
anwichst, ohne dabei, aufgrund des Uberdruckgebietes, die dynamische Kontaktfléche
zu beriihren. Der rechte Scherenschnitt zur Zeit t=0.74s aus Abbildung 7.17 deutet an,
daB die Fluidferse erst dann wieder die dynamische Kontaktflache beriihrt, wenn ihre
GroBe dafiir ausreicht das Uberdruckgebiet einzuschlieBen. Wichtig fiir reale Vorhang-
beschichtungen ist es, solche Gaseinschliisse vermeiden zu kénnen.
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2

¢

1. Scherenschnitt 2. Scherenschnitt
t~0.46s t~0.46s

t~0.5s t~0.5s

D

t~0.54s t~0.54s

Abbildung 7.16: Zeitlicher Vergleich zweier Scherenschnitte. Links: zentraler Scheren-
schnitt; Rechts: Seitlich verschobener Scherenschnitt
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Abbildung 7.17: Zeitlicher Vergleich zweier Scherenschnitte. Links: zentraler Scheren-
schnitt; Rechts: Seitlich verschobener Scherenschnitt



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Fiir diese Arbeit ist ein paralleles, numerisches Simulationsprogramm erstellt wor-
den, das dreidimensionale, inkompressible Zweiphasenstromungen mit Oberfachenspan-
nung, Hindernissen und dynamischen Kontaktflichen stabil berechnen kann. Dabei
wurden echte Zweiphasensysteme betrachtet, die an der Phasengrenze einen Dichte-
und Viskositatssprung aufweisen.

Die Stromungsgleichungen sind mit finiten Differenzen auf einem Euler’schen Gitter
mit der Chorin’schen Projektionsmethode gelést worden. Numerische Diffusionseffekte
und Stabilitdtsprobleme bei Diskretisierungen hoherer Ordnung der konvektiven Ter-
me durch Universal-Limiter-Verfahren und ENO- beziehungsweise WENO-Methoden
wurden am Beispiel einer skalaren Erhaltungsgleichung untersucht. Im Rahmen dieser
Untersuchungen ist erstmals festgestellt worden, dal das VONOS-Schema bei reinen
Transportproblemen dazu neigt, lokale Extrema kiinstlich zu Stufenfunktionen zu de-
formieren. Das WENO-Schema fiinfter Ordnung erméglicht eine stabile Berechnung
und gute Erhaltung eines Funktionsprofils mit Sprungstellen sowie Stellen an denen
das Profil stetig aber nicht differenzierbar ist. Fiir den konvektiven Term der Navier-
Stokes-Gleichungen und der Transportgleichung ist das WENO-Verfahren fiinfter Ord-
nung implementiert worden.

Die freie Oberflache wird mit der Nullnivaumenge einer skalaren vorzeichenbehaf-
teten Abstandsfunktion (Level-Set-Funktion) identifiziert, aus der sich geometrische
Groflen, wie zum Beispiel die Kriimmung des freien Randes, effizient berechnen las-
sen. Die zeitliche Entwicklung erfolgt iiber den Transport dieser Funktion mit den
Stromungsgeschwindigkeiten. Diese Methode ist im Vergleich zu der populédren VOF-
Methode, bei der keine Abstands-, sondern eine Stufenfunktion transportiert wird,
aufgrund der hoheren Regularitdt der Abstandsfunktion numerisch weniger diffusiv.
Desweiteren bendtigt dieses Verfahren im Verlauf der Rechung keine explizite Rekon-
struktion des freien Randes. Die freie Oberfliche wird erst am Ende der Rechnung
durch eine Visualisierung der Nullniveaumenge dargestellt. Sowohl der Dichte- und
Viskositétssprung als auch die Oberflichenspannung kénnen in Abhéngigkeit von der
Level-Set-Funktion auf natiirliche Weise in den Navier-Stokes-Impulsgleichungen einge-
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baut werden. Dabei geht die Oberflichenspannung als Quellterm in die Impulsgleichun-
gen ein. Dieser Quellterm wird iiber ein Deltafunktional in einer Umgebung des freien
Randes aktiviert. Die GroBe der Umgebung ist von der Ordnung O(h) und sie bleibt
wahrend der Berechnung unveréndert, wobei dies iiber eine Reinitialisierungstechnik
fiir die Level-Set-Funktion erreicht wird. Die Reinitialisierung erfolgt durch iteratives
Losen einer nichtlinearen Differentialgleichung.

Untersuchungen ergaben, daf§ durch die Reinitialisierung Probleme in der Massen-
erhaltung auftreten. Eine genauere numerische Betrachtung zeigte, dafl die Massen-
erhaltung sich kontinuierlich verbessert, je hoher die Diskretisierungsordnung des kon-
vektiven Termes der Reintialisierungsfunktion ist. Ferner wurde durch eine geschicktere
Approximation der in der Reintialisierungsfunktion enthaltenen signum-Funktion eine
zusatzliche Verbesserung der Reinitialisierung erreicht. Bei Zweiphasenstromungen mit
Hindernissen wird die Reinitialisierung auch innerhalb der Hindernisse durchgefiihrt,
um die Eigenschaft einer Abstandsfunktion auf dem gesamten Rechengebiet zu erhal-
ten. Stabilitdtsprobleme traten in den durchgefiihrten Rechungen nicht auf, obwohl
der Transport der Level-Set-Funktion nur im Fluidgebiet berechnet wird und dadurch
grofe Gradienten in der Nidhe von Hindernissen entstehen kénnen.

Grofle Druckspriinge verschlechtern die Kondition der Systemmatrix der in der
Chorin’schen Projektionsmethode auftretenden Poissongleichung. Um die entstehen-
den groflen linearen Gleichungssysteme effizient zu 16sen und gleichzeitig Hindernisse
problemlos zu handhaben, ist ein paralleles stabilisiertes BICGStab-Verfahren imple-
mentiert worden. Dieses wurde um einen Jacobi-Vorkonditionierer erweitert und die
dadurch erzielte Leistungssteigerung am Beispiel einer Zweiphasenstromung mit einem
Dichtesprung von 1/1000 (Luft/Wasser) prasentiert.

Fir die Berechnung der Oberflichenspannung ist eine gute Approximation der
Kriimmung notwendig. Da die Kriimmung iiber zweimaliges Differenzieren der Ab-
standsfunktion bestimmt wird, kénnen Konvergenzprobleme entstehen, wenn die Ab-
standsfunktion nicht mindestens von einer Ordnung > 2 approximiert wird. Dies ist
ein weiterer Grund dafiir, dafi das WENO-Verfahren fiinfter Ordnung fiir die Dis-
kretisierung der konvektiven Terme der Transportgleichung verwendet und zusétzlich
die Zeitdiskretisierung der Transportgleichung mit einem Runge-Kutta-Verfahren drit-
ter Ordnung durchgefiihrt wurde. Dariiber hinaus wurden sédmtliche benotigten In-
terpolationen von physikalischen Werten iiber Lagrange-Polynome héherer Ordnung
bestimmt. Ein direkter Vergleich zwischen der Kriimmungsberechnung des in dieser
Arbeit erstellten numerischen Verfahrens und der eines Verfahrens zweiter Ordnung
zeigte eine deutlich verbesserte Konvergenzordnung.

Die Parallelisierung des gesamten Verfahrens erfolgte mit der Programmbibliothek
Message Passing Interface (MPI) basierend auf der Gebietszerlegungsmethode. Um
den Kommunikationsaufwand minimal zu halten, wurden unterschiedlich viele Rand-
bordiiren fiir die Teilgebiete benétigt, die den verschieden grofien Diskretisierungsster-
nen angepasst sind. Zusétzliche Kommunikationsroutinen fiir Eck- und Kantenzellen
werden notwendig, damit die Lagrangschen-Polynominterpolationen nicht auf falsche
Werte zugreifen. Die mit diesem Programm auf dem Parallelrechner Parnass?2 durch-
gefithrten Speed-Up Tests haben selbst fiir ein relativ kleines Diskretisierungsgitter
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gute Werte ergeben.

Eine Analyse der numerischen Konvergenzordnung des vollstandig gekoppelten drei-
dimensionalen Verfahrens am Beispiel einer aufsteigenden Fluidblase inklusive Ober-
flichenspannung hat ergeben, dafl dieses mit der Ordnung eins konvergiert. Zahlrei-
che nachfolgende Simulationen und Analysen unterschiedlichster Problemstellungen
demonstrierten die breiten Anwendungsmoglichkeiten des erstellten Simulationspro-
gramms. So ist die Oberflichenspannung am Beispiel eines Fluidwiirfels und die To-
pologieverinderung an zwei Beispielen aus den Bereichen der Gasblasen- und der
Tropfchendynamik untersucht worden. Desweiteren wurden erstmals in dieser Arbeit
Zweiphasen-Festkorper-Systeme anhand einer Wasserstréomung um ein Hinderniss und
schlieBlich Zweiphasen-Festkorper-Systeme inklusive einer dynamischen Kontaktflache
am Beispiel einer Vorhangbeschichtung analysiert.

Alle diese ermutigenden Ergebnisse geben Anlaf zu einer Reihe von méglichen Wei-
terentwicklungen, von denen nur einige im Folgenden aufgefiihrt werden.

8.2 Ausblick

Eine adaptive Behandlung der Level-Set-Funktion ist von entscheidender Bedeutung
fiir Simulationen, in denen die freie Oberfliche grofie Skalenunterschiede aufweist, wie
zum Beispiel bei der Kronencharakteristik (siehe Kapitel 7.5), bei der im Verhéltnis zur
gesamten Krone sehr kleine Kronenzacken und Satelliten-Tropfchen entstehen kénnen.
Zusétzlich konnte dadurch auch die Massenerhaltung verbessert werden.

Mit der Modellierung und Implementierung thermaler Einfliisse, beispielsweise als
Boussinesq-Approximation, konnte das Stromungsverhalten von Zweiphasensystemen
inklusive thermaler Effekte simuliert werden. Dabei ist unter anderem zu beachten, dafl
die Oberflichenspannungskréifte in Abhéngigkeit der Temperatur berechnet werden.

Eine weitere interessante Aufgabe wire, das vereinfachte Modell der Vorhangbe-
schichtungs-Simulation aus Kapitel 7.7 durch ein von Shikhmurzaev [61, 62] erweiter-
tes physikalisches Modell zu ersetzen. Die Grundidee dieses Modells besteht darin, die
Oberflachenspannung zwischen der Liquid/Gas-Grenzfliche und der Liquid/Festkor-
per-Grenzfliche zu relaxieren, um damit lokale Anderungen in der Oberflichenspan-
nung bei zwei sich in unmittelbarer Ndhe der Kontaktflache beriithrenden Grenzschich-
ten modellieren zu kénnen. Hierzu werden hydrodynamische Gleichungen fiir die freie
Oberfldche hergeleitet, indem die strukturbehaftete Beschreibung [26] und die struk-
turlose Beschreibung [4] miteinander kombiniert werden. Dabei betrachtet die struk-
turbehaftete Beschreibung die freie Oberflache als eine Volumenschicht mit endlicher
Breite, in der die Gesetze der Kontinuumsmechanik gelten. Die strukturlose Beschrei-
bung dagegen betrachtet den freien Rand als Fléche, in der die Kréfte, die auf den
Festkorper wirken, und die Krifte, die auf das Fluid wirken, in einer Umgebung der
dynamischen Kontaktfliche miteinander bilanziert werden. Daraus ergeben sich schlief3-
lich drei zusétzliche partielle Differentialgleichungen, die entlang der Liquid/Gas- und
Liquid/Festkorper-Grenzfliche mit Hilfe von Flu- und Kraftbilanzgleichungen zu 1ésen
sind.
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