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1 Einleitung

1.1 Einfiihrung

Heutzutage ist die Anwendung numerischer Simulationen aus vielen Bereichen der Wissenschaf-
ten und Forschung nicht mehr weg zu denken. Im Gleichschritt mit der Entwicklung immer
leistungsfahiger Rechner sind numerische Verfahren ein wichtiges Instrument geworden, um
komplexe Abldufe zu simulieren. Ein wichtiger Vorteil der numerischen Simulationen ist dabei,
dass sie es erlauben, finanziell aufwandige Experimente durch wiederholbare, in der Erstel-
lung meist kostengiinstigere Rechnungen zu ersetzen. Die Finsatzgebiete des wissenschaftlichen
Rechnens sind dabei weit gefdchert und reichen von der Nachbildung technischer und physikali-
scher bis hin zur Nachbildung biologischer oder 6konomischer Prozesse mittels mathematischer
Modelle. In vielen Féllen ersetzen sie nicht nur Experimente sondern ermoglichen erst Erkennt-
nisse zu gewinnen, da oftmals reale Experimente nicht durchfiihrbar sind oder mit zu grofien
negativen Auswirkungen verbunden wéiren. Dies gilt zum Beispiel bei der Klimamodellierung,
bei 6konomischen Simulationsmodellen oder bei der Erforschung neuer nuklearer Technologien.
Obwohl uns leistungsfihigere Rechner zur Verfiigung stehen, erhalten wir mittels numerischer
Vefahren nur eine ndherungsweise Losung. Vorgegebene Funktionen werden dabei vereinfacht
und die Losung von schwer 16sbaren Gleichungen approximativ bestimmt. Die Funktionsappro-
ximation ist dazu eine wichtige Grundlage. Funktionen kénnen mit geringem Speicheraufwand
gespeichert und mit wenig Rechenaufwand weiter genutzt werden. Eine zur Funktionsappro-
ximation oft verwendete Methode ist die Interpolation. Bei der Interpolation wird eine Funk-
tion an den gegebenen Datenpunkten, auch Stiitzstellen genannt, exakt wiedergegeben und
dazwischen ndherungsweise bestimmt. Die Methode der Interpolation wurde schon weit vor
der Entwicklung der ersten Computer angewendet. So wurden zum Beispiel im 15. bzw. 16.
Jahrhundert trigonometrische Tabellen und Logarithmentafeln aufgestellt und dazu genutzt,
die nicht in den Tabellen und Tafeln vorkommenden Funktionswerte mittels Interpolation zu
bestimmen. Diese Tabellen und Tafeln werden sogar noch bis heute analog verwendet. Selbst
wenn wir den Computer bemiihen uns den Sinus an einer Stelle x zu berechnen, steht im Hin-
tergrund eine Tabelle, mit Hilfe dieser dann der gesuchte Funktionswert interpoliert wird.

1.2 Problemstellungen und Losungsansitze

Wir werden in dieser Arbeit Funktionen mittels Interpolation approximieren. Je nachdem wel-
che Ansatzfunktion man wihlt, erhdlt man andere Varianten. Die Ansatzfunktion ist die Funk-
tion, mit der die zwischen den Stiitzstellen liegenden Werte berechnet werden. Bei der Poly-
nominterpolation nimmt man im eindimensionalen Fall als Ansatzfunktion ein Polynom n-ten
Grades bei gegebenen n + 1 Stiitzstellen. Geht man dabei stiickweise vor, d.h. man hat k-n+1
Stiitzstellen und legt nacheinander k Polynome des n-ten Grades durch die Stiitzstellen, so kann
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Abb. 1.1: Ein regulédres diinnes Gitter (links) und ein Produktgitter (rechts)

man eine Funktion an beliebig vielen Stiitzstellen mit Polynomen stiickweise interpolieren. Die
stiickweise Polynominterpolation hat den Vorteil gegeniiber der normalen Polynominterpola-
tion, bei der man ein Polynom fiir das gesamte Interpolationsgebiet verwendet, dass man die
Funktion genauer und mit weniger Rechenaufwand interpolieren kann. In der Praxis haben sich
Polynome bis maximal des fiinften Grades als sinnvoll erwiesen. Wir werden stiickweise lineare
Funktionen zur Interpolation verwenden.

Im mehrdimensionalen Fall gehen wir grundsétzlich ebenso vor, nur wihlen wir Punkte ei-
nes beliebigen Gitters auf dem Interpolationsgebiet als Stiitzstellen aus. Eine Verwendung von
Produktgitter-Verfahren (Abbildung 1.1) scheitert bei der Interpolation von hochdimensiona-
len Funktionen. Wie gezeigt wird, braucht dieses Verfahren zum Level n O((2")?) Punkte, um
eine d-dimensionale Funktion mit einer Genauigkeit von O(h?) in der Ly-Norm zu interpolieren,
wobei h die kleinste Schrittweite des Gitters ist und das Level den kleinsten vorkommenden Ab-
stand zwischen zwei Gitterpunkten bestimmt. Der Aufwand des Verfahrens steigt exponentiell
mit der Dimension, aber die Genauigkeit nicht. Man spricht dabei vom Fluch der Dimension.
Zur effizienten Interpolation bendtigen wir also ein Gitter, das einen geringeren Speicherauf-
wand hat, aber dennoch eine &hnliche Genauigkeit aufweist wie das Produktgitter-Verfahren.
Ein regulédres diinnes Gitter (Abbildung 1.1) erfiillt diese Voraussetzungen. Es basiert auf der
stiickweise linearen hierarchischen Basis in einer Raumdimension, wobei diese durch den Tensor-
produktansatz auf mehrere Dimensionen erweitert wird. Fiir eine Genauigkeit von
O(h?(log(h=1))4=1) braucht das regulire Diinngitter-Verfahren nur O(2"n%"!) Punkte. Das
Verhéltnis von Aufwand zu Genauigkeit bei der Funktionsinterpolation wird also durch die
diinnen Gitter wesentlich verbessert. Aus diesem Grund eignen sich regulédre Diinngitter-Ver-
fahren eher zur Interpolation von hochdimensionale Funktionen als Produktgitter-Verfahren.

Fiir die Interpolation singulidrer Funktionen sind jedoch auch die reguldren Diinngitter-Ver-
fahren nur bedingt geeignet, weil das Verhéltnis von Aufwand zu Genauigkeit in diesem Fall
unverhéltnisméfBig hoch ist. Die Idee ist nun dieses Verhéltnis durch die Verwendung von Ad-
aptivitdt noch zu verbessern, so dass singuldre Funktionen angemessen interpoliert werden
konnen. Adaptivitéit in Bezug auf unsere Problemstellung bedeutet, dass die zur Interpolation
bendtigten Punkte eines Gitters durch die Koeffizienten der linearen Ansatzfunktionen, die
aus der zu interpolierenden Funktion berechnet werden, bestimmt werden. Dadurch kann die
Anzahl der benutzten Gitterpunkte bei gleichbleibender Genauigkeit weit geringer ausfallen als
bei einem nicht adaptiven Gitter. Wir werden im Verlauf der Arbeit sehen, dass der Aufwand
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speziell bei der Interpolation singuldrer Funktionen auf adaptiven diinnen Gittern erheblich
vermindert werden kann.

Ein weiterer Aspekt dieser Arbeit ist die Betrachtung der Interpolation von vektorwertigen
Funktionen auf diinnen Gittern. Auf Grund des oben genannten Arguments kénnen auch hier
adaptive Diinngitter-Verfahren gewinnbringend eingesetzt werden. Wir werden zeigen, dass
durch eine Aufteilung einer vektorwertige Funktion F : [0, 1]¢ — R™ mit m € N in m Teilfunk-
tionen £} : [0,1]¢ — R mit j = 1,...,m die Interpolation sinnvoll durchgefiihrt werden kann.
Wir kénnen némlich so fiir jede Teilfunktion, unabhingig von den anderen Teilfunktionen,
einen adaptiven Diinngitter-Interpolanten bestimmen und erméglichen dadurch eine effiziente
Interpolation vektorwertiger Funktionen.

Bei einigen Diskretisierungs- und Losungsproblemen miissen Operationen mit Interpolanten
durchgefiihrt werden. In [Sch98] wurden schon die einfachen Operatoren wie Addition und Mul-
tiplikation angewendet auf Diinngitter-Interpolanten behandelt. Wir werden diese Diinngitter-
Algebra aus [Sch98] kurz zusammenfassen und mit der Hintereinanderschaltung zweier Funk-
tionen erweitern. Betrachten wir dazu eine Funktion F', die dquivalent zur Hintereinanderschal-
tung von f und g, fog, ist. Wir werden dazu zeigen, dass der Interpolationsfehler der Funktion
fog, wenn f und g fiir sich interpoliert werden, durch die Interpolationsfehler von f und g
additiv abgeschétzt werden kann.

Dabei kann interessanterweise die Idee der Hintereinanderschaltung zur Verbesserung der Inter-
polation einer Funktion benutzt werden. Wir kénnen nédmlich die Genauigkeit der Interpolation
von F' = f o g durch eine geschickte Wahl von f und g derart beeinflussen, so dass wir durch
eine Hintereinanderschaltung der Interpolanten einen geringeren Fehler erhalten als bei einer
direkten Interpolation von F. Wir werden dazu ein neues Verfahren zur Funktionsinterpola-
tion durch Hintereinanderschaltung konstruieren und zeigen, dass dieses Verfahren basierend
auf adaptiven diinnen Gittern Funktionen mit Polstellen besser interpoliert als ein adaptives
Diinngitter-Interpolationsverfahren.

1.3 Eigene Beitrdge

Zusammenfassend sind die eigenen Beitrége dieser Arbeit:

e die Umsetzung der Interpolation von vektorwertigen Funktionen auf adaptiven diinnen
Gittern und die Betrachtung der dafiir geeigneten Datenstrukturen

e die Erweiterung der Diinngitter-Algebra aus [Sch98] durch die Operation der Hinterein-
anderschaltung mit Beweis der Abschéitzung des Interpolationsfehlers zweier hinterein-
andergeschalteter Diinngitter-Interpolanten durch die Interpolationsfehler der beteiligten
Interpolanten

e die Konstruktion eines Verfahrens zur Funktionsinterpolation durch Hintereinanderschal-
tung auf adaptiven diinnen Gittern

e die numerische Untersuchung der Konvergenzrate und des Interpolationsfehlers an Hand
der ausgewihlten Testfille
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1.4 Gliederung der Arbeit

Wir werden im Kapitel 2 zeigen, wie ein Gitter aufgebaut ist, und die nodale Basis, die hierar-
chische Basis und die Hutfunktion, auf der die Ansatzfunktionen aufbauen, vorstellen. Deswei-
teren werden wir zwei Wege aufzeigen, wie die Adaptivitéit bei der Funktionsinterpolation auf
diinnen Gittern durchgefiihrt werden kann. Am Ende des Kapitels sprechen wir noch iiber die
Berechnung der Anzahl der Gitterpunkte eines reguldren diinnen Gitters und eines Produkt-
gitters.

Danach im Kapitel 3 werden wir ausfiihrlich den Interpolationsfehler und die Konvergenzra-
te von Interpolationsverfahren besprechen. Als erstes werden wir den Interpolationsfehler bei
der Funktionsinterpolation auf einem reguléren diinnen Gitter und einem Produktgitter herlei-
ten und die Konvergenzrate definieren. Danach stellen wir die Moglichkeiten vor, die uns zur
Verfiigung stehen, die Konvergenzrate und den Interpolationsfehler in der Praxis zu berechnen,
und diskutieren ihre Qualitét.

Im Kapitel 4 werden wir iiber die Operationen, die mit Diinngitter-Interpolanten durchgefiihrt
werden konnen, sprechen. Besonders werden wir dabei auf den Gesamtfehler eingehen, der
bei einer solchen Operation gemacht wird. Wir werden zeigen, dass bei jeder vorgestellten
Operation der Gesamtfehler durch eine Kombination der Interpolationsfehler der beteiligten
Funktionen beschrieben werden kann. Wir betrachten hier speziell die Hintereinanderschaltung
und beweisen ausfiihrlich die zugehorige Fehlerabschétzung.

Nachdem wir theoretische Kenntnisse iiber die Funktionsinterpolation auf adaptiven und re-
guldren diinnen Gittern erworben haben, werden wir im Kapitel 5 die Algorithmen vorstellen,
die wir fiir eine solche Interpolation bendtigen. Das Kapitel ist so unterteilt, dass zuerst die
Algorithmen fiir ein reguldres Diinngitter-Verfahren und dann darauf aufbauend die noch feh-
lenden Algorithmen vorgestellt werden, um daraus ein adaptives Verfahren zu konstruieren.
Danach wird die Interpolation von einfachen Funktionen f : [0,1]¢ — R auf vektorwertige
Funktionen F : [0, 1]¢ — R™ erweitert und dann ein Algorithmus vorgestellt, wie die Interpola-
tion einer Hintereinanderschaltung von Funktionen durchgefiihrt werden kann. Zum Abschluss
werden wir noch unser Verfahren zur Funktionsinterpolation durch Hintereinanderschaltung
beschreiben und die dafiir benétigten Routinen vorstellen.

Das Kapitel 6 wird sich dann damit beschéftigen, wie wir die Algorithmen sinnvoll und effizient
umsetzen konnen und welche Form unsere Datenstruktur haben muss, wozu wir die fiir uns
geeigneteste Form, eine Hashtabelle, vorstellen.

Abschliessend werden wir im Kapitel 7 die Approximationsgiite unserer Diinngitter-Verfahren
an einfachen Funktionen besprechen und aufzeigen, dass das adaptive Verfahren sinnvoll ein-
gesetzt werden kann. Danach werden wir noch die Interpolationsverbesserung des adaptiven
Verfahrens, die wir durch den Lookahead-Algorithmus erhalten, anhand der Interpolation von
vektorwertigen Funktionen diskutieren. Desweiteren werden wir die Qualitidt unserer Fehler-
abschétzung der Hintereinanderschaltung zweier Diinngitter-Interpolanten an Beispielen un-
tersuchen und schliefSlich an drei verschiedenen Typen von Funktionen sehen, dass unser neu-
es Verfahren zur Interpolation Funktionen mit Polstellen besser interpoliert als das adaptive
Diinngitter-Verfahren.

Im letzten Kapitel werden die Erkenntnisse kurz zusammengefasst und ein Ausblick auf mogli-
che Erweiterungen und Verbesserungen gegeben.
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2 Grundlagen

2.1 Gitter

In der Numerik miissen Ridume und Geometrien diskretisiert werden, da ein Computer nur
endliche Zahlen und Daten verarbeiten kann. Zur Diskretisierung konnen Gitter verwendet
werden. Ein Gitter auf einem Gebiet ist eine Menge von diskreten Punkten, die innerhalb
oder auf dem Rand des Gebietes liegen. Die Punkte kénnen dabei im Prinzip eine beliebige
Anordnung haben. Zum Beispiel kann das Gebiet [0, 1]%, wie in Abbildung 2.1 zu sehen ist, auf
verschiedene Art und Weise diskretisiert werden.

1@ ® ® @ ® 1 1 I o © ® ®
.
® o o [ J ® [ J ®
® o o [ J ® ® i [ J o
[ J
® o o [ J ® ® [ J ° o ®
@ @ @ @ @ [ 4 L @ @ @ @
0 Gitter 1 L0 Gitter 2 10 Gitter 3 1

Abb. 2.1: Drei unterschiedliche Gitter auf dem Gebiet [0, 1]? mit jeweils 25 Gitterpunkten

In der Regel wird aber eine geordnete Verteilung der Gitterpunkte bevorzugt, da es sich
leichter auf solchen Gittern rechnen ldsst und die Gitterpunkte einfacher zu identifizieren sind.
Das Gitter 1 in Abbildung 2.1 ist ein sogenanntes volles Gitter oder Produktgitter, welches wir
in diesem Kapitel noch genauer besprechen und definieren werden.

Fangen wir dazu mit der Definition der Familie der d-dimensionalen Gitter an und fithren
einige grundlegende Begriffe ein. Sei Q = [0,1]? der d-dimensionale Einheitswiirfel. Ein Multi-
Index m besteht aus d Indizes m = (mq,...,my) € Ng, wobei m; der Index in die j-te
Dimensionsrichtung ist. Seien die zum Multi-Index gehorigen Semi-Normen wie folgt definiert:

d
|m|, = Zlml und |m| = lrglaécdmi (2.1)
1=

Arithmetische Operationen wie Addition, Subtraktion, Skalarmultiplikation oder Vergleiche
werden auf Multi-Indizes stets komponenetenweise ausgefiithrt. Mit Hilfe dieser Multi-Indizes
konnen wir jetzt die Familie der d-dimensionalen Gitter wie folgt definieren.

Definition 2.1 Die Familie der d-dimensionalen Gitter sei definiert durch

{Ql}leNga (2.2)
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wobei 1 = (ly,...,lg) und l;,i = 1,...,d fir die i-te Dimensionsrichtung einen Level, d.h. die
Grobe des Gitters in dieser Dimension, angibt.

Je grofler das Level, desto kleiner ist der Abstand zwischen zwei Gitterpunkten. Dieser Zusam-
menhang fithrt uns zur Definition der Schrittweite.

Definition 2.2 Sei 1 = (Iy,...,l3) das Level des Gitters €, dann ist die Schrittweite des
Gitters definiert durch:

hy = (..., h,) = (271,...,270) = 271, (2.3)
wobei I, # l; fiir k # j gelten kann.

Man konnte die Schrittweite durch h;, = n~% mit n > 2 und k € {1,...,d} auch anders
definieren. Die in der Definition angegebene Variante ist jedoch die géngiste Variante, die wir
auch im Rahmen dieser Arbeit verwenden werden. Nach der Definition des Abstands zwischen
zwel Gitterpunkten, der Schrittweite, muss noch der Ort, also der Gitterpunkt selbst definiert
werden.

Definition 2.3 Ein Gitterpunkt zum Gitter Oy gehérig sei wie folgt definiert:
T1i = (Tiyiys - Tigig) =1 (2.4)

mit xy, ;. = i by, miti; € {1,... L2k — 1Y fiir hi; <1 undij € {0,1} fiir hy; = 1. Hierbei steht
i fiir den Ort des Gitterpunktes auf einem gegebenen Level 1.

In dieser Arbeit werden wir Gitter benutzen, um darauf Funktionen zu interpolieren. Der
einfachste Ansatz dies zu tun ist folgender. Man approximiert die betrachtete Funktion zwischen
zwei Gitterpunkten mittels Polynomen ersten Grades. Prinzipiell kénnte man auch Polynome
hoheren Grades verwenden, aber diese sind komplizierter zu handhaben. Im néchsten Abschnitt
werden wir uns deswegen mit Polynomen ersten Grades bzw. lineare Funktionen beschéftigen
und sehen, wie wir diese Polynome fiir unsere zu interpolierenden Funktionen jeweils berechnen
konnen. Dies fiihrt uns zunéchst zum Begriff der hierarchischen Basis.

2.2 Hierarchische Basis

Verbindet man die Polynome ersten Grades, die eine Funktione interpolieren sollen, so erhilt
man, sofern man das Interpoaltionsproblem in der Dimension d betrachtet, eine stiickweise
d-lineare Funktion. Der Grundbaustein der stiickweise d-linearen Funktionen ist die Hutfunk-
tion. Mit Hilfe dieser Hutfunktion kann erst der Raum der stiickweise d-linearen Funktionen
definiert werden.

Definition 2.4 Die Hutfunktion ist definiert als:

o) = {1 — x|, firzxze[-1,1] (2.5)

0, sonst
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Zum j-ten Eintrag eines Gitterpunktes zy;, also 2y, ;; kann mittels Dilatation und Translation
eine zum Punkt passende Hutfunktion erzeugt werden.

Definition 2.5 Seix = (v1,...,74) € R? und j € {1,...,d}, dann ist mit

i hy
1,0 () = 6 (H#) ' (2.6)
l.

J

die lineare Hutfunktion zum Gitterpunkt x definiert.

Da wir Funktionen im d-dimensionalen Raum betrachten wollen, brauchen wir noch ein
d-dimensionales Pendant zur Gleichung 2.6.

Definition 2.6 Sei x1; = (24,,...,21,) ein Gitterpunkt des Gitters Oy und x = (z1,...,24)
mit x € RY dann heifit

d
¢11 H(bl i .I] (27)

die d-lineare Hutfunktion zum Gitterpunkt x ;.

Somit haben wir nun zu jedem Gitterpunkt des Gitters ) eine d-lineare Funktion konstruiert
und erhalten daraus den Raum dieser Funktionen wie folgt.

Definition 2.7 Der Raum der stiickweise d-linearen Funktionen zum Level 1 € N¢ ist definiert
tiber:

W = span{¢yi(x) : i € I1}, (2.8)

wobei I} = {i € Ng Dody = 1,...,25 —1 firl; >0 und i; = 0,1 firl; =0, 1 < j <d} die
Indexmenge des Ortes i zum Level 1 beschreibt.

Definition 2.8 Die Menge der Funktionen ¢;(x) stellen eine Basis des Raumes Vy dar:

B, ={¢1i:i€ NL}. (2.9)
B,, wird als nodale Basis bezeichnet.

Nimmt man nur jene Funktionen in Vj, die ungerade Indizes i besitzen, so erhalten wir die
Differenzraume W; aufbauend auf den Raumen V).

Definition 2.9 Der Differenzraum Wy st definiert durch

d
- Vi \ @ ‘/l—ej - Span{(bl,i (X) € ‘/1 ie Ilu}v (210)
j=1

wobei e; der d-dimensionale Einheitsvektor als Multi-Index aufzufassen ist und

={ie Ng: ij = 1,...,265 —1 mit 1; ungerade fir l; > 0 und i; = 0,1 fiir l; =0,
1 <j <d} ist. Auferdem miissen wir Viee; = () setzen, falls l; = 0 gilt, da sonst die Definition
lickenhaft wire.
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Abb. 2.2: Tréger der Basisfunktionen der Differenzraume W; ; und der Rdume V; ; mit 4,j =
0...3 in zwei Raumdimensionen

Den Raum V] kénnen wir nun durch Differenzraume Wy ausdriicken

Vi = P Wi (2.11)

k<1
Somit erhalten wir eine weitere Basis zum Raum 1].

Definition 2.10 Die hierarchische Basis By, des Raumes Vi ist definiert durch:
By, = {d)k,i ek < 1} (2.12)

Betrachten wir einmal grafisch die Definitionen und Konzepte. In Abbildungen 2.2 sehen wir
die Tréger der Basisfunktionen, d.h. die zu den Basen zugehorigen Gitterpunkte, in zwei Di-
mensionen zu den Leveln (0,0) bis (3,3). Es ist gut zu erkennen, dass z.B. der Raum W5 aus
dem Raum V51 ohne den Raum V; 7 oder der Raum W3 3 aus dem Raum V3 3 ohne die Réume
V30 und V3 3 entsteht (siehe Gleichung (2.10)). Addiert man die Raume Wy o, Wo 1, Wo 2, Wi 0,
Wi 1, Wia, Wapo, Waq und Wa o , so erhélt man den Raum V3 9 wie aus Gleichung (2.11) folgt.
In Abbildung 2.3 sind die Basisfunktionen ¢;; und ihre Gitterpunkte z1; der Differenzraume
W) und der Rdume V] in einer Dimension fiir 1 € {0, 1,2, 3} zu sehen. Fiir W5 sind z.B. die Ba-
sisfunktionen ¢, 1 und ¢2 3 zu den Gitterpunkten x5 und x93 abgebildet. Fiir Vo kommt noch
die Basisfunktion ¢ > dazu. Umso mehr Basisfunktionen wir nehmen, desto besser wird unser
Intervall von 0 bis 1 abgedeckt. Also umso hoher das Level, desto besser die Diskretisierung
des Intervalls [0,1]. Mittels dieser Uberlegung und den vorangegangenen Definitionen werden
wir nun den Limes von V] fiir 1 gegen oo bilden und damit den Raum der stiickweise d-linearen
Funktionen definieren.



2 Grundlagen

1 1—
1 1
1 —— 1—
Wi Vi
®
1 1
1 —— 1—
Wy Vs
® P
1 1
L
: M%
1

Abb. 2.3: Basisfunktionen der Differenzriume W; und der Riaume V} in einer Raumdimension
fir 1 € {0,1,2,3}

Definition 2.11 Sei V] der Raum der stiickweise d-linearen Funktionen des Levels 1 und W
die zugehorigen Differenzraume mit 1 € Ng. Sei 0 = (0,...,0) als Multi-Index zu verstehen.
Dann definiert

= lim Vi = P m (2.13)
1>0

den Raum der stiickweise d-linearen Funktionen.
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2.3 Spezielle regulére Gitter

Bildet man die Vervollstéindigung von V', V, so ist diese beziiglich der H'-Norm #quivalent zum
Sobolev-Raum H{ (Q) (siehe Definition 9.3). Auf Grund dieser Aquivalenz kann v € H{ (Q)
mit Basisfunktionen des Raumes V' geschrieben werden. Da V' entweder durch die nodale oder
hierarchische Basis erzeugt werden kann, kénnen wir zudem die Diffenrenzraume anstatt der
Réaume V] benutzen, um eine Funktion zu interpolieren. Damit kann dann jegliche Funktion

u € H (Q) mittels
U = Z U = Z Z uli - Pri (2.14)

1>0 1>0 iel?

dargestellt werden, wobei u; € Wj ist. Die Koeffizienten der Basisfunktionen v ; werden hier-
archische Uberschiisse genannt. Vergleiche zu diesem Abschnitt [BuGri0O4], [Bun92], [Feuer05],
[Gri97] und [Sch9s].

2.3 Spezielle regulare Gitter

In diesem Abschnitt werden nun unterschiedliche Gittertypen definiert. Beginnend mit der
Definition des Produktgitters gehen wir iiber zu der Definition verschiedener diinner Gitter,
mit denen wir im Rahmen dieser Arbeit arbeiten werden.

Definition 2.12 Sei n das mazimale Level, d die Dimension, zo die Anzahl der I, = 0 von 1
und zy die Anzahl der I, = —1 von 1 und mit Ng 1 = NU{0, =1} sind die natiirlichen Zahlen
mit 0 und -1 gemeint. Mit 0-Rand werden wir die Menge der (Ij,i;) mit x;, ;. = 0 und mit
1-Rand werden wir die Menge der (1;,1;) mit x5, = 1 bezeichnen, dann kénnen wir die Gitter
wie folgt definieren:

1. Produktgitter (PG):
G = @ Wi mitl e Nj (2.15)

N <n
2. Produktgitter mit konstantem 0-Rand (PGK):

Grt = @ WimitleNg (2.16)

NSNS
3. requldres dinnes Gitter (DG):

¢ = @ WimitleNj (2.17)
[1); —d+1+2z0<n

4. requlires diinnes Gitter mit konstantem 0-Rand (DGK’):

G%P = P Wi mit1e N§_, (2.18)
1|y —d+1+204+2-21<n

5. reguldres diinnes Gitter mit konstantem 0-Rand ab -1 gezihlt (DGK):

GrtP = P WimitleNg (2.19)
1]y +d—1<n

11



2 Grundlagen

Wie man erkennen kann, sind die Gitter endliche Teilrdume des Raumes der stiickweise
d-linearen Funktionen V. Das heifit, wir konnen die hierarchische Basis Bj verwenden um
Funktionen auf den Gittern zu interpolieren. Zur grafischen Veranschaulichung der Gitter sie-
he Abbildung (2.4). Diese Abbildung zeigt, dass das DG, DGK und PG zum Level 5 zur
Dimension 2.

In Abbildung (2.5) kann man die Unterschiede der Gitter DG, DGK und PG in Bezug auf die
bendtigten Differenzrdume noch besser erkennen, da die Punkte des Gitters jeweils durch ihre
Differenzraume gekennzeichnet sind. Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir nur noch die
Gitter DG, DGK und PG betrachten.

R R R R R T R R R R R R T T R TR

Abb. 2.4: Diese Abbildung zeigt drei verschiedene Gitter zum Level 5 der Dimension 2, wobei
das linke Gitter ein DG, das Mittlere ein DGK und das Rechte ein PG ist. Beachte,
dass man das linke Gitter auch erhélt, wenn mann das DGK’ nimmt und dass rechte
Gitter, wenn man das PGK nimmt.

0—36—260—36—16—36—20—36—"06 -16 26 16 26 ) 0—36—20—36—16—36—26—36
03 13 B -13 03 33 23 33 13 33 23 33 0B
2 22 12 22 o -12 0 O2 32 22 32 12 32 22 32 OR
3 13 B -13 3 33 23 33 13 33 23 33 0B
gr 31 21 31 11 31 21 31 o -11 11 oL or 31 21 31 11 31 21 31 Of
03 13 B -13 03 33 23 33 13 33 23 33 0B
02 22 12 22 o -12 opg 02 32 22 32 12 32 22 32 (R
3 13 o -13 3 33 23 33 13 33 23 33 0B

360—26—36—16—36—20—30—"06 I 39-t 3t t+t31t2-t+3-t61 360—26—36—16—36—26-—36

G320 Gi,Z,D G3:2.P

Abb. 2.5: Zu sehen sind drei Gitter mit d=2 und n=3. Die Gitterpunkte sind jeweils durch ihre
zugehorigen Differenzraume gekennzeichent. So steht zum Beispiel das Zahlenpaar
22 fiir einen Punkt des Differenzraumes Wos.
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2.3 Spezielle regulére Gitter

! A
W
1, =10 X ;=1 FX
L A
W_, Wo
X IX

Abb. 2.6: Basisfunktionen des Randes fiir Gitter mit 0-Rand (oben) und fiir Gitter mit kon-
stantem 0-Rand (unten).

Im Falle des PGK, des DGK’ und des DGK miissen wir die Randpunkte etwas anders als in
den Abschnitten 2.1 und 2.2 definieren, da wir an einigen Réndern keine lineare Basisfunktion
benutzen, sondern die konstante Basisfunktion verwenden.

Wenn der Levelindex [; = 0 ist, dann sei die Schrittweite /; = 1 und der Gitterpunkt z;, ;. =1
in die j-te Dimensionsrichtung mit i; = 1. Wenn [; = —1 ist, dann sei hy; = 1 und 2y, ;, = 0
mit i; = 1. Auerdem sei ¢y, ; (v;) = 1 fiir [; = —1. Vergleiche dazu Gleichung (2.6).

Das heifit, der 0-Rand wird durch einen konstanten 0-Rand ersetzt (siche Abb. 2.6). Dies kénnen
wir machen, da die so erzeugte Basis dquivalent zur hierarchischen Basis ist.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass es noch andere Varianten von diinnen Gittern gibt. Wahlt
man andere Normen, z.B. die Energienorm zur Berechnung der Differenzriaume, so erhélt man
Varianten von diinnen Gittern, siehe [BuGri04] und [BuGri97].

13



2 Grundlagen

2.4 Adaptive Gitter

0.1 o1} ¥ BB EE A BB e

Abb. 2.7: Hier sind zwei adaptive diinne Gitter mit den Funktionswerten geplottet (oben) und
zwei adaptive diinne Gitter ohne Funktionswerte geplottet (unten) zu sehen, die
durch die Interpolation zweier Funktionen entstanden sind.

Nichtadaptive Gitter sind dadurch gekennzeichnet, dass sich ihre Struktur niemals &ndert.

Thr Aussehen bleibt immer gleich. Adaptive Gitter sind Gitter deren Struktur je nach Pro-
blemstellung im Laufe des Losungsprozesses konstruiert wird. Abbildung 2.7 zeigt zwei durch
Interpolation von Funktionen entstandene adaptive diinne Gitter. Der Zusammenhang zwischen
nichtadaptiven Gittern und adaptiven Gittern besteht darin, dass adaptiven Gittern immer ein
nichtadaptives Gitter zu Grunde liegt.
Zur Beschreibung adaptiver Gitter bendtigen wir grundlegende Konzepte der Graphentheorie.
Zentral dabei sind die Begriffe des Vaters und Sohns aus dem Bereich der Bdume. In Abbil-
dung 2.8 wird ein solcher Baum grafisch dargestellt. Wichtig fiir uns ist dabei im speziellen der
Bindrbaum.

14



2.4 Adaptive Gitter

Wurzel ——

Knoten —— o

Knoten ——

Knoten ———
Abb. 2.8: Ein Baum.
Definition 2.13 Fin Baum ist ein Bindrbaum, wenn jeder Knoten des Baumes mazximal zwei

Nachfolger hat. Der Grundknoten wird Wurzel und die Knoten, die keine Nachfolger haben,
Blitter genannt. Der Vorfahre eines Knoten heifit Vater und der Nachfolger Sohn.

Wurzel

Blatt Blatt

Blatt Blatt
Abb. 2.9: Ein Binidrbaum.

Die Verbindung zwischen einem Bindrbaum und einem Gitter besteht darin, dass ein Gitter
mit der Schrittweite 27", wobei n € Ny ist, mittels eines Bindrbaums &dquivalent dargestellt
werden kann. Dies wird augenscheinlich, wenn wir den eindimensionalen Fall betrachten. Wie
in Abbildung 2.4 zu sehen, kann jeder Knoten als ein Punkt eines Gitters interpretiert werden.
Der dort gezeigte Baum zeigt ein DGK des Levels 3. Wir verwenden Bindrbdume dazu, um

15



2 Grundlagen

die Abhéngigkeiten zwischen Punkten unseres adaptiven diinnen Gitters mittels der Begriffe
Vater und Sohn beschreiben zu kénnen. Mit Hilfe dieses Konstrukts wird es einfacher adaptive
diinne Gitter zu beschreiben, wie im weiteren Verlauf der Arbeit deutlich wird.

Lo,1

3.1 33 T35 3.7

Abb. 2.10: Ein zum Gitter Gz’l’D dqgivalenter Bindrbaum. Dabei seien mit x; die Gitterpunkte
bezeichnet.

Ein adaptives diinnes Gitter zur Funktionsinterpolation kann wie folgt mit zur Hilfenahme
der Bindrbaumbegriffe auf zwei Wegen erstellt werden. Auf dem ersten Weg bestimmt man
die zur Interpolation benoétigten Gitterpunkte nacheinander, d.h. man durchlduft den Baum
eines nichtadaptiven diinnen Gitters von der Wurzel beginnend und entscheidet anhand eines
Fehlerindikators, ob der betrachtete Knoten relevant ist. Falls dies der Fall ist, so geht man
von diesem Knoten (Vater) zu seinen Séhnen und wiederholt die Prozedur. Falls der Knoten
nicht relevant ist, wird der Knoten und alle seine Nachfolger ohne weitere Priifung nicht fiir das
adaptive diinne Gitter verwendet. Beim zweiten Weg stellen wir das komplette nichtadaptive
diinne Gitter auf und sortieren alle nichtrelevanten Knoten aus. Bei dieser Variante kénnen
Locher in der Baumstruktur entstehen, was bei der ersten Methode nicht der Fall ist. Dieses
Problem kann man aber beheben, indem man nachtréiglich die entstandenen Lécher wieder mit
Knoten fiillt. Offensichtlich benétigt die erste Methode in den meisten Féllen weniger Speicher
als die zweite Methode, da im zweiten Fall Speicherplatz fiir ein komplettes nichtadaptives
diinnes Gitter reserviert werden muss. Ein Schwerpunkt dieser Arbeit ist es den Speicherauf-
wand zu minimieren, daher ist hier die erste Methode sinnvoller und deswegen wurde auch
diese Methode in den Algorithmen in Kapitel 5 umgesetzt.

16



2.5 Punktanzahl der Gitter

2.5 Punktanzahl der Gitter

Nachdem wir den Begriff der hierarchischen Basis eingefiihrt und Gitter definiert haben, wollen
wir uns nun mit der Anzahl der Punkte eines Gitters beschéftigen, um exakte Aussagen iiber
den Speicheraufwand eines adaptiven diinnen Gitters bei der Funktionsinterpolation machen
zu kénnen. Sei d die Dimension und [ das Level, dann gilt:

e die Anzahl der Punkte eines Produktgitters ist gegeben durch:

Pa=2"+1) (2.20)

e die Anzahl der Punkte eines reguldren diinnen Gitters ergibt sich:
Dig=2-Di—14+3-Dyg—1—4-Di—1,4-1

-1
€3 Dygoy + Z 2 Dy_ja
i (2.21)

-1

d .
E'2-Dygg + Z 2 Di_ja
=0

mit D,1=2"+1VneNyund Dy; = 3t vteN
e die Anzahl der Punkte eines diinnen Gitters mit konstantem 0-Rand ab -1 gezéhlt ist:

-2
k k k ; k
Dig=Drg 1+ Dy 44+ Z PHDE
j=—1 (2.22)

oder k k k k
= 2Dy g+ Dig 1 —Di141—Digg

mit DF,, =1 vt e N
Df, =t+1 VteN
Dy =2"+1 VneN

Tabelle 2.5 zeigt die groflen Unterschiede zwischen einem Produktgitter und einem diinnen
Gitter beziiglich der bendtigten Punkte. Fiir das Level 20 zur Dimension 4 braucht man fiir
ein Produktgitter fast 10'°mal soviele Punkte wie fiir ein diinnes Gitter. Das DG und das
DGK unterscheiden sich nur wenig, wobei das DGK weniger Punkte benétigt. Das heift, diinne
Gitter benotigen weniger Speicherplatz als Produktgitter. Deswegen kann man mit Diinngitter-
Interpolationsverfahren auch in gréfferen Dimensionen und mit héheren Leveln arbeiten als mit
Produktgitter-Interpolationsverfahren. Wie wir im néchsten Kapitel sehen werden, kann man
dabei mit Diinngitter-Interpolationsverfahren unter bestimmten Voraussetzungen eine dhnliche
Genauigkeit des Interpolanten wie mit einem Produktgitter-Interpolationsverfahren erreichen.

17



2 Grundlagen

Tabelle 2.1: Anzahl der Punkte der betrachteten Gitter PG , DG und DGK fiir d = 2...4 mit

1 =0,5,10,15, 20.

18

d| 1] R Dia Dig

2| 0 | 4.000000e+00 | 4.000000e+4-00 | 3.000000e+-00
2| 5 | 1.089000e+03 | 2.570000e+-02 | 2.410000e+-02
2| 10 || 1.050625e+06 | 1.331300e+-04 | 1.280100e+-04
2| 15 || 1.073807e+09 | 5.898250e+-05 | 5.734410e+-05
2|20 || 1.099514e+12 | 2.411725e+07 | 2.359296e+-07
3| 0 | 8.000000e+00 | 8.000000e4-00 | 4.000000e4-00
3| 95 | 3.993700e+04 | 1.505000e+-03 | 1.337000e+-03
3| 10 || 1.076891e+09 | 1.146890e+4-05 | 1.067530e4-05
3| 15 || 3.918759e+13 | 6.619137e+-06 | 6.283265¢+-06
3|20 || 1.152925e+18 | 3.323986e+08 | 3.190292e4-08
41 0 | 1.600000e+01 | 1.600000e+4-01 | 5.000000e+00
41 5 || 1.185921e+06 | 7.681000e+03 | 6.525000e+03
4|10 || 1.103813e+12 | 8.089610e+05 | 7.322890e+05
4|15 || 1.153062e+18 | 5.865472e+07 | 5.452186e+07
4| 20 || 1.208930e+24 | 3.528458e+09 | 3.329360e+09



3 Berechnung des Interpolationsfehlers und der
Konvergenzrate

Die Gitter des vorigen Kapitels wollen wir nun zur Interpolation von Funktionen nutzen. Des-
wegen betrachten wir zuerst welchen Fehler wir bei der Interpolation mit stiickweise linearen
Funktionen auf dem Produktgitter und welchen Fehler wir bei der Interpolation auf einem re-
guldren diinnen Gitter erwarten kénnen, wenn die zu interpolierende Funktion eine bestimmte
Glattheit aufweist. Dann werden wir den Aufwand der Interpolation im Verhéltnis zur Genau-
igkeit des Interpolanten untersuchen und den Begriff der Konvergenzrate einfiihren.

Und zum Schluss wollen wir einige M6glichkeiten zeigen, mit denen sich der Interpolationsfehler
und die Konvergenzrate in der Praxis approximativ bestimmen lassen und ihre Approximati-
onsqualitdt diskutieren.

3.1 Theorie

3.1.1 Berechnung des Interpolationsfehler

Starten wir mit der Abschiitzung des Interpolationsfehlers. Wir werden ihn einmal in der
Lo-Norm und einmal in der L.,-Norm abschéitzen. Bevor wir aber die wesentlichen Sétze und
Lemmata mit den zugehorigen Beweisen zur Abschétzung des Interpolationsfehlers besprechen
konnen, benétigen wir noch zwei Definitionen.

Definition 3.1 Seip € {2,00} und a = (avy,...,aq) ein Multi-Index. Dann definieren wir
den Raum XP (Q2) wie folgt:

XP(Q) :={ue LP(Q): DY € LP () existiert V|| < 2}
ooy,
o Ozt 9zl

X () C XP(Q) ist derjenige Unterraum, dessen Funktionen auf dem Rand des Gebiets
verschwinden, also Xg (Q):={ue XP(Q) : ulsga=0}.

und Q= [0,1]%.

Desweiteren betrachten wir die zum Raum X[ (), p € {2, 00} gehérigen Seminormen:

Definition 3.2 Die zum Raum XE (Q), p € {2,00} gehérigen Seminormen sind wie folgt
definiert.
[u| o == |D2u‘oo mit u e X5°(92)
2 2 2 2 2 (3.1)
luly :== |D u|2 = </ |D?u (x)| da;> mit  u € X§ (92)
Q

Bemerkung X?(Q) ist eine Teilmenge des Sobolev-Raumes W?P(Q) (siche Definition 9.3)
und wird im Fall p = 2 mit H2 . (Q) bezeichnet.

max
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3 Berechnung des Interpolationsfehlers und der Konvergenzrate

Produktgitter

Mit Hilfe der vorigen Definitionen 3.1 und 3.2 kénnen wir nun zur Abschétzung der Interpo-
lationsfehler iibergehen. Wir starten mit der Abschitzung des Interpolationsfehlers auf einem
Produktgitter.

Satz 3.1 Sei u € X[(Q), p € {2,00}, dann gelten fiir den Interpolationsfehler auf einem
Produktgitter, gemessen in der Loo-Norm und in der Lo-Norm, folgende Abschitzungen:

. d o,
|u—tnpl, < @-2 2 -\u\OO:O(hi) 15
~ d —2n 2 ( . )
| — U, ply < @-2 '\u|2:O(hn),

wobei Uy p der Interpolant zu u auf einem Produktgitter mit maximalem Level n ist.
Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir noch folgende Lemmata.
Lemma 3.1 Fiir jede Basisfunktion ¢1;(x) aus Gleichung (2.7) gelten folgende Gleichungen:

il =1,
i, =27,

d
2\2 __
duil, = <§> 2T

Beweis: Die Aussage fiir die Maximumsnorm folgt direkt aus der Definition der Hutfunktion
¢ (Definition 2.4). Fiir die Lo-Norm gilt:

|Prily = (/ﬂ (¢14) de)

(3.3)

NI

Il
N
S~

=
. —~
iy
0
<
S~—
S—
[N}
QL
=
~_
D=

7=1
d 7,]+1 9 %
1.
= H </¢j2lj (qb (Qljacj - 2]>) da:j> durch Verwendung von (2.6)
Jj=1 ol
ijl-s-.l 9 %
= H (ﬁjff <1 — ‘2ljxj = zJD da:j) durch Verwendung von (2.5)
j=1\"

d 1 d d d
) 2 2\ 2 - 2=l 2 2 —[y
= = — . 2 2 = — . 2 2
I. 11 3.2l 3 3
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3.1 Theorie

Dabei smd _ der Mlttelpunkt L und ZJ+ die Randpunkte des Trégers von ¢, ;.. Auerdem
ergibt sich fur die 1-Norm dann
d i1
1.
|éril, = H ) (Qljacj - ij> dx; durch Verwendung von (2.6)

i —1
l

dx; durch Verwendung von (2.5)

7, +l
= H/ 2%’] — 1
- — 91
H = g.e.d.

Als niichstes fithren wir eine Integraldarstellung des hierarchischen Uberschusses ein, durch
welche der Betrag des hierarchischen Uberschusses leichter abgeschétzt werden kann.

Lemma 3.2 (Integraldarstellung der hierarchischen Uberschiisse in d Dimensionen)
Seiu e XL (), p € {2,00} und ¢1;(x) wie in Gleichung (2.7). Dann kann der hierarchische
Uberschuss durch die Integraldarstellung

9—Ill, 824y (x) 2-1h 2
Ui = g - /Q¢1,i (x) - W dx = od '/Q¢l,i (x) - Du (x) dx. (3.4)
berechnet werden.
Beweis:
ii41
o1l ) T 0%u (w;)
Tod /Q¢1,i (x) - Du(x) dx = H W/ﬁ—l 1y, (25) 02 dx;
J=1 ol J
d ij+1
1 ol 1; . 82“ (xj)

=g [,5 ¢ (0w —is) =50 o,

J=1 ol J

i1 )

=11 : ¢<21jx — 1 ) 2ol _/ o 22 ) dulay) dz;

. 2ZJ+1 J J 8%‘2 ii—1 o 8l‘j 8l‘j J

Jj=1 J ]21]. ]

=0

d K it
_ 1 27 o1, Ou (25) 2 o1, 0u (7))
N H(Qlﬁl [/@12] Oz dz; _/ij 27 Ox; dz;

Jj=1 21j 2lj

i P41
1 / ou () /— O (z;) D

= H - o dx] - i d Vi

j1(2 [ ;ljl 0; 2 0

d i;—1 z]+1)

L 2l; 2 gty — T g.e.d

j=
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3 Berechnung des Interpolationsfehlers und der Konvergenzrate

Lemma 3.3 Seiu € X5 (Q), p € {2,00} beziiglich der Gleichung (2.14) gegeben, dann gelten
fiir die hierarchischen Koeffizienten uy; folgende Abschdtzungen:

‘uLi‘ < 9—d  9=2[l]; , ‘u|007

d
9\ 5 (3.5)
wobei x15 (x) die charakteristische Funktion des Trigers der Funktion ¢y; (x) ist.
Beweis:
mit (3.1)
=27 Mg gl < 27l
luri| = / 2= g5(x) - D2u(x) dx| < ‘27‘”1% : ¢1,i‘2 i D2l
Q
d
. — mit (3.1) . _ 2\2 iy
_ 9—3Mli—3d 3-3d. ‘Xli . D2u‘2
g.e.d.

Lemma 3.4 Seiu € X (Q), p € {2,00} beziiglich der Gleichung (2.14) gegeben, dann gelten
fiir thre Komponenten u; € W) folgende Abschdtzungen:

lw|,, < 9—d  o=2:1]; ul

lurly < 374 272y,

(3.6)

Beweis: Zuerst verifizieren wir die Aussage fiir die Maximumsnorm und dananch fiir die
Lo-Norm. Mit Lemmata 3.1 und 3.3 erhalten wir:

e = D wi-ds| = Y |l lonil

i€y i€l)

o0
Zg—d L9201y, X1 uly, = 9—d  9=2:]; ul
iel

IA
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3.1 Theorie

Im Falle der Lo-Norm betrachten wir das Quadrat der Norm und erhalten dann mit Lemmata

3.1 und 3.3:

2
il = D> wg- | = Y lual® - g1l
i€l 2 i€}
2-d 3:1 2 I 2 2
i€y

d d
2 2
_ 2—2'd.2‘3'1'1'<§> 'IU\§'<§> 2

_ 3-2d 94l ‘u@ = Behauptung

Mit Lemmata 3.1 bis 3.4 konnen wir nun den Satz 3.1 beweisen.
Beweis Satz 3.1: Fiir die Lo,-Norm erhalten wir:

[e.e] n
o npl = | 3w Y w
N =1 N =1
o0 o0 [e’e}
= Z uy < Z |u1|oo
Mo >n o>
mit (3.6)
< D 2dallh Ly
oo >n
=27 Jul, > 27
[1] o >n
e n
= [ Y - Y 4—|u1]
o=1 Moo=1
0 00 n n
= 2_d"u‘oo Z...Z4—ll...4—ld_Z...Z4—11
=1 lg=1 =1 lg=1

2 ul [(3 7)1 (30 4]

Mit der geometrischen Reihe erhélt man dann:

ftloe [(1 f_zlll)d -

270 Jul , [370- (1= (1= 47))]
270 July 37 (L= (1
647" d - |ul

2-d.

IS
"
3
N
N~—

..4—ld]
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3 Berechnung des Interpolationsfehlers und der Konvergenzrate

Fiir die Lo-Norm erhalten wir analog:

- it (3.6) __ _o.
lu — tin,pl, < Z |14 B d"u|2 Z 2721

1o >n 1| o >n
< 3% jul,-37%.4" .4

q.e.d.

Diinne Gitter

Satz 3.2 Sei u € XF(Q), p € {2,00}, dann gelten fiir den Interpolationsfehler auf diinnen
Gittern, gemessen in der Loo-Norm und in der La-Norm, folgende obere Schranken:

4
u—tinpl, < 5127127 ful,- A(din) = O (hi-nd—l),

wobei Uy p der Interpolant zu w auf einem dinnen Gitter mit maximalem Level n ist und

4
u—iinpl. < g.8—‘1.2—%.\u|oo.,4(d,n):o(hg.nd—l)
(3.7)

d—1
n+d-1 nd-1 d—2
A(d,n) := = ——4+0(n"7). 3.8
@m=> ("7 = g ot (35)
k=0
Beweis: Fiir die Lo-Norm erhalten wir:
0o n+d—1
s = S-S = Y w2 Y
;=1 ;=1 0o 1}, >n+d—1 0o 1o >n+d—1
mit (3.6)
< Z 9—d 92|, ul
1} >n+d—1
= 270 ul, Z 9—2:(1
[, >n+d—1
0 .
DI o
i=n+d 1], =i
= i—1
_ o—d | -2 [t~
=2l Y 2 (T
i=n+d

o .
_ o-d, ~o(i4nta) [P+ n+d—1
= 27% |u| 2_02 < J_1

 aed o—2n g [i+nt+d—1
=8 4.9 -\u|wzg2 ( P
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3.1 Theorie

Nun zeigen wir, dass V |z| < 1

z—i—n-i—d—l ! n+d—1 e R
x . .
Z 1—=x 1—=x
k=0

gilt, um dann den Beweis zu Ende fithren zu kénnen.

> (1

i+n+d-—1
-1

)_

o0

B i (itn+d-—1)!
;x d— D! +n)!

= L)
i=0 =
e ) ‘ d—2
= 1'2 TG +n+d—1-3)
o i=0 j=0
> (d-1)
— i+n+d—1 (**)
|
13 ()
n 0 (d=1)
z i+n+d—1
= — Z x ) (k% %)
(d—1) (iO
_ g (d—1)
" td1 1— z+1
= n lim ———
d—1)! <x it 1—x
dafel<t a7 pntd—1 (d-1)
 d-1)\1-=x

d—1
Produktregel T~ " Z <d - 1) ntd—1 (k) (k—d+1)
—1)!
@&\ (a)
1

() Es gibt d natiirliche Zahlen, um die Summe ¢ zu bilden, also (2:11) Moglichkeiten.
(%) Mit ()0 ist die j-te Ableitung von " gemeint, also (z)@) = z"=7 . Hi;%)(n — k).
(xx) Die j-te Ableitung einer Summe ist gleich die Summe der j-ten Ableitung der Summanden.
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3 Berechnung des Interpolationsfehlers und der Konvergenzrate

Mit Hilfe von (3.9) kénnen wir nun fiir die Lo-Norm den Beweis fortfiihren:
[e.e] .
- oed o2 o [t+n+d—-1
\U—Un,D|oo—8 ) "-\u|oo22 Z-( g1
P

(39) g—d  9—2n lu| dzl n+d—1 2-2 \41k 1
a o0 k 1—22 1—2-2

k=0

d—1 d—1—k
o —d _9 n +d_ 1 1
-8 n"“")"kz()( k )(5 '

d—1
4 n+d—1

—d o2
< 872 ”"“'w‘gkz_()( K >

(3.8)

Q| A~

87427 Ly - A(d,n)

o0

QO i~

Fiir die Lo-Norm ergibt sich fast analog, bis auf einen kleinen Unterschied in den Konstanten,
der aber auf die Ungleichung (3.6) zuriickzufiihren ist, folgende obere Grenzen:

lu— 1, ply < Z |y

[1]y>n+d—1

= 374 |ul, Z 22l

[l >n+d—1

4
=3 12742720 Ly, - A(d,n)

Vergleich der beiden Gitter

Der Interpolationsfehler eines Diinngitter-Interpolationsverfahrens kann maximal so gut wie
der eines Produktgitter-Interpolationsverfahrens werden, nie besser. Das liegt daran, dass das
diinne Gitter nur ein Teil des zugehorigen Produktgitters ist. In der Tabelle 3.1 sind die Er-
gebnisse aus Abschnitt 3.1.1 zusammengefasst. Man kann der Tabelle 3.1 entnehmen, dass die
Interpolation auf einem diinnen Gitter erheblich weniger Punkte benétigt als die Interpolati-
on auf einem Produktgitter. Aufierdem ist der Interpolationsfehler des Diinngitter-Verfahrens
nur um den Faktor n~! schlechter als der Interpolationsfehler eines Produktgitter-Verfahrens.
Das regulédre Diinngitter-Verfahren kann also noch bei hochdimensionalen Funktionen sinnvoll
eingestzt werden. Das Produktgitter-Verfahren hingegen erliegt bei hochdimensionalen Funk-
tionen dem Fluch der Dimension, da die Anzahl der Punkte mit dem Level exponentiell steigt.
Fiir das adaptive Diinngitter-Interpolationsverfahren erwarten wir die gleichen Interpolations-
fehlerschranken wie fiir das regulédre Diinngitter-Interpolationsverfahren, weil das adaptive Ver-
fahren nur die Punkte berticksichtigt, die fiir die Interpolation der betrachten Funktion nétig
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3.1 Theorie

Gn,d,P Gn,d,D Gn,d,P Gn,d,D
lu—a™ | || 27 July | @27 July - Aldin) | O(RD) | O(hy -0
lu —a" |, gid 22720y, % 2272 uly - A(dyn) | O(RZ) | O(R? - nd=1)
Punktanzahl 2n-d - o((2Mh) | 0241

Tabelle 3.1: Obere Schranke des Interpolationsfehlers einer d-dimensionalen Funktion u € X}
mit p € {2,00} interpoliert auf einem diinnen Gitter und einem Produktgitter
zum maximalen Level n und die Anzahl an Gitterpunkten der Gitter

sind. Fiir das Verhéltnis der Anzahl der Punkte zum Interpolationsfehler erwarten wir mit dem
adaptiven Verfahren ein besseres Ergebnis als mit dem nicht adaptiven Verfahren. Im schlech-
testen Fall aber kann das adaptive diinne Gitter nach der Interpolation ein reguléres diinnes
Gitter sein. Dann entspricht das Verhéltnis der Anzahl der Punkte zum Interpolationsfehler
mit dem adaptiven Diinngitter-Verfahren dem des reguldren Diinngitter-Verfahrens. Wir wer-
den spéter an Beispielfunktionen in Kapitel 7 unsere Erwartungen bestétigt sehen.

3.1.2 Berechnung der Konvergenzrate

Um spéter Aussagen iiber die Interpolationsgiite machen zu kénnen, benétigen wir neben dem
Interpolationsfehler noch ein Maf}; das das Verhéltnis zwischen Aufwand und der Genauigkeit
der Interpolation beschreibt. Bei der Interpolation auf nicht adaptiven Gittern ist die Konver-
genzordnung ein solches Maf.

Definition 3.3 Das Verfahren hat eine Konvergenz der Ordnung p mit p > 0, wenn
lu—uyl| =0O(MRE) ¥Yn>NecN. (3.10)

gilt, wobei u die zu interpolierende Funktion und u, die interpolierte Funktion zur Schrittweite
hy des Gitters ist. Fir p = 2 spricht man von quadratischer Konvergenz und fiir p = 1 von
linearer Konvergenz.

Leider sagt die Konvergenzordnung nur bei nicht adaptiven Gittern etwas iiber das Verhéltnis
von Aufwand zu Genauigkeit aus, da der Aufwand an die Schrittweite gekoppelt ist. Bei adap-
tiven Gittern kann man die Schrittweite nicht als Maf fiir den Aufwand verwenden, sondern
muss sich etwas anderes iiberlegen. Die Anzahl der Gitterpunkte ist eine gute Grofle, um den
Aufwand der Interpolation zu beschreiben, aber auch ein ordentliches Maf}, um ein adaptives
und ein nichtadaptives Gitter miteinander vergleichen zu kénnen.

Definition 3.4 Das Verfahren hat eine Konvergenzrate p > 0 in Abhdngigkeit von der Dimen-
ston d, wenn

[t — un|| = O(A™P) ¥n>NeN (3.11)
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3 Berechnung des Interpolationsfehlers und der Konvergenzrate

gilt. Dabei ist u die zu interpolierende Funktion und w, die interpolierte Funktion zur Schritt-
weite h, des Gitters. A ist die Anzahl an bendtigten Punkten.

Die Konvergenzrate bietet uns eine Moglichkeit ein reguléres Diinngitter-Verfahren mit einem
adaptiven Diinngitter-Verfahren in Bezug auf das Verhéltnis von Aufwand zu Genauigkeit zu
vergleichen.

Zum Beispiel erwarten wir fiir eine zweidimensionale Funktion mit Singularitéten unterschied-
liche Konvergenzraten fiir ein adaptives und ein nicht adaptives Verfahren und fiir eine zwei-
dimensionale glatte Funktion dieselbe asymptotische Rate (Tabelle 3.2).

Glattheit der Funktion || PG | APG || DG | ADG
glatt 1 1 2 2
singular % 1 % 2

Tabelle 3.2: Die theoretisch zu erwartende Konvergenzrate eines Produktgitter-Verfahrens
(PG), eines adaptiven Produktgitter-Verfahrens (APG), eines Diinngitter-
Verfahrens (DG) und eines adaptiven Diinngitter-Verfahrens (ADG) bei der In-
terpolation einer glatten zweidimensionalen Funktion und einer singuléren zweidi-
mensionalen Funktion

3.2 Praxis

3.2.1 Berechnung des Interpolationsfehlers

Der Interpolationsfehler gibt uns ein Maf§ fiir die Genauigkeit einer Funktionsinterpolation.
Wenn man die Interpolante nur in einem Punkt mit der Originalfunktion vergleicht, kann man
keine gute Aussage iiber die Qualitidt der Interpolation machen. Deswegen macht es Sinn den
Fehler global zu betrachten. Wir werden dazu die Lo-Norm und die Lo.-Norm verwenden.

Definition 3.5 Der absolute Lo-Interpolationsfehler ist definiert durch

i — i, = \//Q (u(z) — () do (3.12)

und der relative Lo-Interpolationsfehler durch

u—ily | Jo(u(x) — (x))*da oo
|ul, Jo (u(@)?de
wobei u € LI(Q) mit Q= 1[0,1]*, m € N und @ der Interpolant zu u ist.
Der absolute Lo -Interpolationsfehler wird wie folgt definiert:
lu — 1|, := max |u(x) — u(z)] (3.14)

z€Q
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3.2 Praxis

und der relative Loo-Interpolationsfehler wie:

ju—ily, _ max,eqlu(z) — alx)

(3.15)

Jul o max,eq |u(z)
Das erste Problem, welches bei der Berechnung des Interpolationsfehlers auftritt, ist, dass das
Integral in der Lo-Norm schwer zu berechnen ist und das Maximum des gesamten Gebiets
schwer zu finden sein kann. Deswegen werden wir zu den Normen diskrete Pendants verwen-
den, die uns die Berechnung erheblich vereinfachen und die Moglichkeit geben auch zu nicht

integrierbaren Funktionen den Lo-Interpolationsfehler berechnen zu kénnen.

Definition 3.6 Se: Q = [0,1]¢, dann ist mit Q,, = {x',... 2"} eine n-diskrete Menge von
definiert, wobei x* € Q firi=1,...n undn € N gilt.

AuBlerdem konnen Funktionswerte der zu interpolierenden Funktion Null sein, weswegen wir
nur den absoluten diskreten Interpolationsfehler betrachten werden.

Definition 3.7 Seiu: Q — R™ mit u = (u1,...,m) und u; : Q@ — R firi=1,...,m, wobei

m € N. Die Interpolante zu u sei gegeben durch @ = (uy,...,Uy). Dann definieren wir den
diskreten Loo-Interpolationsfehler durch

lu—al% = max  |u(z) — ()| (3.16)
zEQ,, i=1...m

und den diskreten Lo-Interpolationsfehler wie folgt:

fu — @[55 = ﬁ S5 i) — ) (3.17)

IEQn =1
Dabei seien Q und Q,, wie in Definition 3.6 gegeben und n € N.

Der L.-Fehler gibt uns das globale Maximum auf dem diskreten Gebiet €2,,, was durchaus das
globale Maximum auf dem kontinuierlichen Gebiet Q) sein kann, aber zumindest eine Niherung
daran ist. Da sich der kontinuierliche Ls-Interpolationsfehler auch mit Hilfe einer Summe iiber
alle Punkte des Gebiets ) berechnen lisst

k
fu — il = \/ /Q (u(z) — i(2))* do = %;wum)—a(w? mit 2 € ©,

kann durch abschneiden der Summe eine Néherung erreicht werden, also durch Ersetzung des
Gebiets Q durch €,,.

Als nichstes beschéftigen wir uns mit der Wahl der Menge €,,. Durch sie kénnen wir die
Genauigkeit beeinflussen. Das Ziel bei der Berechnung des Interpolationsfehlers ist ein moglichst
gutes Verhiltnis von Zeit zu Genauigkeit zu erhalten. Wir betrachten dazu drei verschiedene
Moglichkeiten die Menge €2,zu wihlen.
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3 Berechnung des Interpolationsfehlers und der Konvergenzrate

1. Fehlerberechnung mit zufilligen Punkten (FZ)

Sei Q,, bei dieser Variante eine Menge mit zufillig gewihlten Punkten. Wir erhalten,
solange dasselbe n benutzt wird, vergleichbare Ergebnisse bei unterschiedlichen Leveln
des Gitters und bei unterschiedlichen Gittertypen. Diese Variante wird als unabhéngige
Methode bezeichnet, da die zufillig gewdhlten Punkte nicht von der Wahl des Gitters
oder des Levels abhéngen. Bei singuldren Funktionen kann es vorkommen, dass nicht
jeder Punkt eingesetzt werden kann, da zu manchen Punkten der Funktionswert nicht
definiert ist.

2. Fehlerberechnung mit Diinngitter-Punkten (FD)
Bei dieser Methode merken wir uns das hochste Level mazl unseres Gitters und setzen
Q),, mit den neuen Gitterpunkten aus dem diinnen Gitter mit dem Level maxzl + k (mit
k > 0 und k € N) gleich. n gibt nun die Anzahl der neuen Gitterpunkte an. Die neuen
Gitterpunkte sind die Anzahl der Punkte des Gitters mit Level [ ohne die Punkte des
Levels [ — 1. Das heifit formal ausgedriickt:

neu

‘Gm,d,D _ ‘Gm,d,D‘ _ ‘Gm—l,d,D‘

mitm=101+d—1.

Man kann aber auch die neuen Gitterpunkte zweifach auswéhlen, d.h. man nimmt die
Punkte des Levels [ ohne die Punkte des Levels [ —2. Das zweifache Vorgehen erhoht zwar
die Anzahl der Punkte der Menge €,,, kann aber auch die Genauigkeit des berechneten
Fehlers zum wirklichen Fehler erhéhen.

3. Fehlerberechnung mit Produktgitter-Punkten (FP)

Fiir diese Methode erzeugen wir ein Produktgitter und setzen dieses mit der Menge €,
gleich. Das Produktgitter sollte, wenn moglich, die Punkte des Gitters, welches wir zur
Interpolation benutzen, nicht treffen, da die Stiitzstellen bei der Interpolation exakt wie-
dergegeben werden und nur alle anderen Stellen des Interpolanten etwas iiber den Fehler
aussagen koénnen.

Hitten wir zur Interpolation ein Produktgitter mit Schrittweite 27 mit [ € N, dann
wiirde ein Produktgitter mit Schrittweite 3% mit L € N zur Berechnung des Inter-
polationsfehlers unsere Bedingung gut erfiillen. Auflerdem sollte das maximale Level des
Produktgitters zur Berechnung des Interpolationsfehlers so grof3 wie moglich gewahlt wer-
den, um ein genaues Ergebnis zu erhalten. Je grofler die Anzahl der Punkte der Menge
), desto niher liegt der berechnete Interpolationsfehler am tatsichlichen Interpolations-
fehler. Diese Methode ist auch eine unabhéngige Methode. Aber die Punkte der Menge
Q,, konnen so gewihlt werden, dass die Funktionswerte im Gegensatz zur FZ-Methode
dazu existieren.

Numerische Berechnung des "realen” Ly-Fehlers (L2)

Damit wir die Genauigkeit der Methoden FZ, FD und FP beurteilen kénnen, benétigen wir
einen Vergleichswert, der ungefdhr dem kontinuierlichen Lo-Interpolationsfehler entspricht. Die
L2-Methode liefert uns diesen gewiinschten Wert.

Sei nun 0.B.d.A. @ der Interpolant zu u auf einem diinnen Gitter mit maximalen Level l,,q,
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3.2 Praxis

Dimension d und m = lyq, +d — 1. Sei zg die Anzahl der I, = 0 von 1, zé die Anzahl der
[ = 0 von 1; und 2(2) die Anzahl der Iy, = 0 von l3. Dann ergibt sich der Integralterm unter
der Wurzel des Lo-Interpolationsfehlers aus (3.12) zu

/ (ua) — (x))? da
Q

2

:/Q u(e) = YD w-dle) | de

\l\lfzogm iel)

= /Q (w(@)® = 2u(@) > Y wi-dl@)+ | D> D wi-di(z) | da

\1\1—20§m iel; \1|1—z0§m iely

(*)

_ /Q (w@)? = 2u@) S S - drala)+

\1\1720§m iel)

+ Z Z Z Z ULy iy 0 Pl iy (T) - Uy ip - Plyin (2)d.

1], —zd <mii1€ly |1z|; —22<mi2€l,

Berechnen wir den Lo-Interpolationsfehler mit der Formel aus den letzten beiden Zeilen der
vorigen Herleitung, erhalten wir einen Wert, der dem tatséichlichen Fehler sehr nahe kommt.
Diese Methode ist sehr aufwendig und zudem muss die zu interpolierende Funktion quadratisch
integrierbar sein. Es taucht sogar ein weiteres Problem auf, das Problem der Ausloschung. Die
Summe (*) kann, wenn wir sie mit dem Computer berechnen, kleiner als Null werden, obwohl
eigentlich ein Wert grofier oder gleich Null erwartet wird. Das liegt daran, dass der Computer
nur bis zur Maschinengenauigkeit genau rechnen kann. Das heiflt, dass eine Summe kleiner
Werte wichtig sein kann, aber bei der Berechnung nicht beriicksichtigt wird, da ein kleiner Wert
durch Addition zu einem grofien Wert den grofien Wert mit weniger als Maschinengenauigkeit
verdndert. Durch sinnvolles Umordnen der Summen der Integrale konnte dieses Problem etwas
behoben werden, was in der Praxis aber hohe Kosten verursachen wiirde. Dieses Problem kann
schon bei relativ kleinem Level auftreten. Aufierdem kénnen nur Rechnungen bis zu maximal
drei Dimensionen, ohne dem Fluch der Dimensionen zum Opfer zu fallen, durchgefiihrt werden.
Sie sind einfach zu zeitintensiv.

3.2.2 Berechnung der Konvergenzrate

Es gibt mehrere Methoden die Konvergenzrate des Interpolationsverfahrens in der Praxis zu
berechnen. Wir werden uns drei verschiedene Moglichkeiten anschauen:

e Konvergenzgraphenmethode
e Steigungsmethode
e Quotientenmethode (siehe auch in [Sch98| Kapitel 7)

Bei einem nicht adaptiven Gitterverfahren werden wir die Interpolante mit der Originalfunktion
pro Level [ bis zum maximalen Level des Gitters und bei einem adaptiven Verfahren pro e
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3 Berechnung des Interpolationsfehlers und der Konvergenzrate

bis zur e-Schranke des adaptiven Gitters vergleichen. Mit ¢ bezeichnen wir den Wert anhand
dessen sortiert wird. Das heifit, wenn der hierarchische Uberschuss kleiner ist als e, wird der
dazugehorige Knoten nicht weiter verfeinert und das adaptive Gitter an dieser Stelle nicht
erweitert. Desweiteren bezeichne Pg mit § € {l, €} die Anzahl der Punkte des jeweiligen Gitters.
Somit ist eine Vergleichsmoglichkeit fiir das nicht adaptive Gitter mit dem adaptiven Gitter
gegeben.

Bei den einzelnen Methoden sind mit w die zu interpolierende Funktion, mit u; die auf einem
nicht adaptiven Gitter zum Level [ interpolierte Funktion, mit u, die auf einem adaptiven
Gitter zur Adaptionsschranke e interpolierte Funktion und mit 4f = [ju — ug||, der zugehérige
diskrete L,-Interpolationsfehler mit o € {2,00} und 5 € {l, ¢} gemeint.

Konvergenzgraphenmethode

In der Praxis sind Konvergenzgraphen sehr hilfreich, mit Hilfe derer man sofort erkennen kann,
ob eine hohe oder eine niedrige Konvergenzrate vorliegt. Ein Konvergenzgraph ist ein Plot, bei
dem der Interpolationsfehler gegen die Anzahl der Punkte in einem Loglog-Plot geplottet wird.
Der Betrag der Steigung der Geraden, die man durch diese Punkte legen kann, ist die gesuchte
Konvergenzrate. Um die Gerade zu errechnen, kann das Kriterium der kleinsten Quadrate
verwendet werden.

Steigungsmethode

Leider gibt uns die Gerade, die man durch die Punkte des Konvergenzgraphen legen kann, nur
einen Wert, die durchschnittliche Konvergenzrate. Der Verlauf der Konvergenz bleibt auflen
vor. Wenn wir aber die Steigung zwei aufeinander folgender Punkte berechnen und das fiir alle
Punkte unseres Graphen tun, erhalten wir eine Liste von Konvergenzraten. Anhand dieser ist
es leicht eine Tendenz und das Konvergenzverhalten abzulesen. Die Konvergenzrate qg zum
zugehorigen L,-Interpolationsfehler mit o € {2,00} und § € {l,¢} errechnet man dann wie
folgt:

| In(af ) — (i)

fiir das nicht adaptive und

In(ao ) — In(a%)

€—€Schritt €

Qo = ln(Pg) - ln(PG*GSchritt)

fiir das adaptive Gitter.

Als néchstes zeigen wir, wie diese Methode aus der Definition der Konvergenzrate (Def. 3.4)
zustande kommt.
Dazu betrachten wir 0.B.d.A. qu. Nach Definition 3.4 muss qé = p gelten, d.h.:

1%
afzc-<ﬁ> Vi>LeN

Also muss fiir [ + 1 das ¢ mit dem c fiir { iibereinstimmen. Daraus erhalten wir:

aj - (P)P =dfyy - (Pga)?
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Nimmt man nun den Logarithmus davon
0= In(i - () — (i, - (Pry)")
= (@) +p-In(P) — (a7 ) —p- (P
so fithrt dies zu
In(a}) — In(af, )
In(Fy1) — In(F)

_ 41
= qy .

p:

Die Herleitung zeigt, dass iiber die Steigung des Konvergenzgraphen oder iiber die Steigung
zweier Punkte des Konvergenzgraphen die Konvergenzrate des Verfahrens gut berechnet werden
kann. Da wir aber nicht immer einen sprunglosen Konvergenzgraphen haben, kénnten auch
negative Konvergenzraten auftreten, was die Interpretation der Konvergenz schwieriger macht.

Quotientenmethode

Wie wir in der Theorie schon gesehen haben, ist die Konvergenzrate ein Maf fiir Aufwand zu
Genauigkeit eines Verfahrens. Deswegen kann die Quotientenmethode auch zur Interpretation
der Konvergenzrate benutzt werden. Auch wenn sie nicht ganz genau die Konvergenzrate be-
rechnet, so liegt sie in einigen Féllen ziemlich nahe an der exakten Konvergenzrate. Sie ist aber
nur mit Bedacht anzuwenden, da sie nur fiir eine Konvergenzrate von ungefahr eins und fiir
den Spezialfall gp = 4 und qr,, = 2 oder gp = 2 und ¢, = 4 funktioniert.

Betrachten wir die letzte Gleichung der vorigen Herleitung, so kénnen wir daraus die Quotien-
tenmethode konstruieren:

i 2 m(-2) (2 In(-4)
- ln(ul) — ln(uH_l) B ﬁlQ-H N Ui falls 1212_‘_1 N
n(Piy1) —n(A) () (%%) , In(4L)

Wir berechnen also mit der Quotientenmethode einerseits den Fehlerquotienten

P el . o

qr, = ———— fiir das nicht adaptive Gitter und
llu —wlg,
U — Ue—eSchri

qr, = | —eschuitt o fiir das adaptive Gitter,

Ju = uell,

und andererseits den Punktquotienten

P,
qﬂ; = ?ll fiir das nicht adaptive Gitter und
¢ Pe . : .
P=5 fiir das adaptive Gitter.
€—€Schritt
. : . B 4 . : .
Der Quotient aus Fehlerquotient und Punktquotient o = -5 definiert uns dann die approxi-
ap
58 1

mative Konvergenzrate qg.

'Die Notation ist an [Sch98] angelehnt.
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3 Berechnung des Interpolationsfehlers und der Konvergenzrate

Die Quotientenmethode kann uns also sagen, dass, wenn die Anzahl der Punkte ver—qg—facht
wird, der Fehler ge—qga—telt wird.

3.3 Bewertung der Methoden

Wir werden jetzt unsere Methoden zur Berechnung des Interpolationsfehlers und der Kon-
vergenzrate an Beispielen untersuchen, diskutieren und dann dariiber entscheiden, welche der
untersuchten Methoden die sinnvollsten Methoden zur Berechnung des Interpolationsfehlers
und der Konvergenzrate sind. Diese Methoden werden wir dann in Kapitel 7 zur Bewertung
der Interpolationsverfahren verwenden.

3.3.1 Fehlerberechnungsmethoden

Wir wollen in diesem Abschnitt den Fehler betrachten, den wir zusétzlich zum Interpolati-
onsfehler mit den Fehlerberechnungsmethoden machen. Den errechneten ”realen” Lo-Interpo-
lationsfehler (L2-Methode) nehmen wir als Vergleichsmafl zu den anderen Fehlerberechnungs-
methoden, wie die Fehlerberechnungsmethode mit Zufallspunkten (FZ-Methode), die Fehlerbe-
rechnungsmethode mit Diinngitter-Punkten (FD-Methode) und die Fehlerberechnungsmethode
mit Produktgitter-Punkten (FP-Methode). Wir werden uns dazu zwei Beispiele ansehen, eine
glatte zweidimensionale Funktion und eine zweidimensionale Funktion mit Polstelle, die wir
auf einem reguliren diinnen Gitter interpolieren.

Beispiel 1:

Sei in diesem Beispiel f(z,y) = - (1 —2) -y - (1 — y) mit (z,y) € [0,1]2. Wir interpolie-
ren diese glatte zweidimensionale Funktion auf einem reguldren diinnen Gitter mit Level 0
bis 9. In der Abbildung 3.1 sind drei verschiedene Graphen zu sehen. Der erste Graph zeigt
die Differenz zwischen dem Lo-Interpolationsfehler mit der L2-Methode berechnet und dem
Lo-Interpolationsfehler mit den iibrigen Fehlerberechnungsmethoden berechnet geplottet gegen
das Level in einem Loglogplot. Dabei wurde fiir jede Fehlerberechnungsmethode eine dhnliche
Anzahl an Punkten verwendet, fiir die FZ-Methode 60000 Punkte, fiir die FD-Methode 69632
Punkte (nur Punkte aus Level 13) und fiir die FP-Methode 59536 Punkte (Schrittweite 37°).
In der rechten Graphik ist der Lso-Interpolationsfehler in einer logarithmischen Skala gegen die
Zeit geplottet. Die zu den Graphiken benétigten Daten sind in den Tabellen 3.3 und 3.4 zu
finden.

Betrachten wir zuerst die FD-Methode. Wir sehen im ersten Konvergenzgraph der Abbil-
dung 3.1, dass die Genauigkeit der FD-Methode weit von den anderen beiden Methoden,
FP-Methode und FZ-Methode, abweicht, obwohl fiir jede Fehlerberechnungsmethode ungefihr
die gleiche Punktanzahl zur Berechnung des Interpolationsfehlers benutzt wurde. In der Tabelle
3.3 ist das noch besser zu sehen. Mit der FZ-Methode und der FP-Methode errechnen wir zur
Funktion f fast denselben Ls-Interpolationsfehler, mit der FD-Methode immer einen besseren
Interpolationsfehler als mit den anderen Methoden. Vor allem ist der Ls-Interpolationsfehler,
berechnet mit der FD-, FZ- und der FP-Methode, immer besser als der Ls-Interpolationsfehler,
den wir mit der L2-Methode erhalten.

Betrachten wir nun die Zeit die zur Berechnung des Interpolationsfehlers gebraucht wurde. In
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3.3 Bewertung der Methoden

Abbildung 3.1 sehen wir, dass die L2-Methode die meiste Zeit bendtigt um den Interpolations-
fehler zu berechnen. Fiir diese Beispielfunktion braucht die L2-Methode immer fiinfmal so lang
wie ein Level zuvor. Zum Level 9 bendtigt die L2-Methode ganze 2 Minuten, um den Inter-
polationsfehler zu berechnen, obwohl wir hier nur eine zweidimensionale Funktion betrachten.
Aus dem zeitlichen Gesichtspunkt wird klar, warum wir die L2-Methode nur als Vergleichswert
zum Testen der anderen Methoden benutzen kénnen. Abschlieend kénnen wir zusammen-
fassen, dass wir mit der FP-Methode und der FZ-Methode die besten Ergebnisse fiir dieses
Beispiel erhalten.

Abb

Differenz des berechneten L,~Fehlers

E‘

Level

L,~Fehler

Sekunden

. 3.1: Graphiken zum Ls-Interpolationsfehler der Funktion f. Die linke Graphik zeigt die
Differenz zwischen dem Lo-Interpolationsfehler mit der L2-Methode berechnet und
dem Lo-Interpolationsfehler mit den Fehlerberechnungsmethoden berechnet geplot-
tet gegen das Level. Die rechte Graphik zeigt den Lo-Interpolationsfehler berechnet
mit den einzelnen Fehlerberechnungsmethoden geplottet gegen die Zeit in Sekunden
gemessen, die zur Berechnung nétig war.

Level

Fehlery,o

Fehler FZ

Fehler FD

Fehler FP

[en}

© 00 ~J O U = W N~

3.333333e-02
1.374053e-02
4.759288e-03
1.518477e-03
4.615054e-04
1.358099¢-04
3.905508¢e-05
1.103848e-05
3.078135e-06
8.485734e-07

3.339056e-02
1.376860e-02
4.764551e-03
1.516841e-03
4.611712e-04
1.356493e-04
3.900235e-05
1.103599¢-05
3.069793e-06
8.509440e-07

3.117174e-02
1.222150e-02
4.007306e-03
1.203314e-03
3.415574e-04
9.291705e-05
2.435002e-05
6.093177e-06
1.463337e-06
3.378097e-07

3.319672e-02
1.368435e-02
4.739891e-03
1.512303e-03
4.596354e-04
1.352616e-04
3.889873e-05
1.099461e-05
3.066051e-06
8.458304e-07

Tabelle 3.3: Die Lo-Interpolationsfehler zur Funktion f
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Level | Zeitys | Zeitpy | Zeitpp | Zeitpp
0 0 0 0 1
1 0 1 1 2
2 0 2 2 3
3 0 3 4 3
4 0 6 ) )
) 0 7 6 7
6 1 9 9 8
7 ) 11 11 11
8 25 15 12 14
9 124 17 15 16

Tabelle 3.4: Die benotigten Sekunden fiir die Berechnung der Ls-Interpolationsfehler

Beispiel 2:
Im zweiten Beispiel betrachten wir eine singl{ulére Funktion, um die Ergebnisstabilitéit der Me-
thoden zu testen. Sei g(x,y) = ‘x —y— %‘7§ mit (z,y) € [0,1]?. Wir interpolieren die Funktion
g auf einem reguléren diinnen Gitter mit Level 0 bis 10.
Wir wenden jede Methode zur Berechnung des Interpolationsfehlers mit unterschiedlichen An-
zahlen an Punkten an. Die FD-Methode wenden wir einmal mit Diinngitter-Punkten des Le-
vels 11, einmal mit Punkten der Level 11 und 12, einmal mit Punkten des Levels 12, einmal
mit Punkten der Level 12 und 13 und einmal mit Diinngitter-Punkten des Levels 15 an. Die
FZ-Methode wenden wir einmal mit 10* zufilligen Punkten, einmal mit 10° zufilligen Punkten
und einmal mit 3.9 - 10° zufilligen Punkten an. Fiir die FP-Methode wihlen wir abschlieend
einmal die Schrittweite 572, einmal 573 und einmal 574
In der Abbildung 3.2 sind vier verschiedene Konvergenzgraphen zu sehen. Dabei ist in je-
der Graphik der Lo-Interpolationsfehler gegen die Anzahl der Punkte des Gitters in einem
Loglogplot geplottet. Der Konvergenzgraph links oben zeigt die besten Ergebnisse der Fehler-
berechnungsmethoden im Vergleich zur L2-Methode. Dabei wurde fiir jede Fehlerberechnungs-
methode eine dhnliche Anzahl an Punkten verwendet, fiir die FZ-Methode 390000 Punkte, fiir
die FD-Methode 311296 Punkte (nur Punkte aus Level 15) und fiir die FP-Methode 391876
Punkte (Schrittweite 5~4). In der oberen rechten Graphik ist nur die FZ-Methode im Vergleich
zur L2-Methode mit unterschiedlichen Anzahlen von Punkten verwendet worden. Die untere
linke Graphik zeigt die FP-Methode im Vergleich zur L2-Methode und die letzte Graphik die
FD-Methode im Vergleich zur L2-Methode. Die dazu gehorigen Daten sind in den Tabellen 3.5
bis 3.8 zu finden.
Selbst bei Funktionen mit Singularitédten sind die Fehlerberechnungsmethoden eine gute Alter-
native zur L2-Methode, wie wir dem Konvergenzgraphen links oben der Abbildung 3.2 entneh-
men konnen. Wir erkennen, dass der Interpolationsfehler, der mit der FZ-Methode berechnet
wurde, das genauste Ergebnis ist. Etwas schlechter fillt das Ergebnis der FP-Methode aus und
das schlechteste Ergebnis erhalten wir mit der FD-Methode.
In den Graphiken rechts oben, links unten und rechts unten der Abbildung 3.2 erkennt man,
dass sich die Lo-Interpolationsfehler, berechnet mit allen drei Methoden, wenn man mehr Punk-
te benutzt, dem tatséichlichen Lo-Interpolationsfehler anndhern. Dabei passt sich der mit der
FP-Methode berechnete Interpolationsfehler dem Verlauf des wirklichen Interpolationsfehlers
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3.3 Bewertung der Methoden

am Besten an. Die FP-Methode ist aber nicht so genau wie die FZ-Methode. Die Ergebnisse der
FZ-Methode hingegen oszillieren um den wahren Interpolationsfehler. Die mit der FD-Methode
berechneten Interpolationsfehler entfernen sich mit steigendem Level immer mehr vom mit der
L2-Methode berechneten Interpolationsfehler.

Betrachten wir desweiteren die Tabellen 3.5 bis 3.8, so sehen wir, dass das Ergebnis der
FD-Methode und der FP-Methode im Vergleich zum Ergebnis der L2-Methode immer kleiner
als das Ergebnis der L.2-Methode ist und somit eine untere Schranke fiir den Interpolationsfeh-
ler darstellt. Die Ergebnisse der FZ-Methode sind mal groler und mal kleiner als die Ergebnisse
der L2-Methode.

So kann man zusammenfassend sagen, dass die FZ-Methode die genaueste Approximation des
Interpolationsfehlers liefert, aber die FP-Methode die ergebnisstabilste Methode ist.

o —real —real
1072} —FD141 || 10°F —Fz10*
N 4
o FP5 . —Fz10°
——FZ3.910 10°} ——Fz3.910°%]
0
o 10” b o
K} 2 10
< <
[} o1 Q
oy T
R N 1004
102l
1692
109%)
03
-y 10
10° 10" 10° 10° 10* 10° 10° 10" 10° 10° 10* 10°
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10° 10
01
L 10 L 10
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10°°H 1695
0L
L L L L 10’07 L L L
10° 10 10° 10° 10* 10° 10° 10" 10° 10° 10* 10°
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Abb. 3.2: In dieser Abbildung sind vier Konvergenzgraphiken zum Lo-Interpolationsfehler der
Funktion g(x,y) = !:1: —y—= 5 mit (z,y) € [0,1]%. Dabei zeigt der Graph links
oben die besten Ergebnisse der einzelnen Fehlerberechnungsmethoden und die Gra-
phik rechts oben die Ergebnisse der FZ-Methode im Vergleich zu den Ergebnissen der
L2-Methode. Im Graph links unten sind die Ergebnisse der FP-Methode im Vergleich
zu denen der L2-Methode geplottet und rechts unten die Ergebnisse der FD-Methode
im Vergleich zu denen der L2-Methode.
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Level

Punkte

L2

[en}

4
9
21
49
113
257
277
1281
2817
6145
13313

© 00 J O U = W N~

—_
o

1.890041e+-00
9.024434e-01
8.187551e-01
7.762658e-01
7.442482¢-01
7.375874e-01
6.959761e-01
6.837339¢-01
6.441952¢-01
6.323529¢-01
5.933650e-01

Tabelle 3.5: Der Lo-Interpolationsfehler zur Funktion g mit der L2-Methode ausgerechnet

Punkte | FD(10,1) FD(10,2) FD(11,1) FD(11,2) FD(14,1)
0 4 19.201202¢-01 | 9.335698¢-01 | 9.398081e-01 | 9.438582¢-01 | 9.642626e-01
1 9 | 7.914269¢-01 | 8.062586e-01 | 8.131178¢-01 | 8.177901e-01 | 8.405427e-01
2 21 | 6.957022¢-01 | 7.117018¢-01 | 7.190790e-01 | 7.245661¢-01 | 7.498112¢-01
3 49 | 6.358766e-01 | 6.530552¢-01 | 6.609540e-01 | 6.674791e-01 | 6.955393¢-01
4 113 | 5.748014¢-01 | 5.939840e-01 | 6.027658¢-01 | 6.109024¢-01 | 6.433950e-01
5 257 | 5.365023¢-01 | 5.577453¢-01 | 5.674293¢-01 | 5.772442¢-01 | 6.142936¢-01
6 577 | 4.646582¢-01 | 4.879948¢-01 | 4.985579¢-01 | 5.105443¢-01 | 5.528998¢-01
7 1281 | 4.133304e-01 | 4.403275¢-01 | 4.524282¢-01 | 4.666757¢-01 | 5.151953¢-01
8 2817 | 3.397794¢-01 | 3.698316¢-01 | 3.831078¢-01 | 4.007693¢-01 | 4.559996¢-01
9 6145 | 2.744093e-01 | 3.153826e-01 | 3.328572e-01 | 3.532154e-01 | 4.170507¢-01
10 | 13313 | 1.992698¢-01 | 2.382708¢-01 | 2.545034¢-01 | 2.838572¢-01 | 3.587474¢-01

Tabelle 3.6: Der Lo-Interpolationsfehler zur Funktion g mit der FD-Methode ausgerechnet,
dabei bedeutet FD(a,1): [berechnet mit neuen Diinngitter-Punkten des Levels a+1]
und FD(a,2): [berechnet mit neuen Diinngitter-Punkten der Level a+1 und a+2]

Level | Punkte FZ(10%) FZ(10%) FZ(3.9 - 10°)
0 4 1.061289e+00 | 1.002620e+00 | 1.004106e+00
1 9 8.335300e-01 | 9.105048e-01 | 9.184229¢-01
2 21 8.704649¢-01 | 7.926169¢-01 | 7.820494e-01
3 49 6.938123e-01 | 7.306970e-01 | 8.943534e-01
4 113 | 7.033328¢-01 | 7.313239e-01 | 7.696108¢-01
5 257 | 5.913868¢-01 | 8.985860e-01 | 7.053762e-01
6 577 | 7.518427e-01 | 6.988286e-01 | 7.216521e-01
7 1281 | 7.771744e-01 | 5.704841e-01 | 7.274656e-01
8 2817 | 5.343233e-01 | 6.414305¢-01 | 6.158415e-01
9 6145 | 5.334808e¢-01 | 6.182966e-01 | 5.979436e-01
10 | 13313 | 4.328846e-01 | 4.998002¢-01 | 6.318286e-01

bei bedeutet FZ(n): [berechnet mit n zufilligen Punkten]

Tabelle 3.8: Der Ls-Interpolationsfehler zur Funktion g mit der FZ-Methode ausgerechnet, da-
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Level | Punkte FP(z) FP(5) FP(2)
0 4 6.985177e-01 | 8.417098¢-01 | 9.188987¢-01
1 9 5.475069e-01 | 7.012765¢-01 | 7.869544¢-01
2 21 4.409998¢-01 | 6.004281e-01 | 6.923400e-01
3 49 | 3.950206e-01 | 5.499599¢-01 | 6.440203¢-01
4 113 | 3.595834e-01 | 5.119662e-01 | 6.073428e-01
5 257 | 3.815128¢-01 | 5.076136e-01 | 6.007077¢-01
6 577 | 3.272587e-01 | 4.612801e-01 | 5.532661e-01
7 1281 | 3.282248¢-01 | 4.503169¢-01 | 5.400022¢-01
8 2817 | 1.772759¢-01 | 4.378904e-01 | 4.954450e-01
9 6145 | 2.390142¢-01 | 3.764405¢-01 | 4.807806e-01
10 | 13313 | 3.081682¢-01 | 3.709977e-01 | 4.353523¢-01

Tabelle 3.7: Der Ls-Interpolationsfehler zur Funktion g mit der FP-Methode ausgerechnet, da-
bei bedeutet FP(h): [berechnet mit einem Produktgitter mit Schrittweite h]

Fazit

Wir haben anhand zweier Beispiele gesehen, wie gut der Lo-Interpolationsfehler bei der In-
terpolation einer glatten und einer singuléren Funktion durch die Fehlerberechnungsmethoden
approximiert wird. Auf Grund der gefundenen Resultate gelangen wir zu der Auffassung, dass
der Ls-Interpolationsfehler durch die Fehlerberechnungsmethoden, wie die FD-Methode, die
FP-Methode und die FZ-Methode, gut approximiert werden kann. Dabei ist die Methode mit
Produktgitter-Punkten (FP-Methode) zu bevorzugen, da sie genauer als die FD-Methode ist
und stabilere Ergebnisse liefert als die FZ-Methode. Die Methode mit Produktgitter-Punkten
liefert sogar ordentliche Resultate bei singuldren Funktionen. Zudem kommt hinzu, dass der
mit der FP-Methode berechnete Interpolationsfehler immer kleiner als der tatséchliche Interpo-
lationsfehler ist. Die FP-Methode liefert also eine untere Schranke fiir den Interpolationsfehler.
Die Fehlerberechnungsmethode mit zufilligen Punkten (FZ-Methode) ist fast genauso gut,
aber der mit ihr berechnete Interpolationsfehler oszilliert in einigen Féllen sehr stark um den
tatsdchlichen Interpolationsfehler herum. Dadurch kénnen wir mit der FZ-Methode keine Aus-
sage iiber den tatséichlichen Interpolationsfehler machen, da wir nicht wissen, ob der tatséchli-
che Interpolationsfehler kleiner oder grofler als der berechnete Interpolationsfehler ist. Da die
Punkte zur Berechnung des Interpolationsfehlers bei der FZ-Methode zufillig ausgesucht wer-
den, kann es vorkommen, dass der Funktionswert zu ihnen nicht bestimmt werden kann. Zum
Beispiel kann ein Nenner Null werden. Dieses Problem lésst sich durch vorherige Auswahl be-
heben, indem nur Punkte des Gebiets Q zugelassen werden, die eingesetzt in die Funktion
einen Funktionswert liefern. Das ist aber relativ aufwendig. Mit der FP-Methode kénnen wir
solche Punkte umgehen, indem wir eine Schrittweite des Produktgitters wéhlen, so dass die-
se Punkte nicht erzeugt werden. Bei der FZ-Methode kommt auflerdem noch hinzu, dass bei
jeder Anwendung immer eine unterschiedliche Menge an Punkten eingesetzt wird, so dass die
FZ-Methode fiir dieselbe Funktion und denselben Interpolanten natiirlich nie das gleiche Er-
gebnis liefern kann. Bei der Bewertung der Punktanzahl des adaptiven Gitters gegeniiber dem
nicht adaptiven Gitters ist das aber von grolem Interesse. Man kann nur am gleichen Interpola-
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tionsfehler die zur Interpolation wirklich benttigten Punkte erkennen, da bei der Interpolation
auf einem adaptiven Gitter mit der Senkung der e-Schranke der dazu berechnete Interpolati-
onsfehler gegen den Interpolationsfehler des nicht adaptiven Gitterverfahrens konvergiert.

Die FD-Methode ist in der Genauigkeit schlechter als die FP-Methode und die FZ-Methode, da
der mit der FD-Methode berechnete Interpolationsfehler den grofiten Abstand zum tatséchli-
chen Interpolationsfehler aufweist. Der mit der FD-Methode berechnete Interpoolationsfehler
ist aber genau wie der mit der FP-Methode berechnete Interpolationsfehler eine untere Schran-
ke fiir den tatsdchlichen Interpolationsfehler. Zudem liegt dieser Methode die Struktur eines
diinnen Gitters zugrunde. Das kann in besonderen Féllen von Vorteil sein, da die von der
Methode eingesetzten Punkte immer zwischen den Stiitzstellen des Diinngitter-Interpolanten
liegen und somit jeder Fehler, der bei der Interpolation gemacht wird, beriicksichtigt wird.
Der Vorteil der Gitterpunktmethoden liegt darin, dass der tatséchliche Interpolationsfehler
nicht besser sein kann als die mit den Gitterpunktmethoden (FP-Methode und FD-Methode)
errechneten Interpolationsfehler. Deswegen eignen sich diese Methoden besser zur Bewertung
der Interpolation auf adaptiven Gittern im Gegensatz zur FZ-Methode. Die FZ-Methode ist
zwar die genaueste Methode im Vergleich zur FP-Methode und FD-Methode, aber sie berech-
net kein eindeutiges Ergebnis.

Da wir im Vergleich zu reguléren Diinngitter-Interpolationen aber adaptive Diinngitter-Interpo-
lationen und ihre zugehdorigen Interpolanten beurteilen mdochten, ist die sinnvollste Wahl zur
Berechnung des Interpolationsfehlers die FP-Methode. Wenn die FP-Methode keine ordentli-
chen Ergebnisse liefern kann, so werden wir die FD-Methode zur Berechnung des Interpolati-
onsfehlers verwenden.

3.3.2 Methoden zur Berechnung der Konvergenzrate

Zum Abschluss betrachten wir ein Beispiel, an dem wir die gerade besprochenen Metho-
den zur Berechnung der Konvergenzrate erproben und veranschaulichen kénnen. Sei dazu
flx,y) = 22 + y? mit (z,y) € [0,1]? eine glatte Funktion (siche Abb. 3.3). Auf Grund der
Glattheit erwarten wir gute Konvergenzraten, d.h. beim reguldren Diinngitter-Interpolations-
verfahren und beim adaptiven Diinngitter-Interpolationsverfahren miissten sie beim Wert zwei
liegen.

Zuerst berechnen wir den Ls-Interpolationsfehler und den L..-Interpolationsfehler fiir das re-
gulédre Diinngitter-Verfahren, sowie fiir das adaptive Diinngitter-Verfahren. Die Ergebnisse sind
in der Tabelle 3.9 zusammengefasst.

Den Konvergenzgraphen zur Funktion f erhalten wir, wenn wir den Interpolationsfehler gegen
die Anzahl der benétigten Punkte mit einer logarithmischen Skala plotten (siche Abb. 3.4).
Wie man erkennen kann, liegt der Betrag der Steigung der Geraden bei zwei.

Um genaue Ergebnisse zu erhalten benutzen wir die Software Matlab mit seinen eingebauten
Funktionen polyfit(log(x),log(y),n) und robustfit(log(z),log(y)), die die Steigung der durch die
Punkte gelegten Geraden berechnen. Die Variable x reprisentiert dabei den Punktanzahlvektor
und die Variable y den Interpolationsfehlervektor. Da wir eine Gerade anpassen wollen, miissen
wir die Variable n=1 wihlen. Die Ergebnisse fiir dieses Beispiel sind in Tabelle 3.10 aufgefiihrt.
Wie wir der Tabelle 3.10 entnehmen kénnen, liefert die Matlabfunktion robustfit stabilere Er-
gebnisse im Gegensatz zur Matlabfunktion polyfit. Im Kapitel 7 werden wir die Matlabfunktion
robustfit deswegen noch des 6fteren bei der Berechnung der Konvergenzrate verwenden.
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Abb. 3.3: Funktionsplot zur Beispielfunktion f

Ppg | LYY-Fehler | LDC-Fehler | Papg || LyPY-Fehler | LAP%-Fehler

1 7.806492e-01 | 1.982262e4-00

3 3.480529e-01 | 4.999901e-01

6 8.701323e-02 | 1.249975e-01 6 8.701323e-02 | 1.249975e-01

12 2.175331e-02 | 3.124938e-02 10 2.175331e-02 | 3.124938e-02

25 5.438327e-03 | 7.812346e-03 18 5.438327e-03 | 7.812346e-03

53 1.359582e-03 | 1.953086e-03 34 1.359582e-03 | 1.953086e-03
113 || 3.398954e-04 | 4.882716e-04 66 3.398954e-04 | 4.882716e-04
241 || 8.497385e-05 | 1.220679e-04 130 || 8.497385e-05 | 1.220679e-04
513 || 2.124346e-05 | 3.051698e-05 258 2.124346e-05 | 3.051698e-05
1089 || 5.310866e-06 | 7.629244e-06 o014 || 5.310866e-06 | 7.629244e-06
2305 || 1.327716e-06 | 1.907311e-06 1026 || 1.327716e-06 | 1.907311e-06
4865 || 3.319291e-07 | 4.768277e-07 | 2050 || 3.319291e-07 | 4.768277e-07

Tabelle 3.9: Die Tabelle zeigt die Lo-Interpolationsfehler, die Loo-Interpolationsfehler und die
dazu bendtigte Anzahl an Gitterpunkten (P) fiir das regulére Diinngitter-Verfahren
(DG) und fiir das adaptive Diinngitter-Verfahren (ADG).

Die Tabelle 3.10 zeigt zudem, dass die Konvergenzrate des adaptiven Diinngitter-Verfahres
hoher als die Konvergenzrate des reguldren Verfahrens ist. Zudem liegen die Konvergenzraten,
wie erwartet, ungefihr bei zwei. Wollen wir aber ins Detail des Verlaufs der Konvergenzrate
gehen, miissen wir uns noch die Werte, berechnet mit der Quotientenmethode als auch mit der
Steigungsmethode, anschauen.

In der Tabelle 3.11 sind die Konvergenzraten aufgelistet, die mit der Steigungsmethode er-
rechnet wurden. Wie wir in der Tabelle 3.11 sehen, ist die Tendenz der Konvergenzrate beim
adaptiven Diinngitter-Verfahren abnehmend und beim reguléren Diinngitter-Verfahren zuneh-
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3 Berechnung des Interpolationsfehlers und der Konvergenzrate

fx,y)=x2+y?

- Lz—‘FehIer zum DGK
—— L _~Fehler zum DGK ||
R L2—Fehler zum ADGK
N Lw—FehIer zum ADGK(]

Fehler
5
T

7 L L L

10 10 10° 10 10
Anzahl der Punkte

Abb. 3.4: Konvergenzgraph zur Beispielfunktion f

Matlab-Funktion DGz, | DGy, ADGL2 ADGLOO
robustfit 1.84 1.84 2.09 2.09
polyfit 1.80 | 1.83 2.11 2.11
polyfit ohne die ersten zwei 1.85 1.85

Ergebnisse der Tabelle 3.9
robustfit ohne die ersten zwei || 1.84 1.84
Ergebnisse der Tabelle 3.9

Tabelle 3.10: Konvergenzraten zu den reguldren Diinngitter-Verfahren (DG) und zum adap-
tiven Diinngitter-Verfahren (ADG) berechnet mit den Matlabfunktionen polyfit
und robustfit iiber den Lo-Interpolationsfehler und den L..-Interpolationsfehler

mend. Das heifit, dass die Punkte, die die Interpolation wesentlich beeinflussen, beim adaptiven
Diinngitter-Interpolationsverfahren bei grofien e-Schranken und beim reguldren Diinngitter-
Interpolationsverfahren erst bei hohen Leveln gefunden werden.

In den Tabellen 3.12 und 3.13 sind die mit der Quotientenmethode gewonnenen Ergebnis-
se aufgelistet. Der Tabelle 3.13 kénnen wir entnehmen, dass der Interpolationsfehler zu beiden
Verfahren geviertelt wird, wenn die Punktanzahl verdoppelt wird. Die errechneten Konvergenz-
raten der Quotientenmethode weichen leicht von den Konvergenzraten der Steigungsmethode
ab, wobei die mit der Steigungsmethode ermittelten Konvergenzraten mehr mit der mit der
Matlabfunktion robustfit ermittelten Konvergenzrate {ibereinstimmen als die mit der Quotien-
tenmethode ermittelten Konvergenzraten. Die Tendenz des Verlaufs der Konvergenzraten ist
aber bei beiden Methoden gleich gut zu erkennen.
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3.3 Bewertung der Methoden

DGy,

DGy

ADGy,

ADGy_

7.352652e-01
2.000000e+00
2.000000e+00
1.888764e+-00
1.844909e+-00
1.831069¢+-00
1.830311e+-00
1.834988e+-00
1.841666e+-00
1.848835e+-00
1.855850e+-00

1.253769e+-00
2.000000e+00
2.000000e+00
1.888764e+-00
1.844909¢+-00
1.831068e+-00
1.830311e+-00
1.834987e+-00
1.841666e+-00
1.848834e+-00
1.855851e+-00

2.713831e+00
2.358499e+00
2.179746e+00
2.090015e+00
2.045045e+00
2.022532e+00
2.011268e+00
2.005635e-+00
2.002817e+00

2.713831e+00
2.358499e+00
2.179747e+00
2.090014e+00
2.045045e+00
2.022532e+00
2.011269e+00
2.005635e+00
2.002818e+00

Tabelle 3.11: Die Tabelle zeigt Ergebnisse der Steigungsmethodee fiir das adaptive Diinngitter-
Verfahren (ADG) und fiir das reguléire Diinngitter-Verfahren.

qp DG | qr, DG | ¢2 DG | g1, DG | ¢sc DG

3.00 2.24 0.75 3.96 1.32
2.00 4.00 2.00 4.00 2.00
2.00 4.00 2.00 4.00 2.00
2.08 4.00 1.92 4.00 1.92
2.12 4.00 1.89 4.00 1.89
2.13 4.00 1.88 4.00 1.88
2.13 4.00 1.88 4.00 1.88
2.13 4.00 1.88 4.00 1.88
2.12 4.00 1.88 4.00 1.88
2.12 4.00 1.89 4.00 1.89
2.11 4.00 1.90 4.00 1.90

Tabelle 3.12: Die Tabelle zeigt Ergebnisse der Quotientenmethode fiir das regulédre Diinngitter-
Verfahren.

qp ADG ‘ qr, ADG ‘ q2 ADG ‘ qr.. ADG ‘ o ADG

1.67 4.00 2.40 4.00 2.40
1.80 4.00 2.22 4.00 2.22
1.89 4.00 2.12 4.00 2.12
1.94 4.00 2.06 4.00 2.06
1.97 4.00 2.03 4.00 2.03
1.98 4.00 2.02 4.00 2.02
1.99 4.00 2.01 4.00 2.01
2.00 4.00 2.00 4.00 2.00
2.00 4.00 2.00 4.00 2.00

Tabelle 3.13: Die Tabelle zeigt Ergebnisse der Quotientenmethode fiir das adaptive Diinngitter-
Verfahren.
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3 Berechnung des Interpolationsfehlers und der Konvergenzrate

Fazit

Wie erwartet liegt die Konvergenzrate des adaptiven Diinngitter-Interpolationsverfahren und
des reguliren Diinngitter-Interpolationsverfahren fiir die Beispielfunktion f(x,y) = 2%+ y? bei
zwei. Dabei haben wir gesehen, dass mit Hilfe der Matlabfunktion robustfit die Konvergenzrate
eines Verfahrens gut berechnet werden kann.

Mochten wir den Verlauf der Konvergenzrate studieren, eignet sich die Steigungsmethode eher
als die Quotientenmethode, da die Quotientenmethode nur ndherungsweise die Konvergenzrate
berechnen kann.

Wollen wir aber mehr iiber das Verhéltnis der Anzahl der Punkte zum Interpolationsfehler des
Interpolationsverfahrens wissen, so konnen der Punktquotient und der Interpolationsfehlerquo-
tient der Quotientenmethode hilfreich sein.

Mit Hilfe des Konvergenzgraphen kénnen wir uns schnell ein Bild vom Konvergenzverhalten
und von der Konvergenzrate machen.

Wir kénnen abschliefend leider nicht feststellen, ob eine der Methoden zur Berechnung der
Konvergenzrate zu bevorzugen ist, da alle Methoden ihre Vor- und Nachteile haben. Jede der
drei vorgestellten Methoden kann in unterschiedlichen Bereichen der Bewertung der Konvergenz
sinnvoll eingestzt werden. Leider werden wir in Kapitel 7 noch Funktionen kennenlernen, bei
deren Interpolation die Konvergenzrate des benutzten Verfahrens entweder nicht zu berechnen
oder nicht interpretierbar ist.
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4 Diinngitter-Algebra

Bei numerischen Verfahren kann es beim Losungsprozess vorkommen, dass zwei Funktionen,
die auf adaptiven diinnen Gittern interpoliert worden sind, miteinander durch einfache Opera-
toren, wie Addition oder Multiplikation, verkniipft werden miissen.

Betrachten wir dazu zwei Funktionen u; und us und ihre zugehorigen adaptiven Diinngitter-
Interpolanten @' und @5, wobei €; und ey die benédtigten e-Schranken der zu den Interpolan-
ten gehorigen adaptiven diinnen Gitter sind. Es stellt sich die Frage, inwieweit der durch die
Operation neugewonnene adaptive Diinngiter-Interpolant u5* von den anderen beiden adap-
tiven Diinngitter-Interpolanten u{' und u5® abhéngt, wie sich dies auf den gemachten Feh-
ler zur Funktion us auswirkt und wie die zugehorige e-Schranke e3 aussieht. Der Umstand,
dass wir durch die Vereinigung der adaptiven Diinngitter-Interpolanten wieder einen adaptiven
Diinngitter-Interpolanten erhalten, liegt am Unterraumschema, auf dem ein adaptives diinnes
Gitter aufgebaut ist. Brauchen wir eine Basisfunktion ¢p; zur Interpolation der Funktion, so
sind alle Viter zu dieser Basisfunktion auch in der Darstellung enthalten, d.h. alle Basisfunk-
tionen ¢y ; mit k <1, fiir die supp(¢r13) C supp(¢x ;) gilt.

Deswegen wenden wir uns in diesem Kapitel einer Diinngitter-Algebra zu, die sich mit Ope-
ratoren auf adaptiven Diinngitter-Interpolanten beschéftigt. Speziell betrachten wir dabei die
Abschitzung des Interpolationsfehlers des Diinngitter-Interpolantens u5* und die Abhéngigkeit
dieses Interpolationsfehlers von den Interpolationsfehlern der Diinngitter-Interpolanten 45" und
45 fiir unterschiedliche Operatoren. Dabei erweitern wir die Diinngitter-Algebra aus [Sch98§]
mit dem Operator der Hintereinanderschaltung. Zuerst fassen wir im ersten Abschnitt die
einfachen Operatoren aus [Sch98|, wie skalare Multiplikation, Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division, kurz zusammen. Im zweiten Abschnitt befassen wir uns dann mit der
Hintereinanderschaltung zweier Diinngitter-Interpolanten.

4.1 Skalare Multiplikation, Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division

Sei Q@ = [0,1], u; € XP(Q) und p; > 0 mit i € {1,2,3} und p € {2,00}. Dabei seien ' die

adaptiven Diinngitter-Interpolanten von u; mit ¢ € {1,2,3}. Mit ||-|| sei die Norm bezeichnet,

mit der der Interpolationsfehler berechnet wird. Hier sind das die Lo-Norm oder L..-Norm.
Zuerst betrachten wir die skalare Multiplikation.

Satz 4.1 Sei ug = c-up mit ¢ € R und es gelte
Jur — @i < pu.

Dann folgt daraus:
lug —u|| < po =le| -1 mitea =c- €
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4 Diinngitter-Algebra

Beweis:
ug — 45| = fle-ur —ag |
= |l ur —c-ay'||

— €1
= le| - [Juy —af'|
< el = po
Dass 15 = ¢- 47" gilt, liegt daran, dass die hierarchischen Uberschiisse von ug das c-fache der

hierarchische Uberschiisse von u; sind, also (us)1; = ¢ (u1)1;. Eine ausfiihrlichere Erklirung
findet sich in [Sch98].

q.e.d.
Als nichstes wenden wir uns der Addition bzw. der Subtraktion zu.
Satz 4.2 Es gelte
Jur —agt | <pr A flug — 45| < po,
dann folgt fiir ug = uy £ us die Abschdtzung
Jus — 5% < pa
mit p3 = p1 + pa. Dabei ist u5® = aj* + 05° und €3 = €1 + €.
Beweis:
lus — 0§ = flun % uz — i & 5|
= [[(ur — 45') & (uz — 45|
< lur = At £ [Jug — 43|
< gyt pe
Zudem erhalten wir:
[(us)il = [(wi)ri £ (u2)il
< [(unhi| + (w2l
< €t ée
g.e.d.

Zum Schluss kommen wir zur Multiplikation. Den Fall der Division brauchen wir nicht zu
behandeln, da fiir zwei Funktionen f, g € XP{Q} mit g # 0 % = f-g ! gilt.

Satz 4.3 Es gelte
Jur —ap'[| <pr A flug — 45| < po,

dann folgt fiir us = uy - us die Abschdtzung

lus — a5*|| < 3
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4.1 Skalare Multiplikation, Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division

mit
p3 = min{{lur|| - po + (|57 || - por, [zl - por + (@3 - p2}- (4.1)

Eine schwdichere Abschdtzung liefert

p = max{|[ug|| , [|a5*|[} - po + max{|fur ], [[a7" [} - p2- (4.2)

T RN S B )
Dabei ist G5* = 07" - Uy’ auf der Indezmenge

Mz = M; U Ms.

Wobei M; = M(ui,€;) @ € {1,2,3} mit
M(u,e) ={(1,i) : (I]; = =d) V (Jui| > € A Iminl Vater in M(u,¢€)) zu (1,i)} ist.

Beweis:
Wir betrachten zuerst die Abschétzung (4.1). Wir werden zweimal die Null addieren, um den
gewiinschten Ausdruck zu erhalten.

o up Uy —uy-uy’ =0
[ UQ-’IAL?—UQ”IAL?:O

Also

lug — a5’ || = [lug - ug — 4" - a57|
= H’LL1 Uy — UL ZALEQ + uq - ZALEQ —ZAL? ’LAL?H

[[ur - (ug = a5*) + a5 - (ur — a3

~

< luall - fluz — a5° || + [|ag*]] - lur — @3]
< ] - po +[1a3° - pa

Analog erhalten wir mit der zweiten Gleichung

us — a5’ || = flur - ug —ug - 47" +ug - 43" —af' - a3’
< lug|l - flur — Gt + [JaSH ]| - Jug — 452
< gl - pr + [|aSH]] - p2

Aus beiden Abschitzung folgt also:
lug — ag*|| < minf{lus|| - po + 163 - o, lual| - po + 1651 - p2}

Addiert man nun beide Abschétzungen und teilt das Ganze durch zwei, so bekommen wir
schlielich die schwéchere Abschitzung (4.2).

N 1 N _
lus = az*l < 5 - (huall - 2+ 8% - o+ Jluzl) - oo+ (185} - o2)
1 . .
= 5 [kl + a5 ) - 2 + (llag* [+ lluz]]) - o]
< max{|ual|, 45|} - g1+ max{[Jua ], a7 (1} - po

Eine ausfiihrlichere Diskussion der Multiplikation ist in [Sch98] zu finden.
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4 Diinngitter-Algebra

4.2 Hintereinanderschaltung
Satz 4.4 Sei u1,ug, uz € HY(Q) und es gelte

Jur —af' | <pa A ug — 4% < po,
dann folgt fiir us = uq(u2) die Abschitzung

lus — gl < ps

mit
luy
=1 + c 2d=J , 4.3
Hs = Z|l\+d1k1€1{‘ll I}Z <>M2 (4.3)
wobet 1, das mazimale Level von 4" i = 1,2 und l,, <l,, gilt. Dabei sind
Lh={i: i;=1,...,25 — 1 mit i; ungerade fiirl; >0 und i; =1 firl; <0, 1< j <d},
; 1 Iy =-1
ulli die hierarchischen Uberschiisse zu 47" und ¢ = HZ:I ¢y, mit ¢ =9 went L .
’ 2% sonst

Beweis:

Zuerst betrachten wir u3 und 45* in der Summenschreibweise. Dabei werden wir sehen, dass die
Abschétzung aus einem inneren und einem #ufleren Teil besteht, d.h. dass wir die Abschétzung
in zwei Abschitzungen aufteilen konnen, einmal in den vom Interpolationsfehler zu w; und
einmal in den vom Interpolationsfehler zu us abhéngigen Teil.

luy

Z ZU11¢11

‘1|1:—1 16]]

i Z > ulidri(uz) -

‘1|1:—1 16[1

> uidri(ug)|| +

1|, =luy +1 i€0

lus — @

luy

Z Zull(bll

|1‘1:—1 16[1

luy

Z Zull(bll ’LL2

|1|1 1 16[1

IN

der Fehler, der von u; abhéngt der Fehler, der von ug abhingt

luy

DD uiileni(us)

Nj,=—1i€h

<+ = ¢ri(i5”)]

Im weiteren Verlauf werden wir uns nur noch den inneren Teil anschauen, da wir mit dem
duBeren Teil fertig sind. Auflerdem muss pro Level 1 nur ein Unterraum W) (Definition 2.9)
betrachtet werden, da ein Punkt nicht in zwei Unterrdumen desselben Levels liegen kann, d.h.
wir haben nur noch [,,;, + 2 Summanden.

lu

Do > ulsldni(us)

‘1|1:71 i€l

¢11
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4.2 Hintereinanderschaltung

Betrachten wir nun zuerst die Abschéitzung in einer Dimension.

Liegen us(x) und u5*(x) im Tréger von der Basisfunktion ¢;;, so kann man die Differenz
zwischen ug(z) und 45?(z) wie folgt abschétzen:

falls { > 0 ist:

lti(uz) = dua@E)l = |1 = 2z = i| = 1+ 2ag? |
<2 uy — |

<2y

falls [ = —1 ist:

[ pri(uz) — gra(ay’)|| =1 = 1] =0

Fiir den Fall, dass us(x) und 45 () nicht im Tréger von der Basisfunktion ¢;; liegen, wird die
Differenz zwischen ug(x) und 45 () null.

Bleibt nur noch der Fall zu betrachten, in dem
ug(z), bzw. 45? (z) im und 45*(x), bzw. us(x) au-
Berhalb des Trégers von ¢;; liegt. Dies trifft nur
fiir I > 0 zu, da fiir [ < 0 der Tréger von ¢ ;
gleich € ist.

- . 11
Sei 0.B.d.A. ¢y,(252(x)) = 0, dann ist 4 (z) ent- o o o
weder < 25—1 oder > Z;—ll und die Abschitzung ' ‘
kann wie folgt durchgefiihrt werden: Abb. 4.1: Basisfunktion ¢
[fr,i(uz) = Gra(ag*) || = lldri(uz)ll
=1~ [ =

- H%Q — i1 sign(2us — z)H

it 1 sign(2tug — i)

__ ol
=2 ol

Uz

<2 uz — a3’

<2
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4 Diinngitter-Algebra

Wenn wir alle betrachteten Félle zusammen nehmen, ergibt das fiir unsere Abschétzung:

luq

lug = @0 <t D0 D udildniluz) — (@)

l=—11€l]

luy

<mA (Y I}éé}x{u},i[éf)z,i(uz) — ¢r(ay’)]}
=1 !

luy

<pm+ Yy rineaﬁi{‘ull,i‘ 61,3 (u2) — us(a3’)||}
I=—1

luy

= w1+ Z?ﬁ-f{‘uh‘ [ r,i(uz) — dua(05’)1}
1=0

luy

< 1+ ZI}&f{{!uM} 2y
1=0

luy

<+ 12_21 a Igle%}fﬂuzl,i!}m

Damit ist die Abschétzung in einer Dimension bewiesen. Im Mehrdimensionalen wird die
Abschétzung komplexer, da ¢1; durch ¢p;(x) = H;l:l ¢1,,i;(z5) definiert wird. Wir werden
vier Fille betrachten und dann diese zusammenfiihren, um die endgiiltige Abschétzung zu er-

langen.
Sei im weiteren Verlauf des Beweises

= (21,...,24),
2( )= (U2 1(931) una(T)),
a3’ (x) = (a3 (x1), - .- 053y (2a)),
ﬁ;Qn(xn) = Uz p(Tn) + &nl2n) mit & (2n) € R,
¢ = max [&] und £ < pua.

Fall 1: In diesem Fall liegen ua(x) und 45°(x) im Tréger von ¢p; und I, > 1, n=1..

Wir definieren uns folgende Mengen

A(j,n,d) :=={(1,---,Jn) € Nmit j, < dund j; < jo <--- < jp} und

V(,n,d) i ={s:se{l,...,d} Ns#jfirt=1,...,n},
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4.2 Hintereinanderschaltung

damit der Beweis iibersichtlicher wird. Dann ist

| fri(uz) — é1i(a5%)]|

n—

IN
=35

S
Il
—

I
M=

i
L

M=

S
Il
—

I
M~

S
Il
—

d

<y

n=1

d

2

=1

IN

I M& Il M&

d
= H (1 - ‘2lnu2,n - Zn
cl1 n
- Z A, n,d)(=1)" H ‘2%”27]}& —
nzl

n
l. .
11 ‘2“ (CR A

A(j,n,d)

A(j,n,d)

A(j,n,d)

A(j,n,d)
n

m=0

AGGyn,d) Y Adk,m,n)
m=0

m

L
[127%u2s, T (

sevv(k,m,n)

t=1

A(j,n,d) Z A(k,m,n)
m=1

H2 kthQJk

A(j,n,d) ZAkmn ZAvrm ) EmT 7’H2]’fvt H 9l

A(j,n,d) ZAkmn HZ”% H

t=1

t=1

t=1

n

n

1125 sy, —ij,)

t=1

t=1

pEV(V r,m)

H 2l U245, — 1
t=1

T

d
| (e
n=1

n
l. .
H ‘2 UG — Y

- l
Ik .
—ij,) g A(v,r,m) ”2 RECY
t=1

r—
m—1

H 2ljkp é.jkp
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Jt

)

n
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|
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n

N H 2l U2,5:

t=1

— [ [ @5 uay, + 28¢5 —iz,) H

t=1
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l; l; l; .
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4 Diinngitter-Algebra

—

d m—

:ZAJ,nd ZAkmn HQJ’% H (2bs — 1) <T> &

n=1 = sev(k,m,n) r=0

d
=S Atemn [[2% ] zlsz< )

m=1 t=1 sevkmd) r=0

d l [ d m—1 m d l d d m—1 m
:H2S ZA(k,m,n)Z<r>£m1281_[12slmzl<m) 2 <T>§mr]

s=1 m=1 r=0
d

1[50 GO ) E e 50

s=1 Lm=1 r=0 s=1 m=1 m=1
d rd d
I ) -(6)- 2 () 6)
_ s;f[lzzs (€+2) - Qd} 1:[ ols LZ: (Z) ghod—h _ 2d] _ ﬁle in:l (Z) ngd—k]

x): Esgilt firmn=1...dund [,, > 1, dass ||£,]| < Ugpnll <1 und [|i,|| < 2 — 1 ist.
(¥): Es g : s Jlus,

Fall 2: Ist I, < 1, n € {1,...,d}, dann liegen up () und iy, (z,) immer im Triger von
®1,, i~ Wir betrachten dazu die Falle [, = —1 und [,, = 0 getrennt voneinader.

o Ist I, = —1, 50 ist ¢y, 4, (u2,n) = ¢, i, (057,) = 1.
Das heif3t, wir miissen nach dem Umsortieren nur den Fall
drilus) — dui(@5) = TInZh (1= [2mugn —in|) = TInZ) (1 — |2 ugn + 2", — in) be-
trachten, wobei ¢ fiir die Anzahl der [,, = —1, n = 1...d steht.
Sei nun t-mal das Level -1 vertreten und d — t-mal das Level > 1:

| pri(uz) — ¢1i(a5?)]|

d—t
I1(- (anuzn i
1

d—t
) - H (1 - ‘anuln + 2ln§n —ip
1

|

d— ; d—t ¢ "
< 2ls de—t—k
I (e

Die obere grenze ist aber immer < H‘j;i 2ls Zgzl (g) £k2d*k}. Wenn wir einen Koeffizi-

entenvergleich durchfiihren sehen wir, dass fiir diese Aussage

2) (1) = (%)

b) 2d—k > 2d—t—k

52



4.2 Hintereinanderschaltung

gelten muss. Das ist aber leicht zu beweisen:

d d!
2 <k> = d— k)
doo(d—t+1)(d—1)

Tk (d—k—t+Dd— = k)R
B d---(d—t+1) d—t d—t
_(d—k)---(d—k—t+1)< 2 >>< 2 >

>1
2d*k .
o Ist 1, =0, soist ¢, ;, (ﬁ?n) = ‘21"'&3?“ = ‘ﬁ?n‘ und ¢y, ;. (u2,) = ‘ZZ"uQm| = |ugn|. Wir

teilen die Basisfunktionen auf in Basisfunktionen zum Level [,, = 0 und /,, > 0 und sortie-
ren diese um, so erhalten wir ) Basisfunktionen zum Level 0 und d — ) Basisfunktionen
zum Level > 0.

d d d—Q
\u2n+fn|— [T el |+ ]I \w,nI[ZA(j,n,d—Q)(—l)”

n=d—Q+1 n=d—Q+1 n=1

[613(57) — dri(uz)||
d—Q d
n=1 n=d—Q+1
d—Q d
— H (1 — ‘QZ"UQJL —in ) H |’LL27n‘
n=1 n=d—Q+1
- n d
= H ( Z (o d = Q)(=1)" [ ] |2z, + 29 &5, — 5, > IT  luen+ &l
n= t=1 n=d—Q+1
d— d
( Z (G.n.d—Q)(— H\zﬂtugﬁ—z‘-t> I lueal
n=1 n=d—Q+1
( d

n n
I I - I ,
: (l [ 250wz, + 2905, — s | — [ ] ‘2“1&2,335 = ij, >]
t=1 t=1

d d

+ H [u2,n +&nl — H |u2nl

n=d—Q+1 n=d—Q+1

d—Q n n
D AGnd-Q)(-1)" (H 2ty 5, + 255, — iz, | — H‘Ql“’wz,jt — &, )] H
n=1 t=1
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4 Diinngitter-Algebra

d d
< H [u2,m + &n| — H U2,
n=d—Q+1 n=d—Q+1
[ |
d
+ H [uz,nl
n=d—Q+1
<1
d—Q n n
N AGnd - Q)(~1)" (H 2wz, + 25, — | = T |2 — i ) H
n=1 t=1 t=1
TT=f 2t [0F (9)gh2t-a-+]
d d
+ I mem+éal— ] lueal
n=d—Q+1 n=d—Q+1

n

n
1 1 . 1. .
[ ] ‘Q“UM +29g5, — iy, — [ ] ‘Q”UM = ij, ) H
1 t=1

t=

d—Q
S* A d— Q1) (
n=1

Q Q
W= ||| lvantaq+ &nraal = [ luzmri-cl
n=1 n=1
Q Q
=ID-AGnQ [[uwjraco I &+io| = |I] vantiq
n=0 =1 €9 (m.Q) n=1
Q-1
<ID_AGQ) [[uzjra—o ] &raa
n=0 t=1 s€v(in,Q)
Q-1
< ZA(L"% Q) HUQ,jterfQ : H §s+d—Q
<1
Q-1

<> A, Q)K"

I
- o

Il
QO 3

I I
VR
3 O
N———

I

T

3

S
Il

)

i
L

|
NE
7~
3O
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4.2 Hintereinanderschaltung

Mit W erhalten wir:

<
(G T[S (9) ()]

Z < )5" + dl_f 9l [f: dzsj ( ) <d ; Q> 5k+t2d@k] < dﬁzgln zd: <Z> ghod—h

n=1 n=1 k=1

gilt. Dafiir betrachten wir im Folgenden die Koeffizienten zu & fiir k=1,...,d.
Der Koeffizient zu & ist

) e e (9

und das erwartete Ergebnis
d—Q d
= [T 2 2d=k,
#= 11 (;)
n=1
Es miissen vier verschiedene Féllen betrachtet werden:

FalA d—Q>tund Q >t
FallB d—Q <tund Q <t
FalCd—Q>tund Q <t
FallD d—Q <tund Q >t

Bei den Abschitzungen werden wir das dritte Additionstheorem fiir verallgemeinerte Bi-
nomialkoeffizienten (Satz 9.1) verwenden.
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4 Diinngitter-Algebra

Fall A:

Fall B:

Fall C:

Fall D:
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4.2 Hintereinanderschaltung

Damit ist bewiesen, dass

[ fri(a3") — dri(uz)ll
< ey T2 [if( )(4, Qe k]
n=1 t=0 1
Z( >€k2dk

k=1

=

IN

IA
&I:f :MQ

Fall 3: Wenn ug ,,(z,) und ﬁ;Qn(mn) = Uz p(zp) + &n(xy) mit €, (x,)| < po fir mindestens ein
n € {1,...,d} nicht im Trager von ¢y, ;. liegen, gilt:

||¢l,i(u2) - ¢1,i(ﬁ§2)“ =0.

In diesem Fall wird der Fehler der von u$?, der an der Stelle x gemacht werden kénnte, nicht
an die Basisfunktion ¢;; von u§® weitergegeben.

Fall 4: Wenn entweder ug,(7,) oder 3%, (zn) = ugn(wn) + §n(wn) mit [u(2,)| < p2 und
l, > 1 auBlerhalb des Trigers von ¢, ;. liegt, ist 2nug () oder 21"u2n(xn) > i, + 1 bzw.
<inp — 1. Sei nun 0.B.d.A. ug »(7,) im Triger und 5’ (v,) auBerhalb des Trégers von ¢y, ;,:

[ Pri(uz) — @ri(as?)|| = [[@ni(uz)|l

d
= H b1y, iy, (U2,k)
k=1

<|1- ‘2lnu2,n —in

7da0§ ¢lk,ik < 1

= 21"u27n —4py —1- sign(Ql"uZn —ip)

—(in£1)

< 2Z"UQ7n — QI"UQJZ — 2l"§n

=2 |1, < 2 g

Das gleiche gilt fiir den anderen Fall, d.h. uz,(x,) liegt auferhalb und @5’ (v,) innerhalb des
Trégers von ¢y, ;.-

Zusammenfiihrung:

Fall 1 [, > 1 firn=1...d, us(x) und 45?(x) liegen im Tréger von ¢ ;, dann gilt:

- ({)e]

| f1i(u2) — d14(057)|| < HQZS

s=1

o7



4 Diinngitter-Algebra

Fall 2 [,, = —1 fiir t verschiedene n mit n € {1,...,d}, sonst I, > 0, ua(x) und 45*(x) liegen
im Tréger von ¢ ;, dann gilt:

d—t
Ina(us) - dns(a)] < [T 2" [Z () u’52“]

s=1 k=1

l, = 0 fiir Q verschiedene n mit n € {1,...,d}, sonst l,, > 0, uz(x) und 45*(x) liegen im
Tréger von ¢y, dann gilt:

a-Q
Jeni(us) - st < [T 2° [Z () u’52d—k]

s=1 k=1

Fall 3 [, > 1firn=1...d, us(x) und 45?(x) liegen nicht im Tréger von ¢;;, dann gilt:

lé1i(u2) — ¢r:(a5?)|| =0

Fall 4 Entweder ug,(z,) oder 457, (z,) mit [, > 1 liegt auerhalb des Tréigers von ¢y, 4, fiir
mindestens ein n, dann gilt:

l|prs(u2) — Prs(as?)]| < 2 g

Die Ergebnisse von Fall 2 bis Fall 4 sind Teilmengen des Ergebnisses von Fall 1. Da aber
fir den Fall [, = —1 2i» = % gilt, ersetzen wir in der Abschitzung von Fall 1 2% durch al,

1 wennl, =

-1
mit ¢, = . Somit sind dann alle Félle abgedeckt und ||¢yi(u2) — ¢1:(a5?)||

2l sonst
kann fiir alle Fille abgeschétzt werden durch:

d
frston) sl < TLen |32 ()| = [ ().

s=1 k=1 k=1
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4.2 Hintereinanderschaltung

Das ergibt dann fiir die Interpolationsfehlerabschétzung von wus:

luy

Z Zull(bll

|1‘1:—1 lEI]

lus — a5*|| = Z > ulidi(uz)

|1|1:—1 16]]

> uibri(un)|| +

luy

< S Y ) -
|1|1:lu1+1 iel) ml:—l iel
Ly
<t D0 D uls[nilug) — dr(ig?)]
N, =1l
Ly
< g1+ max {uf;[¢ri(u2) — d13(05?)]}
e —1 |1|171€II
L,
< + Z max ul- ilu
1 2, {|us| o1 (uz) — drs(as?)| }

luq d
d
< + g ma; ut:| e E 2d—k k
" k:1k:11’)i{d‘{‘ u 1L:1 <k>u2

luy d
h(d
T I\ﬂixeh{‘u“‘ & [ZQd k<k>M§]

k= k=1

luy

Z Zu11¢11 u2

‘1|1:—1 ieh

g.e.d.

Damit haben wir gezeigt, dass der Interpolationsfehler fiir die Hintereinanderschaltung zweier
Interpolanten von den Interpolationsfehlern der Interpolanten additiv abhéngt.
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5 Algorithmen

Bis hierhin haben wir uns hauptsichlich mit der Theorie diinner Gitter beschiéftigt. Dabei
wurde theoretisch erldutert wie, ausgehend von der Idee der hierarchischen Basis und des
dazugehorigen Differenzraumschemas, diinne Gitter erzeugt werden kénnen. Danach wurden
Konvergenzraten und Interpolationsfehler diskutiert, die wir bei einer Funktionsinterpolation
auf diinnen Gittern erhalten. Schliellich wurden die Operatoren, die wir auf diinnen Gittern
benutzen koénnen, vorgestellt. In diesem und dem nachfolgenden Kapitel besprechen wir nun
die Implementierung eines diinnes Gitters zur Funktionsinterpolation. Schwerpunkt dieses Ka-
pitels ist dabei die Besprechung grundlegender Algorithmen, die wir zur effizienten Umsetzung
bendtigen.

Zuerst wird der Trépfchenalgorithmus vorgestellt, mit dem u.a. die Punkte eines diinnen Gitters
berechnet werden kénnen. Danach wird ein Algortihmus erldutert mit dem man die Diinngitter-
Basiskoeffizienten berechnen kann. Mit Hilfe dieser beiden Algorithmen wird dann ein Algo-
rithmus zur Konstruktion eines adaptiven Diinngitter-Interpolanten entwickelt, welcher erstmal
zur Interpolation von Funktionen der Form f :  — R mit Q = [0, 1]¢ verwendet werden kann.
Dieser Algorithmus wird dann nachfolgend zur Interpolation vektorwertiger Funktionen ver-
allgemeinert und dann auf die Interpolation hintereinandergeschalteter Funktionen erweitert.
Abschlieflend besprechen wir einen ganz neuen Ansatz zur Funktionsinterpolation durch Hinter-
einanderschaltung von Funktionen, mit dem es méglich ist, Funktionen mit Polstellen signifikant
besser zu interpolieren als mit einem einfachen adaptiven Diinngitter-Interpolationsverfahren.

Nachfolgend sei, wenn nicht anders angegeben, mit der Bezeichnung diinnes Gitter ein diinnes
Gitter mit konstantem Rand (DGK) gemeint. Weiter gibt die Variable d die Dimension eines
Gitters, bzw. der zu approximierenden Funktion f an. Sei L. das maximale Level des Gitters.
Desweiteren sei der Levelmultiindex 1 = (y,...,l3), der Ortsmutliindex i = (iy,...,iq4), der
Punkt xy = (27,4, -.,%1,,) und der hierarchische Uberschuss uy; wie in Kapitel 2 definiert.
Mit fy; sei der Funktionswert der Funktion f an der Stelle zj; gemeint.

5.1 Tropfchenalgorithmus

Um ein diinnes Gitter aufzubauen und dann dadurch die Vorteile des Differenzraumschemas
nutzen zu kénnen, benttigen wir einen Algorithmus der auf direktem Wege effizient alle Indizes
und Punkte eines diinnen Gitters erstellen kann. Aufbauend auf dem allgemeinen Trépfchenal-
gorithmus wird in diesem Abschnitt ein Tropfchenalgorithmus zur Erstellung eines DGKs vor-
gestellt. Wir miissen nédmlich alle moglichen Kombinationen von (1,i) mit 1 = (I1,...,lg) und
i=(i1,...,1q) eines diinnen Gitters erstellen.

Der allgemeine Tropchenalgorithmus erlaubt uns eine beliebige Menge von Multiindizes folgend
einer gegebenen Bedingung zu erstellen. Angenommen wir suchen eine Menge von Vektoren
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5.1 Tropfchenalgorithmus

Mj,, in der alle Vektoren der Menge die Bedingung By, und eine gegebene Abbruchbedingung
Ay erfiillen, dann sieht der dazugehorige allgemeine Tropfchenalgorithmus wie folgt aus:

Sei k = (k,...,k,) ein Vektor mit n Eintrdgen und gesucht eine Menge
My, = {k : k erfiillt Bedingung By und Abbruchbedingung Ay }. Der Algorithmus 5.1 bestimmt
diese Menge My, indem eine while -Schleife mit einer if -Abfrage kombiniert wird.

Algo. 5.1 allgemeiner Trépfchenalgorithmus:
for i =1tondo
ki = kStart
end
=1
while k erfiillt A; do
if k erfiillt nicht Bedingung By,
then
ki = kStart
1=1+1
else
speichere k in My,
i=1

Zur Erstellungen eines diinnen Gitters brauchen wir den Tropfchenalgorithmus an zwei Stellen.
Finmal bei der Konstruktion des Levelindex 1 und einmal fiir den Ortsindex i. Durch Kombina-
tion beider Indizes wird ein Punkt eines diinnen Gitters eindeutig bestimmt. Da der Ortsindex
vom Levelindex abhéngt, besteht der Tropfchenalgorithmus zur Erstellung eines diinnen Gitters
aus zwei ineinandergeschachtelten Tropfchenalgorithmen. Der duflere Tropfchenalgorithmus im
Algorithmus 5.2 bestimmt alle moglichen Levelkombinationen der [y bis [4 bis zum maximalen
Level L. tiber die Bedingung, dass Ele It < Lpax —d + 1 gilt. Gentiigt der Levelindex 1
dieser Bedingung, wird im inneren Tropfchenalgorithmus die mdglichen Ortsindizes erzeugt.
Da zu jedem Level mehrere Punkte existieren, wird die Eindeutigkeit erst durch den Ortsindex
i sichergestellt.

Mit dem Algorithmus 5.2 kénnen wir nun ein regulires diinnes Gitter aufstellen, mit dem wir
nun eine beliebige Funktion f : Q — R mit Q = [0, 1]¢ interpolieren kénnen.
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5 Algorithmen

Algo. 5.2 Tropfchenalgorithmus eines DGKs:
for j =1toddo
l;=-1
end
j=1
while I; < Ly do
if S5 1> Linax —d + 1

then
I =—1
j=J+1
else
for t =1to ddo
it =1
end
t=1
while (ig <271 A l;>0) V (ig<1 A g 0) do
if (i <24P AL >0) vV (i <1 Al <0)
then
’it =1
t=t+1
else
speichere den Punkt(l, 1)
t=1
fi
=1+ 2
end
j=0
fi
lj = lj +1

5.2 Berechnung der Diinngitter-Basiskoeffizienten

Zur Interpolation einer Funktion f mit einem diinnen Gitter (regulér und adaptiv) benoti-
gen wir die Basisfunktionen ¢; (Definitionen 2.4, 2.5 und 2.6) und deren Basiskoeffizienten.
Durch die Basisfunktionen wird die Funktion f stiickweise linear interpoliert. Die Basiskoef-
fizienten der Basisfunktionen miissen aber erst iiber die Gleichungen 5.1 und 5.2 berechnet
werden. Da wir mit der hierachischen Basis arbeiten, werden die Basiskoeffizienten hierar-
chische Uberschiisse (HU) genannt. Die Erzeugung der hierarchischen Uberschiisse wird als
Hierarchisierung bezeichnet. Auf Grund der Tensorproduktdarstellung unserer Basisfunktionen
berechnet sich der HU aus d — 1 Ubergangsiiberschiissen (UU). Fiir jede Dimensionsrichtung
muss ein Basiskoeffizient bzw. UU bestimmt werden, wobei der UU der Richtung k aus dem
UU der Richtung k — 1 bestimmt wird. Der HU ist also der letzte berechnete UU.

Sei uy; der HU an der Stelle 23; und f1i der Funktionswert an der Stelle xy;. Sei :Ty;: der Tropf-
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5.3 Algorithmen zur Konstruktion eines adaptiven Diinngitter-Interpolanten

chenalgorithmus, der alle (li) mit {; = 0 fiir mindestens ein j bestimmt. Dann lésst sich eine
beliebige Funktion f auf einem DGK wie folgt hierarchisieren:

Algo. 5.3 Berechnung der HU:
setze uy = fi; Vi
for ¢ =1 to d do

begin : Tli :
for k=1 to d do
Z}Cinks —_ lk
l]rgechts =1
Z'}Cinks — Zk
jrechts n
end
l%inks — _1’ Z'%inks =1
lgechts — O, Z'i:echts —

lznks - fllinksilinks
TechtS - flrechtsirechts

H (uy, links, rechts, t)

end
end

dazu bendtigte Hierarchisierungsroutine:
proc H(uy,links,rechts,t)

ifl;, = -1
then
Ui = Ui
elsif [ =0
then
C = U1

end

else

uli:uli—link‘s
for k =1toddo

l}énks — lk
/I:}clnks — Zk
end

l%inks =1 +1
i =2 — 1
H (upinksjlinks, links, ¢, t)

C = U1
u = ugj — linksgrechts
for k=1 to d do
l};nks — lk
l]];echts =1
Z'}énks — Zk
Z';Cechts =iy
end

l%inks — lt 41

QS =2 — 1

lltrechts = +1

Z'gechts —9. it 1

H (upinksjlinks, links, ¢, t)

H (Uprechtsjrechis, ¢, Techts, t)

5.3 Algorithmen zur Konstruktion eines adaptiven

Diinngitter-Interpolanten

Nachdem wir jetzt gesehen haben, wie wir die Basiskoeffizienten auf einem reguléren diinnen
Gitter berechnen kénnen, gehen wir jetzt einen Schritt weiter und zeigen wie wir dies fiir ein

adaptives diinnes Gitter tun kénnen.

Adaptive Gitter unterscheiden sich von nicht adaptiven Gittern darin, dass in Ersterem nur
die Punkte des Gitters benutzt werden, die zur Approximation wirklich nétig sind, um eine
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5 Algorithmen

vorgegebene Genauigkeit bei der Interpolation einer Originalfunktion zu erreichen. Aus diesem
Grund muss die Berechnung der Basiskoeffizienten ganz anders angegangen werden als bei ei-
nem reguldren DGK.

Setze € = €gpare und N = 0.

A

Setze L = L,,. Berechne die Basiskoeffizienten wy;
auf einem DGK des Levels L, Dimension d und erstelle
Mp={uy: |l +d—1=1L, i €I}, wenn z) existiert}

und setze N = Df’d.

A

V uy € My, : Ist |uy| > €, dann verfeinere

in jede Richtung und hierarchisiere.
Setze L = L + 1, erstelle M;, und
setze N = N + | M.

Ja Ist My # 0, L<L:nax und N < Npax?
Néin Nein
Setzte € ; € * €Schritt - Ist € < €mpge 7
Stop J‘a

Abb. 5.1: Das Diagramm zeigt den Algorithmus zur Konstruktion eines adaptiven DGK-
Interpolanten. Dabei sei L, Liin, Lmax € No,—1, d, Nmax € N, N € No, 1 € N§ _,
und e, €schritt, €Starts €Ende € R

Als erstes betrachten wir deswegen das Diagramm in Abbildung 5.1. Dieses Diagramm zeigt,
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5.3 Algorithmen zur Konstruktion eines adaptiven Diinngitter-Interpolanten

wie der Interpolant einer Funktion mit einem adaptiven DGK-Verfahren bestimmt werden
kann.

Noch ein paar Anmerkungen zum Diagramm (Abb. 5.1): Mit N kénnen wir die Punktanzahl
des Gitters iiberwachen. Wir starten mit der Gesamtzahl eines DGKs zum Level L, Df’d,
und erhohen die Anzahl der Punkte um die hinzugewonnenen Punkte immer dann, wenn das
Level erhoht wird. Wenn die Basiskoeffizienten kleiner sind als das vorgegebene eppqe, wird
die Routine abgebrochen. Denn dann beschreibt der Interpolant die Originalfunktion genau
genug. Lmax und Npax sind zwei Abbruchbedingungen, die in dem Fall weiterhelfen, wenn die
Basiskoeffizienten bei steigendem Level nicht kleiner werden, also die Menge M| nicht leer
wird. Ohne diese Abbruchbedingungen wiirde es zwangsldufig zu Speicherproblemen kommen,
die mit einer fest vorgegebenen maximalen Punktanzahl Ny, oder mit einem fest vorgebenen
maximalen Level L.« verhindert werden konnen.

Der im obigen Diagramm beschriebene Algorithmus, der hier den Interpolanten fiir den Fall
eines ADGK berechnet, kann leicht abgeédndert werden, so dass Interpolanten basierend auf
anderen Gittern analog berechnet werden konnen. Wenn man zum Beispiel die Bedingung
1, +d —1 = L fiir das DG in |I|; — d + 1 + zp = L uméndert, dann erhélt man ein ADG-
Verfahren zur Konstruktion eines Interpolanten (s. Abschnitt 2.3 fiir die Definition von z).
In den folgenden Unterabschnitten gehen wir auf den bisher noch nicht erlduterten Punkt der
Hierarchisierung im Algorithmus ein und nehmen diesen néher unter die Lupe.

5.3.1 Bestimmung der direkten Nachbarn eines Punktes eines diinnen Gitters

Die Berechnung der Basiskoeffizienten eines adaptiven diinnen Gitters ist komplizierter als
bei einem reguldren diinnen Gitter, da die HU einzeln hintereinander und nicht gleichzeitig
bestimmt werden.

Sei X ein beliebiger Punkt, aber kein Randpunkt, an dem der HU berechnet werden soll,
seien X lk der linke direkte Nachbar und X* der rechte direkte Nachbar in Dimensionsrichtung
k fir k = 1,...,d. Sei F' der Funktionswert zu X, F; der Funktionswert zu X; und F,. der
Funktionswert zu X,. Und schlieBlich seien U*, UF und U} die UU in die Dimensionsrichtung
k fiir k =1,...,d an den Punkten X, X; und X,, dabei sind U¢, Uld und U,‘f die endgiiltigen
hierarchischen Uberschiisse. Dann kann man den HU an der Stelle X wie folgt berechnen:

F + F,
Ul=F - 5.1
5 (5.1)
Uk—l kal
gk—pht oL T fir k=1,...,d (5.2)

2

Falls X ein Randpunkt ist, wird er zwar in der gleichen Reihenfolge berechnet, aber mit leicht
abgednderten Formeln (s. Algorithmus 5.5).

Da in jede Dimensionsrichtung ein Ubergangsiiberschuss bestimmt werden muss, muss jeder
direkte Nachbar und jeder zum direkten Nachbar zugehérige Ubergangsiiberschuss existieren
und wenn nicht, errechnet werden. Deswegen miissen wir zuerst die direkten Nachbarn des
Punktes, an dem der HU berechnet werden soll, in jede Dimensionsrichtung suchen. Die direk-
ten Nachbarn eines Punktes des Levels k liegen auf Leveln kyngchpar < k, was die Bestimmung
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etwas erschwert.

Level 1 Ort i
1

3. 112)3 4,567

Abb. 5.2: Beschreibung der 7 inneren Punkte eines G*'P durch die Kombination vom Level
und dem Ort ¢

Diese Problem wird an folgendem Beispiel deutlich. Betrachten wir dazu die inneren Punkte
eines regulédren diinnen Gitters in einer Dimension und zum dritten Level. Wir erinnern uns,
dass das G3P sieben innere Punkte und zwei Randpunkte besitzt. In Abbildung 5.2 sicht
man, dass man die drei gestrichelt umrandeten inneren Punkte in unterschiedlicher Weise
schreiben kann. Wir werden hier die Punkte mittel des Levelindex und des Ortsindex (1,1)
beschreiben. Also ist mit (1,1), (2,2) und (3,4) derselbe Punkt gemeint, das gleiche gilt fiir
(2,1) und (3,2), sowie fiir (2,3) und (3,6). Sei nun (3,5) der Punkt zu dem wir den linken und
rechten Nachbarn suchen. Der linke Nachbar ist (3,4) und der rechte Nachbar ist (3,6). Da wir
die Punkte nur unter ihrem niedrigsten Level abspeichern, um sie nicht mehrmals speichern zu
miissen, brauchen wir einen Rechenweg um einen Punkt der mittels héherer Level beschrieben
wird, auf eine Schreibweise zum niedrigsten Level herunterzubrechen. Hier im Beispiel also vom
Punkt (3,4) im hohem Level zu (1,1) im niedrigsten Level und vom Punkt (3,6) zu (2,3). Wir
erhalten also, wenn wir den Ortsindex %, den Ortsindex des hoheren Levels, in ein Produkt
von 2Fzponent ynd Rest aufteilen, eine Moglichkeit den von uns gesuchten Ortsindex i"¢*, den
Ortsindex des niedrigsten Levels, daraus zu errechnen.

ialt lalt jneu ‘ e
4=2%.1] 3 1 |3-2=1
6=2'-3] 3 | 3 |31=1

Aus den Uberlgungen zur Berechnung des Ortsindex und des Levelindex kénnen wir einen
Algorithmus herleiten, mit dem wir den direkten Nachbar eines beliebigen Gitterpunktes be-

66



5.3 Algorithmen zur Konstruktion eines adaptiven Diinngitter-Interpolanten

stimmen konnen.

Fiir unseren Algorithmus zur Bestimmung der direkten Nachbarn (Algorithmus 5.4) sei [ der
Level unseres Punktes und ¢ der dazugehtrende Ort. In Richtung s seien der linke Nachbar
iiber (I,4') und der rechte Nachbar iiber (I",i") definiert.

Algo. 5.4 Bestimmung der direkten Nachbarn Dazu benotigte Routinen:

for k =1toddo

proc rest(7)

ifs=k while 0 = ¢ mod 2 do
then i=1/2
ifi, =1 end
then return 1
Z}c =1 end
I=-1
else proc expo(i)
it = rest (i — 1) t=0
l}€ =l —expo (i — 1) while 0 = 7 mod 2 do
fi i=1/2
if (i, = 2% — 1) v (Ix = 0) t=t+1
then end
i =1 return ¢
I, =0 end
else

i" =rest (i, + 1)
I" =1l —expo (i, + 1)

fi
else
ik =i,
zlkzzk.
=1l
=1
fi
end

Es bleiben noch die Routinen rest(i) und expo(i) des Algorithmus zu erkliren. Die Routine
rest(7) teilt ¢ in Faktoren auf, in ein Produkt von Zweien und in die iibrigen (restlichen) Fakto-
ren. Die restlichen Faktoren sind das Ergebnis der Routine rest(¢). Das heifit, dass die Routine
rest(i) das gesuchte neue i berechnet. Die Routine expo(i) teilt 7 in dieselben Faktoren auf,
aber als Ergebnis erhalten wir die Anzahl des Faktors Zwei in i, also den Exponenten von
Zwei. Mit diesem Exponenten konnen wir leicht das neue [ errechnen, indem wir vom alten [
den Exponenten abziehen.
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5 Algorithmen

5.3.2 Berechnung des Diinngitter-Basiskoeffizienten an einem beliebigen Punkt

Algo. 5.5 Berechnung des HU am Punkt xy:
proc HP(xy)

for ¢ to d do
N(Li,t)
if zpip nicht existent
then
Hp(l'llil)
fi
if zrir nicht existent
then
HP(aclrir)
fi
ift=1
then
ifl1 <0
then
Ulli = fi
elsif [; =0
then
ufy = fi — fup
else
) ulli — fy— f]lilJ;fl"i"
else
if l; <0
then
uf; = uii_l
elsif [; =0
then
s uyy ' =y
else
ufi = Ufl_ = uil_ill—;u;_i%
fi
fi
end
end

Mit Hilfe des im vorherigen Abschnitt vorgestellten Algorithmus 5.4 konnen wir die direkten
Nachbarn eines beliebigen Gitterpunktes bestimmen. Somit kommen wir dem Ziel ein adap-
tives Diinngitter-Interpolationsverfahren zu konstruieren schon etwas niaher. Wir miissen uns
jetzt nur noch eine Routine iiberlegen, die die Hierarchisierung an einem beliebigen Punkt
durchfithrt. Den Algorithmus zur Bestimmung der Nachbarn in Richtung s werden wir mit
N(L,i, s) bezeichnen und den linken Nachbar mit zy; und den rechten mit pryr.
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5.3 Algorithmen zur Konstruktion eines adaptiven Diinngitter-Interpolanten

Seien ufi, t = 1...d, die UU zum Punkt zy;, wobei uiii der endgiiltige HU ist, und fy; der
Funktionswert an der Stelle xj;. Dann kann man an diesem Punkt eines ADGKs die Basisko-
effizienten, wie in Algorithmus 5.5 zu sehen, bestimmen.

Zuerst werden die HU an den direkten Nachbarpunkten und dann wird jeder UU an der Stelle
x1; berechnet.

5.3.3 Verbesserung der Berechnung der Diinngitter-Basiskoeffizienten durch den
Lookaheadalgorithmus

Solange die Basiskoeffizienten mit steigendem Level abfallend sind, reichen die Algorithmen,
die wir bis jetzt besprochen haben, vollkommen aus zur Funktionsinterpolation auf adaptiven
diinnen Gittern. Wenn dies aber nicht der Fall ist oder hierarchische Uberschiisse vom Wert Null
vorkommen, kann das adaptive Diinngitter-Verfahren nicht alle notwendigen HU bestimmen
und der adaptive Diinngitter-Interpolant wird nicht so genau wie der reguldre Diinngitter-
Interpolant. Wenn ein HU vom Wert Null vorkommt, wird das Gitter an dieser Stelle nicht
verfeinert und somit kann der HU an der verfeinerten Stelle nicht berechnet werden, obwohl
dieser HU eventuell wesentlich fiir den Interpolanten ist.

Die Sinusfunktion ist ein gutes Beispiel fiir diesen Fall. Sei u(z) = sin(27z) mit z € Q = [0, 1],
dann ist v an den Stellen 0, % und 1 gleich 0. Zu diesen Punkten werden keine S6hne ezeugt und
so das adaptive diinn Gitter nicht erweitert. Das heifit also, dass kein Punkt des zweiten Levels
erzeugt wird, obwohl die Funktion nicht konstant Null ist sondern komplexer. Also miissen wir
einen Algorithmus finden, um diesem Problem aus dem Weg gehen zu kénnen.

Algo. 5.6 einfacher Lookahead eines ADGKs Berechnung der Séhne in

proc lal(z) die kte Richtung
HP(zx) proc Sohne(x, k)
wert = u for ¢t to d do
for k to d do ift==~k
Sohne(x, k) then
if 7 u!®) then HP(«!®) fi =1 +1
if # uw®) then HP(z"®) fi i =205 — 1
wert = wert + ut®) 4 47 k) i, =21 +1
end else
if wert < e lér =1l
then iy = it
for k to d do iy =
16sche z!(F) fi
16sche z"(*) end
end return z!*) A 27,
fi - end
end

Eine Losung bietet der Lookaheadalgorithmus (Algorithmus 5.6). In diesem Algorithmus be-
trachtet man nicht nur den HU wy;, sondern zusitzlich die HU der Séhne. Das heisst, man
addiert den HU am Punkt zj; zu den HUen an den Sohnen des Punktes, vergleicht die-
sen Wert mit dem e aus dem Algorithmus 5.1 und entscheidet dann, ob die Sohne ins Git-
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5 Algorithmen

ter aufgenommen werden oder nicht. Diese Idee kann man erweitern, indem man nicht nur
die Sohne, sondern auch die Séhne der Sohne, also die Enkel, betrachtet. Schaue dazu den
Algorithmus 5.7 an. Wir werden beide Varianten behandeln, wobei Schwierigkeiten bei der
Implementieren dieser Algorithmen auftauchen, die in Kapitel 6 ndher beschrieben werden.

Algo. 5.7 zweifacher Lookahead eines ADGKs
proc la2(z)
HP(x)
wert = u
for k to d do
Sohne(x, k)
if 3 u'®) then HP(+'")
if 71w (%) then HP(g;T(k)) fi
wert = wert + u!®) 4 ¢ k)
for ¢ to d do
Sohne(z!®) 1)
if 71 u! () then Hp(xl(k)l(t)) fi
l_fﬂ wlF)r(t) then HP(xl(k)T(t)) fi
wert = wert 4+ w4 l(F)r)
Sohne(z"®) 1)
l_fﬂ ur(k)l(t) then Hp(xr(k)l(t)) ﬂ
if A u )™ then HP(z"*)r®) fi
wert = wert + u" U 1 qr(k)r ()

end
end
if wert < e
then
for k to d do
16sche z!(k)
16sche 27 (k)
for t to d do
16sche 2! (F)(®)
16sche 2" (R)HE)
16sche zHF)r(®)
16sche 2" (K)r(®)
end
end
fi
end

Folgend seien noch ein paar Anmerkungen zu den Algorithmen 5.6 und 5.7 gemacht. Die Va-
riable € ist wie in 5.1 definiert und = bezeichnet den zu tiberpriifenden Gitterpunkt, d.h ob an
dieser Stelle verfeinert werden soll oder nicht. Aus Ubersichtsgriinden ist der Index li wegge-
lassen worden. Mit z!(*) bezeichnen wir den linken Sohn von z in Richtung k und mit 2”*) den
rechten Sohn von z in Richtung k. Desweiteren ist z!*){®) der linke Sohn von #/*) in Richtung
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5.4 Interpolation von vektorwertigen Funktionen

t, etc. Die dazugehorigen hierarchischen Uberschiisse sind analog definiert. Zum Beispiel ist der
HU an der Stelle 2!®®) gleich w!®)!®), Fiir die Funktion HP(x) betrachte den Algorithmus
5.5.

Durch diese Lookaheadalgorithmen haben wir die Menge der Funktionen, die wir interpolieren
konnen, erweitert. Speziell die trigonometrischen Funktionen kénnen nun besser interpoliert
werden.

5.4 Interpolation von vektorwertigen Funktionen

Bis jetzt haben wir nur Algorithmen zur Interpolationen von Funktionen f : [0,1] — R mit
d € N betrachtet. Befassen wir uns an Stelle dieser mit Funktionen v : R¢ — R™ mit m € N.
Nun haben wir nicht nur einen Funktionswert, sondern m Funktionswerte und m Teilfunktio-
nen von v, also v = (v1,...,vy) zu interpolieren. Der Schritt von der Interpolation einfacher
zu der Interpolation vektorwertiger Funktionen ist leicht vollzogen, da man nur eine zusétzli-
che Schleife in die bestehenden Algorithmen zur Funktionsinterpolation einbauen muss. Diese
zusétzliche Schleife kann in den Algorithmen wie folgt auftreten:

(1) ineinander: (2) ineinander: (3) hintereinander:
for i =1toddo for j =1 tomdo for i =1 toddo
for j =1to m do for i =1 to d do end
end end for j =1 tom do
end end end

Zur Berechnung des Funktionswerts wird zum Beispiel die letzte Variante benutzt, da ein
und dasselbe x = (21, -+ ,24) in m Teilfunktionen eingesetzt wird.

5.5 Interpolation von hintereinandergeschalteten Funktionen

Nun gehen wir noch einen Schritt weiter und betrachten die Interpolation von hintereinan-
dergeschalteten Funktionen. Sei G : [0,1] — [0,1]" und F : [0,1]" — R™ mit d,n,m € N,
dann ist die Funktion F(G) : [0,1]¢ — R™ die Hintereinanderschaltung von F' und G. Prin-
zipiell konnten wir diese Funktion F(G) wie gewohnt interpolieren. Hier wollen wir aber erst
die Funktion G interpolieren und dann mit dem Interpolanten von G die Funktion F'(G). Sei
mit n das maximale Level bezeichnet, die Dimension d und die Abbruchbedingung egpq. fest
gew#hlt, dann interpolieren wir F'(G) wie in Algorithmus 5.8 beschrieben.

Algo. 5.8 Interpolation von F(G)

interpoliere G auf einem adaptiven diinnen Gitter(n,d)(1) mit €gpqe
= (G

interpoliere nun F mit G auf einem adaptiven diinnen Gitter(n, d)(2)
mit egnge, dabei beachte:

benutze fir z; G(zy), d.h.

benutze F(G(xy;)) anstatt F'(z);) an der Stelle xy;

= F(G)
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Das maximale Level n und das egpqge des ersten Gitters miissen nicht unbedingt mit dem Level
und der Abbruchbedingung des zweiten Gitters iibereinstimmen. Es ist aber sinnvoll jeweils das
gleiche Level und die gleiche Abbruchbedingung zu wihlen. Wéahlt man namlich fiir die erste
Interpolation ein grobes Gitter, so entsteht mit bei der interpolation von G schon ein grofier
Fehler, der spéter mittels eines feinmaschigen Gitters bei der zweiten Interpolation nicht mehr
ausgeglichen werden kann.

5.6 Funktionsinterpolation durch Hintereinanderschaltung von
Funktionen

In Kapitel 4 haben wir gesehen, dass der Interpolationsfehler einer hintereinandergeschalteten
Funktion F' = f(g) additiv durch die Fehler von f und g beschrieben werden kann. Die Idee,
die daraus resultiert, ist, dass eine Funktion F' unter Umsténden besser durch zwei einzelne
Funktionen f und g interpoliert werden kann. Die Frage ist nun, wie die Funktionen f und g¢
aussehen miissen, damit I’ optimal interpoliert wird?

Betrachten wir dazu zuerst das ganze Problem in einer Dimension und fangen mit der Betrach-
tung des Fehlerfunktionals F = ||F(z) — f (g(a:))”%2 an. Um ein Minimum von F zu erhalten,
miissen wir die Ableitung F’ berechnen und gleich Null setzen.

Seien die Funktionen f und g wie folgt gegeben:

= ZZfli¢li(y)v g(z) = Zzgkj@j(x)
I i k7

und H = {f1;,9x;: [,k € No_1, i € I} und j € I}'} die Menge der hierarchischen Uberschiisse
zu f und g. I}* sei definiert {iber

={ieNg: ijzl,...,Qlﬂ'—lmitij ungerade fiir [; > 0 und i; =1 fiir [; < 0,1 < j < d}

und I} analog dazu. Dann ist die Ableitung von F in Richtung H gegeben als:

ad OH/\ ()2 da

Schauen wir uns zuerst den Teil an, der in Richtung f;; abgeleitet wird:

- x x))]?) dx
8le /8le|F @) de /8le 2F (z) f(g9(x)) + [f(9(=))]*) d
—/ F(z)¢i(g(x)) +2f(9(x))r,i(g(x))dx :/2¢l,i(9(f€))[f(g(a:)) — F(z)|dz

Leiten wir nun in Richtung g ; ab:

2y [0 e v
ag,w / agkj ~fa)Pir= [ 5 (PP = 2F@)f(g(a) + [f(o(e)]) d
z))f(g(x)) — 2F(x) f(g(x))] d

39k, j

72
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Da f(g(x)) = >, >, fridni (Ek > ng-(bk,j(a:)) gilt, ist die Ableitung in einer Dimension in
Richtung gy ; schon hochgradig nichtlinear. Daher macht es wenig Sinn f und g iiber die
Ableitung des Funktionals zu bestimmen. Wir miissen uns also eine andere Vorgehensweise
iiberlegen, um die Funktionen f und g optimal zu wéhlen.

Eine Idee wiire es f und § abwechselnd iiber eine Iterationsvorschrift zu bestimmen, aber auf
Grund des Ergebnis der Fehlerfunktionalableitung kénnen wir diesen Weg nicht weiterverfol-
gen.

Eine praktikable Idee ist es, sich erstmal nur auf die Funktion g zu beschréinken und diese iiber
eine bestimmte Vorschrift zu bestimmen. Die Funktion f ergibt sich dann aus dem Zusammen-
hang von F' und g. Die Entscheidung erst g zu wéhlen und dann f zu bestimmen und nicht
umgekehrt liegt dem Umstand zu Grunde, dass der Interpolationsfehler der inneren Funktion
g dominanter als der Interpolationsfehler der &ufleren Funktion f in den Gesamtfehler eingeht
und zudem diese Variante einfacher umzusetzen ist. Es zeigt sich, dass diese Vorgehensweise
bei Funktionen mit Polstellen sehr gute Ergebnisse liefert.

Betrachten wir diese Idee in d Dimensionen. Sei F' : Q — R™. Damit f(g) = F gilt, muss
g:Q — Q und f: Q' — R™ gelten. In unserem Fall werden wir das Interpolationsproblem
noch etwas vereinfachen, indem wir ¢ : @ — Q und f : Q@ — R™ mit Q = [0,1]¢ wiihlen.
AuBerdem muss g streng monoton steigend sein und fiir jeden Eckpunkt des Raumes € gilt
x = g(x), da sonst F' nicht aus f(g) eindeutig rekonstruiert werden kann.

Als néchstes werden wir diese Idee in einem Algorithmus festhalten. Wir berechnen dazu zuerst
alle Funktionswerte zu F auf einem Produktgitter mit Maschenweite 27 und benennen diese
Menge mit Fy. Dann berechnen wir nach einer bestimmten Vorschrift aus der Menge Fp, die
Menge der Funktionswerte von g auf demselben Produktgitter und interpolieren mit einem
ADGK-Verfahren bis zum Level L, so dass wir den Interpolanten gj, erhalten. AnschlieSend
berechnen wir mit Hilfe der Funktion F' und dem Interpolanten g; den adaptiven Diinngitter-
Interpolanten fr. Wir erhohen dabei das Level L solange, bis der Interpolationsfehler zwischen
fr(gr) und F kleiner als € ist oder das Level einen maximalen Wert M AX erreicht hat. Das
ganze Verfahren ist im Algorithmus 5.9 zusammengefasst.

Algo. 5.9 Funktionsinterpolation mit f(g) = F

for L=MINL to MAX do
sample F, auf einem Produktgitter mit Maschenweite 2~
berechne gy, aus FT,
berechne fr, aus g7, und F
bestimme den FEHLER von fr(gr) zu F
if FEHLER < ¢

then
stoppe

fi

end

Die Teile ”berechne gy, aus Fr” (T1) und ”berechne fr aus gr und F”(T2) des Verfahrens
werden wir noch gesondert betrachten, da der Algorithmus 5.9 sonst uniibersichtlich wiirde.
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Aber befassen wir uns zuerst mit Teil T2. Die Berechnung von f7, ist unabhéngig davon wie gy,
gewihlt wird, da man gy und F' nur auswertet. Sei x = (x1,...,24) und y = (y1,...,yq) mit
x,y € ), dann ist der Algorithmus zur Berechnung von fr, gegeben durch:

Algo. 5.10 berechne fr, aus gr und F
interpoliere f auf einem ADGK mit maximalem Level L, dabei:
berechne y mit Hilfe eines Nullstellenverfahrens aus x = gr.(y)
setze f(x) = F(y)
erhalte fr,

Gehen wir nun zum Teil T2 iiber. Dabei miissen wir uns Gedanken machen, wie wir g be-
stimmen koénnen und welche Eigenschaften g haben sollte, bzw. wie wir die Eigenschaften der
Funktion F auf f und ¢ aufteilen, so dass die Approximation bei diesem Verfahren optimal
wird.

Es macht Sinn eine der beiden Funktionen f und g linear zu wéhlen, so dass die Interpolation
dieser linearen Funktion mit wenig Aufwand betrieben werden kann. Betrachten wir also die
Steigung zu F. Die Steigung von F' kann in den Grad der Steigung, den Betrag der Ableitung
von F', und die Richtung der Steigung, d.h., ob F fallend oder steigend ist, aufgeteilt werden.
Da g in unserem Fall streng monoton steigend sein soll, kann g nur durch den Grad der Stei-
gung charakterisiert werden. Wenn die Funktion g also mit dem Betrag der Ableitung von F
gleichgesetzt wird, dann beschreibt g die Verteilung der Gitterpunkte durch die Funktion F' in
. Ist g so gewihlt wird f in den meisten Féllen zu einer linearen Funktion. Da ¢ und f genauer
interpoliert werden kénnen als F', weil g und f nur Teile von F' beschreiben, erwarten wir, dass
F' durch diese Wahl genauer oder mindestens genauso gut bei gleichem Aufwand beschrieben
wird. Wie wir im {ibernéchsten Kapitel sehen werden, werden speziell Funktionen mit Pol-
stellen mit diesem Verfahren besser als mit einem einfachen adaptiven Diinngitter-Verfahren
interpoliert. Mehr zur Bewertung des Verfahrens zur Funktionsinterpolation durch Hinterein-
anderschaltung findet sich in Kapitel 7.

Fassen wir abschliefend die Methode im Algorithmus 5.11 zusammen. In diesem Algorithmus
werden mit den Variablen F' die zu approximiernde Funktion und F; = F(x;) die Funktions-
werte von F an den Stellen x; = i-27 fiir i = 0...n mit n = 2 bezeichnet. € ist eine Zahl, die
zwischen 0 und 1 liegt und garantiert, dass die berechnete Funktion g streng monoton steigend
wird. Dann kann der Algorithmus zur Berechnung der Funktion g aus I’ wie folgt geschrieben
werden:

Algo. 5.11 berechne gr, aus Fp,
ap = |Fo| + €
for i =1 ton do
a; = |F; — Fi_1] + €
end
for i =1 ton do
a; = a; + a;—1

end

for i =0 to n do
9 = o

end

interpoliere g auf einem ADGK mit maximalem Level L, daraus erhalte gy,
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Fazit

Wir haben in diesem Kapitel die einzelnen Algorithmen betrachtet, die wir zur Konstruktion
eines adaptiven Diinngitter-Interpolationsverfahren benotigen. Dabei sind wir besonders auf
die Berechnung der Basiskoeffizienten an beliebigen Stellen des diinnen Gitters eingegangen.
Eines der Probleme, das wir bei dieser Berechnung antrafen, war, dass die Basiskoeflizienten
mit steigendem Level nicht abfallend sein konnten. Dieses Problem konnten wir teilweise mit
dem Lookahead-Algorithmus beheben. Ein anderes Problem war die Bestimmung der direkten
Nachbarn eines beliebigen Gitterpunktes, wozu wir uns eine geeignete Routine iiberlegt haben.
Auflerdem haben wir ausgefiihrt, wie wir vektorwertige Funktionen auf adaptiven diinnen Git-
tern und wie wir mit Hilfe des Interpolanten zur Funktion G die Hintereinanderschaltung F'(G)
interpolieren kénnen. Zum Schluss haben wir noch die Hintereinanderschaltung von zwei In-
terpolanten betrachtet und aus den Erkenntnisse dieser Betrachtung ein neues Verfahren zur
Funktionsinterpolation konstruiert.

Jetzt brauchen wir uns nur noch iiber eine sinnvolle Datenstruktur und die effiziente Umsetzung
dieser Algorithmen Gedanken zu machen.

75



6 Datenstruktur und Implementierung

Im vorigen Kapitel haben wir Algorithmen, die wir fiir die Konstruktion eines adaptiven
Diinngitter-Interpolanten benétigen, und das neue Verfahren zur Funktionsinterpolation durch
Hintereinanderschaltung vorgestellt. Jetzt wollen wir iiber die Implementierung dieser Algo-
rithmen sprechen und die dafiir benétigten Datenstrukturen diskutieren. Dabei beginnen wir
mit der Besprechung des grunglegenden Problems des Abspeicherns der Daten. Es gibt meh-
rere Moglichkeiten die Gitterpunkte abzuspeichern, aber nur wenige Datenstrukturen erfiillen
folgende gewiinschte Eigenschaften:

e cinfacher Zugriff auf beliebige Daten des diinnen Gitters, am besten mit Kosten der
Ordnung O(1) fiir einen Zugriff

e ceinfache Handhabbarkeit der Adaptivitit
e geringer Speicheraufwand fiir einen einzelnen Gitterpunkt
e der Zugriff auf hierarchische Viter und S6hne muss einfach und schnell sein

Datenstrukturen, die diesen Anforderungen einigermaflen entsprechen und damit einen schnel-
len Zugriff auf die Gitterpunkte erméglichen sind Hashtabellen.

6.1 Hashtabelle

Eine Hashtabelle ist vereinfacht ausgedriickt ein grofier Array A[-], dessen grundlegende Eigen-
schaft es ist direkt auf beliebige Felder in A zuzugreifen.

Wenn wir Gitterpunkte in A abspeichern méchten, bendtigen wir einen “Schliissel“, der jedem
einzelnen Punkt eindeutig einen Platz in A zuweist. Dieser “Schliissel“ heifit Hashfunktion und
berechnet aus einem gegebenen key den Platz in der Hashtabelle. In unserem Fall erweist sich
(1,i) als key und die Hashfunktion

d
hfkt(l,i) = Z (245 + ;) - prim(j) - prim(43 + (d — 2) - 10 — j)
7=1

als sinnvoll, wobei prim(j) die j-te Primzahl ausgibt. Leider ist die Eindeutigkeit der Platzzu-
weisung im Speicher in der Praxis nicht immer gegeben und wir stehen vor dem Problem der
Kollisionsauflosung. In diesem Fall gibt es zwei Losungsansétze:

1. interne Kollisionsauflosung, d.h. Sprung zum néchsten freien Platz

2. externe Kollisionsauflosung, d.h. Abspeicherung in einer angehéingten Liste
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Wir werden die interne Kollisionsauflosung benutzen, da diese Methode einfacher zu implemen-
tieren ist. Wir miissen bei dieser Variante keine zusétzlichen Datenstrukturen erstellen.

Nun stellt sich die Frage, wie viele Informationen bei der Durchfiihrung der Interpolation ab-
gespeichert werden miissen. Wichtig ist fiir uns dabei, so wenig Speicherplatz wie nur moéglich
zu benutzen.

6.2 Datenstruktur und Implementierung bei einfachen Funktionen

Als Erstes betrachten wir die benotigten Datenstrukturen fiir das reguléire und adaptive Diinn-
gitter-Interpolationsverfahren fiir einfache Funktionen. Mit einfachen Funktionen sind alle
Funktionen f : [0,1]% — R gemeint, wobei d die Dimension angibt.

Um einen Punkt eindeutig bestimmen zu kénnen, brauchen wir seinen Multi-Index i, der die
Lage des Gitterpunkts auf einem gegebenen festen Level 1 beschreibt. Zum Abspeichern beider
Angaben brauchen wir schon einmal 2 - d Arrayelemente. Auflerdem miissen noch der Funkti-
onswert und der hierarchische Uberschuss zum Punkt abgespeichert werden, so dass insgesamt
2-d+2 Arrayelemente benttigt werden. Mit dieser Anzahl an Arrayelementen kénnen einfache
Funktionen nur auf einem regulédren diinnen Gitter interpoliert werden, aber nicht auf einem ad-
aptiven diinnen Gitter. Im adaptiven Fall kommmen die hierarchischen Ubergangsiiberschiisse
noch dazu, wie dem Algorithmus 5.5 zu entnehmen ist. Demnach brauchen wir fiir den adap-
tiven Fall 3 - d + 1 Arrayelemente pro Gitterpunkt.

Wiéhrend der Interpolation einer Funktion miissen mehrere Operationen auf der Hashtabelle
durchgefiihrt werden. Folgende Routinen werden dafiir benétigt:

e Eintragung eines Punktes in die Hashtabelle A

Loschung eines Punktes aus der Hashtabelle A
e Existenziiberpriifung eines Punktes in der Hashtabelle A

Eintragung des HU oder der UU zu einem gespeicherten Punkt

Eintragung des Funktionswerts zu einem gespeicherten Punkt

Auslesen der HU oder der UU zu einem gespeicherten Punkt

e Auslesen des Funktionswerts zu einem gespeicherten Punkt

Im Prinzip brauchen wir also fiir n Gitterpunkte im adaptiven Fall eine Hashtabelle mindestens
der Arraylinge n x (3 -d 4 1), weil an dem fiir einen Gitterpunkt mittels der Hashfunktion
berechneten Platz die 3 - d 4 1 nédchsten Arrayelemente zur Speicherung der Multi-Indizes, des
Funktionswerts, des HU und der UU benutzt werden. Wobei die Linge der Hashtabelle in
der Praxis grer gewéhlt werden sollte, um die Notwendigkeit der internen Kollisionsauflésung
gering zu halten.

Im adaptiven Fall miissen wir nicht nur die schon bearbeiteten Punkte in der Hashtabelle
speichern, sondern auch die noch zu bearbeitenden Punkte temporér in einem Array oder
Liste ablegen. Denn wenn wir uns beim hierarchisieren dafiir entscheiden, dass das Gitter an
der Stelle xj; verfeinert werden muss, miissen wir alle S6hne des Punktes zj; betrachten. Wir
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konnen die einzelnen S6hne aber nur nacheinander darauf {iberpriifen, ob das Gitter an diesen
Stellen verfeinert werden muss oder nicht. Deswegen miissen die noch zu bearbeiteten Punkte
irgendwo zwischengespeichert werden. Die Fragen, die sich nun stellen, sind, wie wir diese
Punkte zwischenspeichern und welche Informationen pro Punkt gespeichert werden miissen.
Da es uns reicht die zeitliche Speicherreihenfolge der Punkte und die Menge an Punkten zu
kennen, haben wir zwei Moglichkeiten:

1. Entweder man erstellt ein Array, in dem alles nacheinander abgespeichert wird und in
dem direkt auf einen Eintrag zugegriffen werden kann,

2. oder man erstellt eine Liste, die man von Anfang bis zum gewiinschten Eintrag durch-
laufen muss, um an den Eintrag zu gelangen.

Wir werden die erste Moglichkeit wéhlen und ein Array, welches wir mit N bezeichnen, be-
nutzen. Fiir jeden Punkt miissen wir das Paar der Multi-Indizes (li) und den hierarchischen
Uberschuss in dem Array N abspeichern. Der Funktionswert und die Ubergangiiberschiisse
sind hier nicht nétig, da sie bei der Uberpriifung des Punktes nicht gebraucht werden. Al-
so brauchen wir pro Punkt 2 - d + 1 Arrayelemente. Als néchstes miissen wir uns Gedanken
dariiber machen, wie wir dieses Array N zur Zwischenspeicherung geschickt nutzen und welche
Routinen wir dafiir benttigen. Wie in Abbildung 5.1 zu sehen, starten wir die Interpolation
mit einem Startgitter des Levels L. Dann werden nur die Punkte dieses Levels in das Array
N eingetragen. Sobald der erste Punkt aus N bearbeitet wurde, wird er aus N geloscht und
alle iibrigen Punkte um einen Punkt im Array nach vorne verschoben. Wenn hingegen dazu
aber neue Punkte dazukommen, werden diese hinter dem letzten Punkt gespeichert. Wenn das
Array N leer wird, bricht die Hierarchisierung ab. Wir bendtigen also drei Routinen fiir die
Zwischenabspeicherung.

1. Eintragung eines Punktes in den Array N
2. Loschung eines Punktes aus dem Array N

3. Auslesung der Daten eines Punktes des Arrays N

Damit haben wir nun vollstdndig, bis auf den Lookahead, die benétigten Datenstrukturen und
zugehorigen Routinen fiir das reguldre und adaptive Diinngitter-Interpolationsverfahren fiir
einfache Funktionen beschrieben.

6.3 Datenstruktur und Implementierung bei vektorwertigen
Funktionen

Wenden wir uns nun dem Fall der Interpolation vektorwertiger Funktionen zu. Wenn vektor-
wertige Funktionen interpoliert werden sollen, erhalten wir neue Abspeicherungsprobleme. Sei
f:[0,1]% — R™ eine vektorwertige Funktion, f = (f1,..., fm), dann kommen pro Punkt m — 1
Funktionswerte, (d — 1) - (m — 1) hierarchische Ubergangsiiberschiisse und m — 1 hierarchische
Uberschiisse dazu. Es gibt drei sinnvolle Moglichkeiten alle Daten abzuspeichern:

1. Alles wird in einer Hashtabelle gespeichert, dabei werden pro Gitterpunkt m Funktions-
werte, hierarchische Uberschiisse etc. gespeichert.
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2. Alles wird in einer Hashtabelle gespeichert, aber jeder Punkt wird m-mal jeweils mit
einem der m Funktionswerte gespeichert.

3. Jeder Punkt wird in m Hashtabellen gespeichert, wobei in der j-ten Hashtabelle der
Punkt mit dem j-ten Funktionswert gespeichert wird.

Interpolieren wir auf reguléren diinnen Gittern, ist die erste Methode die beste Wahl. Mit der
zweiten und dritten Methode wiirden wir nur unnétig Speicherplatz verbrauchen, da zu jedem
Punkt jeder der m Funktionswerte gegeben ist.

Bei der Interpolation auf adaptiven Gittern ist das anders. Da wir jede Teilfunktion fiir sich
interpolieren, kann es vorkommen, dass zu einem beliebigen Punkt bei der j-ten Teilfunktion
kein Eintrag in die Hashtabelle vorzunehmen ist. Bei der ersten Methode wiirden wir in die-
sem Fall d + 1 Nullen abspeichern und zudem hétten wir keinen unabhéngigen Zugriff auf die
eizelnen Teilfunktionen. Das heiflt wir konnten die Existenz eines Punktes der Teilfunktion j
nicht feststellen, wenn der Punkt schon fiir die Teilfunktion k # j gespeichert wurde.

Bei der zweiten und dritten Methode ist diese Unabhéngigkeit der Teilfunktionen gegeben und
daher kommen fiir uns nur diese beiden Methoden in Frage. Betrachten wir zuerst die dritte
Moglichkeit. Wir verwenden in dieser Arbeit die einfachste Form einer Hashtabelle, d.h. die
Hashtabelle bekommt zu Anfang eine Grofie zugewiesen und wird sich wihrend der Interpola-
tion nicht verkleinern oder vergrofiern. Somit wiirden wir im letzten Fall m Hashtabellen der
gleichen Grofie initialisieren, obwohl vielleicht in einigen nur wenige Punkte gespeichert werden
miissten und damit Speicherplatz unnétig verschwenden. Zudem kommt noch hinzu, dass die
Umsetzung der Interpolation, wenn wir auf m Hashtabellen zugreifen, erheblich schwieriger
wird, als wenn wir nur auf eine zugreifen wiirden. Bei der zweiten Variante haben wir die
Moglichkeit, die unterschiedliche Anzahl an bendtigten Punkten zur Interplation der einzelnen
Teilfunktionen mit einzukalkulieren. Wir kénnen also eine etwas kleinere Hashtabelle initiali-
sieren als fiir ein reguléres diinnes Gitter notig wéren. Pro Punkt einer Teilfunktion brauchen
wir im Vergleich zu den einfachen Funktionen lediglich ein Arrayelement mehr zu speichern,
weil auf Grund der Eindeutigkeit die Nummer der Teilfunktion mitgespeichert werden muss.
Wir speichern also 3 - d + 2 Arrayelemente pro Punkt einer Teilfunktion. Anschaulich ist das
in folgendem Diagramm dargestellt:

[l17"'7ld7i17"'7/L‘d7u%7"'7uéafl7]-] ~ fl(xli)

[ll,...,ld,’il,...,’L.d,UT,...,Ugl,fm,m] ~ fm(xli)

Dabei entspricht [-] einem Eintrag in der Hashtabelle A.

Da im Fall der vektorwertigen Funktionen fr jede Teilfunktion an der Stelle z;; bei der Verwen-
dung der Hashfunktion hfkt(l,7) der selbe Platz in der Hashtabelle zugewiesen wrde, mssen
wir die Hashfunktion erweitern. Dies ist leicht getan durch:

d
hfkt(m,1,i) = (m+1) Z (24 + ;) - prim(j) - prim(43 + (d — 2) - 10 — j),
7j=1

wobei m die Nummer der Teilfunktion angibt.
Bei der Zwischenspeicherung im Array N miissen wir zuséitzlich die Nummer der Teilfunktion
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mit abspeichern, also brauchen wir zum Abspeichern pro Punkt 2 - d + 2 Arrayelemente in N
bei der Interpolation von vektorwertigen Funktionen.

6.4 Datenstruktur und Implementierung bei
Hintereinanderschaltung von Funktionen

Bei der Hintereinanderschaltung von zwei Funktionen, wie in Algorithmus 5.8 beschrieben,
brauchen wir keine zwei Aufbewahrungsarrays zur Zwischenspeicherung, sondern kénnen das
Array N zwei mal nacheinander benutzen. Das liegt daran, dass die Funktionen G und F(G)
hintereinander interpoliert werden, wobei G der Interpolant zu G ist. Da aber auf den In-
terpolanten G bei der Interpolation von F (G‘) zugegriffen werden muss, miissten wir wieder,
wenn wir nur eine Hashtabelle beniitzten, ein zusétzliches Arrayelement pro Punkt zur Unter-
scheidung der Funktionen einfiigen. Eine einfachere Moglichkeit in diesem Fall ist es, fiir jede
Interpolation eine Hashtabelle zu benutzen. Seien G : [0,1] — [0,1]¢ und F : [0,1]¢ — R™
mit d,m € N. Dann brauchen wir 3 - d + 2 Arrayelemente pro Punkt fiir die Hashtabelle der

Funktion G und 3-d+ 2 Arrayelemente pro Punkt fiir die Hashtabelle der Funktion F'(G). Wir

~

erhalten also eine Hashtabelle B fiir G und eine Hashtabelle A fir F(G).

6.5 Implementierung bei Lookahead

Beim Lookahead-Algorithmus 5.6 betrachten wir zur Uberpriifung eines Punktes nicht nur den
HU an dem Punkt, sondern auch die HU an den Séhnen, beim zweifachen Lookahead sogar die
HU an den Enkeln.

Wenn wir einen Gitterpunkt x erzeugen, so speichern wir ihn in der Hashtabelle ab, falls er
dort noch nicht existiert. Beim Lookahead werden zustzlich noch die Shne und Enkel in der
Hashtabelle abgespeichert. Im Aufbewahrungsarray N hingegen speichern wir nur die Shne.
Wenn aber an einem Gitterpunkt « nach der berprfung das Gitter nicht verfeinert wird, mssten
eigentlich die Shne bzw.Shne und Enkel wieder aus der Hashtabelle und die Shne aus dem
Aufbewahrungsarray gelscht werden. Die Shne aus dem Aufbewahrungs Array N zu lschen ist
einfach, da die letzten 2 - d Punkte im Array genau die Shne sind.

Aber wenn wir uns die Shne bzw. Shne und Enkel nicht zuvor zustzlich zwischengspeichern,
mssen wir den Levelindex und der Ortsindex der Shne bzw. der Shne und Enkel zum Lschen
erst wieder neu erzeugen.

Zur Umsetzung des Lookaheadalgorithmen haben wir zwei Moglichkeiten:

1. Entweder wir merken uns die gerade erzeugten Séhne bzw. Enkel in einem zusétzlichen
Array und konnen so leichter, wenn am Vater das Gitter nicht erweitert wird, das Loschen
der S6hne und Enkel vornehmen

2. oder wir belassen alle erzeugten Sohne und Enkel in der Hashtabelle A.

Beide Wege haben ihre Vor- und Nachteile. Die erste Variante scheint zeitaufwendiger als
die zweite Variante zu sein. Bei der zweiten Varianten kann es vorkommen, dass an Punkten
interpoliert wird, die nicht nétig fiir die Interpolation sind. Experimentell hat sich ergeben, dass
die erste Methode in den meisten Féllen sogar weniger Zeit braucht als die zweite Methode und
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dass mit der ersten Methode am Ende wesentlich weniger Punkte zur Interpolation benotigt
werden als mit der zweiten Methode. Der einzige Nachteil der ersten Methode liegt darin,
dass zur Zeit der Berechnung der Interpolante immer wieder Punkte im zusitzlichen Array
zusétzlich zu der Hashtabelle A und dem Aufbewahrungsarray N gespeichert werden miissen.
Aber auf Grund der Zeit und der Anzahl der Punkte haben wir uns fiir die erste Variante

entschieden.
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Wir wollen nun unser adaptives Diinngitter-Interpolationsverfahren auf einfache, vektorwer-
tige und hintereinadergeschaltete Funktionen anwenden und die Stérken und Schwichen des
Verfahrens diskutieren. Es interessiert uns dabei insbesondere das Abschneiden des adaptiven
Diinngitter-Verfahrens (ADGV) im Vergleich zum regulidren Diinngitter-Verfahren (DGV), wo-
bei wir als Grundgitter der Verfahren das diinne Gitter mit konstantem Rand (DGK) verwendet
haben. Dabei wird ein besonderes Augenmerk auf Funktionen mit verschiedenen Glattheiten
und Singularitéiten gelegt. Danach wenden wir uns dem Verfahren zur Funktionsinterpolation
durch Hintereinanderschaltung von Funktionen mit adaptiven diinnen Gittern zu und bespre-
chen die Vor- und Nachteile des neuen Ansatzes.

7.1 Einfache Funktionen

Mit einfachen Funktionen bezeichnen wir Funktionen der Gestalt f : @ — R mit Q = [0, 1]¢. Wir
werden uns nun verschiedene d-dimensionale Funktionen anschauen, wobei sich die Funktionen
hauptséchlich in ihrer Glattheit unterscheiden. Wir unterteilen Funktionen in Bezug auf ihre
Glattheit wie folgt:

1. glatte Funktionen, d.h. Funktionen ohne Singularitét,
2. Funktionen mit Ebenensingularitét,

e die Singularitét ist parallel zu den Achsen

e die Singularitdt ist schriag zu den Achsen
3. Funktionen mit Punktsingulariét,

e die Singularitét liegt in einer Ecke von
e die Singularitit liegt auf einem Rand von

e die Singularitit liegt im Inneren von Q
4. und Funktionen mit Kreissingularitéiten.

Wobei jede der oben aufgefithrten Singularititen auf verschiedene Art und Weise auftreten
kann:

1. Singularitét als Polstelle
2. Singularitdt als Sprung

3. Singularitét als Knick
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Wir beschranken uns bei der Betrachtung der Funktionen auf die Dimensionen d € 2,...,5, da
diese eingeschriankte Betrachtung vollkommen ausreicht um allgemeingiiltige Ergebnisse fest-
zustellen und zu erldutern.

Wir werden nun anhand von fiinf Beispielen sehen, wie gut die zwei Interpolationsverfahren,
DGV und ADGYV, bei Funktionen mit Singularitdten funktionieren. Um qualitative Aussagen
machen zu kénnen betrachten wir die Konvergenzrate, die Genauigkeit der Interpolanten und
den dafiir benttigten maschinellen Aufwand. Die Ergebnisse werden in Konvergenzgraphen,
einer Konvergenztabelle und einer Punktetabelle gezeigt bzw. aufgelistet. Es folgt eine kurze
Beschreibung dieser drei Darstellungen.

e Im Konvergenzgraph sind die Anzahl der benctigten Punkte auf der x-Achse und der
dazugehorige errechnete Lo-Interpolationsfehler oder der L.-Interpolationsfehler auf der
y-Achse gegeneinader geplottet, wobei beide Achsen logarithmisch skaliert sind. Zu jeder
im Beispiel angegebenen Funktion werden jeweils zwei Konvergenzkurven (Fehlerkurven)
im Konvergenzgraph gezeichnet, einen fiir den Interpolanten auf dem reguléren diinnen
Gitter und einen fiir den Interpolanten auf dem adaptiven diinnen Gitter.

e In der Konvergenztabelle stehen die Konvergenzraten p der einzelnen Interpolationsver-
fahren mit der benutzten Fehlernorm zu den im Beispiel interpolierten Funktionen. In
der Konvergenztabelle steht in der Spalte mit der Uberschrift DGz, zum Beispiel die
Konvergenzrate des Lo-Fehlergraphen fiir das regulére Diinngitter-Verfahren.

e In den Punktetabellen ist aufgefiihrt, wieviele Punkte das DGV benétigt den dort an-
gegebenen Lo- und Lso-Interpolationsfehler zu den Funktionen im Beispiel zu erreichen.
Weiter steht in der Tabelle in der zugehorigen Spalte oder Zeile die Anzahl der Punk-
te die ein ADGYV benétigte um den selben Interpolationsfehler zu erreichen. Wenn sich
die Anzahl der Punkte im Falle des adaptiven Diinngitter-Verfahrens fiir den Lo-Fehler
von der fiir den Loo.-Fehler unterscheiden, kennzeichnen wir dies durch P(Ls) fiir den
Lo-Fehler und P(Ly) fiir den Loo-Fehler. In dem Fall, indem unterschiedliche maximale
Level zur Interpolation der einzelnen Funktionen benutzt werden, sind diese mit angege-
ben. Ansonsten ist das maximale Level in der Beispielbeschreibung mit angegeben.

Bei der Verwendung des ADGV haben wir eine e-Schrittweite von 4~ gewihlt, haben den
Algorithmus mit einem Startwert von € = 1 begonnen und die e-Schranke auf 4=2! gesetzt. Wir
werden bei jedem Beispiel die benotigte e-Schranke angeben, also die minimale e-Schranke,
sobald sie von 472! abweicht.

Beispiel PEK: In unserem ersten Beispiel betrachten wir eine d-dimensionale Fliche, die
an einer d — 1-dimensionalen Ebene, die parallel zu den Achsen verliuft, geknickt wird:

0 , falls 1 <=0.4
f(a:l,...,xd)—{

(21 —0.4)- 2, sonst.
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Abb. 7.1: Funktionsplot der Beispielfunktion PEK in 2 Dimensionen

Wir betrachten also eine Funktion mit einer Ebenensingularitit, die parallel zu den Achsen
verlduft. Wir beschridnken uns wie vorhin erldutert auf die Félle d = 2,...,5. Es stellt sich her-
aus, dass das Startlevel des adaptiven Diinngitter-Verfahrens auf 1 gesetzt werden muss, weil
einige zum Aufbau des Gitters benétigten hierarchischen Uberschiisse vom Algorithmus bei
noch geringerem Startlevel nicht berechnet werden. Weiter wurde mit steigender Funktionsdi-
mension ein niedrigeres maximales Level gewéhlt, da eine Berechnung des Interpolationsfehlers
in annehmbarer Zeit sonst nicht realisierbar gewesen wire. Daher wird die e-Schranke mit stei-
gender Dimension immer grofler und damit ist automatisch der Interpolationsfehler bei dieser
Funktion (PEK) in hoheren Dimensionen gréfier als in kleineren Dimensionen.

Dimension | 2 ]3] 4]5
e-Schranke 4781477 [ 476 | 47
Schrittweite von FP || =& | 4 1 1

445 60 20 10

Tabelle 7.1: Tabelle zeigt jeweils die implementierten Funktionsdimensionen, die zur Funktions-
interpolation gewéhlte e-Schranke und die zur Fehlerberechnung gewéhlte Schritt-
weite der Fehlerberechnungsmethode mit Produktgitterpunkten (FP).

Da wir die Interpolationsfehler der Funktion in verschiedenen Dimensionen vergleichen wol-
len, miissen wir fiir jede Fehlerberechnung ungefihr die gleiche Punktanzahl verwenden. Diese
Bedingung fiihrt uns zu den Schrittweiten, die in der vorherigen Tabelle 7.1 aufgelistet sind.
Fiir ndhere Erlauterungen zur Fehlerberechnungsmethode mit Produktgitterpunkten (FP) sie-
he Abschnitt 3.

Gehen wir nun zur Auswertung dieses Beispiels iiber. Fangen wir mit der in Abbildung 7.2 ge-
zeigten Konvergenzgraphen an. Wie in der Abbildung zu erkennen, erhalten wir fiir das ADGV
in diesem Beispiel eine auflergewohnlich hohe Konvergenzrate, die darauf zuriickzufiihren ist,
dass unsere Beispielfunktion einen konstanten Teil und einen linearen Teil besitzt und zudem
nur von x7 abhéngt. Auf Grund dieser sehr einfachen Struktur benttigt das ADGV sehr wenig
Punkte (siche Tabelle 7.2), um die Funktion zu interpolieren. Das DGV baut unabhéngig von
der zu interpolierenden Funktion ein komplettes diinnes Gitter auf. So kommt es, dass das
ADGYV bei der Interpolation der Beispielfunktion fiir d = 2 gerade einmal ein dreitausendstel
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Abb. 7.2: Ly- und Lo-Fehler zum Beispiel PEK

der Punkte des DGVs braucht, um den gleichen Interpolationsfehler zu erhalten. Fiir d = 5
werden immerhin nur noch ein fiinfhundertstel der Punkte des DGVs benoétigt.

Betrachten wir den Verlauf der Fehlerkurven in Abbildung 7.2, so sehen wir dass der
Lo-Fehler den gleichen guten Verlauf wie der Lo-Fehler aufweist. Dies zeigt, dass die Diinngitter-
Verfahren diesen Typ von Funktion gut im Griff haben und speziell das adaptive Diinngitter-
Verfahren fiir die Funktion PEK sinnvoll eingesetzt werden kann. In der Abbildung 7.2 kann
man auflerdem erkennen, dass umso genauer der Interpolationsfehler wird, desto mehr weichen
die Fehlerkurven des DGVs (d.h. die Kurven fiir die Funktion in verschiedenen Dimensionen)
voneinander ab. Beim ADGYV tritt dieses Verhalten nicht auf. Dort bleibt der Abstand zwischen
den Fehlerkurven bestehen. Das heifit also, dass die Punktanzahl mit dem ADGYV gegeniiber
dem DGV nicht nur mit steigender Genauigkeit verbessert wird, sondern auch mit steigendener
Dimension.

| 7] Ly | Lo | Poe | Pabc
14 | 1.156039e-06 | 2.441406e-05 | 94209 32
12 | 1.229862¢-05 | 9.765625e-05 | 75009 32
10 | 7.922576e-05 | 3.906250e-04 | 41425 33
8 | 4.711115e-04 | 1.562500e-03 | 17002 35

U W N &

Tabelle 7.2: Minimaler Interpolationsfehler zum héchsten Level [ in Dimension d fiir das Bei-
spiel PEK mit FP errechnet

Beispiel G: Gegenstand der Betrachtung in diesem Beispiel ist eine vollkommen glatte
Funktion, die aus einem Sinusteil und einem Exponentialteil besteht. Die Funktion hat folgendes
Aussehen:

flxy,... xq) = Zexp(a:i) —sin(3 -7 x;).

=1
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Abb. 7.3: Funktionsplot der Beispielfunktion G fiir 2 Dimensionen

Auch hier haben wir die Funktion in den Dimensionen zwei bis fiinf untersucht und haben auf
Grund des gleichen Arguments, wie in Beispiel PEK, die Schrittweiten zur Fehlerberechnung
wie folgt gewihlt:

Dimension 3 1 4] 5
e-Schranke 4 17 4 41411 4-10
Schrittweite von FP | = 45 19 2—10 %

Tabelle 7.3: Tabelle zeigt jeweils die implementierten Funktionsdimensionen, die zur Funktions-
interpolation gewihlte e-Schranke und die zur Fehlerberechnung gewéhlte Schritt-
weite der FP.

Die e-Schranken erkldren sich auch hier mit dem niedrigeren maximalen Level in héheren
Dimensionen. Betrachten wir zuerst die Konvergenztabelle 7.4. Beide Verfahren weisen eine
Konvergenzrate von ca. zwei auf, wobei das ADGYV eine leicht hohere Konvergenrate aufweist.
Sehr gut zu erkennen ist auch, dass das DGV mit steigender Dimension langsamer und das
ADGYV schneller konvergiert, wie im Konvergenzgraph, Abbildung 7.4, zu sehen ist. Dies ent-
spricht den vorherigen Beobachtungen, die wir beim Beispiel PEK machen konnten. Der
Abstand der Fehlerkurven des DGVs wird mit steigender Genauigkeit immer gréfler und der
Abstand der Fehlerkurven des ADGVs immer geringer. Also bleibt die Konvergenzrate, wenn
man auf einem adaptiven diinnen Gitter interpoliert und die Dimension der Funktion erhoht,
zumindest im Vergleich zur niedrigsten Dimension erhalten oder wird eventuell sogar besser.
Beim reguléren Diinngitter-Verfahren trifft uns an dieser Stelle der Fluch der Dimension. Mit
der Dimension der zu interpolierenden Funktion steigt auch die Anzahl der Gitterpunkte, die
ein reguldres diinnes Gitter besitzt, aber der Interpolationsfehler wird nicht in gleichem Maf}
kleiner. So kann die Konvergenzrate des DGV fiir Funktionen in hoheren Dimensionen gar nicht
besser sein als die in einer niedrigeren Dimension, wenn der Funktionstyp iiber die einnzelnen
Dimensionen vergleichbar bleibt. Vergleicht man in Bezug auf die Konvergenzrate zum Bei-
spiel eine zweidimensionale Exponentialfunktion mit einer vierdimensionalen Sprungfunktion,
so macht das natiirlich keinen Sinn.
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7.1 FEinfache Funktionen

Wenden wir uns nun der Punktetabelle 7.5 zu. Braucht das ADGV in zwei Dimension ein

drittel der Punkte des DGVs, um den gleichen Interpolationsfehler, wie das DGV zu erreichen,
so braucht es bei drei Dimensionen ein sechstel, bei vier Dimesionen ein zehntel und in fiinf
Dimensionen nur noch ein dreizehntel der Punkte des DGVs. Das heifit, je hoher die Dimension,
desto mehr unwichtige Punkte, das sind alle die Punkte, die die Genauigkeit nicht verbessern,
fallen bei der Interpolation an.
Auflerdem ist gut zu erkennen, auch in Abbildung 7.4, dass bei glatten Funktionen kaum ein
Unterschied zwischen dem Lo- und dem L.-Fehler zu bemerken ist. Das bedeutet, dass die
Funktion an jeder Stelle gleich gut interpoliert wird. Es gibt keine Stellen an der sehr viel mehr
Arbeit als an anderen Stellen investiert werden muss. Bei singuldren Funktionen ist dies etwas
anders, wie wir in den verbleibenden Beispielen sehen werden.

Funktion: G Funktion: G

10'

Dim 2 DG
——Dim3DG
——Dim4DG 10° b
———Dim5 DG
—— Dim 2 ADG Dim 2 ADG
Dim 3 ADG | 107 Dim 3 ADG
—— Dim 4 ADG —— Dim 4 ADG
—— Dim 5 ADG ——Dim 5 ADG

10° F

107

107E

107

0
-
°,

107

Lz—FehIer
L _—Fehler

10°F

10°F

107

10° . . . . 10°

10° 10* 10° 10°
Anzahl der Punkte

10° 10°
Anzahl der Punkte

Abb. 7.4: Lo- und Lo-Fehler zum Beispiel G

Dim. | DGg, | ADGy, | DG, | ADGp
2 1.8413 | 2.0210 | 1.8479 | 2.0888

3 1.6983 | 2.0709 | 1.7217 | 2.0369
4 1.5697 | 2.0949 | 1.5838 | 2.1495
) 1.4241 | 2.2501 | 1.4200 | 2.2418
Tabelle 7.4: Konvergenzrate fiir das Beispiel G

d| 1] L L | Poc | Pihg | Prie
2 || 14 | 3.173845e-08 | 8.455687e-08 | 94209 | 32762 | 31806
3| 12 | 6.436699¢-07 | 1.859173e-06 | 75009 | 12226 | 11932
4
5

10 | 1.144043e-05 | 4.122800e-05 | 41425 | 3967 | 3967
8 | 2.401656e-04 | 6.792474e-04 | 17002 | 1261 | 1261

Tabelle 7.5: Minimaler Interpolationsfehler zum hochsten Level [ in Dimension d fiir das Bei-
spiel G
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Beispiel SE: Beschiftigen wir uns nun mit drei verschiedenen Singularitéiten an einer zu
den Achsen schrigen Ebene:

SEK: Funktion mit Knick an der schrigen Ebene

0 alls 2 — Y%y — 1 <0

(1 — 2?22 T — i) . % , sonst.

f(xl,...,:vd) = {

SES: Funktion mit Sprung der schréigen Ebene

0 , falls 331—2?:2%‘—%:0
axd) =
1 , sonst.

fl@,. ..

SEP: Funktion mit Polstelle an der schrigen Ebene

Abb. 7.5: Funktionen SEK, SES und SEP in 2 Dimensionen

Die Schrittweite bei der Fehlerberechnung der Funktion SES unterscheidet sich von den
Schrittweiten der anderen Funktionen, da wir hier darauf achten miissen, dass die Sprungstelle
auch von den eingesetzten Punkten getroffen wird, was mit der von uns iiblich gewéhlten
Schrittweite ﬁ nicht der Fall ist.

Funktion | SEK | SES | SEP
e-Schranke 475 4-3 4-10
Schrittweite von FP ﬁ ﬁ ﬁ
Startlevel -1 4 3
Hierarchisieren mit Lookahead | ohne Lookahead | ohne Lookahead

Tabelle 7.6: Die zu den zu interpolierenden Funktionen gewéhlte e-Schranke, Schrittweite von
FP, das Startlevel und Hierarchisierungsweg (mit Lookahead oder ohne Lookahead,
siche Kapitel 5).
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7.1 FEinfache Funktionen

Bei diesem Beispiel wollen wir Funktionen mit unterschiedlichen Singularitéiten, wie Knick,
Sprung und Polstelle, vergleichen, wobei die Singularitét an einer zu den Achsen schriagen Ebe-
ne auftritt. Speziell mit solchen Funktionen hat ein ein reguléres Diinngitter-Verfahren grofie
Schwierigkeiten auf Grund der Tensorproduktdarstellung der Basisfunktionen. Unser besonde-
res Augenmerk liegt darauf, wie gut die unterschiedlichen Singularitdten im Allgemeinen von
den Diinngitter-Verfahren approximiert werden, wie die Interpolation der Funktionen mit Sin-
gularitdten im Vergleich zur Interpolation der glatten Funktionen ausfallen und wie gut das
adaptive Diinngitter-Verfahren im Vergleich zum reguléren Diinngitter-Verfahren abschneidet.
Beginnen wir mit dem Vergleich der Interpolation der Funktionen mit den verschiedenen Sin-
gularitéiten mit Hilfe der Konvergenzgraphen in Abbildung 7.6. Man sieht, dass die Funktion

——GDG ' ' ' ' ——GDG
——SEKDG —— SEK DG
——SESDG —— SESDG

—
10 =N ——SEPDG 10° 1 |—serpc
——GADG ——GADG
SEK ADG SEK ADG
107 ——SES ADG 107 {1 |——SESADG
—— SEP ADG —— SEP ADG
.

10" 10°

Lz—FehIer
o

L —Fehler

10° 10" 10" 10° 10° 10

10 10 10° 10
Anzahl der Punkte Anzahl der Punkte

Abb. 7.6: Ly- und Lo-Fehler zum Beispiel SE

SEK am genauesten interpoliert wird, am schlechtesten die Funktion mit Polstelle abschneidet
und die Fehlerkurve der Sprungfunktion SES genau zwischen den der Funktionen SEK und
SEP liegt. Wie sieht das Abschneiden nun aber beziiglich der Konvergenzrate aus? In Tabelle
7.7 sind die Ergebnisse zur Konvergenzrate zu sehen. Die Konvergenzrate beider Interpola-

Fkt. | DGz, | ADGyg, | DGr, | ADGL, | h
SEK || 0.6694 | 0.9487 | 0.4627 | 0.7361 |2~
SES || 0.1973 | 0.3935 - - 214
SEP || 0.0905 | 0.1344 | 0.0235 | 0.0291 | 2714

Tabelle 7.7: Konvergenzrate fiir das Beispiel SE

tionsverfahren ist in diesem Beispiel fiir jede der betrachten Funktionen niedrig. Wobei die
Diinngitter-Verfahren bei der Funktion SEK eine héhere Konvergenzrate aufweisen als bei den
Funktionen SES und SEP.

Die gleiche Rangfolge tritt auch bei der Anzahl an benétigten Punkten (Tabelle 7.9) beim
adaptiven Diinngitter-Verfahren auf, d.h. wir brauchen am wenigsten Punkte fiir die Funktion
SEK und am meisten fiir die Funktion SEP.

Betrachten wir nun alle bis jetzt bearbeiteten Funktionen, d.h. inklusive Funktionen G (Tabelle
7.5) und PEK (Tabelle 7.2). Wir sehen, dass die Funktion G am genaueseten interpoliert
wird. Etwas schlechter sieht es schon bei der Funktion PEK aus und noch ungenauer werden
die Funktionen SEK, SES und SEP interpoliert. So kénnen wir die Funktionen in Bezug auf
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7 Numerische Resultate

den Interpolationsfehler, der bei der Interpolation dieser Funktionen gemacht wird, sortieren
(1=gut,... ,5=schlecht):

Genauigkeit H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5
Funktion || G [ PEK | SEK | SES | SEP

Tabelle 7.8: Funktionen geordnet nach dem Interpolationsfehler (ordinal), der bei der Interpo-
lation dieser Funktion gemacht wird (1=gut,... ,5=schlecht).

Also Funktionen mit Singularitédten an den Achsen parallelen Ebenen werden genauer inter-
poliert als Funktionen mit Singularitdten auf Ebenen, die schrig zu den Achsen liegen. Am
besten aber schneiden die glatten Funktionen bei der Interpolation ab. Jeder bisher untersuch-
te Funktionstyp wird mit dem adaptiven Diinngitter-Verfahren besser interpoliert als mit dem
regulédren Diinngitter-Verfahren, denn es braucht weniger Punkte um den gleichen Interpolati-
onsfehler, wie das regulidre Diinngitter-Verfahren zu erreichen.

Fkt. | SEK | SES | SEP
Ppak 45057 94209 94209
PR 1265 5385 48371
Phs ok 1265 5385 27815

Lo 2.364303e-04 | 7.154228e-02 | 3.241375e-01
L 4.840508e-03 | 1.000000e+-00 | 8.147634e+00

Tabelle 7.9: Minimaler Interpolationsfehler zum hochsten Level [ = 14 in 2 Dimensionen fiir
das Beispiel SE und die dafiir benttigten Punkte

Beispiel P: In unserem vierten Beispiel befassen wir uns mit Funktionen mit Punktsingu-
laritéten, genauer gesagt mit Funktionen mit Polstellen. Wir werden sehen, dass die Lage der
Polstelle Einfluss darauf hat, ob und inwiefern unsere benutzten Diinngitter-Verfahren Schwie-
rigkeiten bei der Interpolation haben. Wir betrachten dazu drei Funktionen mit verschiedenen
Lagen der Polstellen:

IPP: Funktion mit Polstelle in einem inneren Punkt

1 1
f(@1,22) = (Jz1 — g' + @2 — g')_%
RPP: Funktion mit Polstelle in einem Randpunkt
1 _1
flay,22) = (Jo1 = | + |a=2])75

EPP: Funktion mit Polstelle in einem Eckpunkt

Fz1,20) = (22 + 22 +10710) 3
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7.1 FEinfache Funktionen

Abb. 7.7: Funktionen IPP (links), RPP (mitte) und EPP (rechts)

Benutzt man zur Fehlerberechnung nach der Interpolation der Funktion EPP die Fehlerbe-
rechnungsmethode mit zufélligen Punkten (FZ) so erhalten wir in Bezug auf die Genauigkeit
des Interpolationsfehlers gute Ergebnisse. Haben wir aber zuvor zur Interpolation das adap-
tive Diinngitter-Verfahren verwendet, dann oszilliert die Fehlerkurve berechnet mit der FZ-
Methode. Daher konnen wir nicht feststellen, bei wievielen Punkten der Interpolant, der mit
dem adaptiven Diinngitter-Verfahren erstellt wird, sich nicht mehr nennenswert veréndert. Ver-
wenden wir zur Fehlerberechnung die FP-Methode, die wir in den vorherigen Beispielen benutzt
haben, erhalten wir auch keine verwertbaren Ergebnisse, weil mit der Schrittweite (445)~! ab
Level 9 die interpolierte Polstelle nicht mehr getroffen wird und nichts mehr iiber die Genau-
igkeit des Interpolanten an dieser Stelle ausgesagt werden kann. Erst bei einer Schrittweite
von 1076 des Produktgitters der FP-Methode wiirden wir wieder genaue Ergebnisse erhalten,
das wiirde aber zuviel Rechenzeit kosten. Nur mit der Fehlerberechnungsmethode mit Diinn-
gitterpunkten (FD) ist der Interpolationsfehler zur Funktion EPP gut zu approximieren. Die
FD-Methode bei der Punkte des Levels 15 benutzt werden, benotigt weniger Punkte, genauer
gesagt braucht sie 102400 Punkte, als die FP-Methode mit Schrittweite ﬁ und hat zudem noch
eine kleinere Schrittweite. Dadurch wird die Polstelle beriicksichtigt und der Interpolationsfeh-
ler wird genauer approximiert. Deswegen werden wir in diesem Beispiel den Interpolationsfehler
mit der FD-Methode mit Punkten des Levels 15 berechnen.

Um den Ls-, bzw. Ly-Fehler, den wir bei der Interpolation der Funktionen IPP, RPP und EPP
mit dem reguldren Diinngitter-Verfahren machen, zu erreichen, haben wir folgende e-Schranken
fiir das adaptive Diinngitter-Verfahren gewé&hlt:

Funktion || IPP | RPP | EPP
‘410 48 ‘ 45

e-Schranker,,

e-Schrankey, || 473 | 472 | 47!

Tabelle 7.10: Zur Interpolation gewéhlte e-Schranke.

In der Abb. 7.8 sehen wir, dass der minimalste Lo-Interpolationsfehler zur Funktion EPP
mit dem adaptiven Diinngitter-Verfahren schon nach wenigen Interpolationsschritten bei 338
Punkten (Tabelle 7.12) erreicht ist, wobei der Interpolant schon bei einer geringeren Anzahl
an Punkten nahe am Optimum liegt. Das heifit, der Interpolant startet schon mit einer guten
Approximation der Funktion und die Hinzunahme von weiteren Punkten verbessert diese nicht
nennenswert. Deswegen wurde keine Konvergenzrate dazu in Tabelle 7.11 angegeben. Beim zu-
gehorigen Loo-Fehler sehen wir ein dhnliches Verhalten. Betrachten wir die Konverganzrate zu

91



7 Numerische Resultate

10" T T T T 10°

—IPP DG ‘ ‘ ‘ ‘ —IPP DG
——RPP DG ——RPP DG
10" ——EPP DG —EPP DG
——IPP ADG 10° ﬂ — PP ADG
ol ——RPP ADG ——RPPADG
EPP ADG EPP ADG

10' £
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L _—Fehler

©

10° |
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107 « _K
10°
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Anzahl der Punkte Anzahl der Punkte

Abb. 7.8: Lo- und Lo-Fehler zum Beispiel P

Dim. | DGy, | ADGy, | DG, | ADGp
IPP | 0.3985 | 0.9402 | 0.0926 | 0.5952

RPP || 0.1717 | 0.5576 | 0.0386 | 0.5470
EPP || 0.5412 - 0.0558 -

Tabelle 7.11: Konvergenzrate fiir das Beispiel P

den reguldren Diinngitter-Verfahren, so erwarten wir eigentlich die schlechteste Komvergenz-
rate bei der Interpolation der Funktion EPP, weil die Polstelle im Eckpunkt liegt, d.h. zwei
Rénder bei der Polstelle aufeinandertreffen. Die berechnete Konvergenzrate fiir diesen Fall ist
entgegen dieser Erwartung besser als die Konvergenzraten bei der Interpolation der Funktionen
IPP und RPP. Das liegt daran, dass die Funktion EPP nicht wirklich eine Funktion mit Polstel-
le in einer Ecke ist. Da bei der Interpolation die Eckpunkte der Funktion ausgewertet werden,
hétten wir hier eine Stelle gehabt die nicht hétte ausgewertet werden kénnen und so wére der
Interpolant nicht bestimmt worden. Deswegen haben wir diese Stelle etwas vom Eckpunkt weg
verschoben, so dass sie ausgewertet werden kann. Jetzt ist der Funktionswert an dieser Stelle
zwar noch sehr grof3, aber es existiert im eigentlichen Sinne keine Polstelle mehr. Auf Grund
dieser Tatsache hat das Diinngitter-Verfahren fiir die Funktion EPP eine bessere Konvergenz-
rate als das Diinngitter-Verfahren angewandt auf die anderen beiden Funktionen. Aber eines
kann man der Konvergenztabelle doch ablesen, dass das adaptive Diinngitter-Verfahren viel
besser, also mit sehr wenigen Punkten, eine Funktion mit Punktpolstelle approximiert als ein
regulédres Diinngitter-Verfahren, siehe dazu die Tabelle 7.12.

Zum Ende dieses Beispiels sollten wir noch iiber die Genauigkeit, mit der unsere Funktionen
IPP, RPP und EPP interpoliert werden, sprechen. Wie den Konvergenzgraphen in Abbildung
7.8 zu entnehmen, ist die Lage der Polstelle sehr entscheidend, damit die Diffenrenz zwischen
dem Interpolanten und der Originalfunktion nur gering ausféllt. Sobald die Polstelle im Inneren
des Interpolationsgebiets liegt haben wir gute Chancen ein ordentliches Ergebnis in Bezug auf
den Interpolationsfehler zu bekommen im Vergleich zu den Féllen, in denen die Polstelle am
Rand liegt. Logisch erscheint auch das Ergebnis fiir die Funktion RPP, welches, wenn man sich
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die Interpolationgenauigkeit anschaut, genau zwischen den der Extremfille IPP und EPP liegt.

Fkt. H Loy Leo ‘ Ppc ‘ P/IfDG ‘ PG
IPP 3.457025e-03 9.714231e-01 | 94209 | 23671 360

RPP || 6.724407e-02 | 2.340623e+01 | 94209 | 8104 121
EPP || 1.264887e+00 | 4.071497e+02 | 94209 | 338 92

Tabelle 7.12: Minimaler Interpolationsfehler zum hochsten Level 14 in 2 Dimensionen fiir das
Beispiel P

Beispiel POL: Zum Abschluss der einfachen Funktionen betrachten wir die Interpolati-
on von Funktionen mit einer vorgegebenen Singularitéit, hier eine Polstelle. Der Trager einer
Singularitdt kann verschiedene Formen annehmen. Wir werden hier fiinf zweiddimensionale
Funktionen mit unterschiedlichen Tragern der Polstelle, G, IPP, KP, PEP und SEP verglei-
chen. Dabei haben wir darauf geachtet, dass die Polstelle im Innern des Gitters liegt.

KP Funktion mit Polstelle auf einer Kreislinie

PEP Funktion mit Polstelle auf der zu den Achsen parallelen Ebene

f(ajl,...,xd) =

Tl — =

1
113
|

Abb. 7.9: Funktionen KP und PEP in 2 Dimensionen

Alle Interpolantionsfehler wurden mit der Fehlerberechnungsmethode FP mit der Schrittweite
h = 445~1) berechnet. Die e-Schranken, die benstigt werden, um die Interpolationsfehler bei der
Anwendung des DGVs auch mit dem ADGV zu erreichen, sind in der nachstehenden Tabelle
aufgelistet:
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Funktion | G | PEP | IPP | SEP | KP
e-Schrankey,, 416 413 48[4 0] 46
e-Schrankey _ || 4713 | 476 | 475 | 478 |47

Tabelle 7.13: Die zu den zu interpolierenden Funktionen gewéhlte e-Schranke.

Betrachtet man die Tabellen 7.14 und 7.15, so sicht man, dass bei Polstellen die Genauigkeit
eng mit der Konvergenz verkniipft ist. Je genauer die Funktion interpoliert wird, das gilt fiir
beide Diinngitter-Verfahren, desto hoher ist auch die Konvergenzrate.

Da die Wahrscheinlichkeit eine parallel zu einer der Achsen verlaufenden Polstelle zu treffen
hoher ist, als die Wahrscheinlichkeit eine Polstelle in einem Punkt zu treffen, ist es klar, warum
die Genauigkeit der Interpolation der Funktion PEP hoher ausfillt als die der Interpolation
der Funktion IPP. Warum es aber schwerer ist eine Polstelle auf einer Geraden schrig zu den
Achsen liegend zu approximieren als eine Polstelle in einem Punkt, liegt an dem Tensorprodukt
auf dem die diinnen Gitter aufgebaut sind.

Da beim Kreis die Punkte nicht wie Gitterpunkte nebeneinander liegen, werden noch mehr
Fehler bei der Interpolation der Funktion KP gemacht als bei der Funktion SEP. Die Tabellen
7.14, 7.15 und die Abbildung 7.10 zeigen diese Ergebnisse.

10* 107

——KP DG ——KP DGK
——SEP DG ——SEP DGK
— IPP DG o I | |—PPDGK
—— PEP DG —— PEP DGK
——KP ADG ——KP ADGK
SEP ADG | SEP ADGK

10°
——IPP ADG ——IPP ADGK

—— PEP ADGK

—— PEP ADG

10"

L —Fehler

2
L _-Fehler

©

10°

107 L L L L 10

10° 10 10° 10° 10* 10° 10°
Anzahl der Punkte

10° 10° 10" 10°
Anzahl der Punkte

Abb. 7.10: Le- und L..-Fehler zum Beispiel POL

Fkt. | DG, | ADGy, | DG, | ADGy,,
G || 1.8413 [ 2.0210 | 1.8479 | 2.0888
PEP || 0.6561 | 1.9733 | 0.5714 | 2.2087
IPP || 0.3175 | 0.4369 | 0.0617 | 0.2092
SEP | 0.0905 | 0.1344 | 0.0235 | 0.0291
KP || 0.0498 | 0.0662 | 0.0047 | 0.0065

Tabelle 7.14: Konvergenzrate fiir das Beispiel POL
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Fkt. || Lo Lo | Poc | PR | Pise
G 3.173845e-08 | 8.455687e-08 | 94209 | 32762 | 31806
PEP || 4.989575e-05 9.809810e-04 | 94209 | 12362 496
1PP 1.256021e-02 | 3.291156e+00 | 94209 | 8427 1375
SEP || 3.241375e-01 | 8.147634e+00 | 94209 | 48371 | 27815
KP 1.299674e+00 | 8.394102e+01 | 94209 | 22341 | 16489

Tabelle 7.15: Minimaler Interpolationsfehler zum hochsten Level 14 in 2 Dimensionen fiir das
Beispiel POL

Fazit

Tragen wir nun alle Ergebnisse und Erkenntnisse zusammen. Mit dem adaptiven Diinngitter-
Verfahren kénnen wir in allen Beispielen die Konvergenzrate im Vergleich zum reguldren
Diinngitter-Verfahren erhéhen und damit schneller und mit weniger benotigten Punkten die
Genauigkeit des reguldren Diinngitter-Verfahrens erreichen. Dabei kann die Punktanzahl bei
der Interpolation von Funktionen mit Singularitdten durch den Finsatz des adaptiven Diinn-
gitter-Verfahrens erheblich verbessert werden, da der Interpolationsfehler hauptséchlich durch
die Singularititen beeinflusst wird und so relativ groBe hierarchische Uberschiisse ausreichen,
um die Funktion so genau wie mit einem regulédren Diinngitter-Interpolationsverfahren zu be-
schreiben.

Desweiteren haben wir noch die Funktionen mit unterschiedlichen Glattheitsgraden, Singula-
ritdten und unterschiedlichen Lagen der Singularitdten diskutiert und kamen zu dem Ergebnis,
dass glatte Funktionen am genauesten interpoliert werden (siche Abbildung 7.6). Betrach-
ten wir nur die Art der Singularitit, so wird eine Funktion mit Knick genauer interpoliert
als eine mit Sprung und die widerum genauer als eine Funktion mit Polstelle (siehe Tabelle
7.9). AuBerdem entscheidet noch die Lage der Singularitéit {iber die zu erwartende Genauig-
keit der Interpolation. Die in den Endpunkten des Interpolationsgebiets liegende Singularitét
wird duferst ungenau von den Diinngitter-Verfahren interpoliert. Liegt die Singularitdt nur am
Rand des Interpolationsgebiets wird die Interpolation schon genauer. Am besten schneiden die
Diinngitter-Verfahren ab, wenn die Singularitidt im Innern liegt (siche Tabelle 7.12).

Die glatten Funktionen werden also am genauesten interpoliert, danach folgen die Funktionen
mit Singularitdten. Der Tréger einer Singularitét kann mehrere Formen annehmen. Entspricht
der Trager der Singularitit einer parallelen Ebene zu den Achsen wird diese Funktion genauer
interpoliert, als wenn der Triger nur einem Punkt entspricht. Hat die Funktion eine schrige
Ebene als Singularitéit, so ist die zugehorige Interpolation noch ungenauer als die mit einer
Punktsingularitdt. Nimmt der Tréger der Singularitdt die Form eines Kreises oder kompli-
ziertere Gebilde an, so wird das Ergebnis der Interpolation einer Funktion mit einer solchen
Singularitéit noch ungenauer im Vergleich zu den Funktion vorheriger Singularitéiten (siehe Ta-
belle 7.15).

Zum Ablschuss dieses Abschnitts sind die Ergebnisse noch einmal in einer Tabelle optisch
festgehalten (nach Genauigkeit sortiert):

95



7 Numerische Resultate

Genauigkeit | 1 | 2 | 3 \
Dimension der Funktion 2 3 4 5
Glattheit der Funktion glatt singulér
Tréger der Singularitdt || parallele Ebene | Punkt | schrige Ebene | Kreis
Art der Singularitét Knick Sprung Polstelle
Lage der Singularitét Innen Rand Endpunkt

Tabelle 7.16: Funktionen, durch ihre Eigenschaften unterteilt, geordnet nach dem Interpolati-
onsfehler (ordinal), der bei der Interpolation dieses Funktionstyps gemacht wird
(1=gut,. .. ,4=schlecht)

7.2 Vektorwertige Funktionen

Wir erweitern unsere Betrachtungen jetzt, indem wir von den einfachen Funktionen zu den
vektorwertigen Funktionen {ibergehen. Das heifit, wir lassen nun den Bildraum R™ mit m € N
zu und beschrénken uns nicht weiter auf den Raum R. Man kann eine vektorwertige Funktion
f als einen Vektor von m verschiedenen einfachen Funktionen f;, j = 1...m, ansehen, wenn
f:Q — R™und fi: Q — R gilt. Diese Aufteilung in Teilfunktionen ist bei der Interpolation
einer Funktion ein grofler Vorteil, da jede Teilfunktion f;, j = 1...m, fiir sich interpoliert
werden kann. Wir werden dies in den ausgew#hlten Beispielen sehen. Aufilerdem werden wir die
Funktionsinterpolation mit der Lookahead-Methode (sieche Abschnitt 5.3.3) genauer unter die
Lupe nehmen. Wir zeigen anhand der Beispiele, dass man durch die Lookahead-Methode eini-
ge Funktionen, die mit dem normalen adaptiven Diinngitter-Verfahren nicht oder nur schwer
interpoliert werden kénnen, besser interpolieren kann.

Beispiel MFK(1,3): Unser erstes Beispiel, eine Schraubenkurve, dient dazu, den Vorteil, den

wir bei der Interpolation trigonometrischer Funktionen mit der Lookahead-Methode erhalten
zu veranschaulichen.

SK Schraubenkurve mit Hohe h = 1 und Radius R = 1 auf einem [0, 1]-Gitter

cos(4-m-x1)
flxy) =1 sin(4-7-x1)

4 mxq
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Abb. 7.11: Mannigfaltigkeit SK

Wir berechnen den Fehler, den wir bei der Interpolation der Funktion SK machen, mit der
Fehlerberechnungsmethode mit Produktgitterpunkten (FP) und der Schrittweite h = m.
Die minimalste Schranke, die das ADGV bendétigt, um den Interpolationsfehler des DGVs zu
erreichen, liegt fiir den Lo-Fehler bei € = 47! und fiir den L,.-Fehler bei ¢ = 47, Dabei
ist das Startlevel des adaptiven Gitters abhéngig von der Hierarchisierungsmethode, d.h. ob
mit der Lookahead-Methode oder ohne die Lookahead-Methode hierarchisiert wird. Wenn wir
mit der Lookahead-Methode interpolieren, starten wir beim Level 2 und ohne die Loookahead-
Methode erst beim Level 3, da die Interpolation ohne die Lookahead-Methode erst dann greift.
Je kleiner das Startlevel ist, desto grofler ist die Chance, dass wir fiir die Interpolation we-

nig Punkte bendtigen. Benutzen wir beim adaptiven Diinngitter-Interpolationsverfahren den

Fkt. | DG, | ADGg, | DG, | ADGL,
SK || 2.0020 | 2.0061 | 2.0033 | 1.9820

Tabelle 7.17: Konvergenzrate fiir das Beispiel MFK(1,3) interpoliert mit der Lookahead-
Methode

Lookahead-Algorithmus, so erhalten wir fiir die Funktion SK eine gleichméfig fallende Fehler-
kurve, wie man den Konvergenzgraphen in Abbildung 7.12 entnehmen kann. Interpolieren wir
hingegen ohne den Lookahead-Algorithmus, so ist die Fehlerkurve zur Funktion SK zu Anfang
konstant und fillt am Ende sehr steil ab. Siehe dazu die Konvergenzgraphen in Abbildung

7.13. Bei einer fast konstanten Funktion, wie es die Fehlerkurve bei der Interpolation ohne den
Lookahead-Algorithmus ist, kann keine verniinftige globale Steigung berechnet werden, also
auch keine Konvergenzrate. Im Fall der Interpolation mit dem Lookahead-Algorithmus kann
die globale Steigung der Fehlerkurve hingegen gut berechnet werden und damit auch die Kon-
vergenzrate. Da die Funktion SK aus drei glatten einfachen Funktionen besteht, war die gute
Konvergenzrate von zwei (siehe Tabelle 7.17) zu erwarten und spiegelt die guten Ergebnisse
wieder, die wir auch bei den glatten einfachen Funktionen hatten.

Da hier jede Teilfunktion fiir sich interpoliert wird, kénnen bei jeder einzelnen Teilfunktion
Punkte im Vergleich zur Interpolation mit dem DGV eingespart werden. In diesem Beispiel
koénnen insbesondere in der letzten Teilfunktion SKs(x1) = 4 - mx; Punkte eingespart werden,
da sie nur linear ist. Da wir in unserem ADGYV fiir jede Teilfunktion dasselbe Startlevel ver-
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Abb. 7.12: Ly- und Ly-Fehler zum Beispiel MFK(1,3) mit dem Lookahead-Algorithmus beim

ADGV
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Abb. 7.13: Lo- und Lyo-Fehler zum Beispiel MFK(1,3) ohne den Lookahead-Algorithmus beim
ADGV

wenden, konnten wir die Anzahl der Gitterpunkte noch verbessern, indem wir das Startlevel
fiir jede Teilfunkton unabhéngig vom Startlevel der anderen Teilfunktionen wéhlten.

Fkt. || Lo | Loo | Poc | P | Pise

SK || 1.937794e-09 | 4.595749¢-09 | 196611 | 130933 | 121749

Tabelle 7.18: Minimaler Interpolationsfehler zum hochsten Level 16 fiir das Beispiel MFK(1,3)
mit der Lookahead-Methode
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7.2 Vektorwertige Funktionen

Schauen wir uns nach der eindimensionalen vektorwertigen Funktion im né#chsten Beispiel
noch drei zweidimensionale vektorwertige Funktionen an, die Parametrisierungen zu bekannten
Mannigfaltigkeiten sind.

Beispiel MFK(2,3): Wir haben fiir dieses Beispiel drei verschiedene Mannigfaltigkeiten ge-
nommen, den Torus, den Sattel und die Sanduhr.

T Torus mit &uBerem Radius R = 10 und innerem Radius = 3 auf einem [0, 1] x [0, 1}-Gitter
(in Abbildung 7.14 links):

10-cos(2-m-x1)+2-cos(2-m-x1)-cos(2-m-x3)

flzi,ze) = 10-sin(2-7-21)+2-sin(2-7-x1) cos(2-m-x2) (7.1)
2-sin(2-7-x9)

S Sattel (in Abbildung 7.14 mitte):
1-2- T

f(l‘l, xg) = 1-2- ) (72)
(1—-2-21)% — (1 —2-29)2

SU Sanduhr (in Abbildung 7.14 rechts):

cos(2-m-x1) - cos(2 - wag)
f(z1,29) = | cos(2-7-x1)-sin(2- was) (7.3)
2- ™I,

Abb. 7.14: Mannigfaltigkeiten T, S und SU

Zur Interpolation der Funktionen T und SU auf adaptiven diinnen Gittern ist die Hierarchi-
sierung mit dem Lookahead-Algorithmus sinnvoll, da sonst die e-Schranke sehr klein gewihlt
werden miisste, um die gleiche Genauigkeit wie mit einem reguldren Diinngitter-Verfahren zu
erreichen. Auflerdem miissen wir, wenn wir ohne Lookahead die Funktionen T und SU inter-
polieren, mit groflerem Level starten, als wenn wir mit Lookahead arbeiten. Die Chance mit
wenig Gitterpunkten die Funktionen T und SU zu interpolieren ist im Fall des ADGVs mit
Lookahead grofier als beim ADGV ohne Lookahead. Die e-Schranken und die Startlevel zur
Interpolation der Funktionen T, S und SU mit einem adaptiven Diinngitter-Verfahren sehen
wie in Tabelle 7.19 aufgelistet aus:
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Funktion | S |[su| T

Startlevel ohne Lookahead 1 3 4

Startlevel mit Lookahead - 1 1
e-Schranke ohne Lookahead || 4711 | 4730 | 4=28
e-Schranke mit Lookahead - 4710 412

Tabelle 7.19: Zur Interpolation der Funktionen S, SU und T gewéhlte e-Schranke und das
gewihlte Startlevel

Betrachten wir zunéchst die Interpolationsfehler und die dazu benétigten Diinngitter-Punkte.
In Tabelle 7.20 sind die mit der Fehlerberechnungsmethode mit Produktgitter-Punkten mit
Schrittweite 1= (FP(3z)) berechneten Ly-Fehler und Loo-Fehler zu den Funktionen T, S und
SU aufgelistet und die verwendete Gitterpunktanzahl, einmal fiir die Interpolation mit Looka-
head und einmal fiir die Interpolation ohne Lookahead.

ohne Lookahead mit Lookahead

Fkt. | Lo Loo | Poe | Piba | PiBe | Pihe | Pibe

T 5.404105e-05 | 1.874469e-04 | 64515 | 37517 | 37517 | 37552 | 32288
S 1.457479¢e-08 | 5.960434¢e-08 | 64515 | 8206 8206 - -

SU || 2.704870e-05 | 9.374837e-05 | 64515 | 32782 | 32782 | 28847 | 22143

Tabelle 7.20: Minimaler Interpolationsfehler zum hochsten Level 12 fiir das Beispiel MFK(2,3)

Da die Funktion S aus zwei linearen Teilfunktionen und einer quadratischen Teilfunktion
besteht und somit die hierarchischen Uberschiisse abfallend sind, ist es unnétig die Hierarchi-
sierung mit Lookahead durchzufiihren.

Das Bild der Funktion S ist eine Teilmenge des R3, also kann das Bild in drei Dimensionsrich-
tungen unterteilt werden. Jede Dimensionsrichtung wird fiir sich bearbeitet, deswegen erhalten
wir 3 verschiedene adaptive Diinngitter-Interpolanten, einen in x-Richtung, einen in y-Richtung
und einen in z-Richtung. Diese sind in der Abbildung 7.15 zu sehen. Da in Dimensionsrichtung
x und y lineare Funktionen zu interpolieren sind, braucht unser adaptives Diinngitter-Verfahren
nur jeweils 3 Punkte dafiir. In Dimensionsrichtung z haben wir ein Polynom zweiten Grades,
bei welchem der Rand sehr stark verfeinert werden muss, um die Funktion gut zu interpolieren.
Dafiir benétigen wir 8200 Punkte. Hier hat sich unsere Wahl fiir den einseitig konstanten Rand
schon bezahlt gemacht, da wir in zwei Dimensionsrichtungen fast gar keine Punkte brauchen.

Betrachten wir die Funktionsdarstellung der Sanduhr (Gleichung 7.3), so sehen wir, dass in
z-Richtung, also die dritte Teilfunktion von SU, die Funktion linear ist. Somit kénnen wir er-
warten, dass wir wenig Punkte zur Interpolation der dritten Teilfunktion benétigen. Abbildung
7.16 bestiitigt diese Erwartung. Es sind gerade mal drei Punkte, die das ADGV bendétigt um
diese Teilfunktion exakt zu interpolieren. Besonders interessant zu untersuchen ist die Funktion
T, weil T5(x1,22) =2 sin(2- 7 - x2) nur von einer Variablen abhéngt und nicht linear ist. Wir
erwarten hier, dass in xo-Richtung viele Punkte gebraucht werden, aber in z;-Richtung fast
gar keine. Betrachten wir dazu abschlieflend die Abbildung 7.17, so sehen wir, dass, um die
dritte Teilfunktion darstellen zu kénnen, nur zwei Sinuskurven notig waren und keine gesamte
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x-Richtung y-Richtung z-Richtung

Abb. 7.15: Die drei verschiedenen adaptiven diinnen Gitter der Funktion S in die Dimensions-
richtung x,y und z bei € = 471 mit den Funktionswerten geplottet.

x-Richtung y-Richtung z-Richtung

Fo M @ A m o ~

Abb. 7.16: Die drei verschiedenen adaptiven diinnen Gitter mit Lookahead der Funktion SU in
Richtung x,y und z bei € = 4719 mit den Funktionswerten geplottet.

—Richtuni z-Richtun
x—Richtung Y 9 9

Abb. 7.17: Die drei verschiedenen adaptiven diinnen Gitter mit Lookahead der Funktion T in
Richtung x,y und z bei € = 4712 mit den Funktionswerten geplottet.

Sinusebene. Also wird die Punktanzahl, die nétig ist um die Funktion mit einem ADGV genau-
so gut wie mit einem DGV zu interpolieren, auch durch die Anzahl an abhéngigen Variablen
beeinflusst und nicht nur durch den Typ der zu interpolierenden Funktion.

Zum Schluss unserer Betrachtung des Beispiels MFK(2,3) werden wir noch iiber die Kon-
vergenzrate (Tabelle 7.21) und die Konvergenzgraphen (Abbildung 7.18 und Abbildung 7.19)
sprechen. In Tabelle 7.21 ist zu sehen, dass das Verfahren zur Interpolation der Funktion T eine
dhnliche Konvergenzrate wie das Verfahren zur Interpolation der Funktion SU aufweist. Dieses
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Ergebnis wird durch den Konvergenzgraph (Abbildung 7.18) bestétigt. Die dhnliche Konver-
genzrate bei der Interpolation der Funktionen T und SU ist darauf zuriickzufiihren, dass deren
Teilfunktionen &hnlich aufgebaut sind. Die erste und zweite Teilfunktion bestehen aus zusam-
mengesetzten Sinus- und Cosinus-Funktionen. Auflierdem héngt die letzte Teilfunktion von SU
und T von derselben Variable ab. Sie unterscheiden sich nur dadurch, dass die letzte Teilfunkti-
on bei SU linear ist und T eine Sinus-Funktion. Das Ergebnis, dass das Interpolationsverfahren
fiir die Funktion S die beste Konvergenzrate und die héchste Genauigkeit aufweist, ist leicht zu
erkldaren. Die Funktion S besteht aus drei einfach zu interpolierenden Teilfunktionen, wobei die
ersten zwei Teilfunktionen sogar linear und nur von einer Variablen abhéngen und die dritte

Teilfunktion nur quadratisch ist.

L_-Fehler

2
=
S,

T
——SDG

=

Abb. 7.18: Lo- und L.o-Fehler zum Beispiel MFK(2,3), wobei zur Interpolation von SU und T
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Abb. 7.19: Lo- und Ly.-Fehler zu den Funktionen SU und T, wobei zur Interpolation von SU

102

10 10° 10° 10*
Anzahl der Punkte

10

L —Fehler

)

10° 10°
Anzahl der Punkte

10

10" F

10" F

10°F

10 ¢

10k

10 H

10

und T ein ADGYV ohne Lookahead benutzt wurde

10° 10°
Anzahl der Punkte



7.2 Vektorwertige Funktionen

Fkt. || DGKy, | ADGKy, | DGKy,, | ADGK|,

T 1.3157 1.5816 1.3759 1.5254
S 1.8458 2.3029 1.8522 2.1083
SU 1.1645 1.5353 1.2912 1.5182

Tabelle 7.21: Konvergenzrate fiir das Beispiel MFK(2,3), wobei zur Interpolation von S und T
ein ADGV mit Lookahead benutzt wurde

Fazit

Wir haben uns in diesem Abschnit vier vektorwertige Funktionen angeschaut und analysiert.
Dabei war zu beobachten, dass die Vereinfachung der vektorwertigen Funktionen auf m einfa-
che Funktionen positive Effekte auf die benotigte Gitterpunktanzahl hat, da jede Teilfunktion
fiir sich interpoliert wird.

Zwei weitere Moglichkeiten das ADGK-Verfahren fiir vektorwertige Funktionen zu optimieren
gibt es noch. Einerseits wird in unserem Verfahren das Startlevel fiir alle Teilfunktionen gleich-
gesetzt und andererseits ist die e-Schranke fiir alle Teilfunktionen identisch. Wenn man aber im
Interpolationsverfahren nun jeder Teilfunktion das eigene Startlevel und die eigene e-Schranke
zukommen lésst, kann man die benotigte Gitterpunktanzahl noch verringern.

Auflerdem haben wir gesehen, wie wir durch die Hierarchisierung mit dem Lookaheadalgo-
rithmus Funktionen besser interpolieren kénnen, und dass dadurch die Mo6glichkeit geschaffen
wurde die Konvergenzrate zu diskutieren. Speziell die trigonometrischen Funktionen kénnen so
entscheidend qualitativ besser interpoliert werden.
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7.3 Hintereinanderschaltung von Funktionen

In Kapitel 4 haben wir iiber die Hintereinanderschaltung von zwei Funktionen und den Inter-
polationsfehler, der bei der Interpolation solcher Funktionen entsteht, diskutiert. Jetzt wollen
wir uns drei Varianten anschauen die Interpolation der Hintereinanderschaltung von Funktio-
nen durchzufiihren. Folgend sei mit ” ~— 7 der Interpolant der zu interpolierenden Funktion
gekennzeichnet. Seien also drei Funktionen ¢, f und F' gegeben, so dass fog = F gilt, dann
konnen wir als néchstes drei Varianten betrachten, f o g zu interpolieren:

1. Fi=Ffog
9. Fy=fog
3. F3=fog

Wir erhalten drei verschiedene Interpolanten F 1, F, und Fy der Funktion F , deren Genauigkeit
wir in diesem Abschnitt unter die Lupe nehmen wollen.

Als erstes stellen wir dazu alle drei Fille mittels der Basisfunktionen dar:
o Fi(z) =3, Futu()
o Fy(x) =3 2(fO)udu(x)
o Fi(z) =3, fudi(Xp 35 gridni (),

wobei f;; als der Basiskoeffizient in Abhéngigkeit von f zu ¢y;, Fj; als der Basiskoeffizient in
Abhéngigkeit von F' zu ¢y;, gi; als der Basiskoeffizient in Abhéngigkeit von g zu ¢; und (fg)
als der Basiskoeffizient in Abhéngigkeit von f o g zu ¢;; zu verstehen ist.

Wir werden an mehreren Beispielfunktionen den Interpolationsfehler fiir alle drei Varianten
betrachten und diskutieren.

Beispiel 1:
Wir fangen mit einem ganz einfachen Fall an. Wir wéhlen fiir ', f und g eindimensionale glatte
Funktionen mit z,y € [0,1].

1

09 _‘F()‘():X;1
@) = ot ool ——g(0=f(x)=x*
F: F(x)==x 07
f: fly) =y 5
g g(z) = a?

0.2

0.1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Die Funktionen haben wir jeweils zum maximalen Level 10 und zum Startlevel 1 mit dem
adaptiven Diinngitter-Interpolationsverfahren (ADG-Verfahren) interpoliert. Dabei haben wir
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Abb. 7.20: Geplottet ist jeweils die Interpolationsfehler zum Interpolanten F3, einmal mit der
FP-Methode berechnet und einmal nach Satz 4.4 abgeschétzt, und der interpola-
tionsfehler zum Interpolanten 2} gegen die bendtigte Anzahl an Punkten in einer
logarithmischen Skala.

die e-Schranke beginnend bei eins nach jeder Interpolation immer mit 4~ multipliziert bis die
endgiiltige Schranke von 4720 erreicht war.

Beginnen wir mit dem Vergleich der Interpolationsfehler e; und e3 zu den Interpolanten 2
und Fy. In Abbildung 7.20 sieht man, dass die Abschétzung des Interpolationsfehlers mit der
Gleichung 4.3 aus Satz 4.4, also der Abschétzung des Interpolationsfehlers von f o g durch die
Summe des Interpolationsfehlers von f und des Interpolationsfehlers von ¢, eine gute obere
Schranke fiir den berechneten Interpolationsfehler es ist.

Die Fehlerkurven der Interpolationsfehler e; und e3 weisen die gleiche Steigung auf, also haben
beide Methoden die gleiche Konvergenzrate (vergleiche Abschnitt 3.2.2), aber der Aufwand,
um den Interpolanten Fy zu berechnen ist geringer, als der Aufwand, um den Interpolanten Fy
zu berechnen (siehe Abbildung 7.20).

Wenn wir f und g zu denselben Bedingungen interpolieren, d.h. dieselbe e-Schranke und das-
selbe Maximallevel zur Interpolation benutzen, dann macht die Betrachtung des Interpolanten
F} keinen Sinn, da in diesem Fall Fy = F} gilt. Machen wir aber die genannten Bedingungen
variabel, also benutzen unterschiedliche e-Schranken oder unterschiedliche Maximallevel zur
Interpolation von f und g, so kénnen wir dariiber diskutieren, ob und wie eine solche Ande-
rung den Interpolationsfehler beeinflusst. Auf Grund dieser Uberlegungen vergleichen wir nun
die Interpolanten F, und Fjs. Dazu haben wir einmal die Funktion g bis zum maximalen Level
6 und die Funktion f bis zum maxiamlen Level 14 interpoliert, und das andere Mal g bis zum
Level 14 und f bis zum Level 6. Ansonsten sind wir genauso vorgegangen wie zuvor.

Die Abschétzung des Interpolationsfehlers es ist auch bei dieser Vorgehensweise eine gute obere
Schranke des berechneten Interpolationsfehlers es, wie in den Abbildungen 7.21 und 7.22 zu
sehen ist. Aulerdem ist in den beiden Abbildungen auch zu erkennen, dass die zweite Methode
den Interpolanten von F' zu bestimmen, wenn F' in zwei identische Funktionen f und g aufge-
teilt wird, die schlechtere im Vergleich zur dritten Methode ist.
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Abb. 7.21: Geplottet ist jeweils der Interpolationsfehler zum Interpolanten Fg, einmal mit der
FP-Methode berechnet und einmal nach Satz 4.4 abgeschétzt, und der Interpola-
tionsfehler zum Interpolanten Fy gegen die benotigte Anzahl an Punkten in einer
logarithmischen Skala. Dabei ist f bis zum Level 14 interpoliert worden und g bis
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Abb. 7.22:

Das Spannendste aber ist die Betrachtung der dritten Methode, also die Bestimmung von Fj3,
wenn wir unterschiedliche Level fiir f und g benutzen. Auf Grund der Tatsache, dass die In-
terpolationsfehler zu nah bei dieser Methodefiir unterschiedliche Level aneinander liegen und
so in einem Graphen nicht verniinftig darstellbar sind, miissen wir die Ergebnisse tabellarisch
betrachten. Wir bezeichnen in Tabelle 7.22 mit e3(l¢,l;) den Lo-Interpolationsfehler, wobei f
auf einem Gitter mit maximalen Level [; und g auf einem maximalen Level [, interpoliert wor-
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Geplottet ist jeweils der Interpolationsfehler zum Interpolanten Fj, einmal mit der
FP-Methode berechnet und einmal nach Satz 4.4 abgeschéitzt, und der Interpola-
tionsfehler zum Interpolanten Fy gegen die bendtigte Anzahl an Punkten in einer
logarithmischen Skala. Dabei ist f bis zum Level 6 interpoliert worden und g bis
zum Level 14.
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¢ P3(10,10) | e3(10,10) || Ps(6,14) | e3(6,14) || P5(14,6) | e3(14,6)
1.000000e+00 1 3.333167¢-01 4 3.333167¢-01 4 3.333167e-01
6.250000e-02 6 7.952600¢-02 6 7.952600e-02 6 7.952600¢-02
1.562500¢-02 10 1.928768¢-02 10 1.928768¢-02 10 1.928768¢-02
3.906250e-03 18 4.831089¢-03 18 4.831089¢-03 18 4.831089¢-03
9.765625¢-04 34 1.210723¢-03 34 1.210723¢-03 34 1.210723¢-03
2.441406¢-04 66 3.030908¢-04 66 3.030908e-04 66 3.030908¢-04
6.103516¢-05 130 7.586154¢-05 130 | 7.586154e-05 130 | 7.586154¢-05
1.525879¢-05 258 1.897791e-05 194 | 5.087809¢-05 194 | 4.760017¢-05
3.814697¢-06 514 4.747257¢-06 322 | 4.550719¢-05 322 | 4.165545¢-05
9.536743¢-07 1026 | 1.187239¢-06 578 | 4.428355e-05 578 | 4.030212e-05
2.384186e-07 2050 | 2.969250e-07 || 1090 | 4.398615e-05 || 1090 | 3.997394e-05
5.960464¢-08 2114 | 4.391225e-05 || 2114 | 3.989244e-05

Tabelle 7.22: P;(ly,1,) steht fiir die bendtigte Punktanzahl und es(ly,1l,) fiir den Lo-Fehler fiir
den Interpolanten F3, wobei f auf einem Gitter mit maximalen Level [; und g
auf einem maximalen Level [, interpoliert worden ist.

den ist. Die gleiche Notation gebrauchen wir fiir die benétigte Anzahl an Punkten Ps(ly,1,).
Da f und g identische Funktionen sind, ldsst sich hier eine Aussage iiber den Einfluss des
Interpolationsfehlers der inneren und der dufleren Funktion zum Gesamtfehler machen. In der
Tabelle 7.22 ist zu sehen, dass der Interpolationsfehler e3(6, 14) grofer ist als der Interpolations-
fehler e3(14,6). Das heifit, dass der Interpolationsfehler der dufleren Funktion einen grofleren
FEinfluss auf den Gesamtfehler hat als der Interpolationsfehler der inneren Funktion.
Auflerdem erhalten wir eine hohere Genauigkeit, wenn die Funktionen f und g ungefdhr bis zu
demselben maximalen Level interpoliert werden. Betrachten wir die Interpolationsfehler in der
Tabelle 7.22 bis zur Punktanzahl von 130, sind keine Unterschiede zu erkennen, da bis hierhin
nur maximal Punkte des Levels 6 vorkommen. Danach wird der Interpolationsfehler e3(10, 10)
kleiner als die Interpolationsfehler es(6,14) und e3(14,6), da hier beide Funktionen f und g
mit Punkten bis zum Level 10 interpoliert werden. Bei den Interpolationsfehlern ez(14, 6) und
e3(6,14) wird nur eine der beiden Funktionen mit Punkten hoherer Level als 6 interpoliert. Es
ist also sinnvoll bei der Interpolation der inneren und der &ufleren Funktion dieselben Interpola-
tionsbedingungen, wie das maximale Level und die e-Schranke, festzulegen, um den optimalen
Interpolationsfehler mit der dritten Methode zu erreichen.

Beispiel 2: Betrachten wir noch weitere Funktionen:

1

0.9

0.8

F: F(z) = |z —1] o

0.6 _f
f () = " —s
g g(x) = /|z —1|

0.2

0.1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Wir haben hier bewusst eine lineare Funktion fiir /' und nichtlineare Funktionen fiir g und f
gewdhlt. Fiir F' braucht das Interpolationsverfahren genau zwei Punkte, um die Gerade optimal
zu beschreiben.

Wenn wir die Funktionen f und g bis zum Level 10 interpolieren, erhalten wir fiir beide In-
terpolanten einen Interpolationsfehler der grofler als Null ist. Damit kann der Gesamtfehler,
wenn wir f und g hintereinanderschalten, auf Grund der Ineinandersetzung nicht Null werden.
Der Fehler der durch die Interpolation der inneren Funktion an einer beliebigen Stelle gemacht
wird, kann nur vom Interpolanten der &ufleren Funktion leicht verbessert werden, aber nicht
verhindert werden. Im Beispiel 1 konnten wir aber auf Grund der Wahl der inneren und
dufleren Funktion einen dhnlichen Interpolationsfehler mit der dritten Methode wie mit der
ersten Methode erreichen, wenn wir zur Interpolation dasselbe maximale Level gebrauchten.
Nur der Aufwand der Interpolation der Hintereinanderschaltung war grofier als der Aufwand
der Interpolation der Originalfunktion.

Daraus konnen wir folgern, dass die Genauigkeit der Interpolation der Hintereinanderschal-
tung durch die Wahl der Funktionen f und g stark beeinflusst wird. Zur Bestétigung unserer
Aussage betrachten wir als néichstes die Abbildung. 7.23.

10

10

—_ F3 berechnet —_ F3 berechnet
1wk F3 abgeschaetzt|| F3 abgeschaetzt|
107
107}
g g
5 e 8w
Q107 P w07
| |
N E
107
10°}
10°F
1076 0 ! 1 2 3 1074 0 ! 1 2
10 10 10 10 10 10 10
Anzahl der Punkte Anzahl der Punkte

Abb. 7.23: Geplottet ist jeweils der Interpolationsfehler zum Interpolanten 15'3, einmal mit der
FP-Methode berechnet und einmal nach Satz 4.4 abgeschétzt gegen die benétigte
Anzahl an Punkten in einer logarithmischen Skala. Dabei sind f und g bis zum
Level 10 interpoliert worden.

Die Fehlerkurve fiir den ersten Interpolanten FY kann leider nicht graphisch dargestellt wer-

den, da sie konstant Null ist. Der abgeschitzte Interpolationsfehler ist auch hier eine obere
Schranke, aber die Schranke ist nicht so genau wie im ersten Beispiel.
Zur Vollstandigkeit sind der minimalste Ls-Interpolationsfehler und der minimalste L.-Inter-
polationsfehler zu den Funktionen f, g, F und f(g) mit der benétigten Gitterpunktanzahl in
der Tabelle 7.23 vermerkt. Wenn wir den Fehler betrachten, sehen wir, dass f genauer interpo-
liert wird als g (Tabelle 7.23). Der Gesamtfehler liegt zwischen den Interpolationsfehlern von
f und g. Also wird in diesem Beispiel der Interpolationsfehler, der von § gemacht wird, nicht
durch f verstéarkt, sondern ein wenig gemindert.
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Funktion H Anzahl der Punkte ‘ Lo-Fehler ‘ L..-Fehler
1025 1.741076e-07 | 2.384180e-07

1.771574e-04 | 7.742136¢-03

1059 5.719007e-06 | 2.434082e-04

0.000000e+00 | 0.000000e+-00

Tabelle 7.23: Hier sind die Interpolationsfehler zu den Funktionen f, ¢ und die Interpolations-
fehler der Interpolanten F (F), F3 (f(g)) zu sehen, berechnet mit der FP-Methode

Beispiel 3: Zum Schluss betrachten wir noch eine mehrdimensionale Funktion, die wir durch
zwei hintereinandergeschaltete Funktionen beschreiben wollen.
Wir werden zwei verschiedene Hintereinanderschaltungen betrachten und vergleichen. Dabei
gilt gia,y) : 0,17 — (0.1, fil) : (0.1 — R und ga(ey) = (0,12 — [0,1
fa(z,y) : [0,1]2 — R, wenn wir maximal auf einem Gitter des Levels 8 interpolieren, so dass
dann die Hintereinanderschaltung der Funktionen f; und g;, mit j=1,2, eine Funktion von
[0,1]? nach R ist.

_1
b Pl = e AT S -

fl: fi(z) =v20- -z

F(x.y)

W=
W=

1 1
R VIR DR ) <}
gl: gi(z,y) = =] 20|y d

f2: fo(z,y) = /10 (z +y)

g2: g2(x,y) = 0

In diesem Beispiel lassen wir den Interpolanten F, erstmal komplett aufler Betracht und
beschéftigen uns nur mit der Interpolation iiber die Interpolanten Fy und Fj.
Wir interpolieren F', fi, fo , g1 und go jeweils auf einem adaptiven diinnen Gitter des Levels
8 und berechnen danach fiir jede Funktion den Interpolationsfehler mit der FP-Methode mit
einer Schrittweite von 22571,
In der ersten Tabelle 7.24 sind die berechneten Interpolationsfehler und die dafiir benéctigte Git-
terpunktanzahl zu jeder Funktion aufgelistet. Vergleicht man die letzten drei Zeilen, so sehen
wir, dass die Hintereinanderschaltung von f; und g; fast genauso gut wie die Originalfunktion
interpoliert wird. Das heift, sie unterscheiden sich nur sehr gering in der Genauigkeit und in der
dafiir benotigten Anzahl an Punkten. Die andere Hintereinanderschaltung fa(g2) wird ziemlich
schlecht interpoliert. Der Interpolationsfehler und die bendtigte Punktanzahl sind wesentlich
grofler als bei der Interpolation von F. Das kommt daher, dass f; und g; mit einer hoheren
Genauigkeit interpoliert werden als fs und gs.
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Funktion || Punkter, Lo-Fehler Punkter,_ L.-Fehler
fi 257 2.480741e-04 32 2.682511e-03
fo 1089 1.836352¢-02 301 2.012903e-01
g1 99 6.164707e+02 31 1.310635e+04
go 37 8.698903e+02 37 1.310635e+04

filq) 398 3.368084e+01 398 5.078701e+02
fa(g2) 687 4.788309e+01 17 5.120000e+02
F 297 3.367917e+01 195 5.075020e+02

Tabelle 7.24: Hier sind die Interpolationsfehler zu den Funktionen f;, g5, (f;(g;)) fiir j=1,2 und
F' zu sehen, berechnet mit der FP-Methode.

Betrachten wir als néchstes die Genauigkeit der Interpolanten zu den Funktionen f;(g1)
und f2(g2), einmal mit der FP-Methode berechnet und einmal mit Satz 4.4 abgeschiitzt (siehe
Tabelle 7.25). Die Abschéitzung des Interpolationsfehlers der Hintereinanderschaltung durch die
Interpolationsfehler der inneren und der d&ufleren Funktion ist in beiden Fillen zwar eine obere
Schranke, aber die Schranke ist ziemlich weit entfernt vom berechneten Interpolationsfehler.
Da die Genauigkeit schon bei der Interpolation der Einzelfunktionen f; und g; fiir j=1,2 sehr
niedrig ist (Tabelle 7.24), also der Interpolationsfehler sehr grof§ ist, wirkt sich das auf die
Abschiétzung so aus, dass die Abschitzung des Interpolationsfehlers der Funktion f;(g;) sehr
ungenau wird. Im Umkehrschluss bedeutet das, dass die Abschiatzung des Gesamtfehlers fiir den
Interpolanten Fy umso genauer wird, desto genauer die Einzelfunktionen interpoliert werden.

Vorgehensweise H Lo-Fehler ‘ Loo-Feheler
berechnet (f1(g1) 3.368084e+01 | 5.078701e+02
4.411105e+04 | 9.378139e+05

berechnet (f2(g2)

4.788309e+01
3.837482e+07

5.120000e+02
8.692598e+09

)
abgeschiitzt (f1 (91)))
)

abgeschiitzt (f2(g2))

Tabelle 7.25: In dieser Abbildung sind die mit der FP-Methode berechneten Interpolationsfeh-
ler und die durch Satz 4.4 abgeschétzten Interpolationsfehler zu den Hinterein-
anderschaltungen zu sehen.

Zuletzt betrachten wir die Interpolation iiber Fy im Vergleich zu der Interpolation iiber Fg
am Beispiel der Funktionen go und f5. Die Interpolation von fi(g;) ist vielleicht zweckdienlicher
als die Interpolation von f3(gs), da diese Hintereinanderschaltung in der vorherigen Betrach-
tung schon bessere Ergebnisse geliefert hat. Die Hintereinanderschaltung von f; und g; iiber

=

f1(g1) ist aber nicht einfach umzusetzen, da die hierarchischen Uberschiisse und Gitterpunkte
mit der Dimension der dufleren Funktion gespeichert werden miissen. Die Dimension von f ist
hier eins und bei der Originalfunktion F' zwei. Aus diesem Grund haben wir den Fall, dass die
innere Funktion eine grofiere Dimension als die duflere Funktion hat, nicht implementiert und
koénnen so nun nur die Hintereinanderschaltung fs(g2) interpolieren und diskutieren.

In der Tabelle 7.26 sind die Ergebnisse zu sehen. Aus diesen Ergebnissen kénnen wir fol-
gern,dass es besser ist die innere Funktion genauer zu interpolieren. Im Beispiel 1 war das
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Level Funktion Punkter, Lo-Fehler Punkter, L -Fehler
(4) f2 53 1.251058e-01 26 4.029341e-01
(8) f 1089 1.836352¢-02 301 2.012903e-01
(4) 92 19 8.699244e+02 19 1.310686e+4-04
(8) 92 37 8.698903e402 37 1.310635e+04

(4,8) | falge) iiber Fy 252 3.376819e+01 175 5.093146e+02

(4,8) | falge) iiber Fy 254 4.788152e+01 17 5.120000e+02

(8,4) | falge) iiber Fy 463 3.376959e+01 463 5.093895¢+02

(8,4) | falge) iiber Fy 528 4.794558e+01 17 5.120000e+02

Tabelle 7.26: Hier sind die Interpolationsfehler zu den Funktionen fa, g2, (f2(g2)) zu sehen,
berechnet mit der FP-Methode.

genaue Gegenteil der Fall. Wir kénnen also daraus schlieffen, dass beste und genaueste Inter-
polationsergebnis erhalten wir, wenn wir beide Funktionen, die Innere und die AuBere, zum
selben Level und zur selben e-Schranke interpolieren.

Da die hierarchischen Uberschiisse des Interpolanten F} niher an den hierarchischen Uberschiis-
sen von Fj liegen als die hierarchischen Uberschiisse von Fg, ist es klar, warum die Interpola-
tionsfehler, wenn wir unterschiedliche Level fiir die Interpolation von f; und g; benutzen, der
Interpolation von fs(gs) iiber F} Kleiner sind als die Interpolationsfehler von f2(g2) iiber Fy.
Das gilt nédmlich, weil bei gleichem Level fiir die Interpolation von fo und go die Interpolation
von f9(g2) viel schlechter abgeschnitten hat als die Interpolation von F (Tabelle 7.24). Aus
diesem Grund muss das auch der Fall bei unterschiedlichen Leveln sein.

Fazit

Wir haben iiber drei verschiedene Arten gesprochen eine Interpolation von zwei hintereinan-
dergeschalteten Funktionen durchzufiihren. Erstens kann man f o g direkt interpolieren (Fl),
zweitens zuerst g und dann f o g interpolieren (Fg) und drittens f und g fiir sich interpolieren
und dann die Hintereinanderschaltung bilden (F3).

In unseren Beispielen hat immer der Interpolant F} am besten abgeschnitten. Aber im letzten
Beispiel war zu sehen, dass der Interpolationsfehler des Interpolanten 15'3 dem Interpolationsfeh-
ler des Interpolanten FY schon ziemlich nahe kommt. Es besteht also eventuell die Moglichkeit,
dass man mit dieser Methode sogar eine Funktion besser interpolieren kann. Um einen Ver-
gleich des Interpolanten Fy zum Interpolanten Fy zu haben, wenn wir die innnere Funktion
auf einem anderen Level als die duflere Funktion interpolieren, ist der Interpolant F} eine gute
Moglichkeit. Der Interpolationsfehler von F} ist auch in unseren Beispielen immer besser als
der Interpolationsfehler von Fg.

Also in den meisten Fillen ist die Interpolationsmethode iiber FY die sinnvollste Methode, aber
es scheint auch Funktionen zu geben, die besser mittels einer Hintereinanderschaltung von
Funktionen interpoliert werden kénnen. Wenn man mittels Fg interpoliert, sollten die innere
Funktion und die d&uflere Funktion mit demselben Level und derselben e-Schranke interpoliert
werden, damit der Interpolationsfehler méglichst klein wird.

Die Abschétzung des Interpolationsfehlers zum Interpolanten Fj ist in unseren Beispiel immer
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7 Numerische Resultate

eine obere Schranke. Die Genauigkeit der Fehlerabschidtzung héngt aber leider von der Genau-
igkeit der Interpolanten der inneren und der &ufleren Funktion ab. Aus diesem Grund wird die
Abschétzung des Interpolationsfehlers zum Interpolanten Fy umso genauer, desto kleiner die
Interpolationsfehler der inneren und der dufleren Funktion sind.

7.4 Funktionsinterpolation durch Hintereinanderschaltung von
Funktionen

In Kapitel 5 ist das Verfahren zur Funktionsinterpolation durch Hintereinanderschaltung von
Funktionen (FHF-Verfahren) vorgestellt worden. In diesem Verfahren wird die zu interpolieren-
de Funktion nicht direkt interpoliert sondern mittels zwei ineinandergeschachtelter Funktionen.
Dabei berechnet sich die innnere Funktion durch den Betrag der Ableitung von der Ausgangs-
funktion und die dulere Funktion durch die innere Funktion und die zu interpolierende Funk-
tion (siehe Abschnitt 5.6). In diesem Kapitel werden wir nun das FHF-Verfahren mit dem
einfachen adaptiven Diinngitter-Interpolationsverfahren (ADG-Verfahren) vergleichen und die
Ergebnisse diskutieren. Wir werden dabei drei verschiedene Typen von Funktionen besprechen:

1. glatte Funktionen
2. Funktionen mit Polstelle
3. Funktionen mit Sprung

Betrachten wir nun folgende Beispielfunktionen:

e zu 1.
— GLATT1D
G1D(x) = sin(7 - x)
— GLATT2D
cos(2mxy — ) - sin(2wwe — )
G2D(x) = | sin(27z; —7) - sin(2mze — )
cos(2mxy — )
e zu 2.
— POL1D )
1|73
P1D(z) = |z — <
3
— POL2D )
173 1173
P2D(X):$1—§ +$2—§
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e zu 3.
— SPRUNGI1D
falls 2 < L
S1D(z) = x , falls x <
r+1 |, sonst
— SPRUNG2D
T+ T9 ,fallsm1<%/\x2<%
1 falls 2y < 2 A 29> 1
S2D(x) = r1 + , falls @1 7{ {E2_71T
To Jfalls o > = A o <

1+ 22+ 1 |, sonst

Die Spriinge und Polstellen befinden sich bewusst auf Parallelen zu den Achsen, da diinne Gitter
mit Singularitidten, die nicht auf den Parallelen zu den Achsen liegen, grofile Schwierigkeiten
haben, wie wir in Abschnitt 7.1 gesehen haben. Dieses Problem gilt insbesondere fiir das FHF-
Verfahren, weil die hintereinandergeschalteten Funktionen im FHF-Verfahren auf adaptiven
diinnen Gittern interpoliert werden. Somit kommt dieses Problem zweimal zum Tragen, einmal
bei der inneren Funktion unbd einmal bei der dufleren Funktion. Es macht deswegen keinen
Sinn Funktionen mit Singularitdten, die nicht auf den Parallelen zu den Achsen liegen, zu
betrachten. Die Beispielfunktionen sind in den Abbildungen 7.24 bis 7.26 zu sehen.

1

GLATT2D

0.9

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3

0.2

) — GLATT1D

0 L L
[ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 7.24: Funktionsplots zu GLATT1D und GLATT2D

Mit beiden Verfahren haben wir bis zum maximalen Level 15 bei eindimensionalen Funk-
tionen und bis zum maximalen Level 10 bei zweidimensionalen Funktionen interpoliert. Die
Berechnung des Interpolationsfehlers (siehe dazu Abschnitt 3) haben wir mit der Fehlerberech-
nungsmethode mit Produktgitter-Punkten (FP) durchgefiihrt. Wir haben den Interpolations-
fehler der eindimensionalen Funktionen mit der Schrittweite 2 = 107> und den Interpolations-
fehler der zweidimensionalen Funktionen mit der Schrittweite h = ﬁ berechnet.

An Hand der zweidimensionalen Funktionen soll gezeigt werden, dass unser Algorithmus auch
in hoéheren Dimensionen anwendbar ist. Leider kann man zur Zeit mit dem FHF-Verfahren

noch nicht in sehr hohe Dimensionen vorstoflen, da fiir die Berechnung der inneren Funktion
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Abb. 7.26: Funktionsplots zu SPRUNG1D und SPRUNG2D

g einmal ein Produktgitter des maximalen Levels gespeichert werden muss und so der Fluch
der Dimension hier sehr schnell zuschldgt. Als erstes befassen wir uns mit den glatten Funk-
tionen GLATT1D und GLATT2D. In Abbildung 7.27 sind die interpolierten Funktionen mit
dem ADG-Verfahren und in Abbildung 7.28 die interpolierten Funktionen mit FHF-Verfahren
zu sehen. Vergleicht man die Graphen der Interpolanten, gewonnen mit dem ADG-Verfahren,
mit denen, die mit dem FHF-Verfahren gewonnen wurden, so sind keine optischen Unterschie-
de zu erkennen. Beide Verfahren interpolieren so gut, dass selbst zur Originalfunktion keine
Unterschiede zu erkennen sind.

Betrachten wir deswegen die Ergebnisse, die wir mit der FP berechnet haben und schauen
uns die Konvergenzgraphen in den Abbildungen 7.29 und 7.30 an. Beide Verfahren zeigen fiir
die glatten Funktionen dasselbe Konvergenzverhalten an, wobei die Konvergenzrate bei zwei
liegt. Der einzige Unterschied ist, dass das FHF-Verfahren mehr Punkte als das ADG-Verfahren
benotigt, um dieselbe Genauigkeit bei der Interpolation der glatten Funktionen GLATT1D und
GLATT2D zu erhalten. Besonders fallt auf, wenn wir die Unterschiede zwischen den Dimen-
sionen betrachten, dass der Abstand zwischen der Fehlerkurve vom ADG-Verfahren und der
Fehlerkurve vom FHF-Verfahren mit der Dimension gréfler wird. Das heifit, dass das Ergebnis
der FHF-Methode im Vergleich zur ADG-Methode schlechter wird und wir wesentlich mehr
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Abb. 7.27: F zu GLATTI1D und GLATT2D mit einem ADG bis Level 15, bzw. Level 10
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Abb. 7.28: F zu GLATTI1D und GLATT2D mit MON bis Level 15, bzw. Level 10
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Abb. 7.29: Konvergenzplots zu GLATT1D und GLATT2D mit Ls-Fehler

Gitterpunkte zur Interpolation mit der FHF-Methode bendtigen, um die Genauigkeit der In-
terpolation mit der ADG-Methode zu erreichen, wenn die Dimension grofler wird.
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Abb. 7.30: Konvergenzplots zu GLATT1D und GLATT2D mit Ls-Fehler

Funktion ADG FHF
GLATTI1D | 2.005017e+00 | 2.037593e+00
GLATT2D | 1.422221e+00 | 1.356441e-+00

POL1D 2.366482e-01 | 1.869139e-+00

POL2D 1.488030e+00 | 2.491130e-+00
SPRUNGI1D | 3.847888¢+00 | 9.141188e+00
SPRUNG2D | 1.410381e+00 | 1.061308e-01

Tabelle 7.27: Konvergenzrate errechnet aus dem Lo-Fehler mit der Konvergenzgraphenmethode
(KGM)

Gehen wir nun iiber zu den Beispielfunktionen POL1D und POL2D. In den Abbildungen 7.31
und 7.32 sind schon optisch Unterschiede zwischen dem Interpolanten zur Funktion POL2D
mit dem FHF-Verfahren und dem mit dem ADG-Verfahren zu beobachten. Das FHF-Verfahren
interpoliert genauer. Die Interpolanten zur Funktion POL1D, die mit dem FHF-Verfahren und
dem ADG-Verfahren ermittelt wurden, sehen identisch aus.

Zu kléaren bleibt, ob der Aufwand der FHF-Methode geringer ist als der Aufwand der ADG-
Methode um eine &hnliche Genauigkeit zu erreichen. Sehen wir uns die Konvergenzgraphen
in den Abbildungen 7.33 und 7.34 an, so sehen wir, dass die Genauigkeit des Interpolanten
gegeniiber der Originalfunktion, gewonnen mit dem FHF-Verfahren, in beiden Féllen hoher
ist als die Genauigkeit des Interpolanten gegeniiber der Originalfunktion, gewonnen mit dem
ADG-Verfahren. Hinzu kommt auflerdem, dass die Konvergenzrate des FHF-Verfahrens grofier
ist als die des ADG-Verfahrens. Auf Grund dieser Festellung schauen wir uns die Konvergenz-
rate und den Interpolationsfehler zu den Funktionen POL1D und POL2D noch genauer an.
Beginnen wir mit der Funktion POL1D und der Betrachtung des Interpolationsfehlers. Man
sieht in Tabelle 7.28, dass bei gleichem Level das FHF-Verfahren zwar mehr Gitterpunkte als
das ADG-Verfahren benétigt, aber auch eine hohere Genauigkeit aufweist. Diese Aussage gilt
fiir jedes Level und jede der betrachteten Fehlernormen (Ly und L.). Ab dem Level 10 ist
ein sehr grofler Abfall des Interpolationsfehlers des FHF-Verfahrens zu bemerken. Dieser Ab-
fall des Interpolationsfehlers begriindet sich aber nicht auf der guten Interpolation, sondern auf
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der Fehlerberechnung, da wir mit der gewihlten Anzahl an Punkten den Interpolationsfehler ab
dem zehnten Level nicht mehr genau erfassen kénnen. Betrachte zum Abfall des Interpolations-
fehlers die Abbildungen 7.33 und 7.34. Abhilfe wiirde eine kleinere Schrittweite des benutzten
Produktgitters bringen, aber auch mehr Zeit bei der Berechnung mit sich bringen. Deswegen
haben wir uns gegen eine kleinere Schrittweite entschieden. Zudem wiirde eine Verdnderung
der Schrittweite nichts an der Tatsache dndern, dass das FHF-Verfahren die Funktion POL1D
besser interpoliert als das ADG-Verfahren.

351
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301 25

20

25F
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Abb. 7.31: F' zu POL1D und POL2D mit einem ADG bis Level 15, bzw. Level 10
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Abb. 7.32: F' zu POL1D und POL2D mit MON bis Level 15, bzw. Level 10

Dieser extreme Abfall des Interpolationsfehlers des FHF-Verfahrens ist auch in der Konver-
genzrate, wobei die Konvergenzrate mit der Steigungsmethode berechnet wurde (Tabelle 7.29),
zu erkennen. Ab dem zehnten Level schnellt die Konvergenzrate des FHF-Verfahrens von knapp
eins auf vier hoch. Betrachtet man aber nur die Konvergenzraten vor dem zehnten Level, ist
trotzdem eindeutig zu sehen, dass die Konvergenzrate des FHF-Verfahrens (hier bei ca. 0.5)
grofer ist als die Konvergenzrate des ADG-Verfahrens (hier bei ca. 0.2) zur Funktion POL1D.

Diskutieren wir nun die Ergebnisse zur Interpolation der Funktion POL2D. Betrachten wir
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Abb. 7.33: Konvergenzplots zu POL1D und POL2D mit Ls-Fehler
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Abb. 7.34: Konvergenzplots zu POL1D und POL2D mit L..-Fehler

die berechneten Interpolationsfehler (Tabelle 7.30), so sehen wir, dass die FHF-Methode zum
gleichen Level wie die ADG-Methode zwar doppelt soviele Gitterpunkte benétigt, aber auch
doppelt so genau ist wie die ADG-Methode. Vergleichen wir aber den Fehler, welcher zum Level
L bei der Interpolation mit dem ADG-Verfahren gemacht wird, mit dem Fehler, der zum Level
L — 1 bei der Interpolation mit dem FHF-Verfahren gemacht wird, so zeigt sich, dass beide
Verfahren ungefihr die gleiche Anzahl an Gitterpunkten brauchen, aber das FHF-Verfahren
die Funktion POL2D genauer interpoliert als das ADG-Verfahren.

Der Verlauf der Konvergenzrate ist bei beiden Verfahren schwer zu interpretieren (Tabelle
7.31), da die Konvergenzraten zwischen grofien und kleinen Werten hin und her springen. In
den Konvergenzgraphen (Abbildungen 7.33 und 7.34) ist dies durch die treppenformige Gestalt
der Fehlerkurve zu beobachten. Betrachten wir aber den gemittelten Wert in Tabelle 7.27, so
fallt auf, dass das FHF-Verfahren auch hier bei der zweidimensionalen Funktion POL2D durch
seine bessere Konvergenzrate und seine hohere Genauigkeit als das ADG-Verfahren iiberzeugt.
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7.4 Funktionsinterpolation durch Hintereinanderschaltung von Funktionen

ADG
Lo-Fehler

Lo-Fehler

Lo-Fehler

max.
Level | Punkte
3 9
4 17
5 33
6 65
7 129
8 257
9 513
10 1025
11 2049
12 4097
13 8193
14 16385
15 32769

8.339456e-01
7.353547e-01
6.465849e-01
5.664529e-01
4.938879e-01
4.279191e-01
3.676660e-01
3.123160e-01
2.611439e-01
2.134075e-01
1.686202¢-01
1.256434e-01

8.546571e-02

6.425717e+01
6.355893e+01
6.267941e+01
6.157076e+01
6.017528e+01
5.841371e+01
5.620279e+01
9.339575e+01
4.991315e+01
4.538916e+01
4.003246e+-01
3.241871e+01
2.500498e+01

FHF
Punkte | Lo-Fehler
18 6.657734e-01
34 6.202929¢-01
66 4.596508e-01
130 3.359946e-01
258 2.282476e-01
514 1.360720e-01
1026 9.792859e-02
2050 5.161632e-02
4098 3.382261e-03
8194 1.394021e-04
16386 | 1.050111e-05
32770 | 9.809212e-07
65538 | 2.002658e-07

6.264796e+01
6.235541e+-01
5.928504e+01
5.458674e+01
3.398929e+01
3.403221e+-01
2.718616e+01
1.220919e+-01
1.032093e4-00
3.947898e-02
3.044188e-03
2.661103e-04
2.793870e-05

Tabelle 7.28: Interpolationsfehler und benétigte Gitterpunkte zu POL1D

max. Level

ADG

FHF

1.978261e-01
1.939538e-01
1.951830e-01
2.000005e-01
2.080110e-01
2.195592e-01
2.357209e-01
2.583433e-01
2.913367e-01
3.398934e-01
4.244799e-01
5.559418e-01

1.112560e-01
4.518730e-01
4.622826e-01
5.641230e-01
7.504339e-01
4.759053¢-01
9.252044e-01
3.934537e+00
4.602284¢e+-00
3.731296e+00
3.420562e+00
2.292322e+00

Tabelle 7.29: Konvergenzrate zu POL1D errechnet aus dem Lo-Fehler mit der Steigungsmetho-
de (SM)

max. Level

ADG

FHF

© 00 ~J O U = W

3.884034e-01
4.249249e-01
5.398284e-01
6.981011e-01
5.571152e+00
0.271297e-01
6.650275e-01

3.724871e-01

1.704913e+4-00
4.613604e4-00
6.579397e-01

3.169332e-+00
3.697724e+00
1.355133e+4-00

Tabelle 7.31: Konvergenzrate zu POL2D errechnet aus dem Lo-Fehler mit der Steigungsmetho-
de (SM)
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max. ADG FHF

Level | Punkte | Lo-Fehler Lo-Fehler Punkte | Lo-Fehler Lo-Fehler
3 20 8.907668e-01 | 1.281162e+01 52 5.840593e-01 | 9.517498e+00
4 36 7.089495e-01 | 1.137056e+01 84 4.885138e-01 | 8.892775e+00
5 68 5.410636e-01 | 9.723843e+00 148 1.859937e-01 | 3.818927e+-00
6 132 3.782184e-01 | 7.223519e+00 276 1.049152e-02 | 2.140842e-01
7 260 2.356254e-01 | 5.145721e+00 532 6.812773e-03 | 1.320229¢-01
8 516 5.173947e-03 | 9.000250e-02 1044 | 8.042270e-04 | 1.732683e-02
9 1028 | 3.597735e-03 | 6.709387e-02 2068 | 6.422575e-05 | 4.892742¢-04
10 2052 | 2.271948e-03 | 4.448436e-02 4116 | 2.527122e-05 | 1.785892e-04

Tabelle 7.30: Interpolationsfehler und benétigte Gitterpunkte zu POL2D

Nun werden wir noch die letzten beiden Beispielfunktionen SPRUNG1D und SPRUNG2D
besprechen. Bis jetzt haben wir gesehen, dass das FHF-Verfahren zwar das ADG-Verfahren bei
den glatten Funktionen nicht iibertreffen kann, aber Funktionen mit Singularitdten besser in-
terpoliert. Wir haben als erste Singularitét Polstellen betrachtet. Sind unsere dort gewonnenen
Ergebnisse auch auf andere Singularitéten zu {ibertragen? Wie wir gleich sehen werden, miissen
wir das leider mit nein beantworten, denn bei den Sprungfunktionen verschlechtert sich nur die
Interpolation durch die Hintereinanderschaltung. Vielleicht kann man aber durch eine bessere
Wahl der inneren Funktion und der dufleren Funktion die Interpolation mit der FHF-Methode
verbessern, aber wir haben noch keine geeigneten Funktionen gefunden.

SPRUNGI1D SPRUNG2D

10°

10°

107
1071

107

—— ADG
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Abb. 7.35: Konvergenzplots zu SPRUNGI1D und SPRUNG2D mit Lo-Fehler

In den Abbildungen 7.37 und 7.38 sind die interpolierten Funktionen SPRUNGI1D und

SPRUNG2D zu einem gegebenen Maximallevel zu sehen. Der Interpolant der Funktion

SPRUNGI1D, der mit dem FHF-Verfahren konstruiert wurde, ist optisch etwas genauer als
der Interpolant, der mit dem ADG-verfahren berechnet wurde. Bei der Funktion SPRUNG2D
ist es genau anders herum, da ist die Genauigkeit des Interpolanten berechnet mit dem ADG-
Verfahren eindeutig hoher als die Genauigkeit des Interpolanten berechnet mit dem FHF-
Verfahren. Betrachten wir nun die Konvergenzgraphen in den Abbildungen 7.35 und 7.36. Was
man in allen vier Graphen sehen kann, ist, dass das FHF-Verfahren sehr viel mehr Gitterpunkte
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Abb. 7.36: Konvergenzplots zu SPRUNGI1D und SPRUNG2D mit L..-Fehler
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Abb. 7.38: F zu SPRUNGI1D und SPRUNG2D mit MON bis Level 15, bzw. Level 10

benotigt als das ADG-Verfahren, um dieselbe Genauigkeit des Interpolanten zu erhalten. Au-
Berdem oszilliert die Lo-Fehlerkurve des Interpolanten zur Funktion SPRUNG2D, berechnet
mit der FHF-Methode, zum Ende hin sehr stark. Das FHF-Verfahren ist also speziell in zwei
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Dimension fiir Sprungfunktionen nicht stabil genug.
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Abb. 7.39: f und g zu GLATT1D mit FHF mit Level 15
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Abb. 7.40: f und g zu POL1D mit FHF mit Level 15
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Abb. 7.41: f und g zu SPRUNG1D mit FHF mit Level 15
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Zum Schluss werden wir uns noch die innere Funktion g und die &uflere Funktion f, die wir
wihrend des FHF-Verfahrens aus der Originalfunktion F' berechnen fiir die eindimensionalen
Funktion GLATT1D, POL1D und SPRUNGI1D anschauen (sieche Abbildungen 7.39 bis 7.41)
und an ihnen erldutern warum nur die Funktion mit Polstelle besser interpoliert werden kann.
Wie erwartet ist die &uflere Funktion in jedem Fall eine lineare Funktion. Bei den Funktionen
GLATTI1D und POLI1D entspricht sie einer Hutfunktion und bei der Funktion SPRUNG1D
der Geraden f(x) = 2 - x. Die innere Funktion steht fiir die Verteilung der Gitterpunkte auf
dem Intervall [0,1] durch die Originalfunktion.

Betrachten wir nun die Funktionen nacheinander und beginnen mit der funktion POL1D. Durch
die innere Funktion werden die Punkte von der Polstelle nach links und rechts weg verschoben
und durch die dufiere Funktion nach oben verschoben. In Abbildung 7.40 ist das gut zu erken-
nen. Die Polstelle wird also verbreitert, so dass sie einfacher auszuwerten ist. Die Folge ist, dass
der Interpolationsfehler, den wir zur Originalfunktion machen, geringer ausfillt, als wenn wir
die Funktion POL1D direkt interpoliert hétten.

Bei glatten Funktionen hilft uns diese Technik aber nicht weiter, da keine Singularitéiten, al-
so Problemstellen, vorhanden sind. Wir erhalten zu einer glatten Funktion mit dem FHF-
Verfahren eine glatte steigende innere Funktion und eine lineare duflere Funktion. Siehe dazu
Abbildung 7.39. Wir brauchen dabei fiir die innere Funktion zumeist genauso viele Punkte wie
das ADG-Verfahren fiir die komplette Originalfunktion, aber zusétzliche ben6tigen wir noch
mindestens einen Punkt fiir die &uflere Funktion. Das heifit aber, dass wir insgesamt immer
mehr Punkte brauchen mit dem FHF-Verfahren, um die Originalfunktion genauso gut zu in-
terpolieren wie das ADG-Verfahren.

Die Sprungfunktion ist unser Problemkind. Der Interpolationsfehler, der an der Sprungstelle
von der inneren Funktion gemacht wird, wird durch die &uflere Funktion verstérkt. Die Hoff-
nung, dass wie bei den Polfunktionen so der Maximalfehler minimiert wird, ist damit erloschen.
In zwei Dimensionen sind die Argumente fiir alle Verfahren die gleichen, weswegen wir darauf
nicht genauer eingehen werden.

Fazit

Wir haben gesehen, dass mit der FHF-Methode, d.h mit der Variante fiir die Ausgangsfunktion
eine hintereinandergeschaltete Funktion zu wéhlen, eine Funktion mit Polstellen besser als mit
dem ADG-Verfahren interpoliert werden kann. Nicht nur die Genauigkeit ist hoher, sondern
auch die Gitterpunktanzahl geringer und die Konvergenzrate grofler.

Bei glatten Funktionen hat das ADG-Verfahren den Vorteil nur eine Funktion auf einem ad-
aptiven diinnen Gitter interpolieren zu miissen. In diesem Fall kann unser FHF-Verfahren in
der Genauigkeit zwar mithalten, aber die dafiir benéttigte Gitterpunktanzahl ist immer hoher
als die benotigte Gitterpunktanzahl fiir die Interpolation mit dem ADG-Verfahren.

Bei allen iibrigen Funktionen mit Singularitdten sollte das FHF-Verfahren nicht angewendet
werden, da durch die bestehende Auswahl der inneren Funktion die Interpolanten, berechnet
mit dem FHF-Verfahren, gegeniiber den Interpolanten, berechnet mit dem ADG-Verfahren,
sogar an Genauigkeit verlieren.

Die Hoffnung besteht aber auch solche singulédren Funktionen mit diesem FHF-Verfahren besser
interpolieren zu kénnen, wenn man eine andere Wahl der inneren und &ufleren Funktion trifft.
Bei den glatten Funktionen braucht man sich aber keine grofien Hoffnungen zu machen, da es
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hier keine Problemstellen gibt, die man verbessern kann.
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8 Fazit und Ausblick

Fin Ziel dieser Arbeit war, das Verhéltnis von Aufwand zu Genauigkeit bei der Interpolation
von Funktionen zu verbessern, so dass hochdimensionale und vektorwertige Funktionen besser
interpoliert werden kénnen. Mit regulidren Diinngitter-Interpolationsverfahren kann der Auf-
wand gegeniiber Produktgitter-Interpolationsverfahren schon gesenkt werden bei annédhernd
gleichem Interpolationsfehler. Wir haben gezeigt, dass man mit dem adaptiven Diinngitter-
Interpolationsverfahren den Aufwand bei gleichbleibender Genauigkeit noch weiter reduzieren
kann. Aus diesem Grund kénnen hochdimensionale Funktionen mit geringem Speicheraufwand
interpoliert werden. Dies gilt insbesondere fiir singulidre Funktionen.

Durch die Aufteilung einer vektorwertigen Funktion F : 0 — R™ in m einfache Teilfunktionen
Fj: Q) — Rmitj=1,...,m ist es uns gelungen, die Interpolation einer solchen Funktion effizi-
enter durchzufiihren. Da zu jeder Teilfunktion ein eigener Interpolant konstruiert wird, der von
den Interpolanten der anderen Teilfunktionen nicht abhéngt, kann man jede Teilfunktion auf
adaptiven diinnen Gittern optimal interpolieren. Desweiteren kénnte eine Parallelisierung der
Interpolation der Teilfunktionen helfen, die Interpolation vektorwertiger Funktionen schneller
zu gestalten. Dies bleibt aber anderen vorbehalten.

Auf Grund der Feststellung, die wir im Kapitel 4 gemacht haben, dass der Interpolations-
fehler einer Hintereinanderschaltung von zwei Diinngitter-Interpolanten durch die einzelnen
Interplationsfehler nach oben abgeschéitzt werden kann, haben wir ein Verfahren mit Hilfe
der adaptiven diinnen Gitter konstruiert, das uns erlaubt Funktionen mit Polstellen mit ei-
nem besseren Verhiltnis von Aufwand zu Genauigkeit als mit einem adaptiven Diinngitter-
Interpolationsverfahren zu interpolieren. Dabei lassen sich die benutzten Funktionen zur Hin-
tereinanderschaltung aus der zu interpolierenden Funktion berechnen. Wir haben dazu die
innere Funktion mit dem Integral des Betrags der Ableitung der zu interpolierenden Funktion
gleichgesetzt. Eine Frage die sich an dieser Stelle ergibt ist die Folgende. Kénnten wir eventuell
durch eine andere Wahl der inneren Funktion auch andere Funktionstypen mit diesem Verfah-
ren besser als mit einem adaptiven Diinngitter-Verfahhren interpolieren? Die Antwort dieser
interessanten Frage bleibt offen fiir weitere Untersuchungen. Dabei kann die vorliegende Arbeit
als Grundlage fiir weitere Forschungen genutzt werden. Weiter bliebe in Zukunft zu kléren,
ob man durch eine geschickte Wahl der dufleren Funktion eine Verbesserung des Verfahrens
erreichen konnte. Ein ernsthaftes Problem bei der Funktionsinterpolation durch Hintereinan-
derschaltung ist noch, dass wir zur Zeit innerhalb des Verfahrens ein komplettes Produktgitter
zur Bestimmung der inneren Funktion aufstellen miissen und so nur Funktionen bis zur Di-
mension zwei interpolieren kénnen. Die Idee die Hintereinanderschaltung zur Verbesserung der
Interpolation zu benutzen, konnte leider im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter untersucht wer-
den und sollte, dem vielversprechenden ersten Ergebnis nach zu urteilen, in anderen Arbeit
eingehender betrachtet werden.

Es ist festzuhalten, dass in dieser Arbeit eine Vielzahl von Algorithmen zur Interpolation auf
diinnen Gittern erldutert wurden und die Diinngitter-Algebra aus [Sch98| durch die Hinterein-
anderschaltung erweitert wurde. Desweiteren wurde die Interpolationsqualitéit auf adaptiven
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8 Fazit und Ausblick

diinnen und regulédren diinnen Gittern an Hand einiger unterschiedlicher Funktionstypen genau
untersucht und so ein Beitrag zur besseren Interpolation von hochdimensionalen Funktionen
geleistet.
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9 Anhang

9.1 Wichtige Raume und Normen

Definition 9.1 Fir 1 < p < oo ist die p-Norm auf R™ gegeben durch

x| == {(Z?l ‘sz‘p)% Jiir 1 < p < oo, 9.1)

maxj—i . p |x;| firp= oo,
wenn X = (x1,...,x,) € R™.
Definition 9.2 Sei Q) CR" offen, 1 < k < oo und m € Ny.

C"™(Q) ={u: u:Q — R und u ist m-mal stetig differenzierbar in Q}
st Q zusdtzlich noch beschrdnkt:
C™() ={u: ueC™Q) und D*u kann stetig auf Q fortgesetzt werden V|ct|,, < m}

Definition 9.3 Sei Q € R" offen, m € Ny, k € {1,00} und 1 < p < oco..
WmP(Q) ={u e LP(Q) : D% € LP(Q) existiert V ||, < m} (9.2)

definiert dann den Banach-Raum der Funktionen mit schwachen partiellen Ableitungen der
Ordnung < m in LP(Q), auch Sobolev-Raum genannt, und

b

lalpy = [ S0 /Q D®ul? dx

lod,<m

b, |l = max (|0
k>

die zugehdrige Norm.
Ist Q zusdtzlich noch beschrdinkt mit stiickweise glattem Rand, dann erhalten wir den Sobolev-
Raum

WmP(Q) = {u: ue W™P(Q) und 9Q € C*}. (9.3)
Der Raum WJ"P(Q) ist der Abschluss von C§°(Q) in WP ((2)

Wy P(Q) ={u: uweW™P mit u=0 auf IO} (9.4)

Auflerdem betrachtet man noch folgenden Spezialfall:
fiir p = 2 wird er mit H™(Q) = W™2(Q) definiert, da er dann ein Hilbertraum ist.
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9 Anhang

0.2 Binomialkoeffizienten

Definition 9.4 Der verallgemeinerte Binnomialkoeffizient ist definiert durch

<2> ala — 1)'-];!(a—k+1)

(5)-

Bemerkung Ist a € N und a > k so gilt:

<a> _a(a_1)...(a_k!a)..-(a—k+1) _o.

mit « € R, k € N und

k

Satz 9.1 Additionstheoreme fiir verallgemeinerte Binomialkoeffizienten.
Seien a, 0 € R und k € N. Dann gelten die folgenden Gleichungen:

£ () + G5 = ()

2. 3 (1) = (")

5. 3o (D G2) = (F7)-
Beweis:

1.

<a>+<ka1> ala—1)(a—k+1) afa—1)-(a—k)
-

k = i L T
(k+1Da(a—1)---(a—k+1)+afa—1)--- (o — k)
(k+ 1)
(a—k+k+Dafa—1)---(a—k+1)
(k+ 1)
_ (et Do (a+1—Fk) <a+1>
(k+1)! kE+1

2. Beweis per Induktion

e )

1 2
<a—1|- >:1+a+1:a+2:<a;r )

S

I

—
7 N\
=)
N————

_|_
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9.2 Binomialkoeflizienten

IS:

n+1

1 1
n—n-+1: ZI!(O[—'_Z—F )—i—(a;’;j_—l’_ )

k=0
B (a+n+1)---(a+2)+(a+n+1)---(a+1)
B n! (n+1)!
(a+n+1)---(a+2) - (a+1+n+1)
B (n+1)!
_(a+n+2)-(a+2) <a+n+2>
(n+1)! n+1

3. Beweis per Induktion

el
et @00 Q-+ () maro- ()
000 ()0
-t e ><n+1_ )+ k(D) ()
O B ()

ot () ()]

_a—l—ﬂ‘<a—|—ﬂ—1> B <a+ﬂ+1>
Cn+1 n - n+1
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