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Einleitung

Fur viele Fragestellungen der Physik, Chemie und Biologie sind die physikalischen
und chemischen Eigenschaften von Atomen, Milek und Festiirpern von Inter-
esse. Die Quantenmechanik, welche die klassische Mechanik auf atomarer Ebene
abbst, ist der mathematische Siak$el zur Berechnung dieser Eigenschaften. Die
Wellenfunktion, durch die alle physikalisch oder chemisch melRbaréfRdardes
untersuchten quantenmechanischen Systems bestimmt siridjt glem Schivdin-
gergleichung. Auf Grund der hohen Kompléititler Schisdingergleichung rirsssen

zur Durchfihrung von Rechnungen an Systemen von physikalischem oder che-
mischem Interesse geeigneté@hid¢rungsmodelle und effiziente Algorithmen ver-
wendet werden. In dieser Arbeit werderaiterungsmodelle behandelt, die auf
rein quantenmechanischer Grundlage beruhen und somit zu sogenaipiiéro-
Verfahren fihren. Als weitere Einschnkung werden nur &herungen edlutert,
welche nur die Elektronenstruktur und nicht die Kerne mit Hilfe von Zustands-
funktionen beschreiben. Insbesondere werden weitgeherabrinitio-Verfahren
beschrieben, die auf der Berechnung des Grundzustands der Elektronen beruhen.
Trotz dieser Einsclnmkungen &nnen viele chemische und physikalischéfn
hinreichend genau berechnet werden. Daiien zum Beispiel Bindungsenergi-
en, Bindungsingen, Kraftkonstanten, Gitterkonstanten und Elaatgbnstanten.
Insbesondereal’t sich die Dynamik von Moléken oder Fesiirpern und vieler
chemischer Reaktionen mit Hilfe va-initio-Rechnungen simulieren. Allerdings
gibt es fir keines der ldherungsmodelle eine strenge Fehlerahtzng. Jedoch
kann die Zuvedssigkeit der einzelnen Verfahren mit Hilfe von experimentellen
Werten eingescitzt und in vielen Bllen auch systematisch verbessert werden.
Umgekehrt K¥nnenab-initio-Rechnungen zur Krung experimenteller Befunde
oder zur Planung von Experimenten herangezogen werden.

Entsprechend werden in dieser Arbai-initio-Verfahren zur Berechnung der
Grundzustandsenergie der Elektronen zu fixierten Kernpositionen, zur Berechnung
von lokalen Minima der totalen Energie von Moig&n und zur Berechnung von
ab-initio-Molekuldynamik behandelt.

Von entscheidender Bedeutung ist dabei die Auswahl einer geeigneten
Elektronen-Struktur-Methodaur Approximation der elektronischen Sodimger-
gleichung. Im Rahmen dieser Arbeit liegt dabei der Schwerpunkt auf der Ver-



wendung der Dichtefunktionaltheorie. Grundlage der Dichtefunktionaltheorie ist
das Hohenberg-Kohn-Theorem [HK64], aus dem folgt, daRR die gesamte Informa-
tion eines inhomogenes Elektronengases in der nur von drei Variabléngigkn
Funktion der Elektronendichte enthaltert ishsbesondere existiert ein vaimRe-

ren Potential/(r) unabt&ngiges Dichtefunktiondt [n| derart, daf3 sich die Grund-
zustandsenergie aus dem Minimum des Energiefunktidfals= [ v(r)n(r)dr +

F[n] bei Variation der Elektronendichte ergibt und daf? das Minimum bei der
Grundzustandselektronendichte angenommen wird. Variation des Dichtefunktio-
nals der Gundzustandsener@@| nach der Elektronendichte unter der Neben-
bedingung konstanter Elektronenzaiihft zu derkKohn-Sham-Gleichunglie ei-

ner Einelektroneneigenwertgleichung entspricht. Dies ist die entscheidende Ver-
einfachung gegdiber der elektronischen Sduingergleichung, da diese einer
Mehrelektroneneigenwertgleichung entspricht. Aus désung der Kohn-Sham-
Gleichung kann die Grundzustandsdichte und die Grundzustandsenergie einfach
berechnet werden. Wird die Grundzustandsenergie als Funkdiak }| aufge-

faf3t, uhrt die Variation nach den Einteilchenfunktiongrir) unter der Nebenbe-
dingung der Orthonormaiit der Einteilchenfunktionen wiederum zu den Kohn-
Sham-Gleichungen. Daher ist e§glich die Grundzustandsdichte und die Grund-
zustandsenergie mit Hilfe einer Minimierung mit Nebenbedingungen zu berech-
nen, ohne die Kohn-Sham-Gleichurigén zu riissen. Insbesondere ergibt sich in
beiden Rllen die Elektronendichte in der Fomgr) = SPeSeZyy(r)|2. Mit Hilfe

der Dichtefunktionaltheorie ergibt sich also die Grundzustandsdichte und Grund-
zustandsenergie exakt. Jedoch ist ein Anteil des universellen Funktoinglsler

Anteil des sogenanntefiustausch-Korrelations-Funktion&y:[n|, bis heute un-
bekannt, und vieles deutet darauf hin, daf dies auch in Zukunft so bleiben wird.
Entsprechend existiert vielfach die Auffassung, die Methoden der Dichtefunktio-
naltheorie nicht mehr zu deab-initio-Methoden zu rechnen, da Approximationen

an das Austausch-Korrelations-Funktional verwendet werdéssen. Jedoch hat
sich gezeigt, dal’ der entstehende Fehler relativ gering ist und entsprechend haben
sich Verfahren der Dichtefunktionaltheorie in vieleallEn bevahrt.

In dieser Arbeit werden nach einer kurzen Darstellung der quantenmechani-
schen Grundlagen drei wichtiggh-initio-Molekildynamik Methoden, ziichst
unablangig von der Wahl desa@herungsmodells zur Bestimmung der Elektronen-
Struktur-Methode, vorgestellt. In deEhrenfest Molelddynamik der Born-
Oppenheimer Molakdynamikund derCar-Parrinello MoleKildynamikwerden
die Kerne als klassische Partikel behandelt, jedoch unterscheiden sie sich grund-
legend in der Zeitakingigkeit der Elektronenstruktur. Anschlieend werden
verschiedene Elektronen-Struktur-Methoderaetdrt. Neben der Hartree-Fock-
Methode und den Post-Hartree-Fock-Methoden wird insbesondere auf die Dichte-

1Ein System von vorN Elektronen, die sich in eineruReren Potential(r) befinden, wird
als inhomogenes Elektronengas bezeichnet. Zum Beweis des Hohenberg-Kohn-Theorems werden
schwache Voraussetzungen an daere Potential gestellt, welche aber in der Praxis fast immer
erfullt sind.
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funktionaltheorie eingegangen. Im Zusammenhang mit der Dichtefunktionaltheo-
rie werden wichtige Approximationen an das Austausch-Korrelationspotential und
als weitere Vereinfachung daherung der unvémderlichen lonerbei Verwen-

dung vonPseudopotentialetvehandelt. Im Anschluf3 werden verschiedene Ba-
sen zur Darstellung der Einteilchenfunktionen vorgestellt, wobei die zur Anwen-
dung auf Festiirper besonders geeignéibene-Wellen-Basaustihrlich erfutert

wird. In der Praxis kann ein Verfahren der Dichtefunktionaltheorie mit der Ebene-
Wellen-Basis nur sinnvoll eingesetzt werden, wenn Pseudopotentiale verwendet
werden. Zur Durchihrung der Born-Oppenheimer Moldkdynamik und der Car-
Parrinello Molekildynamik wird zu gegebenen orthonormalen Einteilchenfunktio-
nen{y;} die Berechnung der totalen Ener@g W;}|, der Funktionalableitung der
totalen Energie nach den Einteilchenfunktionen und der Gradient der totalen Ener-
gie nach den Kernpositionen Liigt. Es zeigt sich, daf diese drei Berechnungen
bei Verwendung einer endlichen Ebene-Wellen Basis im Rahmen der sogenannten
Ebene-Wellen Pseudopotential Methadi¢ Verfahren zur schnellen Fouriertrans-
formation (FFT) durchgéirt werden Bnnen. AnschlieRend werden verschiede-
ne numerische Verfahren zur Berechnung des Grundzustandes, von lokalen Mini-
ma und der Dynamik vorgestellt und im Besonderen wird die Minimierung des
Energiefunktionals unter Verwendung des vorkonditionierten Verfahrens der kon-
jugierten Gradienten und dessen Implementierung diskutiert. Im weiteren wird die
Parallelisierung der Verfahren adtert und insbesondere eine lastbalancierte FFT
vorgestellt. Da viele Fragen in Bezug auf die Konstruktion von Wasserstofftanks
mit Hilfe von KohlenstoffNanotubedbis heute noch offen sind, werden einige nu-
merische Berechnungen dazu vorgestellt, welche mit dem im Rahmen dieser Arbeit
implementierten Verfahren durchdgifrt wurden. Abschliel3end wird die Verbesse-
rung des Verfahrens mit Hilfe eines adaptiven Ansatzes, der auf der Verwendung
der sogenanntegeneralisierten Ebene-Wellen-Babisruht, behandelt.

An dieser Stelle rt'xc_hte ich die Gelegenheit nutzen, um mich bei
Prof. Dr. M. Griebel @ir die Uberlassung des Themas meiner Diplomarbeit zu be-
danken.



Kapitel 1

EinfUhrung in die
Quantenmechanik und
Molektldynamik

1.1 Quantenmechanik

Die Quantenmechanik ist der mathematische i&sdl zur Berechnung von
physikalischen und chemischen Eigenschaften von Atomen, Nigekund
Festlorpern. Daher werden in diesem Abschnitt die quantenmechanischen Grund-
lagen erkért. Zur weiteren Vertiefung wird auf entsprechende LébHer verwie-

sen [Sch95, MI00, Sch99, Sch92, Sch00].

1.1.1 Quantenmechanisches System

Die Quantenphysik beschreibt #tomene, deren Wirkung in der &enordnung

der Planck-Konstanté liegen. Die Wellennatur der elektromagnetischen Strah-
lung ist durch Interferenz- und Beugungsexperimente gut bekannt. Andererseits
lassen sich einige Beobachtungen nur mit einer Teilchennatur der elektromagneti-
schen Strahlung er&ten. Diese komplemedrte Beschreibung solcher &tomene

im Teilchen- und Wellenmodell wird ald/elle-Teilchen-Dualismuter elektroma-
gnetischen Strahlung bezeichnet. Weiterhin zeigen Experimente, daf3 der Welle-
Teilchen-Dualismus auch bei massebehafteten Teilchen auftritt. Insbesondere gilt
dies fur Elektronen.

Postulate der Quantenmechanik

Gerigt das Paaf#(,H) den folgenden Axiomen, wird es als quantenmechanisches
System bezeichnet.
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1. # ist ein separabler HilbertrautiberC mit dem Skalarprodukt|.). Kom-
plexe Geraden in#, die den Nullvektor von# enthalten, werden als
Zustinde oder wenn diese normierbar sind, auch\Wsllenfunktionenles
guantenmechanischen Systems bezeichnet.

2. Die selbstadjungierten Operatoren, deren Definitionsbereich dicHt ist,
reprasentieren die Menge allerdglichenObservablerdes Systems.

3. IstW e A, ||¥| = 1 ein Zustand des quantenmechanischen System#&und
eine Observable mit zugétiger Spektralschar (E, ), dann ist
2 A2 2
p(W,A 1) = [E(HW]" = (WE)W) zA d([[Ex¥%)
1
die Wahrscheinlichkeit daf, dal3 ein MeRwert der Observablarim Zu-
stand¥ im Intervall | =]Aq,A7] liegt.

4. Die Dynamik des Systems wird durch eine stetige 1-Parametergruppe von
unitaren Operatore(U (t));cr Mit dem infinitesimalen ErzeugerH be-
stimmt?

W =U(t)Wo = exp(—iHt)Wo, W, Wy Zustinde in#,

wobei der Operatad eindeutig und selbstadjungiert ist.

Physikalische Korrespondenz

Die Korrespondenz zwischen physikalischen und mathematiscligde@ydie der
Quantenmechanik eines Massenpunktes zugrunde liegt, soll kawtestlwerden.

1. Zustinde
Die maglichen ZushndeW; eines quantenmechanischen Systems zur Zeit
t werden durch normierte Zustandsfunktionen in einem Hilbertrafiime-
schrieben.

2. Observablen
Jeder beobachtbaren @&e, den Observablen, wird ein selbstadjungierter
Operator im Hilbertraun¥/ der Zusinde zugeordnet.

3. Melprozel3
Der gemessene Wert der Observabkeim ZustandW ist ein Punkt aus

1Eine Spektralscha(E) ),cr ist eine Schar von orthogonalen Projektiorgn: # — H,\ € R
mit den in Anhang [A.1] beschriebenen Eigenschaften.
2Sjehe dazu auch Anhang [A.2].
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dem Spektrum des zugeordneten Operators. Da dem selbstadjungierten Ope-
rator A mit der SpektralschafE,} eine eindeutige Zerlegung der Ein-

heit entspricht, kann jedem Interval=]A1,A;] ein orthogonaler Projektor

E(l) := E\, — E\, zugeordnet werden. Nach dem dritten Axiom kann der
MeRprozel? damit mathematisch als Projektion auf einen Unterraurivon
interpretiert werden und die Wahrscheinlichkeit des Auftretens bestimmter
MeRwerte wird durch das Spektralmald gegeben. Im folgenden sollen einige
Konsequenzen darausautert werden.

e Ein PunktA des diskreten Spektrums wisgharf gemessen, wenn das
Intervall | auRer keine anderen Spektralwerte ealthIm Falle eines
OperatorsA mit einem diskreten Spektrum treten als MelRwerte also
gerade dessen Eigenwerte auf, wobei die Eigenfunktionen gegebenen-
falls k-fach entartet seindnnen. Werte des kontinuierlichen Spektrums
kdonnen hingegen nicht scharf gemessen werden.

e Einzelne Messungertkinen nicht vorhergesagt werdefirgro3e An-
zahlen von Messungealbt sich lediglich ein Erwartungswert angeben.
Aus dem dritten Axiom kann die Formulierung

(WIAY)
(WW)

(Aw =

fur den Erwartungswert hergeleitet werden. Damit ergibt sich die
Streuung der MeRwerte zu

Str(A)w = (W[(A— (A)wl)*W).

Ist insbesondera Eigenwert vonA mit zugeldrigem normierten Ei-
genzustand¥, gilt fur den ErwartungswerntA)y = a und die Streu-
ung verschwindet. i die simultane Mel3wahrscheinlichkeit, Werte der
Observablei\ aus dem Intervally und Werte einer Observabl&waus
dem Intervalllg zusammen zu messen, gilt

IEA(IA)EB(I8)W||? = (WIEA(IA)EB(I8)W),

wobei hierfir die beiden Projektoren notwendig vertauschbar sein
missen. Sonst gelten lediglich die beiden Aussagen

IEAA)WII? = (WEAIA)W), [ER(l6)W]* = (WIEP(I8) W),

die getrennte Messungen bedeuten. Verschwindet der Kommutator
[A,B] = AB— BA zweier Operatorer und B nicht, kbnnen die ent-
sprechenden Observalen simultan nicht scharf gemessen werden und
es ergeben sich Unsétierelationen, wie zum Beispiel diteisenberg-

sche Unschérferelation



1.1 QUANTENMECHANIK 7

e Da die normierte Zustandsfunktio# die Mittelwerte jeder Obser-
vablen festlegt, liegt hierin ein bedeutsamer Unterschied zur klassi-
schen Mechanik, bei der diedglichen MelRwerte der Observablen
als Losungen von Differentialgleichungen gefunden werdeihnend
in der Quantenmechanik eine bekannte Wellenfunktion bereits die In-
formation zur Berechnung des Erwartungswertes jeder Observablen
entralt.

o Mit Hilfe von Wahrscheinlichkeitsaussagen lassen sich die gégens
lichen Interpretationen durch das Teilchen- und Wellenmaoigledir-
briicken. Die Zustandsfunktio#; wird als Wahrscheinlichkeitsampli-
tude gedeutet und somit i} |W;(r)|dr die Wahrscheinlichkeit déf,
den Massenpunkt zur Zgiim VolumenV zu finden.

4. Dynamik
Fur den infinitesimalen ErzeugeriH aus dem vierten Axiom gilt au3erdem
die Schibdingergleichung

0 [
Y, = _
a ' R

mit demHamiltonoperatoH des quantenmechanischen Systerée zeit-
liche Entwicklung der Zustandsfunktion ist also durch die 8dimgerglei-
chung gegeben.

HWY, (1.1)

1.1.2 Kanonische Quantisierung

Als Quantisierungwird die Zuordnung eines quantenmechanischen Systems zu
einem der klassischen Mechanik bezeichnet. Eirigliohe ist diekanonische

bei der die Observablen der klassischen Hamilton-Formulierung durch die entspre-
chenden Operatoren ersetzt werden.

Ortsoperator

Alle Wellenfunktionen¥ sind Elemente de£?(RR3), falls die Punkte de®3 als
Ortskoordinaten des Systems interpretiert wertlen

D(Q = {¥e L&) | [ rW(n)fidr<ej=123)

ist der Definitionsbereich des Multiplikationsoperat@s= (Q1,Q2,Qs), der als
Ortsoperator bezeichnet wird. Es gilt

QW(r) =r¥(r) v¥eD(Q)
und der Ortsoperator ist abf(Q) selbstadjungiert.

3H ist der Operator der Energie. Somit ist die Dynamik mit der Energie des Systemgipérkn
4Im periodischen Fall des?(V) entsprechend Abschnitt [3.2.1].



8 1 QUANTENMECHANIK UND MOLEKULDYNAMIK

Impulsoperator

Der Observablen Impuls wird der selbstadjungierte Operator

zugeordnet.

Energieoperator

Mit Hilfe des Impulsoperators wirdif die Observable Energie der Hamiltonope-

rator
2 2

o _ o

fur ein Teilchen im Potentidl gesetzt.

Drehimpulsoperator

Der Observablen Drehimpuls wird der selbstadjungierte Operator
h
L=rxp= Tr x O

zugeordnet.

1.1.3 Einteilchenquantenmechanik

Die Schidingergleichung (1.1) mit dem Hamiltonoperator (1.2) beschreibt nach
Abschnitt 1.1 ein Teilchen im gegebenen Poter¥alln diesem Abschnitt soll
kurz auf weitere Aspekte der Einteilchenguantenmechanik eingegangen werden.

Erhaltungssatze

SeiA(r,p,t) ein Operator, der einer Observablen eines Massenpunktes zugeordnet
ist. FUr die Zeitablngigkeit des Erwartungswertes der Observablen gilt mit Hilfe
der Schédingergleichung (1.1)

d ov ov 0A .
gt (WA = (S [AW) -+ (WA + (Wi 5o W) mit (W W) = 1

dt
[ 0A
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wobei[H,A] = HA— AH der Kommutator zweier Operatoren ist. Der Erwartungs-
wert einer Observablen ist somit zeitunahbig, falls der zugeordnete Operafor
nicht von der Zeit abrangt undH,A] = 0 gilt.

Ist das PotentiaV/ aus Gleichung (1.2) zeitunadhgig ergibt sich Energieer-
haltung
d [ .
des Systems.
Fur ein kugelsymmetrisches Potentia/ ergibt sich %(WJL‘PQ =
(W [L,H]W) = 0 mit (W |W¥) = 1. Also ist der Erwartungswert des Dre-
himpulses eine Konstante.

Stationare Schrodingergleichung

Im allgemeinen kann der Hamiltonoperatdrnicht nur implizit durch Ort und
Impuls , sondern auch explizit von der Zeit @lpigen. lr den Fall, daf3 der Hamil-
tonoperator nicht explizit von der Zdgiabhangt, nimmt das System nur station
Zusfande an und die Sabdingergleichung

—how(r,t)
[ ot
wird beziglich der Orts- und Zeitvariablen separierbar. Wird der Produktansatz
W(r,t) = @(r)6(t) in die Schbdingergleichung eingesetzt, ergibt sich die Glei-
chung

=H(r)¥(r,t)

1 h1006

o P Tt
Da die linke Seite nur vom Ort und die rechte Seite nur von der Zeiiradih
muissen beide Seiten gleich einer voandt unabfangigen KonstanteR sein. Es
ergeben sich zwei getrennte Differentialgleichungen

dé h
i _TEB (1.4)
He = Eo (2.5)

und die Losung von Gleichung (1.4) ist durdit) = 6(0) exp(—ThEt) gegeben.
Da die Wellenfunktionp nur bis auf einen beliebigen Faktor festgelegt ist, wird
der Einfachheit halbe®(0) = 1 gesetzt® und es ergeben sich digdkungen der
Schiddingergleichung bei zeitunahhgigem Hamiltonoperator in der Form

W(r,t) = exp(—?_Et)cp(r),

wobei@(r) eine Losung destatioréren Schodingergleichund1.5) ist.

SEinsetzen der éisung in die Normierungbedingung ergibt= (W|W) = |6(0)|%(q|o) firr reelle
E.
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Kugelsymmetrisches Potential

Befindet sich ein Elektron in eineZentralfeld welches sich aus einem kugelsym-
metrischen Potenti&® bestimmt, lautet die zeitunaéhgige Schidingergleichung
in Polarkoordinaten

h2 :
- V)| 0069.0) ~E0ir9.0)  mit (ol —1.
Dabei gilt fur den Laplaceoperator in Polarkoordinaten
2 102 1p
Crorz 2
wobeil ein dimensionsloser Drehimpulsoperater L = tr x O ist undl? gerade

mit dem Winkelanteil des Laplacoperatdnsereinstimmt. Mit dem Seperationsan-
satz

@.9.9) = TROY(9,0) (16)
ergibt sich, da der Operattt nur nach den Winkelkoordinaten differenziert
R [d?R 1
~5m ( V5.0 r2R<r>lzv<s,¢>) +V(DRNY(9,0) =ERNY(9,9).
.7

DaV (r) kugelsymmetrisch ist, kommutieren die Operatokemind 12 und besit-
zen somit gemeinsame Eigenfunktionenld¥t= €Y geldst, kann Gleichung (1.7)
separiert werden und es ergibt sich die Eigenwertaufgabaein Radialanteil zu

R? (dz €

. dr2-r2+V(r)>R(r):ER(r) mit/ow|R(r)|2dr:1. (1.8)

Die Eigenwertgleichund?Y (8,¢) = €Y (9,9) entspricht der Differentialglei-
chung von Legendre. Mit der Normierungsbedingung als Randbedingung ergibt
sich als lbsung

12Yim(3,0) =11 +1)Yim(9,)  mit 1=0,1,2,...
13Yim(9,9) = MYm(9,9)  mit m=—I,...|

mit den allgemeinen Kuge#ithenfunktioneY,(8,¢) undlz = —i%. Die allge-
meinen Kugelfunktionen

Yim(®,0) = (—l)m\/ﬂ?mﬂm(cosﬁ)exp(imq)),

konnenuber die Legendre Polynome

PM(cosd) = (—1)'+|m1_sinmacgsin2'a
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definiert werden.

Damit ergibt sich die Gleichung (1.8) als Differentialgleichutigden Radial-
anteil zu®

R <d2 I(1+1)

Pl i +V(r)> Rui(r) = EnRu(r)  mit /0 |Ru (1) [Pdr = 1.

(1.9)
Diese Gleichung, wird ak#ingig von deDrehimpulsquantenzal)] gebst. Zu je-
dem Wert vonl gibt es2l + 1 Werte dermagnetischen Quantenzaimn ’ . Die
Quantenzahh soll die verschiedenen Eigenwerte und Eigenfunktionen das Hamil-

tonoperatorsifr ein gegebendsabzhlen.

Wasserstoffatom

Das Zentralfeld wird durch ein kugelsymmetrisches Potential, das sogenannte
Coulomb-Potential
e 1
V(ir)=——-=

4T ¥

beschriebef . Die zu Bsende Radialgleichung (1.93t sich auf eine Differenti-
algleichung vom Laguerreschen Typ @akfuhren und es ergibt siclif den Radi-
alanteil

Ru(r) = Nu(@)(p) 2exp( - 30 L2100

2r
na’

mit p = £, a = ag, dem Normierungsfaktor

2 (n—1-1)!
an(a) = \/mzn((n+|)|)3

und den zugebrigen Laguerre Polynomen

ni-1 . n+1)1?2
Lait(p) = 2, S 1((k)!(;|)+1+k)!k! Pt

Die zu den Eigenfunktionen

Gun(r) = TRA()Y(3,0)

6H, 12 undl3 kommutieren paarweise miteinander. Alsinken die Eigenwerte vdA undlz zur
Charakterisierung der Eigenfunktionen vidrnverwendet werden.

“Um die Abtangigkeit der magnetischen Quantenzahl von der Drehimpulsquantenzahl auszu-
drliicken, wird sie auch oft mity notiert.

8Hierbei bezeichnet die Elementarladungg die Elektrische Feldkonstante und darﬂ%o die
Coulombkonstante.
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gelhbrigen Eigenwerte
_1 met 1
2 421R2e3R% n?
hangen nur von den Quantenzahteab. Da esiir jede Drehimpulsquantenzahl

noch2l + 1 Werte fir die magnetische Quantenzamgibt, sind die Eigenwertg;,
n’-fach entartet.

EnI = En:

Spin

Experimentelle Beobachtungen an Elektronen, Protonen und anderen Elementar-
teilchen zeigen, dal die fundamentalen Eigenschaften Masse und Ladung nicht zur
vollstandigen Charakterisierung ausreichen und weitere Freiheitsgrade neben dem
Ortsvektor betrachtet werdenussen. Dazu wird der Spin postuliert, der sich als
eine Art Eigendrehimpuls veranschaulich@aft. Er besitzt kein klassisches Analo-
gon, sondern findet seine theoretische Fundierung in der relativistischen Quanten-
physik. Der Hilbertraum deiiber dem Ortsraum quadratisch integrierbaren Funk-
tionen#o wird um einen Hilbertraum der Spinzéaside#(s erweitert. Die Zusinde
in # = Ho ® Hs sind gegeiniber denen iHp mit zusatzlichen Quantenzahlen zu
charakterisieren. Die Eigenwertgleichungen Spmoperatorers = (s1,S,S3) im
Hilbertraum#s sind durch®

Xsm = S(S+ 1)Xsm mit j:o,%,l,g,z,...

S3Xsmy = MsXsmy mit ms=—j,—j+1,...]

S+ Xsm = \/S(S+ 1)— m§ F MsXsm mit sy =s+is

gegeben. Teilchen mit ganzzahligem Spin werdeBatonenund die mit halbzah-
ligem Spin alsFermionenbezeichnet. Das Elektron wird durch die Spinquanten-
zahls= % charakterisiert. Sei die statiare Schodingergleichung (1.5) des Elek-
trons in#o mit einem vom Spin unatimgigen Hamiltonoperatadt

H(r)e(r) = &@(r)  mit (@f@) = d

gebst, dann Bnnen die Zustnde des Elektrons i durch

Wkm, = @(N)Xme(S) mitms = i% (2.10)

beschrieben werden, wobéi einen geeigneten Satz von Quantenzahlen be-
zeichnet. Insbesondere sind die Produktfunktionen orthonorugst |Wim,) =

(O] @) (Xmo [ Xmg) = Ok Oy

9Analog der Definition eines verallgemeinerten Drehimpulsoperétersj1, jo, j3) in % durch
die Vertauschungsrelationgjy, ji] =ijmfur (k,I,m)={(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}, die speziell vom
Bahndrehimpuls eifllt werden.
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Aufbauprinzip

Bisher wurden in diesem Abschnitt ein Elektron in einem Zentralfeld und speziell
das Wasserstoffatom betrachtet. Um Mehrelektronenatome zu untersuchen, wird
die Wechselwirkung der Elektronen vernaisdigt und jedes Elektron als im Feld

der Kerne und der anderen Elektronen befindlich betrachtet. Im Gegensatz zum
Wasserstoffatomalt sich nun die Differentialgleichungrfden Radialanteil (1.9)

nicht mehr analytischolsen. Insbesondere sind die Energieeigenwerte nicht nur von
der Haupt- sondern auch von der Nebenquantenzalirgjidp. Auch ohne genaue
guantitative Kenntnisse der Energien im Einzelfall lassen sich die Zustandsfunk-
tionen durch ihre bekannten Drehimpulseigenschaften charakterisieren.

Die Zustandsfunktionen werden also, wie nach Gleichung (1.10), eindeutig
durch die drei Quantenzahlenl, m und die Spinquantenzair bestimmt, wobei
fur einen Energieeigenwe, eine2n?-fache Entartung vorliegt. Mit Hilfe der vier
Quantenzahleraldt sich das Ausschlu3prinzip auch folgendermafen formulieren:
In einem quantenmechanischen System kann es nicht mehr als ein Elektron geben,
dessen Zustanglymm, durch den gleichen Satz der vier Quantenzahlénm, mg
charakterisiert ist.

Fur den Atomaufbau ergibt sich Folgendes. Die Eigenfunktionen mit Drehim-
pulsquantenzaHl werden mit ansteigender Energie durctn=1+4+1,1+2,...)
nummeriert. Zu einem festen Paar vorund | gibt es2(2| + 2) verschiedene
Zustnde, die in diesem Rahmen au@fbitale genannt werden. Die Menge dieser
2(2l + 2) Einelektronenzuginde wird alsSchalebezeichnet. Die Schalen werden
mit (n,l) indiziert, wobei fir | = 0,1,2,... auch die spektroskopischen Symbole
s(sharp, p(principal), d(diffuse, f(fundamentd|, g, . . . benutzt werden. Durch suk-
zessives Aufiillen der Orbitale in aufeinanderfolgenden Schalen, unter Beachtung
des Ausschlu3prinzips und dafd Elektronen Zandé ndglichst geringer Energie
einnehmen, et man alle Elemente des Periodensystems. Der Elektronenzustand
eines Atoms wird durch Angabe der besetzten Orbitale, die sogerkamtigura-
tion, charakterisiert.

Superpositionsprinzip

Aus der Forderung, dal3 Zustandsfunktionen aus einem Hilbertraum, also insbhe-
sondere einem Vektorraum, und die auftretenden Operatoren linear sind, folgt das
Superpositionsprinzip

Kann ein quantenmechanisches System dieahusW; € 4 annehmen, so ist die
lineareUberlagerung

LIJ:IZa;LPi geC

ebenfalls ein erlaubter Zustand.
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1.1.4 Mehrteilchenquantenmechanik

Im weiteren sollen quantenmechanische SystemeN/@rilchen mit den jeweili-

gen Variablen Ort;, Spins und den vorgegebenen Parametern Magseadung

g und Spinquantenzalg betrachtet werden. ISt der Einteilchen-Hilbertraum
desi-ten Teilchens, sind didl-Teilchenzusinde¥(rq,s,...,rn, SN, t) Elemente

des Hilbertraume® = #; ® --- ® Hy. Da die den physikalischen Observablen
zugeordneten selbstadjungierten Operatoren insbesondere normal sind, gibt es ei-
ne Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen viérnund jeweils eine orthonormale
Basis aus Eigenzustdenyl, von 74 mit

(Wa|Por) = Bgar  INH. (1.11)

Die mit Hilfe dery}, gebildeten Zusinde

Wy oy = ML WG

bildet eine ndbgliche orthonormale Basis voH.

Unterscheidbare Teilchen

Teilchen werden alsinterscheidbabezeichnet, wenn sie sich durch Masse, La-
dung oder Spinquantenzaflunterscheiden. Den Observablen des Systems\von
unterscheidbaren Teilchen seien Operatoref inugeordnet, die gegebene Funk-
tionen der Orts-, Impuls- und Spinoperatoren der einzelnen Teilchen sind. Deren
Vertauschungsrelationen ergeben sich aus den Vertauschungsrelationen der Ope-
ratoren der Einzelteilchen, insbesonderiégssen die Einteilchenoperatoren unter-
schiedlicher Teilchen kommutieren.

Pauli-Prinzip

Teilchen werden algdentischbezeichnet, wenn sie sich nicht durch Masse, La-
dung, Spinquantenzahl oder weiter urdrederliche Eigenschaften, die das Teil-
chen charakterisieren unterscheiden. Pamzip der Ununterscheidbarkelie-

sagt, dal3 miteinander wechselwirkende, identische Teilchen prinzipiell nicht un-
terscheidbar sind. Jedoch ist eine Nummerierung der den Teilchen zugeordneten
Objekte unumgnglich, um solch ein physikalisches System mathematisch darzu-
stellen. Andererseits sind nur die mel3bare&n des Systems und nicht die
Identifikation der Teilcheniir eine Untersuchung von Bedeutung. Alsdigsen

die Erwartungswerte, der den Observablen zugeordneten Operatoren, invariant ge-
geruber der Vertauschung der Nummerierung der Teilchen sein.

100der weiter unveinderliche Eigenschaften, die das Teilchen charakterisieren.
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Ein selbstadjungierter Operatér der einer Observablen zugeordnet ist, mul3
also fir alleW¥ € # insbesondere der Symmetriebedingung

(Tj¥w(1,2,...,N)|A[T;;¥(1,2,...,N)) =

(W(1,2,... ,N)JAW(L,2,...,N)) Vi<j<N (1.12)

geriigen, wobei zur Vereinfachung der Schreibweise ein Vektor im Konfigurations-
raum hier nur kurz durckil, 2,...,N) bezeichnet wirdT;; ist der zu einer beliebi-
gen Transpositioli, j) definierte Transpositionsoperator

(®(1,2,...,N)|T;¥(L,2,...,N)) =
(@12, ,N)W((i,(1,2....N)) VOWeH

in demN-Teilchenraun?/. Insbesondere i§§; selbstadjungiert und aus der Sym-
metriebedingung (1.12) mA = 1 folgt T Tij = 1, also istTj; auch uniér. Damit
kommutieren die Operatorghmit den Transpositionen, denn es gilt

T A=TTjATj = AT;.

Weiterhin lonnen die Transpositionsoperatoren nur die Wetieals Eigenwerte
haben. Jede Permutatior Sy kann als Produkt einer Anzahl von Transpositionen
gewonnen werden, wobei nicht diese Anzahl jedoch das Signum einer Permutati-
on eindeutig ist. Unter den von den Transpositiofigrerzeugten Permutationen
zerfallt der Hilbertraum in invariante TebumeX = Hs® Hy D ..., mit

dem Hilbertraum der total symmetrischen Zmsle

H={WeH|TjW=WVi<j}
und dem der total antisymmetrischen Zrsie
Ha={WeH|T¥=-WVi<j}

Der Grund, hier lediglich die Hilberiume#s und #; naher zu betrachten, ist phy-
sikalischer Natur. Der Vergleich experimenteller Beobachtungen an verschiedenen
Systemen identischer Teilchen mit quantenmechanischen Rechnuigtaufder
folgenden Formulierung dé%auli-Prinzips

Die Zustinde eines physikalischen Systems identischer Teilchen mit halbzahli-
gem Spin,Fermionengenannt, sind antisymmetrische Funktion&ar(i-Dirac-
Statistik und die identischer Teilchen mit ganzzahligem SjEnsonergenannt,

sind symmetrischBose-Einstein-Statisfik

Slater-Determinante

In diesem Abschnitt solleN identische Fermionen betrachtet werden. Ein Produk-
tansatz aus orthonormalen Einteilchenfunktionen (1.11) affeshem Pauli-Prinzip,
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kann in Form eineBlater-Determinante

LIJOM(]-) wdl(z) L|J0(1(N)

l.|JSD (1,N)=idet qutz(l) llJaz(Z) qJO(z:(N) (113)

Woy (1) Won(2) ... Way(N)
geschrieben werdelt . Die Menge der Vektoren
{WeP oy laz < <an} (1.14)

bilden eine orthonormale Basis ifi;. Vertauschung zweier Teilchen in der
Determinante (1.13), also die Vertauschung zweier Spalten, hat einen Vorzei-
chenwechsel vol’SP zur Folge. Weiterhin ist die Slater-Determinante normiert
(WSD|WSD) — 1, wenn die Einteilchenfunktionen, wie hier vorausgesetzt, orthonor-
mal sind. Die antisymmetrischen Funktion#gP . sind nur dann von Null ver-
schieden, wenn alle Indizes paarweise voneinander verschieden sind, denn wenn
zwei Einteilchenfunktionen gleich sind, sind auch zwei Zeilen der Determinante
(1.13) gleich. Dies entspricht dem von W. Pauli empirisch bedetenAusschlie-
Rungsprinzip

In einem Atom kann jeder erlaubte Quantenzustand jeweils nur von einem Elek-
tron besetzt sein. Allgemeiner gilt, dal3 es bei einem SystenNaidentischen
Fermionen keine zwei Teilchen geben kann, die sich im selben Einteilchenzustand
befinden, denn dann verschwindet der zugije N-Teilchenzustand.

Diese Tatsache wird oft auch als Pauli-Prinzip bezeichnet. Es stellt jedoch eine
spezielle Form des allgemeineren Pauli-Prinzip aus dem vorherigen Abschnitt dar,
welches wiederum die Ununterscheidbarkeit der Fermionen zur Grundlage hat.

Also kdnnen unter der Voraussetzung der Orthonori@iatier Einteilchen-
funktionen die Zusinde W(1,...,N) eines Elektronengases nach den Slater-
Determinanten entwickelt

WL....N)= 5 WeP o (WD aulW) (1.15)
ai,...,0N

werden.

Fock-Raum

Die Antisymmetrieforderung an die Zidstde eines quantenmechanischen Systems
identischer Fermionen erschwert die analytische Behandlung eines solchen Sy-
stems zuatzlich. Mit derzweiten Quantisierungvird eine Umformulierung der

Hwie im vorherigen Abschnitt wird hier die vereinfachte Schreibwalsg(j) = We; (rj,Sj,t)
verwendet. Wobei hier nur Zustde zur Zeit betrachtet werden. Deshalb wird die Zeihicht
explizit notiert.
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Theorie bezeichnet. Diese erzeugt die geforderten Symmetrieeigenschaften alge-
braisch und ist eine Formulierung mit unbestimmter Teilchenzahl.

Der Fock-Raumiber dem Hilbertraun#{ eines Teilchens wird durch die di-
rekte Summe

FH) =HO2eH VoD on@e. .. miH® =y

definiert. Dabei beschreibt((©) = C dasNullteilchensystemwobei dessen nor-
mierter Basisvektor al¥akuumzustantezeichnet wird. Die Hilberiume# ("
beschreiben Systeme auglentischen Exemplaren der betrachteten Teichensorte.
Im Fock-Raum erscheinen die Hilbéttrme zu fester Teilchenzahl als orthogonale
Sektoren Es lassen sich Operatoren definieren, die zwischen Sektoren verschie-
dener Teilchenzahl transformieren. Diese sind keiner Observablen zugeordnet und
im allgemeinen auch nicht selbstadjungiert. Allerdings fungieren sie als Bausteine
von Observablen.

Im Falle von Fermionen wird analog zur Slater-Determinante (1.13Rchst
der Alternierungsoperator

1
An(W1,...,Pn) = i > sgMWr() - Yrin)

* TIESH

eingefihrt12 . Insbesondere ist dieser ein Projek#ar. H ® ---@ H — H". Mit
einem beliebigen Vektof € # wird im Fock-Raum¢¥ (H) derVernichtungsope-
rator a(f)

a(f): H® -0,
a(f): /"W — 42"V n> 0,

a(f)Aﬂ(quv )llJI"I \/> Z I+1 1:|lIJI An 1(l-|*'17 7L|Jiflani+17---ann)

und derErzeugungsoperata’ ( f)

at(f): #™ — #+D),

at(f)l=fn=0,

a (f)An(W1,..,Wn) = Vn+ A0 1 (F,01,..., W)
definiert. Insbesondere ist #A () der Operator® (f) zu a(f) adjungiert®. Fur
den durch{A,B} = AB+ BAfur zwei Operatored und B definiertenAntikommu-
tator ergeben sich die Relationen

{a(f),a(g)}:o, {a+(f)7a*(g)}:07

12\wie schon im vorherigen Abschnitt sollen hier nur Fermionen betrachtet werdeBdSonen
gibt es einen entsprechende Konstruktionen.
135+ bedeutet hier nicht konjugiert komplex.
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Einer Orthonormalbasigy; } im Hilbertraum# eines Fermions ist durch

a=a), a W), leN

ein unendliches System von Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren zugeordnet.
Nun kann jedem ElemeMy, o, der Orthonormalbasis (1.14) W™ wobei ins-
besonderer; < --- < ap, gilt, eindeutig eine Folge

(o)
n=(ny,ny,...), mit Zm < 00,
=1

o :{ 0 furl €{ayg,...an}

1 forl e{ay,...an}

von Besetzungszahlerugeordnet werden und diese Folgen definieren korrespon-
dierende Vektoren im Fock-Raugfi(#) durch

o= (af)"(a5)™(ag)"® ..,

mit dem Vakuumzustand2. Aus den Antikommutator-Relationen (1.16) und
aQ = 0 folgt die Orthonormalit der¥,. Weiterhin folgt insgesamt, daf3¥,}
eine Orthonormalbasis im Fock-Rauf{# ) ist.

Feldoperatoren

Mit Hinblick auf die Anwendungen wird das Folgende explizit Fermionen mit
Spinzahlo = i% formuliert. Jeder solche Einteilchenzustap@,s) € ‘H = Ho®
Hs kann in einer Orthonormalbasis (1.10)

1
+3

W(r,s) = Z > A(NXo()(@XalW) s

entwickelt werden. Dessen beide Komponenten im Spinraum $gi@orkompo-
nentensind durch

Wo(r) = (Xa(S)W(T,9)) s
gegeben und mit Hilfe der Orthonormalitdery(s) ergibt sich die Entwicklung

1
+3

Wo(r) = Z Z(ﬂ(r)aoo/<(ﬂ ‘w0’>% = Z(ﬂ(r)<(ﬂ NJG>%-

Mit Hilfe der Operatorera;; = a((@Xo)y) Und &’ = a ((@xs),) Wird der
Feldoperator

Wo(r) = ch(wam
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und dessen adjungierter FeldoperaﬁqT definiert. Aus den Antikommutator-
Relationen (1.16) der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ergeben sich die
entsprechenden Vertauschungsrelatiorienlfe Feldoperatoren

{Ws(r), WL (1)) = Bowd(r —1')1

{@o(r),% )b =0={Wi(r), L)}, (.17)
Wird der Operator der Dichte der Teilchen mit Spinrichtunals
Ao (r) = W5 (1) Po(r)
definiert, ergibt sich daraus der Operator der Elektronendichte
+3
A= ;ng(r) (1.18)

und der Teilchenzahl

Um einen beliebigen Einteilchenoperataus# in den Fock-RauntF (H)
zu Ubertragen, werden die Abbildungen

1
*+3

AQXo = Z Z X' (OXo' |AD Xa) 3¢
o)

im Einteilchensektor des Fock-Raumes formuliert und es ergibt sich insgesamt

A= Z/‘P* JAgo (1) P (r)dr - mit Aggr (1) = (Xa(S)A(T, )Xo (9)) s
g0
Gilt insbesonderelir die Einteilchenwechselwirkunfy;s = 0 fir o 7{0’ und be-
steht sie nur aus einem multiplikativen Faktor, so wird der Operatou einem
Potentialoperator unéfit sich in der Form

:4
A= Z/ﬁo(r)Aoo(r)dr (1.19)

schreiben. Ist der multiplikative Operator atiich noch unalkdngig vom Spin,
also ein sogenanntéskales Potentialhsy = A(r)dg0, SO ergibt sichiir den Po-
tentialoperator

~

A= /ﬁ(r)A(r)dr. (1.20)

Im Falle eines Zweiteilchenoperat®ér,s,r’,s) aus#H @, mit B(r,s,r’,s) =
B(r’,s,r,s), laBt sich der zugehige Fock-Operator in der Form

/qﬁ £\ Bugor (F, 1) P (r')Ex (r)drdr’
vuot



20 1 QUANTENMECHANIK UND MOLEKULDYNAMIK

schreiben, wobei
Bupor(r,1') = <xv(S)xu(§)|B(ras,r’,d)xo(sJ)xT(S»}éa

mit vao"[(r7r/) = BHVTO'(I‘/?r)'

Zusammenfassend kann also ein wechselwirkendes Vielfermionensystem mit
Hilfe des Feldoperators und Fock-Operatoren formuliert werden. Denn wie in
dem folgenden Abschnitt [1.2jber MoleKildynamik angeihrt wird, kann eirN-
Teilchensystem mit einem Hamiltonoperator der Fétm: T +V + B beschrieben
werden. Dabei sind der Operator der kinetischen EneFgiend der der poten-
tiellen EnergieV Einteilchenoperatoren und der Wechselwirkungsopeatein
Zweiteilchenoperator mit den entsprechenden Voraussetzungen.

1.2 Molekuldynamik

In diesem Abschnitt soll auf die Dynamik von Moldkn eingegangen werden.

Ein Molekill wird dabei als System voN Elektronen undv Kernen aufgefaf3t.

Die grundlegende Gleichung aus der nicht-relativistischen Quantenmechanik ist
die zeitablngige Schizdingergleichung (1.1)

IS (1, R) = HO (1.R), (121)

mit der totalen Wellenfunktio®; (r,R) und dem Hamiltonoperator

h? h?
H=—§S o— 2§ —[2
ZZM| ' szo_ !
Tk Tel
e 1 e -7 & VAVA)
+ + Z + Z :
4T[£0i<] ‘I’i—l’j‘ 4T[£o 7 ‘R fl‘i| 4T[:‘-20I< |R|*R‘]’

VEI-EI Vk—El VK

(1.22)

wobeir =rq,...,ry die Freiheitsgrade der Elektron&hundR = Ry, ...,Ry die
Freiheitsgrade der Kerne bezeichnen. Dabei $indlk die jeweiligen Operatoren
der kinetischen Energie undk_g|,Vk_g|,Vk_k die entsprechenden Operatoren
der potentiellen Energie. Mit Hilfe des elektronischen Hamiltonoperators

Hei(r,R) = Tei(r) +Vei—ei(r) +Vk—ei(r,R) + Vk k (R) (1.23)

VEI(r,R)

lautet dann der Hamiltonoperatigf gebundener Atome

H(r,R) =Tk(R) +Hel(r,R).

14Um den Spin der Elektronen zu lirksichtigen kann analog auch=r1s,...,rnSy gesetzt
werden. Darauf wird hier zur Vereinfachung verzichtet.
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1.2.1 Herleitung der klassischen Molelldynamik

Im diesem Abschnitt soll ein kurzéiberblickiiber die Herleitung der klassischen
Molekulldynamik aus der Schdingergleichung nach Tully [Tul98b, Tul98a] gege-
ben werden.

Die totale Wellenfunktiors; (r,R) ist sowohl von den Elektronenkoordinaten
als auch von den Kernkoordinaten abkig. Mit einem Produktansatz

®; (r,R) =W (r)x: (R) exp[iﬁ tt Eg (t’) dt’] (1.24)

wird die totale Wellenfunktion separiert, wobei die Kernwellenfunkiipand die
Elektronenwellenfunktiot; fir alle Zeitent normalisiert seien. In Hinsicht auf

das aus dem Produktansatz herzuleitende gekoppelte Gleichungssystem wird der
PhasenfaktoEg, giinstig geviahlt

Eei = [ Wi (0 (R)He: (1) x: (R)drdR
= (WX [ Her | ¥x)

Nun wird also der Phasenfaktor (1.24) in die zeitahyige Schivdingergleichung
(1.21) mit dem Hamiltonoperator (1.22) eingesetzt. Multiplikation von links mit
Y; undy; und anschlie3ende Integratiditit mit Hilfe der Energieerhaltung (1.3)
auf das gekoppelte Gleichungssystem

(1.25)

, R
Iﬁa;:t =- Z ﬁmf% + (/x;* (R)VEI (1. R) Xt (R) dR) Wy (1.26)

2
|ﬁa§ =-3 ;}eDiZXt + (/ W (r)He (r,R) Wy (f)dr) Xt, (1.27)

welches die Grundlagéif die 1930 von Dirac eingéhrte TDSCH{me-dependent
self-consistent fiejJdMethode ist [Dir30, DDLh94].

Als nachster Schritt sollen die Kernwellenfunktionen als klassische Punktpar-
tikel approximiert werden. Eine allgemeine Technik, um die klassische Mechanik
aus der Quantenmechanik abzuleiten, ist die Wellenfunktion umzuschreiben zu

Xt (R) =A(R,t)exp [IS(I;_\)’D]

mit einer AmplitudeA und einem Phasenfakt8y wobei beide reell sind undl > 0
[Dird7, Mes64, Sak85]. Einsetzen in die TDSCF Gleichung der Kerne (1.27) und
separieren des realen und des imagem Teils @ihrt auf ein gekoppeltes Glei-
chungssytem

0S

1 2 i o 1 [O?A
o Yo (1S +/wt He W,dr — B (1.28)

M A
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6A+ZM (OA) (0,9 +Z—A (O2s) =0, (1.29)

welches exakt der zweiten TDSCF Gleichung (1.27) in den neuen Varidblen
und S entspricht'® . Der Term der rechten Seite von Gleichung (1.28hdt als
einziger direkt vorh ab. Rir den Grenzproze$s— 0 geht die Gleichung (1.29) in
die Gleichung

89S
+ZZM| (@) +/‘PtHE|LIJtdr_0 (1.30)

Uiber1® | welche isomorph zu der Hamilton-Jacobi Formulierung

g—tSJrH( A0S =0 (1.31)

der klassischen Mechanik mit der klassischen Hamiltonfunktion
HR,P)=T(P)+V(R) mitP,=0;S (1.32)

ist. Dabei entsprichiR den generalisierten Koordinaten umi= Py,...,Py
deren konjugierten Momenten. Die Newtonschen Bewegungsgleichuhgen
—0O1V (R) ergeben sich damit nach Gleichung (1.31) zu

ﬁ = -0 /W{‘HENJtdr oder
dt
MR (t) = -0 /wt*HEMdr. (1.33)
N——’
VE(R(1))

Werden die{R; (t)} festgehalten und wirdber die Freiheitsgrade der Elektronen
integriert, ergibt sich der Erwartungswe¥ | Hg, | W) und damit das sogenannte
Ehrenfest PotentiaV; der klassischen Mechanik, nach dem sich die Kerne zum
Zeitpunktt und zwar nur zu diesem Zeitpunkt bewegen. In der TDSCF Gleichung
der Freiheitsgrade der Elektronen (1.26) kommt noch die Wellenfunligtiater
Kerne vor. Wird die Dichtey; (R)|* durchM;3(R; —R; (t)) fur A — 0 ersetzt,
ergibt sich fir den Ortsoperator

/xt JRix (R)AR™OR, (1)

der berdtigte Erwartungswert, wobei die Distribution&njeweils umR, (t) nach
Gleichung (1.33) zentriert sind. Werden die Kerne entsprechend den Bewegungs-
gleichung (1.33) bewegt, ergibt sichirfdie zeitabAngige Wellengleichung der

15Eine Moglichkeit, die zeitablingige Schisdingergleichung zudisen, ist nun das sogenannte
quantum fluid dynamical representati@leichungssystem (1.28) und (1.29) zu nutzen [DAR98,
Dir47, Mes64, Sak85].

16Eine Expansion der rechten Seite von Gleichung (1.@Bitfzu semiklassischen Methoden.
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Elektronen

W
ﬁa = 75 Wi+ Vel (I, R (1)) ¥ (1.34)

— HEI (L,B(t))% (r,R)

Selbstkonsistenz. Zu Ehren von Ehrenfest, der als erster die Frage stellte, wie die
klassische Newton Dynamik aus Sotiingers Wellengleichung abgeleitet wer-
den kann, werden Ziémge, die auf bsen des Gleichungssystems, bestehend
aus den Gleichungen (1.33) und (1.34), beruhen, meiditaisnfest Molelddy-

namik oder QCMDguantum-classical molecular dynamics mqgdeézeichnet
[Ehr27, BNS96, Net00]. Da bis jetzt nur die Kerne als klassische Partikel behandelt
werden und nicht die Elektronen, ist dies ein hybrider Zugang.

Wird die elektronische Wellenfunktid#; in einer geeigneten Basis
(r,R) = Z ck () Wk (r;Ry) (1.35)

mit komplexen Koeffiziente{c, (t)} und 3 |c« (t)]2 = 1 entwickelt, dann wird
durch die{ [ (t)|2} die zeitliche Entwicklung der besetzten Zarstie explizit be-

schrieben. Eine iigliche orthonormale Basis, die sogennaade&batischeBasis,
ergibt sich durch die zeitunahhgige elektronische Sddingergleichung

Hel (r;Ry) Wk = Ex (Ry) Wk (5 Ry) (1.36)

wobei die KernkoordinateR; entsprechend Gleichung (1.33) zum Zeitpurfietst
gewahlt werden. Nun gibt es eine orthonormale Basis aus Eigenfunktifipgn
des elektronischen Hamiltonperatdtg (r; R;). Dabei entsprechen diggy} den
Energieeigenwerten vadg,. Zur weiteren Vereinfachung wird die totale elektro-
nische Wellenfunktiot¥; auf den Grundzustariély von Hg| zu jedem Zeitpunkt,
entsprechend der stati@ren Gleichung (1.36) unj, (t)]2 = 1 nach Bedingung
(1.35), eingesclinkt. Dies sollte einggute” Approximation sein, solange die
Energiedifferenz zwischey und dem ersten angeregten Zustdhdiberall grof3
genug ist gegdiber der thermalen EnergigT 17 . Also werden jetzt die Kerne
entsprechend der Bewegungsgleichung (1.33) auf einer einzelnen Potatialfl

Z/WBHEl%drE Eo(Ry) (1.37)

bewegt. Also mul hier die zeitunatgige elektronische Sdidingergleichung
(1.36)
He Wo = EoWo. (1.38)

nur fur den Grundzustand gidt werden.

Damit ergibt sich ein rein klassischer Zugang durch die folgenden Schritte:

"Im Falle gebundener Atome ist das Spektrum diskret ®eindzustandst ein Eigenzustand mit
niedrigstem Energieniveau. Der erste angeregte Zustand, ist ein Eigenzustand mit zweit niedgristem
Energieniveau.
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1. Die Grundzustandsenergi®, wird fur ,viele geeignete “ Kernkonfigura-
tionen mittels der zeitunaBingigen elektronischen Scidingergleichung
(1.38) bestimmit.

2. Mit den aus dem ersten Schritt gewonnen Daten wird die globale Potential-
flache

N N
VE ~VEPP(R) = ZVl (Ry) +ZJV2 (Ri,Ry) + va(R|,Ry,Rk) +
2

I<J<K
(1.39)
durch eine endliche Entwicklung von Melirperpotentialen in analytischer
Form approximiert.

3. Nach dem zweiten Schritt dhnen die Gradienten in den Newton-
Bewegungsgleichungen (1.33)

MR (t) = —OVEPP*({Ri (1)})

analytisch bestimmt werden. Damit wird das quantenmechanische Anfangs-
problem rein durch klassische Moi@kynamik approximiert.

Durch diese drastische Vereinfachung wird g€luch der Dimensionen® des quan-
tenmechanischen Anfangsproblems ausggit. Zum Beispiel wirdifr die Simu-

lation von Argon Atomen ein eindimensionales additives Paarpotesitfal ™ ~

SN v2(JRi —Ry|) berbtigt. Es ist allerdings auch leicht zu sehen, daR dadurch
chemische Transformationen in der Regel nur sehr unrealistisch simuliert werden.
Daher wird im rachsten Abschnitt [1.2.2] auf eine weiteréilichkeit, den,Fluch

der Dimensionen® zu vermindern, eingegangen.

1.2.2 Ehrenfest Molekildynamik

Es gibt verschiedene Zagge, die auf dem gekoppelten Gleichungssystem ent-
sprechend den Gleichungen (1.33) und (1.34)

MR (t) = -0, /Lpt*HEI(LBt)LPtdr

(1.40)
= -OVER,W)
2y P
—DW V R W
2 t+Ver (I,Ry) | Wt (1.41)
— HEl (£7Bt)q)ta

beruhen.
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Nicht-adiabatische Dynamik

Fur das gekoppelte Gleichungssystem, bestehend aus den Gleichungen (1.40) und
(1.41), ergeben sich in der adiabatischen Basis (1.36) mit der Expai¢ipn-

Sk C(1)Wk(R;), wobei s [ck(t) |2 = 1, die entsprechenden Bewegungsgleichungen
[Net0O0, Tul98b, Tul98a]

mmmz—gmmea—gqma—amﬂ

1Pc(t) = (OB~ (1) Rl

mit den Termen der adiabatischen Kopplung

d! (R (D)) = [Wowar,
d|kk =0,
wobei die Beziehungerilf die adiabatische Basis

(Wk(r,R)|OrHEI W1 (I, R))r = (BI(R) — Ex(R))(Wk(r,R)[ORW (r,R))r  Vk#I

(W) = R()(W(r,R)|TRWI (,R))r

und die Annahme, da® undR in V§ (R, W) als unablngige Variablen angesehen
werden, ausgenutzt wurden. Hier wird also angenommen, daf3 sich die aeigabh
ge Wellenfunktion durch eine Linearkombination adiabatischerafst darstel-
len lal3t und deren zeitliche Entwicklung durch die zeitatdige Schivdingerglei-
chung (1.41) bestimmt ist. Dabei ik (t)|?> die Wahrscheinlichkeit, daR sich das
System zum Zeitpunktim ZustandW¥y befindet.

Dieses Modell kann modifiziert werden, indem angenommen wird, daf3 das
System in einem einzelnen adiabatischen Zustand verharrt, bis auf zeitlosg&pr
in einen anderef® . Dieser Annahme entspricht die sogenarsugace hopping
Methode [Tul90, HST94].

Grundzustand Ehrenfest Molekildynamik

Wird angenommen, dal3 das System in einem einzelnen adiabatischen Zustand ver-
harrt, typischerweise der des Grundzustals ergibt sich als Spezialfall des
Gleichungssystems (1.40), (1.41)

MR, (t) = — 0, (Wo|Hei|Wo)

. 0%
iROP0 _ ey
ot EI'T0,

18s Kriterium fiir einen solchen Sprung dienen die Koeffiziertgt) und die Kopplungsterme
dr.

(1.42)
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wobei W(t) = co(t)Wo(R,) mit |co(t)|? = 1 angesetzt wurde. Diese adiabatische
Approximation liefert nur dann befriedigende Ergebnisse, wenn afayg be-
schrieben werden sollen, in dengherginge zu angeregten Zésiden nicht von
signifikanter Bedeutung sind .

1.2.3 Born-Oppenheimer Molekildynamik

Die Grundlage der Born-Oppenheimeaierung ist der gro3e Massenunterschied
zwischen Elektronen und den Atomkernen. Das ®éirtis der Geschwindigkeit

eines Kerns zu der eines Elektrons ist dann wegemevZ, = My VvZ kleiner als

10-2. Deswegen wird angenommen, daR sich die Elektronen jederzeit im quan-
tenmechanischen Grundzustand, der zu den jeweiligen Lagen der Keriwt, geh
befinden.

Born-Oppenheimer-Naherung

Ausgehend von der zeitunadntigigen Schirdingergleichung im Hilbertraum( =

He @ Hy
[Tk (R) +Hei (r,R)] @« (r,R) = Ex(R)®(r,R), (1.43)

H(r,R)

kann die langsamere Bewegung der Kerne durch eine Skali&unygS der Kern-
koordinaten bercksichtigt werden. Es wird nun angenommen, daf3 sich der Ha-
miltonoperatorH (r,S) und seine Eigenfunktione(r,S) beziglichr und S in
Taylor-Reihen naclg um eine RuhelagR,,

H = HO 4 yHD 1 PH@ 4 (1.44)

o = o +yo 2ol +

Ex = EV+yEY +yED +

entwickeln lassen. Der Term der kinetischen Energie der Kerne kann in der Form

M ﬁz
Tk = MYZZ M, 2

geschrieben werden, wobidi die mittlere Masse der Kerne ist. Also beschraibt
eine zweite Ableitung vo® und ist somit von zweiter Ordnung, also proportional
zuy?. Damit [aRt sich die Entwicklung (1.44) des Hamiltonoperators in der Form

0
H:Hé,)+yH +Y*(H EI '+ HP)

19Dje nicht adiabatische Dynamik beschreibt sogenahriachingProzesse nicht befriedigend.
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schreiben, wobélx = yzH,(<2) mit y* = %M% gilt. Die entsprechende 0-tederung
der Schédingergleichung (1.43) liefert eine Elektronengleichung

0 0 0
HY (1. Ro) = E (Ro) @ (1, Ry)

fur festgehaltene Kernkoordinat&g. 2° Wird in der O-ten Niherung der Elektro-
nenoperatoHg| verwendet, kann die Eigenwertaufgabe

HE| (La BO) qu(La BO) = EkEl (BO)LPk(£7 BO) (145)

im Hilbertraum #g, gelost werden. Analog zu Abschnitt [1.2.1] nach Gleichung
(1.36) existiert fir gegebene Kernkoordinat&eine orthonormale Basis im Hil-
bertraum?#{| aus Eigenfunktionek(r,R). In dieser lbnnen die Eigenfunktionen
®(r,R) € H des gesamten Hamiltonoperatétsentwickelt werden. Eine solche
Entwicklung

o(r,R) = x«(R) Z Wi(r,R)  mit Xk(R) = (Wk(r,R)|P(r,R)) ¢, € Hx (1.46)

wird auch alsdynamischeEntwicklung bezeichnet. Einsetzen der dynamischen
Entwicklung (1.46) in die zeitunaldimgige Schiidingergleichung (1.43), Multi-
plikation von links mitW;(r,R) und Integratioriiber die Elektronenkoordinaten
liefert eine Gleichungiir die lonenbewegung

[Tk(R) +E¢' (R)]X«(R)

2
*Z‘zﬁM.X' (R) [ Wit RV (. R)dr
BF (2.47)
ﬁ2
n Z Z —W(DIXI)/W(LB)D' Wi(r,R)dr =Ex (R),
e

wobei die Orthonormalétt der Basis i und ihre Eigenschaften entsprechend
der elektronischen Satdingergleichung (1.45) beachtet wurden.

Zur Beschreibung der Atomkerne um ihre RuhelRgevird von der sogenann-
tenstatischen Entwicklung

P(r,Ro) = Xk(R,Ryp) Z Wi(r,Rp)  mitxXk(R,Rp) = (Wk(r,Ro)[P(r,R)) 4, € FHk

und von einem gegebenen elektronischen Zustand der Erigfftaeisgegangen.

20Insbesondere kann mit Hilfe der 1-teraherung gezeigt werden, dai sowEf;ﬁ) als aucH—||(51|>
verschwinden riassen.
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Damit kann der vollstndige Hamiltonoperatdd in drei Teile

H(r,R) = Hei(r,Ro) + Tk (R) + Ef' (R) — EE'(Ro)

HK (B7BO7k)
El El
+ (Ver« (0, R) + Vi« (R) ~ EE'(R) ) — (Ve-k (1, Ro) + Vi (Ro) — EE'(Ro)
Hel—k (1,R,Rg,K)

(1.48)

zerlegt werden. Wird der Operatdéig|_k in Gleichung (1.48) vernacassigt,

sind die durch Gleichung (1.45) beschriebenen elektronischen Eigenschaften
vollstandig von den durchdk bestimmten Schwingungseigenschaften getrennt.
Dies wird auch al8orn-Oppenheimer-&herungbezeichnet.

Grundzustand Born-Oppenheimer Molekilldynamik

Wird die dynamische Entwicklung nach Gleichung (1.46) auf den Grundzustand
Wo(r,R) eingeschiinkt und im einfachsten Fall die Integralterme der Gleichung
fur die lonenbewegung (1.47) ganz weggelassen, liefert der Gradient der Grund-
zustandsenergiaE(',E' die Kraft auf den Atomkern am OR,. Damit wird die
Grundzustand Born-Oppenheimer MalédkynamikMethode durch die Gleichung

MR, (t) = -0 min (Wo|Hel|Wo) s, (1.49)

' (W0 | Eo(R()WomHe: (1 R(1) Wo}

VECR())

definiert. Mit Hilfe der KiafteFy (t) = M| R, (t) auf die Kerne lassen sich dann die
Orte der Atomkerne im Rahmen der klassischen Mechanik bewegen.

Es gibt auch den Ansatz, diese Methode auf jeden angeregten Zustand
Y, anzuwenden, ohne Interferenzen zuloisichtigen, also wie im Falle der
Grundzustand-Born-Oppenheimer Methode, alle Kopplungsteffnend D' in
der Bewegungsgleichung der lonen (1.47) zu verrisdijen [HC92]. Methoden,
in denen zumindest die DiagonalterBf nicht vernachissigt werden firen fir
einen Zustan®¥y zu dessen sogenanntatiabatischer Potentiakliiche der Energie
[Kol70].

Im Folgenden soll nun wieder die Grundzustand-Born-Oppenheimer Metho-
de nach Gleichung (1.49) betrachtet werden. Im Fall des Grundzustandes und
Vernachéssigung aller Kopplungsterme stimmt das Ehrenfest-Potarfalach
Gleichung (1.37) mit dem Born-Oppenheimer-PoteN@? = E, =V tiberein.
Jedoch ist die Dynamik grundlegend verschieden. In der Born-Oppenheimer Me-
thode wird die Elektronenstruktur auf da®den der zeitunaldimgigen Sclirdin-
gergleichung reduziert, um damit diedfte, die zu diesem Zeitpunkt auf die Kerne
wirken, zu berechnen, damit die Kerne entsprechend klassischer iMidyalamik
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bewegt werden énnen. Die Zeitabdingigkeit der Elektronen ist also ausschliel3-
lich eine Konsequenz der klassischen Bewegung der Kerne und nicht wie im Fall
der Ehrenfest Molekildynamik durch die zeitaldmgige Schisdingergleichung des
gekoppelten Gleichungssystems (1.42) bestimmt. Insbesondere entspricht damit
die zeitliche Entwicklung der Elektronen in der Ehrenfest Methode einednamnit
Propagation [Kos88, Kos94, LB®1]. Hir einen minimalen Startzustarié;,

wird also die Norm und die Minimaéitt Gber die zeitliche Entwicklung erhalten
[FFS82, The92]. Dies gilt im Gegensatz dazu nidlt die Born-Oppenheimer-
Methode, in der zu jedem Zeitpunkt minimiert werden muf3. Es folgt noch ein
weiterer Unterschied. Wird der Grundzusta#g entsprechend Gleichung (1.15)
und (1.13) nach Slater-Determinant#gP ,, entwickelt

LPO(]‘?"‘?N) = Z LIJSPO(N<LIJ(81|13GN|LIJ>’
o5

50N

muf3 in Gleichung (1.49) unter der Nebenbedingung der Orthono&ndét Ein-
teilchenfunktionenWq |Por) = daer Minimiert werden, denn dies wirdif die Ent-
wicklung nach Gleichung (1.15) vorausgesetzt. Da in der Ehrenfest Methode die
zeitliche Entwicklung der Elektronen einer wmién Propagation entspricht, blei-
ben die Einteilchenfunktionen orthonormal, wenn sie es zum Startzeitfpyunkt

ren.

1.2.4 Car-Parrinello Molekuldynamik

Der Vorteil der Grundzustand-Ehrenfest-Dynamik ist nach Abschnitt [1.2.2], dal3
die Wellenfunktion im Minimum beizglich der aktuellen Atomkernpositionen ver-
harrt. Der Nachteil ist, dal3 die Zeitschrittweite durch die Elektronenbewegung
vorgegeben wird und damjklein “ ist. Nach Abschnitt [1.2.3] wird die Zeit-
schrittweite der Grundzustand-Born-Oppenheimer-Dynamik von der Atomkern-
bewegung diktiert und ist damit natich ,grof3er. Nachteilig ist, dal3 in jedem
Schritt minimiert werden muf3. Die Car-Parrinello Maléttynamik Methode ist

der Versuch, die Vorteile beider Methoden zu nutzen und die Nachteile zu unter-
driicken [CP85].

Die Grundidee ist, die quantenmechanische adiabatische Separation der Zeits-
kalen, der,schnellen* Elektronen und deglangsamen®* Atomkerne in eine klassi-
sche adiabatische Separation der Energieskalen im Rahmen der Theorie dynami-
scher Systeme, unter Verlust der expliziten Zeitaigigkeit der Elektronenbewe-
gung, zu transformieren [PSB91, Pas96, RM90, BS98].

Car-Parrinello Bewegungsgleichungen

Im Falle einer Einsclémkung auf den Grundzustatky im Rahmen der Born-
Oppenheimer Methode ist die zentraledGeVg| = (Wo|Hg(|Wo) = Ep eine Funk-
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tion der AtomkernpositioneR. Aus der Lagrangefunktion der klassischen Mecha-
nik fur die Bewegung der Kerne

LR.R) = Z;MlR?—va(R),

ergibt sich mit Hilfe der entsprechenden Euler-Lagrange- Glelchuﬁi%%ﬂ_ R
die Bewegungsgleichung (1.49)

MR (t) = -0, Ep.

Nun kann die Grundzustandsenergig¢ = Vg auch als Funktional der Wellen-
funktion Wy aufgefasst werden. U einen Ansatz der Wellenfunktiddy mit Ein-
teilchenfunktionen{\; }, wie zum Beispiel eine Entwicklung entsprechend Glei-
chung (1.15) nach ein oder mehreren Slater-Determinanten (1.13)Vkaanch

als Funktional der Orbitaléy;} aufgefaldt werden. In der klassischen Mechanik
ergibt sich die Kraft, die auf die Kerne wirkt, durch die Ableitung einer Lagrange-
funktion nach den Kernpositionen. Werden die Orbitale auchkddssische Parti-

kel* aufgefalRf?, bestimmen sich die Kafte, die auf die Orbitale wirken, durch die
Funktionalableitung einer geigneten Lagrangefunktion nach den Orbitalen. Damit
ergibt sich als rein klassischer Ansatz die Lagrangefunktion in der Form [CP85]

Lep(R.R, (i (1,0}, {i(r,0)} ZZMIR Y o 1) Ve (R (i)

+o(R{wi})
(1.50)

mit den ,fiktiven Massen®y; der Orbitale{y;} und der Nebenbedinguniy wie
zum Beispiel der Orthonormaiit der Orbitaled({Wi}) = 3 jAij ((Wilw;j) — &ij)

mit den Langrangefaktorey;. Aus den entsprechenden Euler-Lagrange Gleichun-
gen

doL oL
dtor,  OR,
doL  aL
dedy; oy

ergeben sich die Newtonschen Bewegungsgleichufgen
MRi(t) = -0 <LP0’HEI"“P0> + D|¢(R {wi}), (1.51)

wPi(r,t) = &p = (Wo[He(|Wo) + 5llJ o(R,{wi}). (1.52)

21pazu werden die Orbitale im Rahmen einer klassischen Feldtheorie behandelt.
22Bei komplexer Variation sinds; (r,t) undyi(r,t) linear unabkngig.
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Die Atomkerne bewegen sich entsprechend einer physikalischen Temperatur die
proportional zu der kinetischen EnergieM, R|2 der Kerne ist. Im Gegensatz dazu
bewegen sich die Elektronen entsprechend gjfildiven Temperatur* die propor-
tional zu der fiktiven kinetischen Energjg i ({i|{;) der Orbitale is?3. Sei der
Startzustand¥y zum Zeitpunkity exakt der GrundzustandiF eine tiefe Tem-
peratur der Elektronen* bewegen sich die Elektronen dann nahezu in der exak-
ten Born-Oppenheimer Obeiatihe. Doch dig Temperatur der Elektronen® mufl3
»hoch* genug sein, damit sich die Elektronen der Bewegung der Atomkerne anpas-
sen bnnen. Das Problem in der Praxis ist also,gliehtige Temperatursteuerung®.

Adiabatische Seperation

Das durch Gleichung (1.51) beschriebene Subsystem der physikalischen Kernbe-
wegungen und das durch Gleichung (1.52) beschriebene Subsystem der fiktiven
Orbitalbewegungen iissen also so separiert werden, dal3 das schnelle elektroni-
sche Subsystenilf lange Zeit kalt bleibt und sich trotzdem der langsamen Bewe-
gung der Kerne sofort anpal3t, wobei die Kerne gleichzeitig in ihrer physikalischen
Temperatur (diese ist vieldner) gehalten werden sollen. Insbesondere darf es kei-
nen Energietransfer von dem physikalischen Subsystem,ldeif3en “) Kerne in

das fiktive Subystem degKalten “) Elektronen oder umgekehrt geben. Diese An-
forderungen zu eidllen ist nbglich, wenn das Kraftspektrum der Freiheitsgrade
der Elektronenf (w) = [5° cogwt) (3; f Wi (r,t)Wwi(r,0)dr)dt und das der Kerne

sich nicht in einem Frequnzberei@berlagern [RM90]. Es wurde gezeigt [BS98],
dalR der absolute Fehler der Car-Parrinello-Trajektorie relativ zu der durch die ex-
akte Born-Oppenheimer Obexfihe bestimmten Trajektorie, mit Hilfe des Parame-
tersp kontrolliert werden kann.

Theorem 1.1. Existiert ir T > O eine eindeutige Trajektorie der Kerne auf der
exakten Born-Oppenheimer Obéadhe mit der minimalen elektronischen Frequenz
wg‘” >0fur0<t <T, dann gibt es Konstanted > 0 und* > 0, so daR3 fir alle
WerteO < u < ¥, der absolute Fehler die Gleichung

D= RAE) RO+ [wf | <Cyl ,0<t<T
erfullt und fur die fiktive kinetische Energie die Ungleichung
Juhg <cu L o<t<T
gilt.

Dabei bezeichnet der Hochind@ dald die Trajektorie mittels der exakten
Born-Oppenheimer Obeéthe bestimmt wurde und der Hochindexlal3 die Tra-
jektorie mit Hilfe der Car-Parrinello-Molakdynamik mit Startzustancp(‘)1 = l]J8
und StartkoordinateRf = RS erhalten wurde.

23Dje physikalische kinetische Energie der Elektronen iggrenthalten.
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Fur den Fall, dal’ ein Startzustand einem angeregten Zustand entspricht, hat
sich gezeigt, dal® die Wellenfunktiodirft > 0 oszilliert und selbstiir p — 0 und
eine zeitliche Mittelung nicht gegen einen Eigenzustand konvergiert. In metalli-
schen Systemen ist die Differeifigap zwischen dem niedrigsten nicht besetzen
und dem kbchsten besetzen Zustand sehr klein oder verschwindet. Mit der Propor-
tionalitat [PSB91, PJA86, PTA"92]

- E
min gap
Wi LY/ u

folgt, dald in dem Grenzfaltgap — O Theorem 1.1 nicht gilt, denn es treten Null-
Frequenzem\" — 0in dem elektronischen Spektrum auf. Insbesondéeslap-
pen sich dann die Frequenzbereiche des Spektrums der Kerne und der Elektronen.

1.2.5 Hellmann-Feynman Theorem

In allen Molekildynamik Methoden muf3 die Kraft, die auf einen Atomkern wirkt,
entsprechend den Gleichungen (1.42), (1.49) und (1.51) bestimmt werdem. Sei
eine Koordinate, die eine beliebige Verschiebung der Lage der Kerne beschreibt,
dann tangt der elektronische Hamiltopnoperati(r,R) = H(q) nach Gleichung
(1.23) Uiber die Operatore¥ik_g|(r,R) undVk_k(R) von g ab. Uber die zeitun-
abhangige elektronische Sdbtingergleichung

H(q)Wk(a) = Ex(a)Wk(a)

hangen damit auch der elektronische Zustdfdind die Energidy ebenfalls von
g ab. Wird der elektronische Zustand als normiert angenommen, ergibt sich die bei
der Verzerrung auftretende Krdf(q) nach denHellmann-Fynman Theorefft zu

0= "5 w0 D (@),

Theorem 1.2 (Hellmann-Feynman).Seien dié¥y(q) normierte Eigenfunktionen
des selbstadjungierten Operatdtigq) zum EigenwerEg(q) und q ein reeller Pa-

rameter, dann gilt
dE(q) dH(q)

Tdq <L|Jk(Q)|Tq\L|Jk(Q)>

Beweis. Mit Hilfe der Produktregel ergibt sich

D () S i+ e e

24Das sogenannte Hellmann-Feynman Theorem der quantenmechaniséafteniiarde 1927 ur-
spiiinglich von P. Ehrenfest [Ehr27] bewiesenasgy von Hellman [Hel33] diskutiert und 1939 un-
abhangig von Feynman [Fey39] wiederentdeckt.

IH(@)|Wk(a)) + (Pe(a)[H ()|

)
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und da die¥y(q) Eigenfunkionen zum Eigenwel(q) sind

D () S () + Bl T () + Bl (@) T )
— @) T (@) + ) 5 (@) i)
und mit der Normierungsbedingung folgt die Behauptung. O

Damit ist eine einfachere numerische Berechnung der zwischenatomaren
Krafte gebundener Atomedglich.



Kapitel 2

Elektronen-Struktur-Methoden

Das zentrale Problem im Abschnitber die Molekildynamik [1.2] ist die Bestim-
mung des Grundzustandes eines SystemsN/@&iektronen und vom fixierten
Kernen. Dazu muf3 die zeitunadotgige elektronische Sdabtingergleichung (1.38)

fur den Grundzustand dgedt werden. Dies ist im allgemeinen nicht in geschlosse-
ner Form ndglich. Rir die gangigen Verfahren der Numerik zubsung von Diffe-
rentialgleichungen, wie zum Beispiel die Finite-Differenzen oder Finite-Elemente
Methode, ist das Problem wegen der hoch-dimensiori‘aléamfigurations'aume,

zu komplex. Es &nnen bisher nur Systeme mit einigen wenigen Elektronen behan-
delt werden [Gar98]. Daher sollen in diesem Kapitéhgrungen zur Behandlung
desinhomogeneiklektronengases behandelt werden.

2.1 Variationsprinzip

Zunachst wird ein quantenmechanisch&3eilchensystem betrachtet, welches all-
gemein durch den Hamiltonoperatdrim Hilbertraum# beschrieben wird, des-
sen Elemente die quadratisch integrierbaren Funktiéb@n uber dem Konfigu-
rationsraum der Vektoren= (rq,ss,...,I'n,Sv) Seien, wober; den Ort unds

den Spin des-ten Teilchens bezeichnet. Es existiert eine orthonormale Basis aus
EigenfunktionenWy(r) des selbstadjungierten Hamiltonoperatbrswelche die
statiorare Schodingergleichung

H(r)Wa(r) = ExWi (r)

erfillen, wobei der Index = 1,2, ..., dx die Entartungy des EigenwerteEy be-
schreibt und insbesondere die Orthonorragdibeziehung

(Wi | W) = ke (2.1)

1Fir N Elektronen ohne Spin besteht der KonfigurationsraunBalidimensionalen Vektoren.

34
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gilt.

Das fur W =£ 0 durch
_ (YH¥)
E[W] = W)

definierte Funktional, kann nach Abschnitt [1.1] als Funktiorial den Erwar-

tungswert der Energie des Systems im Zust#radifgefal3t werden. Mit komplexer

Variation SEW] L
sw ) (Y

folgt, daf? die Variationsableitu [;J)] nur verschwindet, fall eine Eigenfunk-
tion vonH und E[W] gleich dem zugelrigen Eigenwert ist. Gamgt W (r) also
der Gleichung

=0, 2.2)

so giltEx = E[WH].
Weiterhin ergibt sichiir ein beliebiges) € #H

(WH|W) = ;(LIJ\LPkOWklIH!% = ZEk <Z<LIJ|W|<|><LP|<|!LIJ>>
> Eo% [(WWia) [ = Eo (W)

und somit die Ungleichung

Eo<E[W, vW(r)e . (2.3)

wobei Eg die Grundzustandsenergie ist und inshesondere gilt die Gleichheit nur,
falls (r) ein Eigenzustand zum Eigenwéig von H ist.

Damit kdnnen die Energieeigenwerte nach d¥ariationsprinzipbestimmt
werden. Das Minimum

= min (WH|W)
(W] WeH, (W|W)=1}

ist die Grundzustandsenergie. Mit Hilfe der Orthonornadédibeziehung (2.1)
kdnnen die angeregten Zasde

SNEES (WIH[W)

mi
{W]WesH, (WW)=1, W15}

sukzessiv bestimmt werden, wolsdi := #E & #_; mit dem Eigenraunt{F zum
EigenwertEy und Ho = HE ist.
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2.1.1 Variationsprinzip von Ritz

Das Ritzsche Variationsprinzipesteht nun darinV(p) als Funktion eines oder
mehrer Parametgrzu wahlen und das Minimum des Ausdrucks

E(W = (YRIH[W(W) mit (P()[P(W) =1

zu bestimmen, welches dann nach Gleichung (2.3) eine obere Schiandie f
Grundzustandsenergie ist. Ein Fehler in der Wellenfunktjoa: Wy + e mit
(Wi |Wwe) = 0 &ulRert sich bei diesem Verfahren in quadratischer Ordnung der Ener-
gie
(WHIW) B+ (WeH|we) 2
= =En+0(e).
W) Wl + (el O

Wird die Ansatzfunktion als Linearkombination linear unabgiger Funktio-
nen@(r) € H geschrieben

W) =a(0),

konnen die Entwicklungskoeffizientem als zu varierende Parameter angesehen
werden. Zur praktischen Durdltirung seien num linear unabBbgige@(r) €

H gegeben. Um di@ niedrigster? Eigenwerte vorH zu bestimmen, werden
Funktionen in der Form

(D) = Y Chpy(r) mit () = 8
J

angesetzt. Damit lautet die Variationsaufgabe nach Gleichung (2.2) bei komplexer
Variation

(S| H[Wic) = ik (dW|wi) =0, (2.4)

wobei die Langrage Matrix\ = (Ai) selbstadjungiert, also mit® unabkangigen
Parametern angesetzt wurde. Mit der Variation@enach den Entwicklungsko-
effizientencj,

n aLIJk n
Oy = Z ij&:Jk = ;(PJ oCjk
kann die Gleichung (2.4) in Matrixform
HC=SCA  mitHj = (@ |H[@), C =k=ck, Sj = (®/®)

geschrieben werden. Da die Matrixselbstadjungiert ist, gibt es eine ¢ Ma-
trix U, so dafl die MatrixJ*AU = E DiagonalgestalEjx = €di hat. Somit ergibt
sich mit€ = CU, daR die Diagonalelemente= Ey die Eigenwerte des allgemei-
nen Eigenwertproblem

HC = CE (2.5)

2Dabei werden di&-fach entartetek mal geahilt.
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sind. Dieg; ~stellen also Mherungen an dia tiefsten Eigenwerte vohl und die
Yi(r) = 37'Ci@ (r) an die entsprechenden Eigenfunktionen dar. Sinahdig ins-
besondere Eigenfunktionen véh ist die Losung exakt.

Also kann mit Hilfe des Variationsprinzips von Ritz die Eigenwertaufgabe ei-
nes selbstadjungierten Operators in eine Eigenwertaufgabe einer Magrikahrt
werden und numerisch dgidt werden.

2.2 Hartree-Fock-Verfahren

In diesem Abschnitt wird zuichst von einem gegebenen Einelektronenpotential
v(r,s) furN Elektronen ausgegangen und die Zmste des Elektronengases werden
nach Abschnitt [1.2] durch den Hamiltonoperator

h2
H= ——DZ v(r 2.6
Z V(s ] mo;‘rl 2.6)
beschrieben. Die nach den Slater-Determinanten (1.13) entwickelteimndest
LIJ({rJaSJ}) = Z L'I',Ell?kz,“.k,\j <LIJE1[?k2,...kN | llJ>’ (27)
Kg,kz,...kn

kdonnen zur Konstruktion von &herunggisungen verwendet werden. Wird nur ei-
ne einzige Slater-Determinante als Ansaiz die N-Elektronenfunktion verwen-
det, stellt sich die Frage, welche Einteilchenfunktionen die begteeNing darstel-
len.

2.2.1 Hartree-Fock-Gleichungen

Der Einfachheit halber wird ein spinunaligiger Hamiltonoperator mit deaulRe-
ren Potentialv = v(r) betrachtet. Die Grundzustandsenergie kann als Funktional
derN Ortsfunktionenpy(r) in der Form

Eg = E[{0i}] = (WSPIH|WP)

geschrieben werden und soll nun unter der Nebenbedingung der Orthonatrmalit

[ k)i (r)dr = Sue.

der Ortsfunktionen minimiert werden. Die Variationsaufgadlraten Grundzustand
lautet damit

o) ) )
3:(7) [E[{¢|}]—%Mkj/cbk(r)q)k,(r)dr] 0,
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mit selbstadjungierten Lagrange-Parametérr= (Mg, ). Die Berechnung des
Energiefunktionals ergibiif die kinetische Energie

SHCES o L] B P 9
und fur das Funktional der potentiellen Energie
B [{6]= 3 [ 0y i

Fur die Summelber die Coulomb-AbstoRung ergeben sich die sogenannten
Coulomb- und Austauschintegrale

< SDlsﬂgog|r|_r1||4’SD> Eq[{$1}] +Ex[{di}],

mit dem Funktional der Hartree-Energie

Ok (N (MoK (MK (r)
Enl[{di}] = T Z/ ek = drdr

und dem Funktional der Austauschenergie

& B (1) ()0 (1) (1)
E{n)) =~y 3 B | —

drdr’. (2.9)

Wobeio; die Spinrichtungifir den besetzten Zustagl(r) kennzeichnet. Hier ist
noch zu beachten, daf3 sidirf = j die beiden Integrale von Hartree- und Austau-
schenergie zu Null addieren.

Unter Beiicksichtigung, daf3 bei komplexer Variation die Einteilchenfunktio-
nend (r) undg; (r) linear unabkngig sind, ergibt sichifr Gleichung (2.2.1)

2 2
|:—;Tm|]2+V(r):| o (r )‘f‘Rz Mr:J( )|| dr'ey (r)

e? ¢§j(r o) (r) 2.10
—mzémcj/ r—r| dr ( )
_z)\lqu)kj(r) =

J

Diese ARt sichiibersichtlicher gestalten, da die Matrixselbstadjungiert ist und
somit existiert eine orthonormale Basis aus Eigenvektoren ziNdeigenwerten
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{&k}, also eine unére Transformatio® = (¢k) mit CAC* = (&xdy ). Dann span-
nen die@(r) = 5, ¢;(r)cik den gleichen Hilbert-Raum auf wie dfg(r) und sind
orthogonal und normiert. Damiéf8t sich Gleichung (2.10) umformen zu

2 |2
o] a5 [ ara
(2.11)
&? O, (r)@(r )cw,()
_4%;60}0]/ r—r| dr’ = &(r).

Zur weiteren Vereinfachung des Coulomb-Terms wird die Elektronendighje=
¥ i @ ()2 mit [ n(r)dr = N definiert und damit das elektrostatische oder Hartree-
Potential

VH[n](r):rT[Eo |r_|,./|

eingefihrt. Aus der Gleichung (2.11) ergibt sich somit die Hartree-Fock-Gleichung

R,
[_ZmD +V(F)+VH[n](r)] O(r)

- 4?; > oo, /Wdr’% (r) = ex@(r).

(2.12)

J

Da das Hartree-Potential und der Austauschterm zu ihrer Berechnung bereits
die Kenntnis der bsungeny(r) berbtigen, lonnen die Hartree-Fock-Gleichungen
nicht auf direktem Wege gét werden. Mit Hilfe der Methode des selbstkonsi-
stenten Feldes kann diékung iterativ bestimmt werden. In der Praxis bedeuted
dieses, dafiif einen beliebigen Startzusta®®) (r) das Hartree-Potential und der
Austauschterm berechnet werden. Damit kann ein neuer Zugtdhd) bestimmt
werden und das Verfahren kann bis zur Selbstkonsistenz iteriert werden.

Die selbstkonsistentendsungen der Hartree-Fock-Gleichungen liefernidie
Einteilchenzustndegy zu den tiefsten nach dem Pauli-Prinzip besetzten Einteil-
chenniveausy, die denN-Elektronenzustand bestimmen. Werden die Hartree-
Fock-Gleichungen mitp;(r) multipliziert, integriert und summieriiber alle be-
setzten Zuginde, ergibt sich durch Vergleich der Augdke mit den Gleichungen
(2.8)-(2.9)

besetzt
Er +Bv +2E4 + 25 = Z &k
Daraus &f3t sich die Grundzustandsenergie berechnen

1 besetzt

2 Z 8k+ (Er +Ev)

besetzt

=3 2 [sw/q( { —D2+v( )} (g((r)dr].
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Die besetzten und unbesetzten Einteilchennivephigben keine direkte physika-
lische Bedeutung, bestimmen jedoch in der Hartree-Faihkekung die Grundzu-
standseigenschaften.

2.2.2 Lokale-Dichte-Naherung

Ein Elektronengas in einem konstanten Potential = vo wird als ein homogenes
Elektronengas bezeichnet, weil die Elektronendichte im Grundzustand ebenfalls
eine Konstante ist. In diesem Fatiknen die Hartree-Fock-Gleichungen analytisch
gelost werden. Die hsungen sind ebene Wellen und die Grundzustandsenergie pro
Elektron ergibt sich zu

3R 2 3& (3)\3
£= 5om (3T1) ‘zsnso<>
—_—

Tt
kinetische Energie Austauschenergie

, (2.13)

wobei sich der Potentialterm mit dem Coulomb-Term kompensiert. Mit Hilfe die-
ser Gleichung haben L.H. Thomas und E. Fermi eine einfachkeNing der
Austauschenergidif das inhomogene Elektronengas hergeleitet, die sogenannte
Lokale-Dichte-Naherung.

Unter der Annahme, dafiif die Austauschenergie
3¢ /3 \?
5((0) =~ g (20

eines Elektrons gilt, ergibt sich danirfdie gesamte Austauschenergjedas Aus-
tauschfunktional der Elektronendichte

Ex[n| :/sx(n(r))n(r)dr.

Jetzt lautet die Funktionalableitung des Austauschterms entsprechend Glei-
chung (2.11)

SE«[In[{atl] _ [ OB« dn[{@}](r')
5(r) ()~ 5gi(1)
O(r)d(r—r’)
= e ) ar)
—_——
(] (r)
mit dem Austauschpotentialy[n](r) = —%(%n(r))%. Ebenso wie die

Hartree-Fock-Gleichungen kann die Lokale-Dichtéhidrung der Hartree-Fock-
Gleichungen
ﬁZ

—%DZ—V(I')+VH[n](r)+Vx[n](r) O(r) = &@(r),
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iterativ bis zur Selbstkonsistenz gst werden. Eine bessere Methode zur Berech-
nung des Grundzustandes des inhomogenen Elektronengases ergibt sich im Rah-
men der im @&chsten Abschnitt 2.3 behandelten Dichtefunktionaltheorie.

2.3 Dichtefunktionaltheorie

Wie in dem vorherigen Abschnitt [2.2] soll ein inhomogenes Elektronengas be-
schrieben werden. Der spinundligige Hamiltonoperator dé& Elektronen, die
sich in einem vorgegebenémuferen Potential(r) bewegen, lautet in atomaren

Einheitend
1, 1 1
- |z [_ZDi +V(r')} +§i; ri—rjl 219

Die Elektronendichte ergibt sich aus der Ortsdarstellung durch Einteilchenoperato-
renn(r) =3 ;d(r —rj) mit {n(r)dr =N nach dem Abschnitiber den Fock-Raum
in Kapitel [1.1.4] in der Form

1 1
+1 +1

) =3 [ @30~ Po(r)dr = B P(r).

[9)

WobeiLTJg und ¥, den Erzeugungs- und den Vernichtungsoperator bezeichnen.

Bei deruber die Hartree-Fock-dherung berechneten Grundzustandsenergie
entsteht ein Fehler, weil die Z@stde aus nur einer Slater-Determinante gebildet
werden. Wird die exakte Grundzustandsenergie des HamiltonopdrbtorsGlei-
chung (2.14) des inhomogenen Elektronengaseﬁghﬂ‘tund die Grundzustand-
senergie, wie sie sich aus der exaktérsiing der Hartree-Fock-Gleichung ergibt,
mit Eg'" bezeichnet, so gilt

ESM=EJ" +E, (2.15)

wobei E; die sogenanntKorrelationsenergiast. Die auf der Hartree-Fock-ate-

rung beruhende Methode der Lokalen-Dichtéhidrung nach Abschnitt [2.2.2] lie-

fert wegen der Vernachssigung der Korrelationsenergie bei der Anwendung auf
Mehrelektronenatome keine befriedigende Ergebnisse. Eine entscheidende Verbes-
serung der Beschreibung des inhomogenen Elektronengases mit Dichtefunktio-
nalen gelang durch das Hohenberg-Kohn-Theorem [HK64] und die Kohn-Sham-
Gleichungen [KS65], wodurch sich die Grundzustandsenergie ohhemdngsan-
nahmen iir die kinetische Energie und unter Beksichtigung der Korrelations-
energie berechnealkt.

3Die Lange wird in Einheiten des Bohrschen Wasserstoffraatius 4;5352 ~0.52917A und die

Energie in Hartre¢la = 4%30 % ~ 27.2114eV gemessen.
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2.3.1 Hohenberg-Kohn-Theorem

Als Grundlage der Dichtefunktionaltheorie dient das Hohenberg-Kohn-Theorem,
nach dem die Grundzustandsenergie des inhomogenen Elektronengases ein Funk-
tional der Elektronendichte ist. Insbesondedaten beide Gif3en aus einem Va-
riationsverfahren bestimmt werden.

Die Zustinde und Operatoren im Hilbert-Raum werden, wie in Kapitel 1.1.4
erlautert, durch Feldoperatoren im Fock-Raum dargestellt. Mit dem Vernichtungs-
operator{is(r) und dem Erzeugungsoperaig (r) ist der Teilchenzahloperator
durch

~

gegeben, wobdi(r) = fi_1(r) + i1 (r) der Dichteoperator aller Elektronen und

1 1
2 2

(1) = P (1) Po(r)

der Operator der Dichte der Elektronen mit Spinricbtm’gt. Der Hamiltonope-
ratorH wird zerlegt in den Teil der kinetischen Enerdieder potentiellen Energie
V und die Elektron-Elektron-Energite

i = z/% [—Dﬂ%m

_r

1
+3

+3 [ Ovinde(rar (2.16)

o

\Y

£}
+5 [ U=

oo’

] (1) Qo(r)Po (r')drdr’.

\768

Sei g der Grundzustand des Hamiltonoperators (2.14), dann berechnet sich die
Grundzustandsenerdig, zu

Eg=<glH|g>= <g|T|g>+/ng (r)dr+ < g|Veelg >, (2.17)
wobei fur die Grundzustandselektronendichte gilt

ng(r) =< gli(r)|g>. (2.18)

Theorem 2.1 (Hohenberg-Kohn 1). Bei nichtentartetem Grundzustagdst die
Grundzustandsenergigg des inhomogenen Elektronengases ein Funktional der
Grundzustandselektronendichtg; = E[ng).
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Beweis.Nach Gleichung (2.18) kann die Grundzustandselektronendichte als ein
Funktional des Einteilchenpotentialg ) aufgefasst werdemg = ng[Vv|(r). Es muf3
nun gezeigt werden, dal? umgekehrt auch das Poterdial Funktional der Elek-
tronendichte istv = v[ng](r). Sei nun? := {v e LP|H(v) hat einen Grundzustahd
die Menge der ziissigen Potentiale. Dann verbleibt zu zeigen, dal3 untéfater
ausetzung 4

Seiv—V #const, v,V € V

die Behauptung
Dann gilt:ng[V] # ng[V]

folgt. SeienH,H’, g # d',Eg, Ey die zugeordneten Hamiltonoperatoren, Grund-
zustinde und Grundzustandsenergien, also mit

Eq=(d|H'lg) und Eg=(g|H|g).

Es gilt nach dem Variationsprinzip von Ritz mit Hilfe von Gleichung (2.17) die
Ungleichungen

£} <(gIH —V +Vg) = Eg+ (gl [ (v()~v(r)) A(r)drlg)

_ Eg+/ (V(r) —v(r)) ng(r)dr

Durch Addition dieser Ungleichungen ergibt sich die Ungleichung

0</((v(r)—\/(r)) ((ng(r) —n(r)) dr,
womit die Behauptung folgt. O

Theorem 2.2 (Hohenberg-Kohn Il). Bei nichtentartetem Grundzustagaimmt
das Energiefunktiondt[n] bei Variation vom(r) sein Minimum an der Grundzu-
standselektronendichtg(r) =< g|A(r)|g > an.

Beweis.Zum Beweis wird die Variation auf die Menge4 =

{ng | ngergibt sich als Grundzustandselektronendichte eines Potetialsler

zulassigen oder auch sogenannterdarstellbaren Elektronendichten einge-
schiankt®.

Unter der Annahme, daR das EnergiefunktioBad] sein Minimum an einer
anderen Elektronendichig(r) = (a|A(r)|a) annimmt, ergibt sich die Ungleichung

Ey > E[na] = (a|H|a).

4v(r) undV (r) werden als gleich betrachtet, wenn sie sich nur in einer Konstanten unterscheiden,
denn sonst Wirdeg = g undng(r) = ng(r) gelten.

5Es existieren auch allgemeinere Beweige das Hohenberg-Kohn Theorem [PW94, DG90,
Lev79].
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Andererseits gilt nach dem Variationsprinzip von Ritz auch die Ungleichung
(alH|a) > (g|H|g) = Eqg

und somit folgt mit(a|H |a) = (g|H|g) ein Widerspruch zur Voraussetzung. [J

Das Theorem 2.1 beweist die Existenz eines Dichtefunktiofialdi&é Grund-
zustandsenergie des inhomogenen Elektronengases. Wenn das Energiefunktional
bekannt ist, sichert das Theorem 2.2, daf3 églioh ist die Grundzustandsenergie
und die Grundzustandselektronendichte aus einem Variationsverfahren zu bestim-
men. Insbesondere ergibt sich mit Gleichung (2.17), daf3 ein Dichtefunktional

Ey = E[n = /n(r)v(r)dH—F[n]
mit dem vomauReren Potentialr) unabfangigen Dichtefunktional
Fln =< g|T +Vedg > (2.19)

derart existiert, daf? sich die Grundzustandsendfgigdes inhomogenen Elektro-
nengases aus dem Minimum des Funktionals

E[n = /v(r)n(r)dr—i—F[n] (2.20)

bei Variation der Elektronendichte ergibt, und daf das Minimum bei der Grundzu-
standselektronendichte vithangenommen wird. Es gégt F [n] nach Gleichung
(2.19) zu bestimmen. InsbesonderdH§i] ein universelles Potential, denn eésigt

nicht vomaufRReren Potential, also nicht vom speziellen physikalischen System noch
von der gevithlten Naherung ab.

2.3.2 Kohn-Sham-Gleichungen

Zur Herleitung des universellen Funktiondfgn| nach Gleichung (2.19) wird
F[n] zerlegt in das Funktional der kinetischen Enemievechselwirkungsfreier
ElektronenTg[n], in die Hartree-Energi€& [n] und das Austausch-Korrelations-
Funktional Ex¢[n]. Wird dies in Gleichung (2.20) eingesetzt, Bt[n| durch die
ubrigen 4 Terme bestimmt. Um die kinetische Enerfij@| zu berechnen, wird
das Minimum vorE[n] unter der Nebenbedingungrfdie Teilchenzahl

N= /n(r’)dr’

aus der Variationsableitung

6r16(r) [E[n] —u/n(r’)dr’} =0
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bestimmt, wobeiu ein Lagrange-Parameter ist. Mit den Alskungen @ir das

Hartree-Potentialvy [n](r) = %4l ynd das Austausch-Korrelations-Potential

on(r)
Voe[n](r) = el ergibt sich

OTs[N]
on(r)

+V(r) +vu[n](r) + Vxe[n)(r) —p=0. (2.21)
Unj(r)

Sei die Elektronendichte bekannt, danrus](r) = U (r) ein Einteilchenpotential.
Damit beschreibt \

~ 1

A= ; [—ZDJZ+U(rj)]
N wechselwirkungsfreie Elektronen, die sich in einem gegebenen Einelektronen-
potentialU (r) befinden. Mit einem Produktansatz= IM;y;(r;) lalt sich die Ei-
genwertgleichunddW = EW separieren und somit die Einelektroneneigenwert-

gleichung
1

30200 ) = 0 (2.22)

unter der Nebenbedingungy; (r)w;(r)dr = 1 [6sen. WerdemM Einelektronen-
zustinde Yj mit den tiefsten Einelektronenenergieniveaysnach dem Pauli-
Prinzip mit Elektronen besetzt, berechnet sich die Grundzustandseneigie-zu
y e, und die Grundzustandselektronendichte zu

besetzt

i)=Y lwn)> (2.23)

J

Auf das durch © beschriebene SysteMwechselwirkungsfreier Elektroneafdt
sich ebenfalls das Hohenberg-Kohn-Theorem anwenden. Somifristurch das
Grundzustandsenergiefunktional

E[f] :Ts[n]+/U(r)ﬁ(r)dr

definiert, dessen Variationsableitung mit der Nebenbedingung konstanter Elektro-
nenzahl auf die Gleichung

oTs[N]
of(r)
fuhrt. Aus dem Vergleich der Gleichungen (2.21) und (2.24) folgt mit dem

Hohenberg-Kohn-Theorem die Gleichheit der Grundzustandselektronendichte
fi(r) = n(r) und somit gilt

Ur)—pu=0 (2.24)

besetz
I =Tl + [ () - wlnl(0) + (1) n(r)dr =3 5
v J
u(r)

6 ist der durch Feldoperatoren im Fockraum dargestellte Hamiltonopétator
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Mit dem durch die rechte Gleichung bestimmten Ausdruckit[n| ergibt sich fir
das Grundzustandsenergiefunktional

= Ts[Nn] +/ dr+2/’_)drdr +Exc[N]

En[n] (2.25)
besetzt

=3 & Bl ~ [ welml(r)n(r)dr+ Excl,

welches durch die;j, @;j(r) und somitn(r) = 3%5*?y; |2 aus Gleichung (2.22),
der sogenannten Kohn-Sham-Gleichung

(—;D2+v(r) + Vi [n](r) +vxc[n](r)> Wi (r) = gjP;(r), (2.26)

mit dem Verfahren des selbstkonsistenten Feldes berechnet werden kann.

Es ist auch raglich das Minimum der Grundzustandsenergie aufzusuchen, oh-
ne dazu die Kohn-Sham-Gleichung (2.26%én zu riissen. Multiplikation von
links der Kohn-Sham-Gleichung mi;(r), Integration und Summatioiaber die
tiefsten besetzten Eigenweggergibt

beietzgl beietzt/w [;Dz]mj(f)dw/u(r)n(r)dr.

Mit dem hieraus folgenden Ausdruckrfdie kinetische Energi&[n] lautet das
Energiefunktional

=3 [wit D%de/ (1) + Enfn] + Excln] = E[{0{ })
THw ]

Da diey;(r) Losungen der Kohn-Sham-Gleichungen sind, kann mit der Beziehung
n(r) = y°**%y;|? die Grundzustandsenergie auch als Funktidfigly;}] der
Einteilchenfunktionen aufgefal3t werden.

Wird das Energiefunktional E[{yj}] unter der Nebenbedingung
S (r")dr’ = djk minimiert, erglbt sich bei Variation def(r), mit
den Lagrange-Parametefn= (Ajx), aus

besetzt
=0, (2.27)

&pl( [{w} Z,k/w (T

wiederum die Kohn-Sham-Gleichung (2.26).
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Beweis. Analog zur Herleitung der Hartree-Fock-Gleichungen in Abschnitt 2.2.1,
kann die Matrix\ selbstadjungiert angesetzt werden. Damit gibt es wiederum eine
unitare Transformatio@ mit CAC* = (g;djk), So daf\ = g;djk gewahlt werden
kann, was wiederum einer uaien Transformation dap;(r) entspricht. Damit
ergibt sich fir die Variationsableitung des Funktionals der kinetischen Energie

oT [{Ys

und fur EPn] = [ v(r)n(r)dr + Ex [n] + Exc[n] mit der Kettenregel
SEP N SEPOn] n[{Wj}(r')
Syi(r) —J an(r) - dwy(r)
_ /U(r’)wi(r’)é(r —r')dr
:U(r)lpi(r)a

wobei n[{i (') = 385w (1) 2. Mit ;5 [ Wi ()i (r')dr’ = Wi(r) ergib
sich also aus der Variationsaufgabe (2.27) die Kohn-Sham-Gleichung (2.28).

dr’

(2.29)

2.3.3 Austausch-Korrelations-Funktional

Das Hohenberg-Kohn-Theorem liefert keine Hinweise auf die exakte Form des
Dichtefunktionals und so ist es erforderlictirfden noch unbekannten Teil des
universellen Funktionalg[n], das Austausch-Korrelationsfunktiorig{[n|, Nahe-
rungen zu suchen.

Lokale-Dichte-Naherung

Die Hartree-Fock-Gleichungen lassen sithdas homogene Elektronengas exakt
I6sen und die Austauschenergie ergibt sich wie in Abschnitt [2.2.2] in atomaren
Einheiten in der Form

1 2
3/3)\3 1 3/3\31
B =7 (n> ”3—‘4<zn> e (2:30)

wobei die Elektronendichte durch denWigner-Seitz-Radius

1 -1
3\3 4
rs= <4nn) bzw. n= (;@)

ausgedickt wird. Fir die Austausch-Korrelationsenergie des homogenen Elektro-
nengases gilt
Exc(N) = &x(N) 4 &N,
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wobei . die Korrelationsenergie pro Elektron bezeichnet. Diese wird durch die
Ergebnisse von Monte-Carlo-Rechnungen nach Ceperley und Adler [CA80] und
parametrisiert nach Perdew und Zunger [PZ81] wie folgtdpent

—0.14231+1.0529, /fs+0.3334¢) 1 furrg > 1;
¢~ )\ —0.0480+0.0311Inrs— 0.0116s+0.0020Inrs firrs< 1.

Damit lautet analog zu Abschnitt [2.2.2] die Austausch-Korrelations-Energie des
inhomogenen Elektronengases in Lokaler-Dichtgidrung

ELON[] = / eex(N(r))N(r)dr (2.31)
und das Austausch-Korrelations-Potential
SELON[N] dexc(n)
LDN _ XC — XC
SR = T et + (G) 0 @)

Gradientenkorrektur

Die Lokale-Dichte-Niherung ngt nach Gleichung (2.31) nur von der Elektronen-
dichten(r), nicht aber vom Gradientenn(r) ab. Es kann jedoch eir@radienten-
korrektur berechnet werden.

Der Fock-Operator der Coulomb-Wechselwirkung ist nach Gleichung (2.16) in
Abschnitt [2.3.1] mit dem Erzeugunsoperafny(r) und dem Vernichtungsopera-
tor ¢u%;(r) durch

.
Geom 3 [ o005 0) =7 1) ol )i (1l

oo’

gegeben. DieseéBt sich mit Hilfe der Antivertauschungsrelationen (1.17) der Fel-
doperatoreris(r) und @ (r) in der Form

d(r —r")A(r) .,
2/ P drdr (2.33)

schreiben, mit dem Operator der Elektronendim“rﬁezi% 5 (r)Pg(r) nach Glei-
chung (1.18). Seg nun ein nicht entarteter Grundzustand des Hamiltonoperators
H = T +V +Veeim Fock-Raum, danrél3t sich nach Gleichung (2.19) und (2.20)
das Austausch-Korrelationsfunktional in der Form

Exc[n] = <g’\7ee|g> —En|n|

schreiben. Durch einsetzen vahe nach Gleichung (2.33) ergibt sicliirf das
Austausch-Korrelations-Funktional

Exc[] / Gln = / Onel(,1) 4 (2.34)

r—r|
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mit
n(r)nye[n)(r,r) = (g(A(r) —n(r)L)(A(r') —n(r")1) - &(r —r")n(r)1lg), (2.35)

wobei ny[n](r,r’) die Austausch-Korrelations-Lochdichteezeichnet. Da das
Austausch-Korrelations-FunktionBlc[n] ein unviverselles Funktional ist, also un-
abhangig vomauReren Potentialr), mulR3G[n|(r) invariant gegeaber der ortho-
gonalen Grupp@s des dreidimensionalen Ortsraumes sein. Damit kann nach Ho-
henberg und Kohn [HK64] angenommen werden, dal? die Reihe

Gln)(r) = G2 (n(r)) + G (n(r))|On?+G@ (n(r))TPn+ ...
existiert und rasch konvergiert. Wird nun entsprechend der Lokale-Dichite-N
rug (2.31)G(n(r)) = n(r)exc(n(r)) gesetzt und der Term der zweiten Ableitung
[12n und die Terme aller#heren Ableitungen vernadissigt, kann das Austausch-
Korrelations-Funktional der Gradienteirerung in der Form

2
Eyc[n] = EXON[n] +/f |Dn ‘dr

geschrieben werden [DG90]. Nun kann analog ez(b(r) der Korrekturterm
f(n(r)) = fx(n(r)) + fe(n(r)) gerahert bestimmt werden.

Paarkorrelationsfunktion

Um die Gite der Lokale-Dichte-Bherung (2.31) besser beurteilen zu
konnen, soll zuachst ein kurzerUberblick Uber einige Eigenschaften der
Austauschkorrelations-Lochdichte und der durch

N[N (r, 1) =n(r") (p[n)(r,r') = 1) (2.36)
definiertenPaarkorrelationsfunktiorp[n|(r,r’) gegeben werden.

e Summenregel
Mit Hilfe von N = [A(r)dr, (g|N|g) = N und Integratioriiberr’ von Glei-
chung (2.35) kann di8ummenregel

/nxc[n](r,r’)dr’ =1 (2.37)

fur die Austausch-Korrelations-LochdicHtend damit entsprecheniifdie
Paarkorrelationsfunktion

/n(r’) (p[nj(r,r')—1)dr' = -1 (2.38)

hergeleitet werden.

“Es konnen auch die Austausch- und die Korrelations-Lochdichte getrennt betrachtet werden.
Nach Gunnarsson und Lundqvist [GL76] sowie Perdew [Per85a, Per85b] giltrgémr,r’) <
0, [n[n](r,r")dr" = —1 und [ nc[nj(r,r")dr’ = 0. Da die Austausch-Lochdichte stets negativ ist
und genau ein Elektron eréh, beschreibt die Austausch-Korrelations-Lochdichte die \drgung
anderer Elektronen aus der Umgebung eines Aufpunktelektrons armmu@rein Elektron.
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e Asymptotik
Da die Summenregelif beliebiger gilt, ergibt sich eine weitere Eigenschaft
der Austauschkorrelationslochdichte

Ne[N](r,r") — 0 far|r —r'| — o

und damit aus Gleichung (2.34) und der Summenregel

!/
/Wdr'_,_rl fiir|r| — oo, (2.39)

e Symmetrie
Aufgrund der Antivertauschungsrelationen (1.17) féigt)A(r’) = A(r’)A(r)
und damit nach Gleichung (2.35) die Symmetriebedingung

Pl (r,r’) = p[nl(r',r)

fur die Paarkorrelationsfunktion.

Es soll nun betrachtet werden, inwiefern diese drei Eigenschaften im Rahmen der
Lokale-Dichte-Naherung eidllt werden lonnen. Durch Gleichsetzen des exakten
Ausdrucks des Austausch-Korrelations-Funktional (2.34) mit dem Ausdruck in der
Lokale-Dichte-Naherung (2.31), ergibt sich die Bedingnung

ntON[n
2/ r—r’\ dr’ = gxc(n(r)) (2.40)
fur die Austausch-Korrelations-Lochdichte in der Lokale-Dichtdidlung
n:2N[n](r,r’). Hieraus kann abgeleitet werden, daR die Eigenschaft der Asymptotik
(2.39) vonn'-DN [n)(r,r’) nicht erfillt wird. Also werden die Atome vor allem im
AulBenbereich fehlerhaft beschrieben und damit insbesondere die Bindungsener-
gien von Molekilen. Grundlage der Lokale-DichtedNerung ist ein homogenes
Elektronengas, also mit konstanter Elektronendichte, daher ergibt sich nach Glei-
chung (2.36) der Zusammenhang mit der Paarkorrelationsfunktion zu

e Inj(r.r’) =n(r) (g (Ir —r'|,n(r)) - 1) (2.41)

und daraus folgt, dal3 die Symmetriebedingung im allgemeinen nidiitt ast.
Weiterhin kann die Paarkorrelationsfunktigh®™ so bestimmt werden, daR die
Summenregel (2.37) und die Gleichung (2.40)i#rkind, wobei gezeigt werden
kann, daf es ausreicht, die Austausch-Korrelations-Lochdichigbezs=r —r’
nach Kugelfunktionen zu entwickeln und die Summenregel einzuhalten.

n

Wird der Zusammenhang der Austausch-Korrelations-Lochdichte und der
Paarkorrelationsfunktiog-®N statt mit Gleichung (2.41) in der Form

ke [n)(r,r") = n(r') (g2 (Ir = r'l.Ai(r)) - 1)
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angesetzt, muR3 die Funktidiir ) so bestimmt werden, daf’ die Summenregel nach
Gleichung (2.37) und (2.38)uf alle r erfullt ist. Diese sogenannt&ewichtete-
Dichte-Naherungerfullt auch nicht die Symmetriebedingung, jedochnbt die
Austausch-Korrelations-Lochdicht@’P[n] auch vonn(r’) ab, so daRortliche
Dichteschwankungen besser beschrieben werden.

Es gibt einige weitere Methoden, die zum Beispiel auch die Asymptotik rich-
tig bericksichtigen, wie die sogenannterallgemeinerte Gradientenentwicklung
[DG9O0, Bec92, Per86]. In der Anwendung hat sich gezeigt, dal? die Lokale-Dichte-
Naherung gebundene Atome ausreichend gut beschreibt. Sollen magnetische Sy-
steme beschrieben oder Bindungsenergien von gebundenen Atomen bestimmt wer-
den, ergeben sich wesentliche Fehler, so dal’ dann die Gradientenkorrektur benutzt
werden sollté .

2.3.4 Naherung der unveranderlichen lonen

Zur Anwendung der Dichtefunktionaltheorie auf gebundene Atome muf3 die Kohn-
Sham-Gleichung (2.26) gidt werden. Die chemische Bindung wird nahezu nur
von denaul3eren Valenzelektronen bestimmt, und die Elektronen in den abge-
schlossenen, inneren Schalen haben beim freien Atom und beim gebundenen Atom
fast identische Kohn-Sham-Zéastde und Energien, denn die inneren Elektronen-
schaleriiberlappen sich mit denen der gebundenen Nachbaratome so gut wie nicht
und besitzen somit insbesondere eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung. Die
Naherung der unvanderlichen lonen nutzt dies zur Reduzierung der Freiheits-
grade und somit des numerischen Aufwands aus. WerdeN #ilektronen eines
Atoms inNr Rumpfelektronen undl\, Valenzelektronen unterteilt, und der Atom-
kern der LadungZ zusammen mit dehNgr Rumpfelektronen in abgeschlossenen
Schalen als ein unvéanderliches lon mit kugelsymmetrischer Verteilung der La-
dungZ — Ngr betrachtet, ist es unter der Annahme, daf sich die Ladungsdichten
der Rumpfelektronen im gebundenen Zustand nitdgrlappen, rixglich, einN-
Elektronenatom gethert als ein System aus einem starren lonNp¥alenzelek-
tronen zu behandeln.

Zunachst wird ein Atom mifN Elektronen betrachtet. Did Eigenfunktionen
WAE der tiefsten Kohn-Sham-Niveas&F, die Losung der Kohn-Sham-Gleichung
der All-Elektronenrechnung bilden eine orthonormale Basis des Hilbert-Raumes
H der Einteilchen-Kohn-Sham-Zistde. Zur Herleitung des lonenpotentials
®'°"(r), in dem sich die Valenzelektronen eines Atoms bewegen, werden die Ei-
genfunktionen in Rumpfzushdeg mit entsprechendem Hilbert-Rau® und
Valenzzusindey; mit entsprechendem Hilbert-Rauff’ unterteilt und es gilt

H=HRpH".

8Hier sollte dann die verallgemeinerten Gradientenentwicklung verwendet werden, denn die Gra-
dientenkorrektur eifilt im allgemeinen nicht die Summenregel [PC¥2].
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Entsprechend zerlegt sich die Elektronendichte der All-Elektronenrechnung

N N

R Ny
PEr) = 3 WEE = 3 IR+ W)l
J

nr(r) nv(r)

in die der Rumpfelektronen und der Valenzelektronen. Da das Hartree-Potential
linear in der Elektronendichte ist, kann die Kohn-Sham-Gleichung der All-
Elektronenrechnung in der Form

50—+ R o () vl (1)
¢I0n(r)
el V() — el (1) JWRE = e
Avye[nr,nv](r)

geschrieben werderndert sich die Rumpfladungsdichtg(r) in anderer che-
mischer Umgebung des Atoms nicht, bleibt auch das lonenpoteplfi(r) un-

verandert. Dies gilt nichtifr den Austausch-Korrelationstedmy:[ng, nv](r), denn

das Austausch-Korrelations-Potentig} ist nicht linear. Wird dieser, mity, als

atomare Valenzdichte gesetzt, zum lonenpotential hinziggef

PN (r) = D' (r) + Avic[ng, V] (1), (2.42)

ergibt sich dienichtlineare RumpfkorrekturUnter der Annahme, daf sich der
Austausch-Korrelationsterdwyc[ng,ny](r) in unterschiedlicher chemischer Um-
gebung nurwenig* andert, wird dieser somitainerungsweise bigcksichtigt.

Im Falle vonM Atomen liefert die bsung der Kohn-Sham-Gleichung der Va-
lenzzushnde aller Atome

1
[—§D2+ Z DO(r — Ry) 4+ [Mv] (1) + Ve V] (1) W) = €] (2.43)
—_——
v(r)
eine Naherung an die Valenzzastde der All-Elektronenrechnung.

Entsprechend soll die Grundzustandsenergie nur mit den Valeanziest be-
rechnet werden. Die Grundzustandsenergie der All-Elektronenrechnung lautet ein-
schlieBlich der Kern-Kern-Energie

EIME) T[]+ [ VE)E(r)dr + En ) + Bl

1 M Zl ZJ (244)

24 R —Ry|’
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mit VAE(r) = —yM 2

| |I'—R| ‘ )
Die zu den Ibsungen von (2.43) entsprechende Grundzustandsenergie der Va-
lenzelektronen ergibt sich zu

+/ r)dr+ En[ny] 4 Exc[nv]

2;R|Rﬂ

mit Z)/ = Z, — NR. Fur die Energie der Rumpfelektronen des lomerd

R
E'R_T[n'R]_/ZIT;(—Rl\ a4l (2.46)

+ Exc[Nf

gesetzt, wobe*E(r) = sMnR(r —Ry) +ny (r) gilt.

Die Grundzustandsenergie der All-Elektronenrechnung (2.44) kann in einen
Anteil der Valenzelektronen (2.45), den der Rumpfelektronen (2.46) und einen
Austusch-KorrelationstermE,. aufgespalten werden. Unter den Voraussetzun-
gen, dald sich die Rumpfladungsdichten nidbgrlappen und sich die Kohn-Sham-
Zustande der Rumpfelektronen von denen der freien Atome nicht unterscheiden,
gilt [Sch99]

EWﬂ:HM+%$+aC

ef3] e

AEyc

M
Znquan

Wird angenommen, daf} der Austausch-Korrelationsterm,menig “ von
der chemischen Umgebung d@bigt, kann dieser entweder durch die nichtlineare
Rumpfkorrektur (2.42) bécksichtigt werden oder als eine von den Kernkoordina-
ten und den Valenzzusbden unabdngige Konstante betrachtet, durch geeignete
Wabhl der Energieskala, zu Null gesetzt werden.

2.3.5 Pseudopotentiale

Wird ein isoliertes Atom in der Bherung der unvanderlichen lonen [2.3.4] be-
trachtet, ngt die Grundzustandsenergie der Valenzelektronen

=3 5= 3 [ IO [ycllrnr)drs Eel - (247

nicht explizit von dem effektiven Potential, dem lonenpoter&l'(r) ab, sondern
implizit Uber die Energien; und die Dichten(r). Die Grundzustandsenergie der
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Valenzelektrone@dndert sich also nicht, wenn das lonenpotential sanaert wird,

daf diegj und die Dichten(r) der Valenzelektronen erhalten bleiben. Somit kann
durch AtAnderung des lonenpotentials unter den genannten Voraussetzungen der
numerische Aufwand reduziert werden.

Zur Herleitung solcher abgaderten lonenpotentiale, sogenanRseudopo-
tentiale wird analog zu Abschnitt [2.3.4] der Hilbert-Raum der Einteilchen-Kohn-
Sham-Zusinde in

_ R i % _
H= HR o H und insbesonder@! |¢) =0
Hef=efeft  HUY =)y
unterteilt, wobei die Eigenzuide, die Bsung der Kohn-Sham-Gleichung, ent-
sprechende orthonormale Basen der HilbéitiRe bilden. Br eing € A gilt

-3 (@O =pea?,

—_————
PR

mit dem Projektionsoperat® auf #*. Seip; = ¢} + 5 "R a;; @R, dann ergibt sich
mit ¢; = WY +PR9;, aus der Kohn-Sham-Gleichung der Valenzaose

HUY = [ 5+ O0(0) Sl -+ vl ()| 0 = & 0
u(r)
zunachst
R RU L IR TR L)

und umgeformt die Kohn-Sham-Gleichung eifsgudoatoms

_%qu),- +UG;+ Y (ef — &) (o)) e = €] 0

UjPSq)j
mit demabgeschirmten Pseudopotenﬂdzjf’s. Und damit ergibt sich da®nische
Pseudopotentiatu

VIS(r) = UPS(r) — i [nv](r) — VeV ().

Da jedes ElememyR aus# X ein Eigenzustand des HamiItonoperatev%]er
UjPS zum Eigenwert; ist, gibt es unphysikalische Eigenzastle der Kohn-Sham-
Gleichung der Valenzzusnde in# %, diese werden auch afSeisterzusinde®
bezeichnet.

SWird stattUPs eine LinearkombinatiomU[™ + BUZS mit a + B = 1 verwendet, istie; + Bex

Eigenwert zu jedemp® € #X. Also kénnen durch Véinderung des Pseudopotentialsatakich
noch Geisterzuande mit Eigenwerten im Bereich der Valenzenergien auftreten.
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In #" lautet die Kohn-Sham-Gleichung der PseudovalenémmpjPS des
Pseudoatoms

—%D2+vps(r) +VH [P () + vie[nPI (1) | WF® = ePsyfs (2.48)

mit dem Pseudopotentidfs = z;\k’ vPsund es giltinsbesondee&® = e. Wird damit
das Pseudopotential 2{iS = z'j\"’ VispPsfestgelegt, wobeP!sy = (WF9|p)yf= der
Projektor auf den Zustangs, gilt die Gleichung (2.48) auch ift.

Im Falle von M Atomen lautet die ziwsende Kohn-Sham-Gleichung

—%D%rvps(r)+vH[n](r)+vxc[n](f) Wj =&Y,

wobeiv(r) = SMVS(r —R)), mit den jeweiligen Pseudopotentialef.

In den folgenden Abschnitten wird ein kurzdberblick gegeben, auf welche
Weise die Pseudopotentiale der Valenzande nun sinnvoll abgadert und kon-
struiert werden &nnen.

Normerhaltung

Als Nachstes stellt sich die Frage, welche Bedingungen an ein Pseudopotential
gestellt werden sollten, damit die Grundzustandsenergie nach Gleichung (2.47) in
verschiedenen chemischen Umgebungen sinnvolle Ergebnisse liefert. Dieses wird
auch alsUbertragbarkeitder Pseudopotentiale bezeichnet. Pseudopotentiale, die
den folgenden Kriterien gémgen, werden alsormerhaltendbezeichnet [TH73,
SJ77].

1. Die Eigenwerte der Valenzelektronen sollen beim Pseudoatom mit denen der
All-Elektronenrechnundibereinstimmen.

2. Die Eigenfunktionen der Valenzelektronen sollen beim Pseudoatom mit de-
nen der All-Elektronenrechnung auf3erhalb des Rumpfbereighegein-
stimmen. Damit stimmen dort auch die Dichi@merein.

3. Die Menge der Ladung des Pseudoatoms soll mit der durch die All-
Elektronenrechnung bestimmten Ladung im Rumpfberéidreinstimmen,
also normerhaltend sein.

4. Die logarithmischen Ableitungen der Eigenfunktionen und ihre erste Ab-
leitung nach der Energie sollen beim Pseudoatom und bei der All-
Elektronenrechnung auf3erhalb des Rumpfbereigbegeinstimmen.
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Dabei wird analog zu der &herung der unvanderlichen lonen [2.3.4] gahert
angenommen, daf3 die Dichte der Rumpfelektronen nur innerhalb Rimapfbe-
reiches etwa einer Kugel vonRumpfradiugr, von Null verschieden ist. Werden
mehrere Atome betrachtet, soll der Rumpfradius so kleiréddtwerden, dal sich

die Rumpfbereiche der Pseudoatome nidxrlappen. Er soll aber auch so grof3
gewahlt werden, dafdir eine gegebene Kohn-Sham-Eigenfunktion alle Nullstellen
und deraulerste Extremwert der Radialfunktion innerhalb des Rumpfbereiches
liegen. DieUbertragbarkeit wird bei kleinerem Rumpfradius besser und der nume-
rische Rechenaufwand nimmt zu, also sollte die8edie verschiedenen atomaren
Valenzzusinde unterschiedlich géllt werden.

Die ersten beiden Bedingungen sind offensichtlich erforderlich, damit die
Grundzustandsenergie der Valenzelektronen eines Pseudoatoms nach Gleichung
(2.47) mit der durch die All-Elektronenrechnung bestimmten Grundzustandsener-
gie Ubereinstimmt. Die zweite Bedingung ist auRerdem eine Voraussetzung, daf3
die von den Valenzelektronen verursachte chemische Bindung richtig beschrieben
wird.

Als Gewahr fiir eine niglichst guteUbertragbarkeit der Pseudopotentiale auf
unterschiedlichen chemischen Umgebungen, dienen die beiden letzten Bedingun-
gen. Da durch die dritte Bedingung die Landungsdichte des Pseudoatoms mit der
des All-Elektronenatoms aufRerhalb des Rumpfbereitbeseinstimmt, gilt dies
auch fir die entsprechenden Hartree-Potentitle.

Es kdnnen ndirlich noch weitere Bedingungen aufgestellt werden, um be-
stimmte Eigenschaften wie den LandungstranSfeles Pseudoatoms zuerbes-
sern* [Tet93, SAMJ89].

Berechnung
Werden die Eigenfunktionen der atomaren Elektronen mit

W) = TRAE()Yin(9.9)

in Kugelkoordinater(r : r,9,¢) angesetzt, wobéf,, die Kugelfunktionen una,
[, mdie Quantenzahlen kennzeichnen, ergibt sich nach einer radialen Mittélung f

109Der Hintergrund @r die vierte Bedingung findet sich in der entsprechenden Literatur [FS99,
Sch99].

LIF{r isolierte Atome mit unterschiedlichen chemischen Potentiglet pg stellt sich im Falle
einer chemischen Bindung durch Landungstransfer ein gemeinsames chemisches Roles -
lekills ein. Um den Ladungstransfer und dapniichtig zu berechnen, gégt es nicht, dal? die chemi-
schen Potentiale der Pseudoatome richtig sind. Da der Landungstransfer von der zweiten Ableitung
der Energie nach der Elektronenzahl abgt, kann diese ®fRe als weitere Bedingung eingéft
werden.
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den Radialanteil der Kohn-Sham-Gleichurig

1 11+ Z

g — = A () vl ) | RAE(r) = enRAE(T).

Diese All-Elektronenrechnung liefert das effektive Potentii®(r) = —% +

Vit [ME] (1) + vie[M*E](r) und die Radialfunktionen der ValenzzastieR,\E mit den
entsprechenden Eigenwerta.

Die Eigenfunktionen der Valenzelektronen des Pseudoat@msen nun ent-
sprechend den normerhaltenden Bedingungen festgelegt werden. Ist der Radialan-
teil RES nullstellenfrei, ergibt sich durch Inversion der Kohn-Sham-Gleichung

1d?2 1(1+1)

2dr? 2r2

—UR®| RE(r) = enRES(Y)
das abgeschirmte Pseudopotential zu

1 1 d?RPS(r) 1(1+1
USSZSNJFE - Rn|2()_ ( 2)
R(r) dr 2r

und das ionische Pseudopotential zu
h = Uni(r) = via [nG(r) — wac[nG ().

Um normerhaltende und im Hinblick auf die Numerik geeignete Pseudopoten-
tiale mit entsprechenden Radialfunktionen zu erhalten, kann nach Troullier und
Martins [TM91] 13

r*lexp(p(r)) farr <rR

RES(r) — { RAE(r) furr > rR

und
UES(r) = UAE(r) furr >R
T e+ () + 3P0 () + 3p2(r) farr <R

angesetzt werden, wobg(r) ein Polynom sechsten Gradesrist undrff, der
jeweilige Rumpfradius ist. Forderung der Normerhaltung, der StetigkeitRfSn
und deren ersten vier Ableitungen, und daR diérkmung vorUfS(r) beir =0
verschwindet, bestimmp(r) eindeutig. Damit wird, in Hinblick auf die Ebenen-
Wellen-Basis [3.2], die Radialfunktion von auf3en in den Berei@hrﬁ in ge-
eigneter Weise analytisch fortgesetzt, damit zur Darstelludglichst wenige Ba-

siselemente bénigt werden [FS99].

2Hier ist der nichtrelativistische Fall ohne Spinanteil dargestellt. Es gibt aucht2mslie relati-
vistische Effekte bercksichtigen [FS99, KH77, HFJ93].

13Unter anderem wird auch oft die Methode von Hamann [BHS82] verwendet)E@rblickiiber
Pseudopotentiale und deren Konstruktion wird in den Artikeln [FS99, Pic89, Sin94] gegeben.
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Separierbarkeit

Um die Kohn-Sham-Gleichungen zasen, werden die Zustde nach einer ge-
eigneten endlichen Basigps} mit Ng Elementen entwickelt. Der Kohn-Sham-
Operator wird dann durch eimd; x Ng Matrix dargestellt. Ist das Pseudopotential
nicht lokal, nissen im AIIgemeinefD(Né) Integrale ausgewertet werden.

Mit der Methode von Kleinman-Bylander [KB823Rt sich die Anzahl, deiif
ein nichtlokales Pseudopotential zu berechnenden Integral®(&if) reduzieren
. Das vorgegebene nichtlokale Pseudopotential

ZVPS n,mr mit dem Projektoroperatdi’y i

wird zurachst in der Form
VPS(r)

VPS(r) :VIOk(I‘)+ Zw nlm(r)

Vir(r)

geschrieben, wobei’°¢ ein beliebiges lokales Potential ist. Das Kleinman-
Bylander-Pseudopotentidfs wird durch

Ps Ps|
(@Vicsl®) = Z @ |V<W|n|r|r\1zés|$mlfv> 9 it 0@ cH

definiert. Damit ist das nichtlokale Pseudopotential zu einem sogenasepan
rierbaren Pseudopotentiahodifiziert worden. Nach Konstruktion giltif die Be-
rechnung der Anteile des nichtlokalen Pseudopotentials, an den Matrixelementen
des Kohn-Sham-Operators in der Bagis

VPS VPS ,
(e VEs|oe) = Z fud <’L|"|nlr‘13|<jsrclljml‘ > ‘(PG>7

im Gegensatz zu

(2.49)

(s |Vics| Per) = Z (s Vi Pl O ).
n,,m

Zur Auswertung der separierbaren Form (2.49)ssen also jeweils nur didg

Integrale(yFs VIS ¢e) berechnet werden.

Insbesondere gitPSYFs. = ViESWES, fur die atomaren Pseudofunktiongf..
In einer anderen chemischen Umgebung gilt jedoch im allgemeinetid Valenz-
zustindeVPsY; £ VISW;. Um den entstehenden Fehler hinreichend klein zu halten,
wird das beliebige lokale PotentidP* geeignet gewhlt [KB82]. 1

1Dabei muR beachtet werden, daR keine Geisteindst auftreten [FS99].
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Eine weitere Mglichkeit ein separierbares Pseudopotential zu erhalten, er-
gibt sich durch Diagonalisierung der selbstadjungierten MatpixvPs|¢w ), wo-
bei{¢x} eine geeignete Basis uddy} die entsprechende transformierte Basis ist.
Damit schreibt sich das nichtlokale Potential nactidBlel [BI690] in der separier-
baren Fornt®

(@ |VP|Bk) (B VP 0 )
(Br|vPs| i) '

<%Mﬁ%0=%

2.3.6 Spindichtefunktional

Bisher wurde in diesem Abschnitt [2.3] die Dichtefunktionaltheoiiiedas inho-
mogene Elektronengas alsElektronen betrachtet. Ausgangspunkt war ein spi-
nunabkingiger Hamiltonoperator (2.14) mit dem entsprechenden Hamiltonopera-
tor (2.16) im Fock-Raum. Nun soll ein inhomogenes Elektronengas im nichtrela-
tivistischen Grenzfall behandelt werden. Der Einelektronen-Hamiltonoperator mit
demauReren Potentialr) ergibt sich dann zu

He = —%D2+v(r) +V5,
wobei fiir den spinabiingigen Einteilchenoperato? 16 fiirr o = +1

S ogousB firo=0o’
' 10 firo#£o
gilt. Damit ist der entsprechende Operator im Fock-Raum ein Potentialoperator
und kann nach Gleichung (1.19) in der Form

ﬁ:;%mg/@gm—ﬁ%m)m mit fA(r) = Ui Ws(r)  (2.50)

geschrieben werden, wob8ly(r) der Erzeugungsoperator uti;(r) der dazu
adjungierte Vernichtungsoperator ist. Sonihken dasuliere Potential und das
spinablangige Potential zu einem neuen Potenigl ) = v(r) + gopsBo zusam-
mengefasst werden und der zugebe Fock-Operatoraldt sich nach Gleichung
(2.50) und (1.20) durch die Dichteoperatofgtr%(r) ausdiicken

Uz%/%mmmm
= /v(r) (ﬁ%(r) - ﬁ_%(r)) dr+ ;QOUBB/ (ﬁ%(r) - ﬁ_%(r)) dr.

I5Hier kbnnen im Fall der praktischen Berechnung mit einer endlichen Basis die Geisieckist
oder andere Unstimmigkeiten des Pseudoatoms durch Hinzunahme weiterer Basiselemente vermie-
den werden.

16S peschreibt den Spin-Paramagnetismus, woaden gyromagnetischen Faktor upg das
Bohrsche Magneton bezeichnet. Der durch ein Vektorpotential beschriebene Diamagnetismus bleibt
hier unbetcksichtigt.
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Das weitere Vorgehen ist analog zu Abschnitt [2.3.1]. &@ler Grundzu-
stand,T der Fock-Operator der kinetischen Energie Magtler Fock-Operator der
Coulomb-Wechselwirkung, danmit sich entsprechend dem Hohenberg-Kohn-
Theorem beweisen, dal3 die Grundzustandsenergie

Eq = (9/T|9) + (91U |g) + (g]Vedg)

ein Funktional der beiden GrundzustandselektronendicEgr- Eg [n%,nf%]
mit ni%(r) = <g|ﬁi%(r)|g) ist. Entsprechend der Herleitung der Kohn-Sham-
Gleichungen in Abschnitt [2.3.2] wird die Variation kiggich ﬁl( )undn_ 1 unter

1

2

der Nebenbedingung konstanter Elektronenzahif(nl( )+ A )durchgeﬂhrt
und es ergibt sich eine spinaligige Kohn-Sham- Gle|chung

2
_ﬁ

mit dem spinab&ngigem Austausch-Korrelations-Potential

_ OExc
VXCO'[n%vnf%](r) = m

Mit der Dichte der Elektronen mit Spinrichturmgund der Elektronendichte

0% +v(r) + Vv [n](r) +gouBBo+vxco[n%,n_%](r)} Wio(r) = €joWjs(r),

besetzt

() =3 [Wie(N2 n(r)=ny(r)+n_y(r)

]
ergibt sich dieSpinpolarisation

Lokale-Spin-Dichte-Naherung

Analog zu Abschnitt [2.3.3] lautet die Austausch-Korrelationsenergie des spinpo-
larisierten Elektronengases in der Lokalen-Dichgéhsrung

£SOy n s | :/n( Jexc(n(r,(r))dr (2.51)

wobei gxc(n,{) = &x(n.{) + £¢(n,{) die Austausch-Korrelationsenergie pro Elek-
tron des homogenen spinpolarisierten Elektronengases bezeichnet.ghiaeihg

fur die Austauschenergie liefern die numerischen Ergebnisse von Monte-Carlo-
Rechnungen nach Ceperley und Adler [CA80]

1

-3 (g[)én% fur { = 0 analog(2.30)
ex(n,{) ={ 23&(n,0) fur{=1
g(%)é[(prz)% +(1-0)3 furo<<1

(2.52)
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Fur die Korrelationsenergie lautet die Parametrisierung [VWN80]

2
ec(n,{) = A(L) [In (x X Z)> L2 tan 1 P(x,Q)

x0) Q)
b(U)%@) [, [ (x—%(0)? "
“X00(0),3) ('”( X(.0) )+P<x0<z>,z>‘a” P(X’Z)ﬂ’

mit

- ()

X(x0) = **+b(Q)x+c()

Q) = /4c(Q)—b%(Q)
Q)
P(x,{) = m

Die verbleibenden Parameteiirfden unpolarisierten Faf = 0 und fur den
vollstandig polarisierten Fafl = 1 sind

AO) = 2 A(l) = 0.0310907
x(0) = -0.10498 xo(1) = -0.325
b(0) = 3.72744 b(l) = 7.06042
c(0) = 129352 c(l) = 180578

Fur die Interpolatior < { < 1 wird entsprechend Gleichung (2.52)
Sc(n» Z) = SC(na O) + [SC(n7 1) - SC(n7 0)] f (Z)

gesetzt mit

Q=2 (1+0f+(1-7)5-2].

2.4 Post-Hartree-Fock Methoden

Mit der Hartree-Fock Methode werden die Einteilchenfunktionen bestimmt, wel-
che die beste Bherung darstellen, wenn nur eine Slater-Determinante verwendet
wird. Der Fehler ist dabei nach Gleichung (2.15) durch die Korrelationsenergie
Ec. = E(;:-xakt_ Eg'F gegeben. Obwohl im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie als
Wellenfunktion auch nur eine einzelne Slater-Determinante angesetzt wird, liefert
die Losung der Kohn-Sham-Gleichung Orbitale und Energien, welche die Korre-
lationsenergie bécksichtigen. Jedoch ist das universelle Funktional nicht explizit
bekannt und sind die praktischen Verfahren im Rahmen der Dichtefunktionaltheo-
rie auch nicht exakt. Die Hartree-Fock Methode sowie die Methoden der Dichte-

funtionaltheorie basieren also auf Atgen mit nur einer Slater-Determinante.
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2.4.1 Konfigurationswechselwirkung

In den sogenannten @pnfiguration InteractionMethoden wird der Fehler des
Hartree-Fock Verfahrens reduziert, indem die Wellenfunktion analog Gleichung
(2.7) als Linearkombination von Slater-Determinanten

Wl = chwa

angesetzt wird, wobei typischerwel® = W3R gesetzt wird. Sind diex norma-
lisiert, gilt fur den Koeffizienten der Hartree-FogReferenz-Determinanted’S2
wegen der Approximationseigenschaften der Hartree-Fock Methode in der Regel
co~ 11

Werden fir N Elektronen zur praktischen Berechnung die Orbitale durch Line-

arkombination vorM Basisfunktionen approximiertdknenkyax = (“N") mogli-

che Slater-Determinanten gebildet werden. In den sogenakote@| Verfahren
werden alle mglichen Slater-Determinanten eksichtigt [LCC95].

Truncated CI

Im Gegensatz zunfull Cl Verfahren tihrt die Besclhankung auf endlich viele
Terme zu deffruncated CIMethoden. Dabei werden normalerweise nur Determi-
nanten bis zum-fachen Anregungsgrad zugelassen und damit kann die Wellen-
funktion in der Form

n
Wein — (Z)Tk) VRE mitTWRR= 3 wiavaa @59
k= ay <+~ <a,by < <by
\HT/—/

angesetzt werden, wobmgi;;;gt die Slaterdeterminante bezeichnet, in der jeweils
dasa;-te,... ac-te besetzte Orbital durch dds-te,... bc-te virtuelle Orbital ei-
ner Referenz-Determinanté? ersetzt wird. Damit ergeben si%’#) (M;N>
Maoglichkeiten zur Determinantenbildung.

Die Beschankung auf einfach und zweifach angeregte Determinanten ent-
spricht der sogenanntedl-SD(CI singles-doublésMethode und analog ergibt
sich dieCI-SDTQ(CI singles-doubles-triples-quadrup)edethode. Insbesondere
werden bei diesen Methoden nur die Entwicklungskoeffizienten der Determinanten
variiert.

Es existieren weitere Varianten dieser Methoden:

1"Entsprechend kann gezeigt werden, daf die Madgx= (WEP|H|WPP) dunn besetzt ist.
18Eine Anregung bedeutet, da ein im Grundzustand besetztes Orbital durch ein unbesetztes er-
setzt wird.
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MCSSCF (Multi Configuration SCF: Sowohl die Entwicklingskoeffizienten der
Determinanten als auch die der Orbitale werden variiert.

CASSCF (Complete Active Space SERNur ein Teil der Orbitale ist aktiv
[dSPCN97].

Die GroRenordnung der Anzahl der Determinanten kann bei Cl-Rechnungen bei
10° - 1P liegen.

2.4.2 Coupled Cluster

In der CCCoupled ClusteérMethode [Ciz69] wird die Wellenfunktion in einer ex-
ponentiellen FormyCC = exp(T)WSR angesetzt, wobéi der Operator aus Glei-
chung (2.53) ist. Zum Beispiel ergibt sich die sogenamotgpled cluster doubles
Wellenfunktion in der Form

WO exp(Ty ¥R = WR + 3 BRI 0 S Byt
wobei diese Expansion in der Regel abgebrochen wird, wenn alle Terme mit einem
2-fachen oder auci-fachen Anregungsgrad hierksichtigt wurden. Diese Expan-
sion ist insbesondere nicht variationell, jedoch kann gezeigt werden, dal3 sie im
Gegensatz zu den Truncated-Cl-Methoden konsisteriiglieh der Systemg3e
ist [Ful95]1°. Fur die CCD Methode skaliert die Anzahl der Determinanten formal
mit O(M®) und fur CC-quadrubles sogar n@(M?°).

2.5 Zusammenfassung

Alle diskutierten Verfahren unterscheiden sich im wesentlichen nur in der Be-
handlung der Korrelationsenergie. In der Hartree-Fock Methode wird diese ver-
nachBssigt, im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie durch das explizit unbekannte
Austausch-Korrelationsfunktional und in den Post-Hartree-Fock Methoden durch
Hinzunahme weiterer Determinanten ieksichtigt.

Die Post-Hartree-Fock Methoden liefern relativ genaue Ergebnisse, jedoch ska-
lieren sie mit der SystemgRe auf Grund der Anzahl der Determinanten sehr
schlecht. Sinnvoll &nnen sie somit nuif relativ kleine Molekilsysteme verwen-
det werden.

19Ein Nachteil der Truncated-Cl-Methode ist, daf siellggizh der Systemgiie nicht konsistent
ist. Wenn die System@fRe zunimmt, nimmt der Anteil der Korrelationsenergie, die in einem Refe-
renzraum (zum Beispiel alle einfach und zweifach Anregungsgrade) enthalten ist, ab. Die Ergebnisse
von Berechnungen in Systemen unterschiedligi@bRe* kbnnen somit schlecht miteinander ver-
glichen werden, da sich die Fehler in Systemen unterschiedlictide3richt,ausbschen”.
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Die Hartree-Fock Methoden und die Dichtefunktionaltheorie Methoden ska-
lieren beide im Gegensatz zu den Post-Hartree-Fock-Methoden relativ gut, da der
Anzatz ja nur eine einzelne Slaterdeterminatdiblesichtigt. Andererseits ist im
Vergleich zu den Post-Hartree-Fock Methoden die Genauigkeit relativ schlecht.
Ware das Austausch-Korrelationsfunktional expliziet bekaniitgden die Dichte-
funktionaltheorie Methoden exakte Ergebnisse liefern. Jedoch ist die Genaugkeit
der Dichtefunktionaltheorie Methoden in der Praxis auf Grund der verwendeten
Naherungen nur relativ schlecht einzuise?®. In der Praxis hat sich allerdings
gezeigt, dal3 die Dichtefunktionaltheorie Methoden im Vergleich zu den Hartree-
Fock Methoden bessere Ergebnisse liefétnBeide Methoden &mnen sinnvoll
zur Behandlung relativ groRer Systeme eingesetzt werden, wobei die Ergebnisse
als, Tendenzen" interpretiert werden sollten.

In dieser Arbeit sollen riaglichst grof3e Systeme behandelt werden, daher wird
im Folgenden mit Hinblick auf die Anwendungen nur noch die Dichtefunktio-
naltheorie Methode diskutiert.

20sjehe auch Abschnitt [2.3.3].
21Der Erfolg der Lokalen-Dichte-Bherung liegt darin, daf sich die Fehler in den Austausch- und
Korrelationsenergien awschen [HCW 97, HCW'98].



Kapitel 3

Basen

Damit eine der Elektronen-Struktur-Methoden praktisch durdiigéfwerden
kann, muf3 noch eine im Hinblick auf die Anwendung geeignete Basis, in der die
Einteilchenfunktionen entwickelt werden sollen, ausgelvwerden.

3.1 Gaul3- und Slater-Funktionen

Eine Moglichkeit ist, die Molekilorbitale ;(r) als Linearkombination der Ato-
morbitalexk(r;R) in der Form

M

Pi(r) = Zcika(hB) (3.1)

anzusetzen, wobei dieses dann einer Approximation in einem endlich dimensio-
nalen Teilraum entspricht. In diesem sogenannten LAAg@@ar Combinations of
Atomic Orbitalg Ansatz folgt, dal? die Dichte

M
n(r) = ;PkIXk(r;B)XI (r;R) (3.2)
ein Ausdruck in den Termen von Atomorbital-Produkten ist und die Coulomb-

Wechselwirkung in Termen der Form

1

/] XalF3R) (1R [ Xl R (1 s Ryl (3.3)

geschrieben werden kann. Werden nur die Entwicklungskoeffizienten variiert, er-
gibt sich entsprechend Gleichung (2.5) ein allgemeines Eigenwertproblem

HKXSC = SCE (3.4)

65
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die sogenannteRoothaan-Hall GleichungeliKel99]. Die Dichte ist entsprechend
Gleichung (3.2) ein Objekt miD(M?) Komplexitat und der Aufwand zur ésung
der Roothaan-Hall Gleichungen skaliert formaQtM*).

In Anlehnung an die Orbitale wasserstdthlicher Atome (1.6) kommen daher
die sogenannten Slater-Funktionen (SBater Type Orbitals

S, mr,8,¢) =Nr" texp(—{r)Yim(9,9)

als Basisfunktionen in Betracht, wobii eine Normierungskonstanté,die ef-

fektive Ladung des Atomkerns ist und die Parametérm analog zu den Ato-
morbitalen auch als Quantenzahlen bezeichnet werden. Im Allgemeinen sind diese
Basisfunktionen an den Kernpositionen zentriert. Da die Berechnung der Vierzen-
trenintegrale (3.3) sehr aufwendig ist, werden stattdessen in der Regel sogenannte
GaulR-Orbitale (GTOGaussian Type Orbita)s

G(a,n,l,m;x,y,z) = NXy™Z" exp(—ar?)

verwendet!. Oder es werden durch Linearkombination von Gauffunktionen ap-
proximierte Slater-Funktionen, welche dannkasitraktionerbezeichnet werden,
verwendet. Damit kann der Aufwand der Berechnung der Vierzentrenintegrale
um eine erhebliche Konstante reduziert werden, denn das Produkt zweier Gaul3-
Orbitale ist wieder ein solches.

Mit modernen Baum-Methoden kann unter geeigneten Voraussetzérugen
Aufwand zur Losung des allgemeinen Eigenwertproblems@ log(M)) redu-
Ziert werden [CS96, Wil02].

3.2 Ebene-Wellen

Die GauR- und Slater-Funktionen haben ihren Ursprung itietichkeit zu Or-

bitalen wasserstadhnlicher Atome, also insbesondere gebundener Teilchen. Im
Gegensatz dazu kann ein freies Teilchen betrachtet werden, welches in der Quan-
tenmechanik durch die zeitadhgige Schidingergleichung

hoy R
it 2m
. . . . . . 22
beschrieben wird. Mit der Dispersionsbeziehl{) = hw(G) = ﬁz—ﬁ der Mate-
riewellen bsen ebene Wellen

Wi (r) =exp(i(Gr —wt)) = exp(i(Gr — Et))

0%y (3.5)

1Dabei istN eine Normierungskonstantey, zsind Kartesische Koordinaten mft = x2 + y2 + 72
undn,l,mentsprechen nicht den Quantenzahlen sondern nur formalen Exponenten.

2Hier wird normalerweise die Loka#it der Elektronendichte von gebundenen Elektronen vor-
ausgesetzt. Insbesonderénken dann idnne Matrizen verwendet werden und somit skaliert der
Aufwand des Eigenweitkers prinzipiell linear.
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die Schibdingergleichung (3.5), allerdings sind diese wedy(r)|? = 1 nicht
quadratisch integrierbar und somit nicht Elemente des HilbertrauiéR?).
Daher wird zur @herungsweisen Beschreibung freier Teilchen nun der Hilber-
traum %o = £2(Q), deriber einem endlichen Volume® quadratisch integrier-
baren Funktionen, betrachtet und es werden periodische Randbedingiinden f
Schibdingergleichung ge@hlt, wobei das endliche Volumen der Einfachheit hal-
ber einem Spat entspricht.

3.2.1 Periodische Funktionen

Sei das endliche VolumeQ ein Spat, der von den linear unabigigen Vektoren
a1,ap, a3 € R® aufgespannt wird. Mit Hilfe der aus déBasisvektorerles Spats
gebildeter x 3 Matrix

h = [a;,a2,a3], (3.6)

ergibt sich dessen Volumen
V = deth).

Mit der Menge der sogenannt&ittervektoren
L={L|L=hn, neZz}

ergeben sich die periodischen Randbedingundgerdie zeitabhngigen ebenen
Wellen

We(r,t) = \/1V exp(iGr) exp(—:TEt)

Xa(r)
in der Form
Xe(r+L)=xXa(r), WreR3VLeL

und diese sind nuif exp(iGL ) = 1 erfullt. Also kdnnen die Ausbreitungsvektoren
nur Werte der diskreten Menge, der sogenanrggiproken Gittervektoren

G={G|G=2nh"Y"1g, gez?}, (3.7)
annehmen, wobei die durch die Beziehung
[b1, by, bg] = 2m(ht) 1
definierten Vektoren alBasisvektoren des reziprogen Gittéezeichnet werden.

Die ebenen Welleyg(r) sind insbesondere orthonorntal

elxe) = [ X(nxe(r)dr = ee

SDas Integral(xg|xc/) zerfallt mit r = zfxlal in ein Produkt aus drei Integralen der Form
1 .
Jo exp(|2n(g/j fg,-)xj> = 69/191,.
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und bilden als Eigenfunktionen des selbstadjungierten Laplace-Opefatins
Basis des Hilbertraume&g,. Fur Funktioneru(r) € Hq, die mit dem VolumerQ
periodisch sind, ergibt sich somit mit Hilfe dEbenen-Wellen Basuie Fourier-
Entwicklung

u(ry=u(r+L)= chxG(r) = EO(G)exp(iGr), (3.8)
wobei die Koeffizienten der Fourier-Transformation

cG:/ng(r)u(r)dr, a(G)zé/Qu(r)exp(—iGr)dr

entsprechen. Der Spat, der von den reziproken Basisvektoren aufgespannt wird, hat
das Volumen

8
Vr == det([bl, bz, b3]) = 7
und wird alsreduzierter Bereiclibezeichnet. &r eine mit dem reduzierten Bereich
Q; periodische und absolut integrierbare Funktion ergibt sich analog zu Gleichung

(3.8) die Fourier-Entwicklung

W(G) =w(G+L,) = ZW(L)exp(iLG), LreG

im reziproken Raum mit entsprechenden Entwicklungskoeffizienten

1

W(L) = | W(G)exp(~iLG)dG

3.2.2 Bloch-Funktionen

In Analogie zum Hilbertrauntg soll ein Teilchen in einem periodischen Potential
U(r+L)=U(r) betrachtet werden. Dazu kann von der stairen Schidinger-
gleichung in der Form

2
(e TP+ U ()W) = E(1) (3.9)

—_—
H(r)

ausgegangen werden, wobei der Hamiltonoperator der Peritdiztdingung
H(r +L) = H(r) geriigt. Die Eigenfunktionen issen dabei der sogenannten
Bloch-Bedingungeriigen.

“Die ebenen Wellen sinddsungen der Helmholtz-Gleichui@? + G?)Xg (r).
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Bloch-Bedingung

Theorem 3.1 (Bloch). Sei das Potentidl mit dem BereiclQ periodischU (r +
L)=U(r), dann geiigen die Eigenfunktionen des Einteilchen-Hamiltonoperators

H:—EZDerU(r) (3.10)
2m
der Bedingung
Y(r+L)=exp(ikL ) (r) (3.11)
und lkdnnen in ein Produkt
Wnk(r) =exp(ikR) unk(r) (3.12)

aus einem Phasenfaktor und einer gitterperiodischen Funkiigar +L) =
unk(r) zerlegt werden. Hierin ish der Index, der Wellenfunktionen zu verschie-
denen Bindern unterscheidet, der sogenannte Bandindexkuohel Ausbreitungs-
vektor.

Beweis. Sei nuny eine beliebige Eigenfunktion des HamiltonoperatdrsWei-
terhin seiL € L ein Translationsvektor des Gitters ufidder dazu entsprechende,
durch

TLW(r) =w(r+L)

definierte, Translationsoperator. Da der Hamiltonoperator mit den Translationsope-
ratoren kommutiert
[H(r),T.]=0, VL €L,

haben diese gemeinsame Eigenfunktionen und die Eigenfunktioned (rorias-
sen sich nach Eigenwertex(L) von T_ charakterisiere. Sei nuny eine Ei-
genfunktion mitTmatmpl = A(L )Y und HY = EY. Da der Translationsoperator
die Norm invariantRt, gilt|]A(L)|2 = 1|. Zu jeden Basisvektas; des Gitters sei
¢j € Rmit

A(aj) = exp(i2mg;)

gegeben. Auf Grund der Gruppeneigenschaften igilefnen beliebigen Translati-
onsvektol. = zﬁzlaknk mit ng € Z die Bloch-Bedingung

k=1

3
Wr+L)=Tow(r)= exp(iZn(Z nka>> W(r)

= exp(ikL ) y(r),

SDer Translationsoperator induziert eine Darstellung der Translationsgruppe in jedem Eigenraum
vonH. Da die Translationsgruppe abelsch ist, artlie Darstellung in eindimensonale irreduzible
Teilraume. Insbesondere sind daher die Eigenwerte des Translationsoperators nicht entartet.
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wobei mit Hilfe der reziproken Basis der Ausbreitungsveltce z:j;:lzjbj ge-
setzt wurde. Der Ausbreitungsvektorklassifiziert bestimmte Zughde in einem
Eigenraum zu dem EigenweR. Zu einem bestimmten Wellenvektirkdnnen
natirlich auch mehrere Zusbhde, verschiedener Energig, vorkommen. Die
Eigenfunktionen vor (r) werden also durch den Bandindexinterschieden und
sei die Funktiorunx nun dazu durch

Wnk(r) = exp(ikR) unk(r)
definiert, dann folgt mit Hilfe der Bloch-Bedingung

Unk (r +R) = exp(—ikr ) exp(—ikR) Ynk(r + R)
= exp(—ikr) Wnk(r)
= Un7k(r)7

die Gitterperiodizi&t vonup k. O

Nun sind die Bloch-Funktionen (3.12) nicht Elemente von dem Hilbertraum
£2(R3), daher wird nur der Hilbertraurfg Uber einem endlichen Volume® be-
trachtet. Die Funktionen, x sind mit dem endlichen Volume®, welches auch als
Elementarzelldezeichnet wird, periodisch. Zur Vermeidung von Olgetilenef-
fekten am sogenannteébrundgebietQ werden periodische Randbedingungén f
alle Elemente(r) € # eingefihrt

Wnk(r+njNjaj) =Wnk(r) farnjeZz, j=1,2,3, (3.13)

wobei das Grundgebi€) dem Spat entspricht, welches von den linearuaagh
gen VektorerNqa;, Niap, N3az mit fest gevéhltenN; € N\{0} aufgespannt wird
(vgl. Abbildung 3.1Links). Aus der Bloch-Bedingung (3.11) folgt, dal? die Periodi-

T T T | | | |
| | | | | | |
! ‘ [ A
\ b
Nzaz———ffféffffa bp | * ¢ 3
‘77L771774 B .o o 77.7 B
a2 Q : : b 1 by
L L | | | |
a Nia1

Abbildung 3.1:Links Das Grundgebie® mit Elementarzell€. Mitte: Das reziproke Gitter mit
k-Punkten im reduzierten BereicRechtsDas reziproke Gitter mik-Punkten in der Brillouin-Zone.

zitatsbedingung (3.13) nur dann igif ist, wennkN;a; = 2rmm; mit m; € Z. Also
kann der Ausbreitungsvektor nur diskrete Werte

M 107 mg .
K=-—by+-—2bo+—2bs mitm; €Z
VRN VRN i €
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annehmeS.

Brillouin-Zone

Fur einen reziproken Gittervekt@ und einen Gittervektok gilt die Beziehung
LG = 2rmmit m € Z. Aus der Bloch-Bedingung folgt somit die Gleichung

Wnkra(r+L) =expikL )Wnk a(r),

also istYnk+c(r) eine Eigenfunktion zum Eigenweekp(ikL ) des Translations-
operatorsT, . Andererseits ist dies nach der Bloch-Bedingung auch die Funktion
Wnk(r). In dem hier gegebenen Beweis des Bloch-Theorems [3.1] ergab sich ins-
besondere, dal3 die Eigenwerte des Translationsoperators nicht entartet sind, al-
S0 Qilt Ynkic(r) = WYnk(r). Somit kann zwischen den Ausbreitungsvektoken
undk + G nicht unterschieden werden unigr fdie Energieeigenwerte vadh gilt

Enk+c = Enk. Daher reicht es aus, die Ausbreitungsvektoren im reduzierten Be-
reich zu betrachten

m .
k:—1b1+@b2+@b3 mit0<m; <N; € Z
N1 N> N3

(vgl. Abbildung 3.1Mitte), oder die Ausbreitungsvektoreknen durch die Be-
dingung|k| < |k + G| auf die sogenanntBrillouin-Zone eingeschéinkt werden,
welche das gleiche Volumen und die gleiche Anzahl #gPunkten besitzt (vgl.
Abbildung 3.1Recht}.

Orthogonalitatsbeziehung

Seien die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators in Form von Bloch-Funktionen
Wnk(r) =exp(ikr))uy k(r) dargestellt. Das Integréiber das Grundgebi€l

(Pnk W khs = /ﬁexp(i(k’—k)r) uﬁvk(r)ungk/(r)dr
kann mit Hilfe derN;NoN3 Gittervektoren
{RIR=ma;+mna+nzas, 0<nj<Nj, j=1,2,3}

in eine Summe voiN;N>N3 Integraleniiber die Elementarzell@

N1N2N3

Wnkldrscla =y exp(i(K' ~KR) [ expli(K ~ k) iy(r)u ()

6Die k-Punkte nnen durch geeignete Wahl vbh, No, N3 beliebig dicht aneinander liegen. Der
Ausbreitungsvektor ist also eine quasikontinuierliche Variable.



72 3 BASEN
zerlegt werden, wobeilf die Integrationsvariable= R +r’ gesetzt wurde. Damit
ergibt sich die Orthogonaditsbeziehungiir Bloch-Funktionerf

(Wnk|Wr k)& = N1N2Nadir (Unk [Ur k) @
Die gitterperiodischen Funktionem,x konnen nach Abschnitt [3.2.1] nach

der Ebenen-Wellen-Basjg entwickelt werden. Damit ergibt siclif die Bloch-
Funktionen

Wnk(r) = exp(ikr) gcn,k,GXG(r) = CkG \1N exp(ik+G)r)  (3.14)

Xk+G(r)

und die ebenen Wellen der For, ¢ erfullen die Orthogonalétsbeziehung

(Xk+6|Xk+6)a = N1N2N3dk dger-

3.2.3 Festlbrperphysik

In der Festkrperphysik werden Kristalle betrachtet. Zur gbarten Bestimmung
deren Elektronenstruktur werden Elektronen in einem periodischen Potential be-
trachtet. In diesem Abschnitt sollen nun kurz einige Aussagen, die sich im Rahmen
der Festikrperphysik ergeben, angeifrt werden.

Energiebander

Einsetzen der Bloch-Funktionen in die Einteilchen-8dimgergleichung (3.9) lie-
fert fur festek die Eigenwertgleichung

R? Rk (—ih0)  R%k?2
< 024 (—i )+

_% m 2m +U(r)> Un,k(r) = En.’kumk(r)’

wobei die Eigenfunktionen und Eigenwerte zum Bandindeparametrisch von
k abhangen. Da der Ausbreitungsvekiorine quasikontinuierliche Variable ist,
gibt es zu jedem Inder ein Energieintervall in dem quasi kontinuierlich Energi-
eigenwerteE, (k) liegen. Diese sogenannt&mergielanderkonnen durch Ener-
gielucken getrennt sein oder sich teilweigmerlappen.

Werden nun speziell Elektronen im periodischen Potential betrachtet, kann so-
mit die Elektronenstruktur von Kristallen gé&mert beschrieben werden. Im folgen-
den sollen nun einige Aussagen der Fégplerphysik aufgeéfhrt werden. Im Rah-
men der Fermi-Dirac-Statistik ergibt sich, dal’3 g&er Fermi-Dirac Verteilung

"FircN = 1undc # 1folgt yN-Jc" = 0.
8Mit Produkt- und Kettenregel ergibt sich
O?Pnk(r) = exp(ikr) (O2Unk () + 2ikOun (1) — K2Unk(r)).-
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alle Zustinde unterhalb der Fermi-Enerdie bei der Temperatuf = 0 besetzt
sind und oberhalb unbesefztDie Energielander, die vollsindig mit Elektronen
besetzt sind, werden al&alenziinderbezeichnet. Die nur teilweise besetzten sind
die sogenannteheitungslander Anhand der Energiéimder werden im Rahmen
der Festkrperphysik folgende Typen von Kristallen unterschieden.

Metall: Er schneidet mindestens ein Energieband und somit existiert die soge-
nannteFermi-Flache Nur teilweise besetztedahder fihren zu hoher elektri-
scher Leithigkeit.

Halbmetalle Ein Metall, bei dem das Fermi-Niveau an einer Stelle mit relativ
geringem Bandberlapp liegt und somit die elektrische Latigkeit relativ
gering ist.

Isolator. Die Fermi-Energidr falltin eine Energidlcke und somit existiert keine
Fermi-FRche. Also ist das oberste Valenzband valtstig besetzt und durch
eine Energidlcke vom untersten Leitungsband getrennt.

Halbleiter: Ein Isolator, fir dessen Energig@tkeEgap beim Fermi-NivealEgap <
1—2eV gilt, wird als Halbleiter bezeichnet, da Verunreinigungerézzighe
Energieniveaus in der Energigke erzeugendanen.

Integration Uber die Brillouin-Zone

Im folgenden soll nun ein System vy, Elektronen betrachtet werden, wobei
ein Ansatz geréf3 dem Pauli-Prinzip mit Einteilchenfunktionen entsprechend Ab-
schnitt [1.1.4] gewhlt wird. Werden die Einteilchenfunktionep; \(r) nun als
Uber der Elementarzell@ mit VolumenV normierte Bloch-Funktionen angesetzt,
ergibt sich fir die Elektronendichte im Falle eines Isolators oder eines Halbleiters

besetzt
2/ 7NJJ|( ‘de»
Qgpz

wobei Qg7 die Brillouin-Zone mit dem VolumeNgz = @ ist. Insbesondere ist
die Dichte gitterperiodisch mid.

Im Falle von Metallen treten nicht vollbesetzte Energietber auf. Daher wer-
den die sogenannteBesetzungszahlefj(k) der Einteilchenfunktioner; x ein-
gefuhrt. Fir die Besetzungszahlen gilt im Grundzustand

| O furEjk >Er
file) = { 1 furEjx <Er

9 i ibt siche — & _ _
Im Falle freier Elektronen ergibt sichr = - = (3T[2n)3 mit der Elektronendichte =

L
me T 2me

<|F
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und insbesondere gilt die Gleichung

z / —dk N,
Qpz B

Damit ergibt sich die Elektronendichte in der Form

=3 [, 60 WPk

Zur nummerischen Berechnung der Dichte wird §&hdem Abschnittiber
die Brillouin-Zone in Abschnitt [3.2.2] nur eine endliche Anzald; = NiN,2N3
von k-Punkten betrachtet. Weiterhin ergibt sich im Rahmen der Bgstkphysik,
daR entsprechend der Kristallsymmetrie aus Translation und Punktransformation
auch die Energiginder Symmetriebedingungen krRaum erfillen missen. Da-
zu zZAhlen dielnversionssymmetri€,(—k) = E,(k) und die Symmetrietransfor-
mationenS der Punktgruppe des Kristali,(Sk) = En (k). Es gibt verschiedene
Methoden [ES83, MP76, CC73, Bal73], die unter Ausnutzung dieser Symmetrie-
eigenschaften die Anzalgz der zu betrachtenddaPunkte, auf eine relativ ge-
ringe AnzahlNsgz von speziellerk-Punkten reduziert. Damit ergibt sichirfdie

Elektronendichte
Nsgz

Wy Faa Wi (NI,
J

wobei fiir die Gewichtes *w; = 1 gilt.

3.2.4 Darstellung der Kohn-Sham Gleichungen

Es sollen analog zu Abschnitt [3.2.3] Elektronen in eiriufierem Potentiar),
welches periodisch mit dem Spatist, betrachtet werden. Entsprechend Abschnitt
[3.2.1] hatQ das VolumerV = det(h). Werden nun im Rahmen der Dichtefunktio-
naltheorie entsprechend Abschnitt [2.3] die Kohn-Sham Gleichungen (.26)

(TP H W) vl ()0 () =iy (1) (3.15)

VKS(r)

mit dem gitterperiodischeaulerem Potentia(r) betrachtet, ist das effektive Po-
tential VKS gitterperiodisch. Die Kohn-Sham-Orbitale werden in der Form von
Bloch-Funktionen in der Ebenen-Wellen-Basis entsprechend Gleichung (3.14)

Wi(k,r) = exp(ikr) f%qe )exp(iGr) = \Fgc,e yexp(i(k+G)r)

ui (k,r)
(3.16)

101n atomaren Einheiten.
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entwickelt, mit den Gittervektoreh und den reziproken Gittervektorgn. Die
Dichte ergibt sich nach Gleichung (2.23) und Abschnitt [3.2.3] in der Form

nr):\iZ/Viz (ZC,G, )cic(k exp(i(G—G’)r))dk

G,G

( z/VB Gl )Ci-G(k)dk>exp(i(G_G’)r)7

wobei f(k) die Besetzungszahlen der Orbitale sind. Die Fourier-Entwicklung nach
Gleichung (3.8) ergibt sich in der Form

n(r)= gﬁ(G)exp(iGr) mit A(G) = \:;/Qn(r)exp(—iGr)dr. (3.17)

Einsetzen der Kohn-Sham-Orbitale in der Form nach Gleichung (3.16) in die
Kohn-Sham-Gleichungen (3.15) und Integratiglmer Q ergibt die Kohn-Sham-
Gleichungen in der Form

g <—;|k +G[?86,6 +V<S(G — G’)) G (k) =& (k)cig(k),

wobei insbesondere(r) als ein lokales Potential vorausgesetzt wurd®abei
mussen f@ir jeden Ausbreitungsvektde die Bedingungerd; fi(k) = Ngj, wobei
fi(k) € {0,2} istund

ui*(kvr)ui'(kﬁ)dr:ai,i’ (318)
Q
erfullt sein, falls der Spin bei gerader Elektronenzshl nicht explizit beticksich-

tigt wird 12 . Wird der Spin explizit bdicksichtig, die Kohn-Shom-Orbitale werden
also in der Form

Yo,i(k,r)=exp(ikr) \/vgco.g )exp(iGr) = gco.e yexp(i(k+G)r)

Ug,i (K,r)
(3.19)
angesetzt, ilssenfir jeden Ausbreitungsvektérdie Bedingungery ;3 foi(K) =
Ngj, wobei fg (k) € {0,1} ist und

[ toik.r ) (k,r)dr = & (3.20)
0 @
gelten, wobeo € {—— —} ist. Dabei ergibt sich die Dichte entsprechendhay =
Yo No(r) Mitng(r) = 3; fvéz fo.i (k) [Woi (K, 1) [2dk

HAuf die besondere Behandlung der Terrie@ = 0 wird in Abschnitt [refkap:EW-PP:ES] ein-

gegangen.
123edes Band kann mit zwei Elektronen unterschiedlichen Spins besetzt werden.
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3.3 Zusammenfassung

Ein Vorteil der Gaul3- und Slaterfunktionen liegt darin, dal3 gebundene Elektro-
nen, die Elektronendichte ist also an den Kernpositionen lokalisiert, mit Hilfe
relativ weniger Basisfunktionen dargestellt werdémiken. Ein Nachteil ist da-

mit allerdings auch, daf? delokalisierte Elektronen relativ schlecht dargestellt wer-
den Knnen. Weitere Nachteile sind die formal hohe Ordnung des Aufwandes zur
Losung des allgemeinen Eigenwertproblems und periodische Probtemerknur

mit zusatzlichem Aufwand behandelt werden.

Umgekehrt Bnnen mit Ebenen-Wellen nicht-periodische Systeme nur relativ
schlecht beschrieben werdénEin weiterer Vorteil der Ebenen-Wellen ist, daR
entsprechend des folgenden Abschnittes [4] der Aufwand im wesentlichen von der
OrdnungO(Nlog(N) ist, wobeiN die Anzahl der Ebenen-Wellen bezeichft
Allerdings wird zur Beschreibung von lokalisierten Elektronendichten eine relativ
hohe Anzahl von Ebenen-Wellen ligigt, so dal3 die Ebenen-Wellen nur sinnvoll
im Zusammenhang mit Pseudopotentialen genutzt werdenda.

Sollen auch die Kernkfte bestimmt werden, so muf3 noch die sogenaRunte
lay Kraft beachtet werden [Pul69, Pul87].

3.3.1 Pulay Krafte

Analog zum Beweis des Hellmann-Feynman Theorems in Abschnitt [1.2.5] ergibt
sich

Fi = —0 (Wo|Hei|Wo) = —(Wo| 0 He [Wo) — (0 Wo HEI|Wo) — (Wo HEI| T, Wo),

FHET E—0

wobei Wy der Grundzustand baglich des elektronischen Hamiltonoperaky,
ist. In der praktischen Durctihrung auf dem Rechner kann nur eine endliche An-
zahl von Basisfunktionen verwendet werden, so dal3 der zugrundeliegende Hilber-
traum nicht vollsindig dargestellt wird. Wird nun der Grundzustadgimit einer
Slaterdeterminanten von Einteilchenfunktiongndargestellt, wobei die Einteil-
chenfunktionen in einer endlichen Basis MiElementen entsprechend Gleichung
(3.1)

N

Wi(r) = Zcika(va)

13Das VolumenQ muR dann relativ groR geéhlt werden oder das Coulomb-Potential, welches
durch die Poisson-Gleichung bestimmt ist, muf3 mit anderen Randbedingungen bestimmt werden.
14Die diskrete schnelle Fourier-Transformation skaliert @ log(N).
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entwickelt werden, verschwindet der Telffp im allgemeinen nicht. Denn mit
(Wi|@j) = &j undHg i = & gilt

N
Fi=-— > ; ((Dixk[Her —&ilxi) + (Xx[Hel — & |Th Xi))

undE, verschwindet im allgemeinen nur, wehlixk(r; R) in dieser endlichen un-
vollstandigen Basis darstellbar ist [SVB85].

Sind also die Basisfunktionen ahgig von den Kernpositionen, wie im Falle
von GauR- und Slaterfunktionen, muR der KorrekturtEfroeachtet werden. Wer-
den im Falle von Ebenen-Wellen nur die Basisfunktiogeg (r) = % exp(i(k +
G)r) mit %\k + GJ|? < Ecyt verwendet, verschwindét, xx g (r) = 0, falls das Vo-
lumenQ nicht variiert wird. Dies ist ein entscheidender Vorteil im Rahmeneder
initio Molekuldynamik. Fir variables Volumeh® muR der sogenannRulay Stress
beachtet werden [FC86, DNK86, Van87].

3.3.2 Weitere Basen

Die Gaul3- und Slaterfunktionen und die Ebenen-Wellen sind also grundlegend ver-
schiedene Arize. Im Weiteren sollen nun einige weitere Typen von Basisfunk-
tionen erhutert werden.

Gemischte und erweiterte Basen

Diese Basen sind Kombinationen aus lokalisierten Funktionen, wie den Gaul3-
und Slaterfunktionen, und aus delokalisierten Funktionen wie zum Beispiel den
Ebenen-Wellen. Es wird also versucht, die jeweiligen Vorteile der Basistypen zu
nutzen und die Nachteile zu unteiidken. Es gibt vieliltige Mdglichkeiten sol-

che Kombinationen zu bilden. Die Implementationen sind normalerweise relativ
spezifisch [Bb94, LHP97] und in der Regel treten hier auch die urigrschten
Pulay-Kiafte auf.

Wannier Funktionen

Dieser Ansatz beruht auf denen aus Abschnitt [3.2.2] bekannten Bloch-Funktionen.
Entsprechend Abschnitt [3.2.2] bilden die Bloch-Funktionen als Eigenfunktionen
des selbstadjungierten Hamiltonoperatbtsm Hilbertraum #g der tber dem

1530l der Druck konstant gehalten werden, muR3 das Volumen variiert werden und somit die An-
zahl der Basenifr konstanteg.
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GrundgebieQ quadratisch integrierbaren Funktionen ein valttiges Orthogo-
nalsystem. Seien die Blochfunktionen nilier dem Grundgebi€? mit Volumen
V = N1NoNgV

1 1 .
an(kvr) = \/an(kar) = Wexmkr)un(k,r)

normiert. Die unifire Transformation, entsprechend d&amN>N3 x N3N>N3 Matri-

l _. . . . _ .
xelementen\/W exp(—ikL ) transformieren die normierten Bloch-Funktionen

{n(k,r) in die sogenanntewannier-Funktionen

1 N1N2N3 1 N1N2N3
r—L)= ——— exp(—ikL k,r)= k.r —R).
S R g SRR gy g Wil =R

Es ergibt sich, daf3 die Wannier-Funktionen wiederum ein voitiges Orthonor-
malensystem im Hilbertraurils bilden und die Rcktransformation ergibt die
sogenannt8loch-Summe

N1N2N3

Wn(k,r) = Z wi(r —R)exp(ikR),

die aus einer am Orte lokalisierten Funktiow,(r — R), eine Funktionp,(k,r),
welche die die Bloch-Bedingung éift, erzeugt.

Die Wannier-Funktionen sind im Rahmen periodischer Systeme eine Alternati-
ve zu den Ebenen-Wellen. Unter bestimmten Voraussetzungen haben die Wannier-
Funktionen bessere Lokalisierungseigenschaften als die Ebenen-Wellen [MV99].

Wavelets

Es gibt erste Andtze mit Hilfe Wavelet basierter Methoden [GI198b], Verfahren
zu entwickeln, deren Aufwand linear skaliert [GI98a, CAJ93], ohne dal} die un-
ernminschten Pulay Kafte auftreten.

Gittermethoden

Es gab erste Arigze mit Hilfe Finiter-Differenzen-Verfahren auf uniformen Git-
tern [CP87]. Mittlerweile gibt es auch viele Adize mit moderneren Metho-
den, wie Methoden mit nicht uniformen Gitter, Mehrgittermethoden und Finite-
Elemente Methoden [WWT89, BG92, CTS94, CTWS94, TT95]. Unter geeigne-
ten Voraussetzungen skaliert der Aufwand dieser Verfahren linear, jedoch muf3 das
Auftreten der Pulay Kafte jeweils gepift werden.



Kapitel 4

Ebene-Wellen Pseudopotential
Methode

Entsprechend Abschnitt [3.3] kann die Dichtefunktionalmethode im Rahmen der
Ebenen-Wellen-Basis in der praktischen Duitirfing normalerweise nur sinnvoll
genutzt werden, wenn Pseudopotentiale verwendet werden.

Es soll nun ein guantenmechanisches SysteniNmiElektronen undNk Ker-
nen betrachtet werden. Im Folgenden wird dabei der Spin nicht explizitk&ich-
tigt, sondern nur gegebenfalls auf die entsprechenden Formulierungen eingegan-
gen. Dazu soll im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie die Ebenen-Wellen-Basis
nach Abschnitt [3.2] verwendet werden und es sollen periodische Randbedingun-
gen gelten. Daaul3ere Potential(r) sei also periodisch mit dem Spat welcher
das VolumerV besitzt. Die Kohn-Sham-Orbitaléknen als Bloch-Funktionen mit
den Basisfunktionegk . (r) entsprechend Gleichung (3.14) entwickelt werden

l]JLk(r) = exp(ikr)uhk(r)

= cuoerolr) = \1N 3 Gaoexplilk +8)). “.1)

WObeilﬂi’k(l’ +L)=uik(r) gitte[periodisch miQ ist undy; i (r) mit dem Grund-
gebietQ, welches das Volumewt = N1N>N3V besitzt. Weiterhin sollen die (1)
die Orthonormalitsbeziehungeh

/Qui’ik(r)uigk(r)dr: 5i 4.2)

entsprechend Gleichung (3.18) in Abschnitt [3.2.4]ikeh und fir die Elektro-

1Zur expliziten Beticksichtigung des Spins siehe Gleichung (3.19).
27ur expliziten Beticksichtigung des Spins siehe Gleichung (3.20).

79
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nendichte® ergibt sich entsprechend Abschnitt [3.2.3]

Nssz Nsgz

=y Zwszlkm,l ZWk—l (4.3)

wobei Nsgz Ausbreitungsvektorek mit geeigneten Gewichtewy € R aus der

Brillouin-Zone ausgewhlt wurden und didfj x seien geeignete Besetzungszahlen
4

Im Rahmen der Bherung der unvanderlichen lonen lautet die zéidende
Kohn-Sham-Gleichung aller Valenzelektronen entsprechend Gleichung (2.43) in
Abschnitt [2.3.4]

[—EDZ FVER() v V] () ViV (0] Wik (1) = &k Wik (1), (4.4)

mit Ve (r) = 5| 5.1, P, (r — Ry 1, — L), wobeils die verschiedenen lonentypen,
I, die einzelnen lonen der jeweiligen lonentypen indiziert inittervektoren
bezeichnet. Weiterhin sei, (r) die Dichte allerNy Valenzelektronen. Die totale
Energie der Valenzzughde ergibt sich nach Gleichung (2.45) zu

Elmv] :Ts[n\/]+/QvE'K(r)n\/(r)dr+;/gWdrdr’+Exc[m]

r—r|

Eei[nv] En[nv] (4.5)
2 Z (Is))a) Z(Js,Ja) ‘Rl&,la - RJs-,Ja —L |

Das Potential®'—¥ soll nun durch ein PotentiaPs ersetzt werden. Nach dem
Abschnitt [2.3.5]uber Pseudopotentiale seien die normerhaltenden Pseudopoten-
tiale v,'zs in der separablen Form nach Kleinman und Bylander

|
V=V 0. + 5 o Is’I|L|JIS7I7m><| sl |
° e (WP VY WP )

gegeben, wobedkv{"l( r) = Vi 1(r) — Vigio.(r) und vy, (r) entsprechende Radial-
funktionen sind undpf; . (r) = Re(r)Yim(8,0) die Valenzzusinde des Pseudoa-
toms mit Indexls. Entsprechend der Zerlegudy, = vf’s'°°+v,'23”' kann das Po-

tentialvPS mit Hilfe eines lokalen AnteilsPS'°¢ und eines nicht lokalen aber sepa-
rablen AnteilsvPS" in der Form

VEIfK PSS = Vpsloc + Vps,nl’

(4.6)

mit den jeweiligen EnergieBg|_k ~ Eps = Epsioc + Epsni, definiert werden.

3Durch die Verwendung spezieller gewichtekePunkte ist dieses eigentlich einéiherung an
die Elektronendichte, aber hier wird sie so definiert.
47ur expliziten Beticksichtigung des Spins siehe Abschnitt (3.2.4).
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4.1 Elektrostatische Energie

Im Folgenden wird mih(r) die Dichte der Valenzzushde bezeichnet und entspre-
chend wird fir ZV der IndexV nicht mehr explizit angegeben. Zachst soll die
Summe der Energien

;/QVH(r)n(r)dr+/QVPS,IOC(r)n(r)dr+;ZZ " ZAWAN
E

- RJS7\]a —L ‘

(4.7)

)

~~

a
H [N Epsloc Ex_k

betrachtet werden, wobeiif Ex_k Uber die IndizeK = {(Is,la,Js,Ja) | Rig1, —
Ri,3, — L # 0} summiert wird.

4.1.1 Coulomb-Potential

Das Hartree-Potential oder Coulomb-Potenifélergibt sich aus der &sung der
Poisson-Gleichung

02 (r) = —4m(r), (4.8)
wobei [ Trv_(rr',?dr’ der formalen Bsung entspricht. isen der Poisson-Gleichung
mit periodischen Randbedingungen im Fourier-Raum lietertfe Entwicklungs-
koeffizienten nach Ebenen-Wellen

_ 4
G2
mit A(G) nach Gleichung (3.17).

Nach Ihm, Zunger und Cohen [IZC79] divergieren diedGenv (G) und
¥Psloc(G) jeweils fur G — 0, jedoch bschen sich die divergenten Anteile in der
Summe aus, falls die Gesamtladung des Systems neutral ist.

W(G) A(G) furG+#0,

4.1.2 Allgemeines Konzept

Wird nun ein System von Kernladung&h an den OrterR; betrachtet, &nnen

mit Hilfe der Ewald Methode [all87] Singulaéten in den einzelnen Termen der
Gleichung (4.7) entsprechenden Summe vermieden werden, falls das System von
unendlicher Gil3e ist. Dazu wird jeder KernladuiZy eineGaul3-Ladung

2
) = Z_n%(r?auf‘f’ exp (— <rr|;jrls) >

mit geeignetem Radiu§a““zugeordnet und es gilt insbesondere

anauB(r/)d / Z erf<|r—R||>7

r'=—
Ir—r/| Ir —Ry| rGaus
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wobei erfx) = %{fa‘exp(—x’z)dx’ die GauBsche-Fehlerfunktion ist. Mit
n®afr) = 5, n®a%r) kann die der Gleichung (4.7) entsprechende Summe in der

Form
Eny [n]

+ Epsloc + Ex—k = EH [n] + Epsloc + Ex—k

Gau Gauly ./ Gau Gauly ./
+;//n [%r)n/ qr )drdr,—;//n lir)n g(r)drdr/

|r—r| Ir—r’|

Gau Gau
+//n\r{—r' arar— [ [ aver
Gau Gau Gauly ./
// NN grar + //” R G drdr’+//”8(r)”(r)drdr’
T2 Ir — 2 Ir—r’| [r —r/|

Gau
+/n B(r drdr 4z

\f—’\ 2 5 |Ri —Ry]

Gau Gau
2//n fr)n r3(r drdr’

r—r’

+/<Vpsl06(r)_ nGaUB(r//)dr’> n(r)dr

o) [T s [ R-Rl | ¢ 17
2 \— 2;\R| RJ\ \/W Z\/Z-[rlGauB

r—=r|

Ees

+Z/<“m nﬁﬁ?m?mmm

\7|psloc(r)

(4.9)

geschrieben werden, wobg{r) = n(r) +n®%r) und erf¢x) = 1 — erf(x) die
komplemenrire Fehlerfunktion ist.

Periodisches System

Aus Gleichung (4.9) kann nuriif ein periodisches System, welches insbesondere
ein System unendlicher GRe ist, die Elektrostatische Energi€S pro Elementar-

zelle

hergeleitet werden.uF die Elementarzell€ mit VolumenV und entspre-

chend mit

2
Z r-Ry...—L
Gau Is Is,la
n r = -5 eX - —
0 Z.sZa e (i) )

~psl sloc
vPS Oc Z Z P r—RIS,Ia—L)7
S a
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ergibt sich die Elektrostatische Energie zu

V 41T 5
Ees= ; —|A(G)[?
ZG 0G2

Enf
1 2.7 Ri.1,— Ry —L
41 Z Z AN orfc [ Rists —Ra5, —L|
2 |RIg1,— Ry, — L] /rEaurs+ riauf& (4.10)
Bxk

1z
Iga /2].”.|(3au[37
———

Eselt

wobei fur die schnell konvergierende Sumnt&_x ilber die IndizesK =
{(ls,1a,Js,Ja) | Rig1, — Ry,3, — L # 0} summiert wird undi(G) die Entwicklung-
koeffizienten nach Ebenen-Wellen sind.

4.2 Totale Energie

Es soll die totale Energie der Valenzzustie entsprechend Gleichung (4.5)
Etotal = Exin + Epsloc + Epsni + Exc + En [N+ Ex—k

pro Elementarzell€ mit VolumenV berechnet werden. Nach Abschnitt [4.1] er-
gibt sich, dal die totale Energie in der Form

Etotal = Exin + Eps,loc + Epsnl +Exc+En [ﬁ] + EK—K — Eself (4-11)
geschrieben werden kann. Mit Hilfe der Entwicklungskoeffizienten der Kohn-
Sham-Orbitale nach Gleichung (4.1) und der Dichte nach Gleichung (Zh¥vigk

die einzelnen Terme berechnet werden, wobei die Orthonoétsdiéziehung der
Kohn-Sham-Orbitale entsprechend Gleichung (402Xen Grundzustand gilt.

4.2.1 Kinetische Energie

1
Exin = EZWkIZfi,kg‘G+k|2|Ci,k,G|2 (4.12)
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4.2.2 Energie des lokalen Pseudopotentials

Epssloc =V g ZS psloc (G) (4.13)

VpSIoc(G)

Dabei gilt fur die sogenannteBtrukturfaktorer?
S.(G) = Zexp(iGR.sJa) (4.14)

a

und fur die Formfaktorendes lokalen Pseudopotentials entsprechend einer Bessel-
transformatiof

= (6) = [ r2iorlG)) ( oo(r) + 2 erf(rleaug)) a. - (419)

mit dem nach Gleichung (4.6) gegebenen Radialav{@@ﬂr) = V.. (F)-

4.2.3 Energie des nicht-lokalen Pseudopotentials

Bt =3 W) fix 3 5wyl 3 exp(-i(G +K)Ri 1) @ (G +K)Gike
1 Is,Jal,m

fir.1||s,|a,|,m(k)

(4.16)
Die Formfaktoren des nicht-lokalen Pseudopotentials entsprechend der Bessel-
transformation zu

AnC) = /57 | PGB (DR (Yim(Ba.d0)dr,  (4.17)

mit dem nach Gleichung (4.6) gegebenen Radialantemqg]l(r) = v (r) —
Vigloe (F) UundR (1) = Rl's(r). Die Winkelanteile sind durch

Yim(®,0)+ (—1)™ m(®,0)) farm>0

(Yim
Yim®,0) =1 Yo(8,0) furm=0
Yim@®,0)—(=1)™ _m($,0)) furm<O0

gegeben und die Vorfaktorer!| konnen in der Form

-1

W, = f/"(zl +1) ([)erRUS(r)Avﬂ'J(r)RUS(r)dr) (4.18)

geschrieben werden.

5Mit dem Faktorexp(iGRy,1,) wird das Zentrum eines um den Ursprung zentrierten Potentials
versetzt.
6Es gilt(G) = 4n(—i)' /5’ r2drg(r)j;(Gr)dr mit Besselfunktionerj;.
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4.2.4 Austausch-Korrelationsenergie

Eine Moglichkeit die Nichtlinearét des Austausch-Korrelationsfunktionals im
Rahmen der Bherung der unvanderlichen lonen nach Abschnitt [2.3.4] zu
berticksichtigen, ist die Austausch-Korrelationsenergie in der Form

B = [ (1) +0P(r)exc(n(r) +nP¥(r))dr =V PLECLEORINCED
Q Y—,———

APS(r)

zu schreiben. Nach Louie [LFC82] reicht es aus, statt der Rumpfdichte die soge-
nanntePartial-Rumpfdichte

nPe(r) = gexp(iGr) ZS(G)(H‘ZC(G) (4.20)

~—_——
APe(G)

zu der Dichte der Valenzzustde zu addieren. Die Formfaktoren ergeben sich in
der Form

[ 4 * H C
#5(©) = [ rhollGInn(rar (4.21)

wobein(r) dem Radialanteil der Partial-Rumpfdichte

pe oy _ [ PSRy furr >

(1) = { a(r) furr < rEC

entspricht, welche auRerhalb eines fest @elten Radiusr;,'zC mit der Rumpfdichte
der All-Elektronenrechnungbereinstimmt und in Analogie zu den normerhalten-
den Pseudopotenialen innerhalb glatter ist. Die Funlgion kann zum Beispiel

in der Form eines Polynong{r) = ¢+ 2 ;cr' angesetzt werden, dessen Frei-
heitsgrade so geihlt werden, dal? die Steigung und dieiimung vong(r) im
Ursprung verschwindem{“(r) an der Stelle" bis zur dritten Ableitung stetig ist
undg(r) monoton fallend ist [FS99].

Zur nummerischen Berechnung ist dalbgi die Austauschkorrelationsener-
gie des homogenen Elektronengases entsprechend der Lokalen-Dattaaihg
nach Abschnitt [2.3.3]. Im Rahmen der verallgemeinerten Gradientenkorrektur
wird zusatzlich der Gradient der Elektronendichifie(r) = SgiGexp(iGr)n(G)
und entsprechend der Partial-Rumpfdichtediiz.

Wird der Spin explizit bdicksichtigt, kann ein Spindichtefunktional entspre-
chend der Lokalen-Spin-Dichted@lerung in Abschnitt [2.3.6] zur nummerischen
Berechnung verwendet werdén

’Siehe auch Gleichung (2.51), (3.19) und (3.20).
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4.2.5 Elektrostatische Energie

Nach Gleichung (4.10) ergibt sich die elektrostatische Energie in der Form

A(G) +ACG)[?
|GJ?

Ees=21V § + Ex_k — Eself.

G0

Dabei ist der EntwicklungskoeffizieaPYG) durch
A*1G) = 3 Su(C)e1G). (4.22)

mit den Formfaktoren
o{G) = —% exp<—i(rf§a“’§2]G]2>, (4.23)

gegeben.

4.3 Gradient der Wellenfunktion

Zur Anwendung der Car-Parrinello Methode muf3 entsprechend Gleichung (1.52)
die Variationsableitung%<lP0|HE| |Wo) bestimmt werden. Die entsprechende Ab-

leitung %E[{w’j‘}] kann auch zur Minimierung des Energiefunktionals entspre-
chend Gleichung (2.27) genutzt werden. Nach Gleichung (2.28) und (2.29) gilt

OBt {Will /1 5 ks\..
67%* = <—2D +V )qu
———

HKS

Zur Darstellung in der Ebenen-Wellen-Basis nach Gleichung (3.1%sen also
die Ausdiicke
(Xkra| T +VH vPsloe L yxeypsnlyy
y/loc

berechnet werden, wobei der Kohn-Sham-Hamiltonoper#tst entsprechend
Abschnitt [4.2] in einen kinetschen Antéll = —%DZ, einen lokalen Anteil/'°¢
und einen nicht-lokalen AnteWPs" zerlegt werden kann.iF die Kohn-Sham-
Orbitale; k (r) = exp(ikr )u; x (r) kdnnen nun die einzelnen Anteile mit Hilfe der
Entwicklungskoeffizienter; x ¢ der Kohn-Sham-Orbitale nach Gleichung (4.1)
berechnet werden, wobei die Orthonorn&bbeziehung der Kohn-Sham-Orbitale
entsprechend Gleichung (4.2)fden Grundzustand gilt.

4.3.1 Kinetischer Anteil

1
Xk+c|T|Wik) = E‘G +k|%Cixc
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4.3.2 Lokaler Anteil

oVl = [ VI(r) (Zc.ke/exp(leo)exp( iGr)dr

VWuk(r)

Dabei ist das lokale Potential durch

Voe(r) = 3 (VH(G) +VPe(G) ) exp(iGr) +V*“(r)
G

gegeben, mivPsI°°(G) nach Gleichung (4.13) und dem Austausch-Korrelations-
Potential*¢(r) = v[n+nP%(r) entsprechend Gleichung (2.32)nd (4.20). Wei-
terhin gilt

an

Ve =Tap

(A(G) + AR G)).

4.3.3 Nicht-Lokaler Anteil

(Xk+ G‘VpSmNJ k) ZZ |s7| |n|s|a|m eXp(iGRls,la)(ﬁpsinrlr](G+k)

Dabei sindw" , " und(ﬂpsn' G +k) durch Gleichung (4.18), (4.16) und

II’|IIIm

(4.17) gegeben

4.4 Gradient der Kernpositionen

Die Krafte, die auf die Kerne wirken,dkinen im Grundzustand mit Hilfe des
Hellmann-Feynman Theorems entsprechend Abschnitt [1.2.5] bestimmt werden.

87ur expliziten Beticksichtigung des Spins oder zur Verwendung einer Gradientenkorrektur siehe
Abschnitt [4.2.4].
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Fir den Gradientegf=e ergibt sich

aEtot _ aEpsIoc+ aEES +aEpsnI
0R|S7|a 6R|S,|a 6R|s’|a 6R|s7|a

=~V 3 expliGRu...) (fg‘n JeHG) + G><ais'°°<e>+VX°*<G><H‘1°<G>)

leZJs 1 ‘Rls |a_RJs-Ja_L| |R|s|a_RJsJa_L’2
+ — - : expl| — ’ ’
Z Z ]RISA,Ia —Ry 3, —L ‘2 <\/ﬁ /rIGau@ + rg-}auf? P rIC:auf? + rgasaur? 7

+ erfc (R'S"a L ) ) (Rigla— Ry —L)
P ADAD AL GRRUCLIFRE)

mit VX*(G) = & [, V*(r) exp(—iGr)dr und

i = (G+K)exp(—i(G +K)Ry,1,) @5 (G +K)cike.
G

Die Termef(G) = A(G) + AUXG), gP2YG), ¢*'°°(G), ¢°(G) und {1, | (k)
smd dabei durch die Gleichungen (4 22), (4. 23) (4.15), (4.21) und (4 16) gegeben.

4.5 Numerische Berechnung

Zur numerischen Berechnung der totalen Energie nach Abschnitt [4.2], dem Gra-
dienten der Wellenfunktion nach Abschnitt [4.3] und dem Gradienten der Kernpo-
sitionen entsprechend Abschnitt [4.4] werdénjeden deNsgzk-Punkte zur Ent-
wicklung der Kohn-Sham-Orbitalgj i (r) nur Funktionenyy.c(r) der Ebenen-
Wellen-Basis verwendet, deren kinetische Energie die Bedingung

1
é\k+G|2§Ecut

erfullt, wobei der sogenanni#bschneideradiugg,; > 0 fest gevahlt ist. Rir den
Ausbreitungsvektok = (0,0,0), der sogenannte-Punkt, werden alsoaherungs-

weise
3

Npw ~ —5E&
PW 2R cut

°0(c) = (c—c") furce C.
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Ebenen-Wellen verwendet. Die Kohn-Sham-Orbitgig (r) = exp(ikr )u; k(r)
konnen nun in der Form

l]Ji,k(l’) ~ exp(ikr) z Cik,G exp(iGr)

%|k+G|2§Ecut

approximiert werden, wobei insbesondere mit

Cik.G :/QXEUi,k(r)dr

die Minimaleigenschatft der Fourierpolynome gilt [Sto94].

Im Rahmen dieser endlichen Ebenen-Wellen-Basis dient im wesentlichen
die diskrete Fouriertransformation (DFT) als Grundlage zur Berechnung der
gewlinschten Terme.

45.1 Diskrete Fouriertransformation

Sei f(r) eine mitQ periodische Funktion, wobdi(G) = 0 fiir |G| > Gy gelten
soll. Fur j = 1,2,3 seigl"®™ = max{|g;| | g€ Z3, |2n(h') *g| < Geut}, wobei die
Matrix h entsprechend Gleichung (3.6) definiert ist. Nach &&ampling Theorem
[PTVF92] ist die Funktionf vollstandig durch die Funktionswerte an derit3t
stellen, die durch die Menge

1
L 0 o0
Ny
R={ReQ|R=hNn,N=[0 & O], neN0<nj<Nj,j=123
1
0 0

(4.24)
gegeben sind, bestimmt, falg > 29"+ 1fur j = 1,2, 3fest gevdhltist. Mit Hil-
fe von Algorithmen zur schnellen Fouriertransformatibagt-Fourier-Transform
FFT-Verfahren) [Sto94] &mnen dieN = N;N>N3 Summen'©

f(Rn) = Y f(G)exp(iGRn) = DFT,™({(G)})

NCTNe TNl o
=5 Y Y f(an(h)"'m)exp(i2n(h’)~*mhNn)

m1:0 m2:0 m3:0

(4.25)
Gm

Nl—l Nz—l N371 N 3 2T[
= Z z z fe, Ilexp(iij j)
m1:0m2:0m3:0 1= J

simultan ausgewertet werden, wobei der Aufwand dazuQdtitlog(N)) skaliert.
Ebenso Bnnen insbesondere aus den Funktionsweften} wiederum die Ent-

10Dabei entsprichinj = gj fur g; > 0 undmj = N; + gj fiir gj < 0.
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wicklungkoeffizienten

-~ 1
fon = NDFTAW({me

—1Np—1 N3—1 3 o (4.26)
N z Z z JIlexp(—lemjnj)

m;=0m>=0m3=0

schnell berechnet werden (vgl. Abbildung 4.1).

N
FET W / \
\ cht /
FFT™
\_/
R-Raum G-Raum

Abbildung 4.1:Die diskrete FouriertransformatioDET V) entsprechend Gleichung (4.26)
transformiert die Darstellung einer periodischen FunktioiRifRaum in die Darstellung ir-Raum.
Gleichung (4.25) entspricht der inversen TransformatfT™"), welche auch alBouriersynthese
bezeichnet wird. Diese Transformationeinken mit Hilfe vonFFT-Verfahren durchgétrt wer-
den.

4.5.2 Energien und Gradienten

In den Abschnitten [4.2], [4.3] und [4.4] werden die Energien und Gradienten im
wesentlichen durch die Strukturfaktoré)(G) entsprechend Gleichung (4.14),
die FormfaktorengPS!I°¢(G), (p,pSI”rL( ), ®°(G), ¢**{G) entsprechend den Glei-
chungen (4.15), (4.17), (4. 21) (4.23) und der Diahte) oder deren Fouriertrans-
formierteni(G) ausgedickt.

Elektronendichte

Nach Voraussetzung éiffen die u;x(r) die Orthonormalitsbedingungen (4.2)
und die Dichte kann somit nach Gleichung (4.3) in der Form

NSBZ

k . H ey
VZWk 1 > 1 > ClkeCikeexpi(G-G)r)
‘k+G|2§Ecut§|k+G'|2§Ecut

geschrieben werden. Die Entwicklungskoeffizienten der Elektronendichte ergeben
sich mitcix g = 0 fur %\k + G'|? > E¢yt entsprechend Gleichung (3.17) in der
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Form

VNizwkZﬁkg;CukG'/ exp(i(G'—=G" —G)r)dr

oo (4.27)

Nssz

=y Z sz fik D CixcrCikcror

G//

Bezeichne nurKsgz die Menge der speziellelk-Punkte der Brillouin-Zone. i
die Menge der verwendeten Gittervekto®@n= {G | 3|k + G|? < Ecy;, k € Ksgz}
kann nun der Abschneideradius der GittervektoBp = maxscc |G| definiert
werden. Damit verschwinden dig¢G) im Rahmen der endlichen Ebenen-Wellen-
Basis entsprechend Gleichung (4.20) [IG| > 2G¢: (vgl. Abbildung 4.2).

Nach Abschnitt [4.5.1] reicht es also aus, die Diclmig) an den8N =
2N12N,2N3 Stiitzstellen analog zu Gleichung (4.24)

R={ReQ|R=hNn, 0<nj<Nj=2Nj, Nj>2g"+1, j=1,23}

auszuwerten, um die Entwicklungskoeffizienfgit) fur die entsprechendeiN
reziproken Gittervektoren

G={G|G=2mh) g, -N;<g;<N;j, j =123}

mit Hilfe einer FFT-Methode exakt zu bestimmen (vgl. Abbildung lirks), wo-
bei insbesondere digG) mit |G| > 2G; verschwinden.

T T T T o
I I I I |
L SN
I I I I i
| | | | fw |
Lol oo |4 FFT a
| | | | |
; ; ; ; -
| | | | |
L i -r T T T
| | | |
T T T T -~ *:
Lo ool Lo | FFTMWV N
| i i |
! ! ! ! ,
R-Raum

Abbildung 4.2:Mit ¢k g = 0 fiir |G| > Gey verschwinden die Koeffizientef(G) fir |G| >
2G¢t. Die gestrichelten Linien entsprechen jeweils der ErweiterundrelRaums und de§-Raums
(vgl. Abblidung 4.1).

Mit Hilfe der FormfaktorengP®§G), ¢?°(G) und dem StrukturfaktosS,
konnen die Gaul3-Ladungsdichte und die Partial-Rumpfdichte berechnet werden
(vgl. Abbildung 4.3Recht3.
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Gk @46) | | 5.6 (©)

Vi.k | FFT™V -

llJi,k(R) 52 L Ll

r— — — A r— — — A

n(li) FETIV FETV

Lo — — 4 Lo — — — 4

I FETW | nGauB(F"é) an( )

Abbildung 4.3:Links Schematische Darstellung der Berechnung der Entwicklungskoeffizienten
n(G) zu gegebenen; x g Mit ¢k g = O fur |G| > Geyt. Dabei kann die Fouriersynthese entwe-
der mit einerFFTV mit 8N Gitterpunkten oder mit acHEFT™ mit N Gitterpunkten berechnet
werden. Im zweiten Fall werden digy ¢ jeweils fur festesp € {0, 1}3 mit den Positionsfakto-
renPy(G) = exp(|2nz] 19 Sl p‘ multipliziert, bevor jeweils ein&F T mit N Gitterpunkten durch-
gefuhrt wird. Rechts Schematlsche Darstellung der Berechnung der Gauf3-Ladungsdichte und der
Partial-Rumpfdichte.

Formfaktoren

Zur Berechnung der Formfaktorag®'®(G), ¢S (G) G), ¢?*§G) und
der Faktorenw:“'I entsprechend Gleichung (4. 18)um;en Integrale der Form
Jo f(rdr numerisch bestimmt werden. Darfr — o die Radlalantelle der Va-
lenzzusénde der Pseudoatorﬁé und der Partlal-Rumpfdlchtemf; expo-
nentiell und die der Pseudopotentlalg (r) proportional% abfallen [Sch99], sind
dieseliblicherweise in der Form

{(ri,fi) [ fi=f(ri), ri=expX), X =x+(i—1h,i=1...,N}

gegeben, wobei das sogenantugarithische Intervallh > 0 deslogarithischen
Gitters{x;} und der minimale logarithmische Gitterpunt> 0 fest gevihlt sind

' und insbesondere gilt die Beziehung= In(":*) furi = 1,...,N — 1. Weiterhin

wird vorausgesetzt, dal3 die logarithmischen Gitter der Radlalantelle der Pseudopo-
tentiale jeweils mit denen der Valenzzastle der Pseudoatoni@ gleiche Indizes

Is und| Ubereinstimmen. Mit Hilfe der Substitutian= exp(x) kdnnen zur num-
merischen Berechnung der Integrale

XN

/rN f(r)dr:/XNexp(x)f(exp(x))dx:/ r(x) f(r(x))dx

1 1 1

IDijes sind dann die logarithmischen Gitter die zur nummerischen Bestimmung der entsprechen-
den Radialanteile benutzt werden [FS99, Kob00].
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Verfahren verwendet werden, die €iguidistantes Gitter voraussetzten. Zum Bei-
spiel ergibt sich somit di§impsonsummé in der Form

h
S{fi,ri},h) = 3 (rifo+4drofo+2r3fa+4drafa+ -+ 2ry_2fn_2+4rN, fno1 +Infn) -

Somit khinnen die gevwnschten Faktoren numerisch berechnet werden.

Totale Energie

Sind die Dichten und die Faktoren entsprechend den beiden vorherigen Abschnit-
ten bestimmt, kann die totale Energie entsprechend Abbildung 4.4 berechnet wer-
den.

Cik.G (pl‘ﬁ%(G +K) | |Sua(G+K)| | S.(G) (PES'IOC(G) A(G)
l 1 1 l 1 |
~ ~ ‘ ~
n(R) +nP(R) filg 10t m(K) ASURG)
! W _
Exin Exc Epsnl Epsioc En [A]

l l l l
b

Etotal = Exin + Eps,loc + Eps,nl +Exc+En [ﬁ] + EKfK — Eself

Abbildung 4.4: Schematische Darstellung der Berechnung der totalen Energie der Valenz-
zustinde, mitS |, (G +k) = exp(—i(G+Kk)Ry, 1,)-

Unter Verwendung der endlichen Ebenen-Wellen-Basis kann die Austausch-
Korrelationsenergie entsprechend Gleichung (4.19) mit Hilfe der diskreten Fou-
riertransformation durch eine endliche Summe in der Form

\Y,

Exe=V ‘,Z Exc(G)A"(G) = N Z(n(R) +nP(R))exc(n(R) +nP(R))

XC

approximiert werden, wob&s,. der Menge deNy. reziproken Gittervektoren und
R«c der dazugebrigen Menge von $itzstellen der diskreten Fouriertransformati-
on entspricht. Ein Vorteil dieser @&herung ist, dal die Gradienten entsprechend
Abschnitt [4.3] und [4.4] im Rahmen der endlichen Ebenen-Wellen-Basis analy-
tisch bestimmt werdendnnen. Ein Nachteil ist, dal? die so definierte Austausch-
Korrelationsenergie nicht mehr translationsinvariant'fstUm den Fehler, der

12Dje Simpsonsumme beruht auf der Simpsonregel und ist ein Verfahren 4. Ordnung [Sto94].
13padurch treten in der Energiafihe sogenanntéplesauf [WB94].
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durch diesen Effekt enstehtdglichst gering zu halten, sollte eindglichst fei-
nes Gitter verwendet werden. Dahgr bietet es sich an, das Bjtter R mit dem
entsprechenden reziproken Git&y.G entsprechend Abbildung 4.2 zu benutzen.

Zur Berechnung der schnell konvergierenden Surme entsprechend Glei-
chung (4.10) wird nutiber die Menge der Indizd$z,, = {(Is, la,Js,Ja) | Rig 1, —
Riyg —L #0, |Ri, — Ry — L| < Rewt} summiert, wobeiRe,: > 0 ein fest
gewahlter Abschneideradius ist.

Gradient der Wellenfunktion

Mit Wi k (R) entsprechend Abbildung 4.3 ukid (G), VPS!°¢(G), (Xkra [V PS" |Wik)

undV*¢(R) analog zu Abschnitt [4.3] kann der Gradient der Wellenfunktion ent-
sprechend Abbildung 4.5 berechnet werden.

VH(G) +VPsioe(G) | (X sVl
CFFT™ |
— | DD B HKPake | | (el | [esslVE i)
qu,Iz( ) | +VXC(I§) | [ [
VR R | ]
r- - 7f7 A
 FFTM ‘ (Xic+a|H S| Wix)
O sV lwii) |

Abbildung 4.5:Schematische Darstellung der Berechnung des Gradienten der Wellenfunktion.
Auf Grund der Abtangigkeit von der Elektronendichte verschwinden die Fakt(:xggéw'oc\wi,k}

im allgemeinen nicht, jedoch werden im weiteren nur die Faktdxgng|V'°°|y; k) berbtigt.

Gradient der Kernpositionen

Entsprechend Abschnitt [4.4] und Abbildung 4.6 kann der Gradient der Kernposi-
tionen berechnet werden.

4.5.3 Zusammenfassung

Sei Npw die Anzahl der Ebenen-Welle\x die Anzahl der verwendetek-
Punkte,Nks die Anzahl der betrachteten Kohn-Sham-Valenzmdé undMg
die Anzahl der Pseudoatome innerhalb einer Elementarzelle. Damit skaliert der
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GkG| | PIMG+K) | [Sau(G+K)| [S,,(6)] | o¥*(6) A(G)

l [ [ l [ |
~ ~ ¢ ~
V¥e(G) *(G) fi g 1a.m(K) AR G)
T W v
0Exc 0Ek _k OEpsni OEpsioc OEw [fi]
ORisla ORig 15 ORig 14 ORig 14 ORis1a
l l l l |
'
0Etot
ORg 14

Abbildung 4.6:Schematische Darstellung der Berechnung des Gradienten der Kernpositionen,
mit §,1,(G) = exp(—i(G)Ry1,)-

Aufwand zur numerischen Berechnung der Energien und der Gradienten mit
O (NkNksNpw (log(Npw) + Mk ) ), also im wesentlichen m®(Npw log(Npw ) ), da

Npw gegetiiber N,Nxs und Mk sehr viel gbRer ist. Wird jedoch angenommen,
dalRNpw undNks proportional zuMk sind, skaliert der Aufwand mﬁ)(Mﬁ).



Kapitel 5

Numerische Verfahren

Mit Hilfe der Ebenen-Wellen Pseudopotential Methode entsprechend Abschnitt [4]
soll nun fur fest geviahlte Kernpositionen der Grundzustandsenergie der Kohn-
Sham Valenzzuande numerisch berechnet. Weiterhin sollen lokale Minima der
Kerkoordinatenkonfiguration bestimmt werden und die Maldinamik Metho-

den entsprechend Abschnitt [1.2] angewendet werden.

5.1 Berechnung des Grundzustands

Dazu missen die Kohn-Sham Gleichungen aller Valenzmud¢ (4.4) gélst wer-
den. Die Nichtlinearéit des Kohn-Sham Energiefunktionalghft dazu, daf? das
Hartree-Potentialiy [n] und das Austausch-Korrelationspotentigd[n] uber die
Dichte von der IBsung abhngt. In der Matrixdarstellung des verallgemeinerten
Eigenwertproblems entsprechend Gleichungen (2.5) und (adjthdie Matrix
des Kohn-Shom-Operators also wiedrum von désung ab.

Mit Hilfe der Methode des selbstkonsistenten Felddsnn dieses nichtli-
neare System iterativ g&dt werden. Dazu mul3 entsprechend Abbildung 5.1 in
jedem lIterationsschritt das allgemeine Eigenwertproblerasgyeverden. Bei der
Auswahl eines solchendsungsverfahrens mul beachtet werden, daf3 die Anzahl
Npw der berdtigten Ebenen-Wellen Basisfunktiongg, ¢ relativ gro is€ und so-
mit ein explizites Aufstellen der Matrigxx . ¢ |HS|Xk;c) vermieden werden soll-
te. Damit sind konventionelle Methodénderen Speicherverbrauch n@(N3,,)
und deren Rechenaufwand n@(N3,,) skaliert, im Rahmen der Ebenen-Wellen
Pseudopotentialmethode nicht geeignet. Nach Abschnitt [4.5] skaliert der Auf-
wand zur Berechnung einer Matrix-Vektor Multiplikation der FortfSy mit

1Dies entspricht den sogenannten S&#if Consistent Fie)dVerfahren.
2Typischerweisd 00 Ebene-Wellen Basisfunktioneiirfiedes Atom [PTA 92].
3Siehe zum Beispiel [Kel99, Sto94].

96



5.1 BERECHNUNG DESGRUNDZUSTANDS 97

Wahle Startdichte(r)
'
Berechnevy [n] undvyc[n|
!

‘Lbse Kohn-Sham Gleichungen | Generiere neue Dicht&r) zur Probe

!
Berechne neuesr) |
! ' Nein

‘ Berechne totale Energie

Abbildung 5.1:Schematische Darstellung der Methode des selbstkonsistenten Feldes. Dabei wird
eine neue Probedichte meist aus den vorherigen Dichten generiert [Wil02]. Sind die Kohn-Sham
Gleichungen selbstkonsistent gsi, kann die totale Energie analog zu Gleichung 2.25 berechnet
werden.

O(Npwlog(Npw)) und somit sind Verfahren geeignet, die explizit nur Matrix-
Vektor Multiplikationen und nicht die Matrixi¥S berbtigen.

Daher bietet sich als alternative Methode die Minimierung des Khon-Sham
Energiefunktionals entsprechend Gleichung (2.27) an. Einen ersten Ansatz dazu
lieferten Car und Parrinello [CP85]. Dabei wird die Car-Parrinello Nllknamik
Methode entsprechend Abschnitt [1.2.4] verwend@#t.dinen geeigneten Startzu-
stand der Kohn-Shom Orbitale und fest @gdlter Kernpositionen wird die Bewe-
gungsgleichung (1.52) der Orbitale mit der Nebenbedingung der Orthondgrmalit
der Orbitale genutzt, um durch Abklen der fiktiven Temperatur der Orbitale das
Energiefunktional zu minimieren. DiesedirekteMinimierung unter Nebenbedin-
gung kann aucHirekt mit Hilfe eines Verfahrens désonjugierten Gradientdl€G)
direkt durchgeiihrt werden.

5.1.1 Band-fir-Band PCG-Verfahren

Wird allgemein das Minimierungsproblem einer hinreichend glatten FunkKtion

R" — R betrachtet, so basieren die Verfahren der konjugierten Gradienten auf der
sukzessiven Minimierung vohin eindimensionalen Te#umen, wobei jeweils die
vorausgegangenendlerungen béicksichtigt werden. Dabei unterscheiden sich
die CG-Verfahren in der Wahl der Suchrichtungen. Der Algorithums 5.1 entspricht
dem CG-Verfahen nach Fletcher und Reevs [FR64] und aus diesem ergibt sich



98 5 NUMERISCHE VERFAHREN

Algorithmus 5.1 Das Verfahren der konjugierten Gradienten nach Fletcher und
Reevesist insbesonderé zweimal stetig differenzierbar und die Niveaumenyex©)) = {x e
R"|f(x) < f(x(©) beschankt, dann stoppt das CG-Verfahren von Fletcher und Reeves entweder
nach endlich vielen Schritten miitf (xX™1)) = 0 oder es gillimm . ||0f (xX(™1))|| = 0 [Gri98].

Die Suchrichtunged(™ werden alskonjugierteGradienten oder Richtungen bezeichnet.

x© € R" gegebenm =0
d© = —0Of(x0)
while —0f (x(M) =£ 0 do
LiniensucheBestimmeo, mit f (XM + apnd™) = mingeg f(xX™ +ad™)
D) — (M) ¢ o ()
B _ Df(x(m+1))TDf(X(m+1))
m f(xXM)TOF (x(M)
dmMD = —Of (xX(MD) 4 Bd™, m=m+1
end while

Mit Brs 1 = Df(X(M)B(TXEE)SYS?(ZL)‘)Df(X(m))) das CG-Verfahren nach Polak und Rike

[Pol97].

Zur Minimierung, des Kohn-Sham Energiefunktionals unter der Nebenbedin-
gung der Orthonormalit der Zusinde, soll nun das Verfahren von Fletcher und
Reeves angewendet werden. Dazu werdgg Einteilchenfunktioneny; in einer
geeigneten endlichen Basis entwickelt und sarngrnimmt das Energiefunktional
E[{w;}] die Rolle der Funktiorf (x) 4.

Steilste Abstiegsrichtung

Analog zu Gleichung (2.27) und Gleichung (1.52) ergibt sich die steilste Abstiegs-
richtung in der Form

by Nks

G = g [EW - 0L = —Hui 3 A

wobei Aj; die Langrangemultiplikatoren entsprechend der Nebenbedingung
o[{yi}] = zi'\j'KS}\ij ((WiP;j) — &j) sind. Weiterhin kann analog zum Beweis von
Gleichung (2.27) die MatriX\ = (Aj;) bei geeigneter urirer Transformation der
Orbitaley; als Diagonalmatrix\ = (A;&;;) angenommen werden, woraus sicin f

i = 0 die Kohn-Sham-Gleichung und somit insbesondere (y;|H|W;) ergibt.
Daher wird fir Ngs orthonormale Zuginde{(; } die steilste Abstiegsrichtung bei
VariationUiber ein einzelne; zurachst in der Form
" =—H=-A™ mitA™ = " H ™) (5.1)

4Zur Vereinfachung der Schreibweise wird hier aohst auf eine weitere Indizierung, wie die
des Spin oder dei-Punkte, verzichtet.
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und damit entsprechend der Orthogorgatibedingungen in der Form

Nks

Zm—gm_ ;wnzfr‘”wj (5.2)

IEA]

angesetzt, woben den Iterationsindex des CG-Verfahrens, welches zur Minimie-
rung des EnergiefunktionaB[y;] verwendet wird® , bezeichnet. Insbesondere

folgt mit Gleichung (5.1), da@i(m) orthogonal zupi(m) ist, welches eine notwendi-
ge Bedingung entsprechend der Forderung der Norimalir Zusinde isf.

Vorkonditionierung

Algorithmus 5.2 Das Verfahren der konjugierten Gradienten nach Fletcher und
Reeves mit Vorkonditionierungabei istC die Matrix zur Vorkonditionierung.
x(® € R" gegebenmn =0
g(o) — Df(x(o)) und d(o) — _h(o) — _Cflg(o)
while —Of (xM) £ 0 do
LiniensucheBestimmea, mit f(xX(™ + omd™) = mingeg f(xX™ +ad™)
x(M+1) — x(m) amd(m>
g(m+1) =[f (X(m+1))
hmiD) — ¢ 1gmeD
_ gmD)T(mi)
Pm = gmThm
d™Y = —hmyq) +Bmd™, m=m-+1
end while

Allgemein kann zur Konvergenzbeschleunigung des Verfahren der konjugier-
ten Gradienten von Fletcher und Reevs die Methode der Vorkonditionierung ver-
wendet werden [Gri98]. Dabei geht das Verfahren entsprechend Algorithmus 5.2
fur quadratische$(x) = x" Ax— b"x mit der positiv definiten MatrixA und einer
positiv definiten MatriXC in das klassische CG-Verfahren von Hestenes und Stiefel
mit Vorkonditionierung zur bsung eines linearen Gleichungssystéms- b Uiber.

In diesem Fall ist die Konvergenzrate durch den T%E% mit der spektralen Kon-
ditionszahlk (C~*A) = j22 bestimmt. MitC = A gilt insbesonderélf (x)) = 0
und entsprechendx® = b. Fiir das EigenwertproblerfA — l)x = 0 mit selbst-
adjungiertem x n Matrix A ist die Konvergenzratelif einen Eigenwerty, typi-

scherweise durch den Quotientgfr"™ charakterisiert, wobei die Eigenwerte
Emin = €1 < &+ < & = €max aufsteigend geordnet seien. Zur Vorkonditionierung

SHier wird zum Beispiel im Rahmen der endlichen Ebenen-Wellen-BasisEfgit] : CNw =~
R?MNew _, R die Funktion bezeichnet, die sichrfeinen fest gehlten Inde ausE[{yj}] fur fest
gewahlte Entwicklungskoeffizienten der Zasde{y; } ;. ergibt.

6Und nach Gleichung (5.2) igf™ orthogonal zup™ und{W;} ;4.
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ist im allgemeinen eine Approximation des Operat@s- Al) geeignet, wobeh
eine Naherung eines gesuchten Eigenwegtést [BDD*00].

Im Rahmen der Ebenen-Wellen Pseudopotential Methode soll Algorithmus 5.2
zur Minimierung des Kohn-Sham-Energiefunktionals verwendet werden. Die Kon-
vergenzrate &ingt im wesentlichen von der Bandbreite des Spektrums des vorkon-
ditionierten Hamiltonoperatoi§~1H ab. Seien dieNpyy Eigenvektoren{@} der
Eigenwerte, < --- < ey, der als konstant angenommenidiyy x Npyw Hamilton-
matrix H orthonormal gewihlt und der Zustang; als Strung des Eigenvektorg

in der Form
Npw

Yi=@+ ; Ci®;
J#
i
gegeben. Einsetzen val in Gleichung (5.1) liefertiir die steilste Abstiegsrich-
tung

Npw Npw

Gi=MN—¢&)a+ ;()\i —€j)Cj@ MitAj =g+ ;_ e[
iFal J#I

und mity ¥ |c; |2 = 0 ergibt sich

Npw

—F(Y) = ;(Si —€))Cj@;,

der hier so definierte residuale VektorWerden dessen Summanden jeweils mit
den Faktoreng_j%ei multipliziert 8, ergibt sich der exakte Fehlervektdr. Ist die
Suchrichtung ein skalares Vielfaches des Fehlervekprso wird der entspre-
chende Fehler mit Hilfe einer exakten Liniensuche eliminiert. Im Rahmen der
Ebenen-Wellen Pseudopotential Methode zeigt sich, dal? mit zunehm@&dée
HamiltonmatrixH diagonaldominant ist, da die Terme der potentiellen Energie ge-
geriliber der kinetische Energie dann verschwindend klein sind. Die Entwicklungs-
koeffizienten des residualen Vektorérinen daherifr energetisch hohe Ebene-
Wellen-Basiszugindexc mit Hilfe der kinetischen Energien

" hew 1., 1,
FWi)e = ; (Xe| = 55%Xe) — (Wil = 50w | ci@j.c
J#I
approximiert werden.
Eine geeignete Matrikl = C~* zur Vorkonditionierung kann daher in der Form
27+ 18+ 12 +8x3
27+ 18x+12x? + 8x3 + 16x*

Eigentlich istf () eine Naherung in zweiter Ordnung des residualen Vektors.
8Dies entsprichtH — &)~ ().

(5.3)

Mg e =0c
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Abbildung 5.2:Graph der Elementilg g der Matrix zur Vorkonditionierung.Insbesondere gilt
Mg.c(0) = 1 und die erste, zweite und dritte Ableitung verschwindémnxf= 0, damit die Entwick-
lungskoeffizienten der energetisch niedrigeren Ebenen-Wellen-Bagisdesim Gegensatz zu den
energetisch éheren unveindert bleiben.

gewahlt werden, wobei
(Xe| — 30%/xc)
(™| - 102)y™)

ist [TPA89]. Damit werden nur die Entwicklungskoeffizienten der energetisch
hoheren Ebenen-Wellen-Basiszustle transformiert (vgl. Abbildung 5.2), so daf3

sie raherungsweise dem Fehlervektor entsprechen und somit simultan mit nahezu
gleicher Rate konvergieren.

Die vorkonditionierte steilste Abstiegsrichtung ergibt sich entsprechend den
Gleichungen (5.2), (5.3) und Algorithmus 5.2 zu

n™ =mz™. (5.4)

Analog zur verwendeten steilsten Abstiegsrichtﬁﬁ@ im vorherigen Abschnitt
soll die verwendete vorkonditionierte steilste Abstiegsrichtung

Nks
A" = ni™ = in™) - §<wjlni(m)>%

IEAl

orthogonal zu dem Zustangf™ und den Zusinden{y;} - sein.
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Konjugierte Richtungen

Entsprechend Algorithmus 5.2 ergibt sich die konjugierte Richtung in der Form

- (m) N
o™ = r~h<m> GPE™ L (mow) rrm=o
n; +Wi sonst

und ist insbesondere nicht orthogonal zum Zuswf{@, daher wird die entspre-
chend orthogonalisierte konjugierte Richtung

5" =0 — (" 1o")

verwendet.

Liniensuche

In den Algorithmen 5.1 und 5.2 entspricht die Liniensuche einer Minimietisg
einem eindimensonalen Unterrayimd™ } 4. Da die mit Hilfe der normalisier-

N (m
ten konjugierten Richtun™ = Hzi(m)l\ gebildeten Zustnde

0™ () = Y™ cog8) + ™ sin(6)

fur jedesB € R normalisiert und orthogonal zu allen Zastlen{; } ;- sind, kann
hier zur Einhaltung der Orthonormalisbedingungen der Winké},, bestimmt

werden, welcher das EnergiefunktiorEei(([Ji(m)(6))*] = E(8) minimiert und somit
Y™ = ™ (Bpnin) gesetzt werden.

Es geriigt eine geahrte Minimalstellédmin zu berechnen. Es ist sinnvoll, da-
zu eine Methode zu verwenden, diéglichst wenige Auswertungen des Energie-
funktionaIsE[(lIJi(m)(e))*] berbtigt, da diese relativ teuer sifdDie FunktionE(8)
kann entsprechend der Entwicklung als trigonometrische Reihe in der Form

E(0) ~ E(8) = A+ Bcog26) +Csin(20)

approximiert werden. Durch das lineare Gleichungssystem

E(0) = E(0)
oE oE
g, 0o
0%E 9%E
0,  0%|g,

9Zum Beispiel ist das sonsthfig verwendete Armijio-Verfahren daher nicht geeignet.
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sind die drei Unbekanntel = —%g% ,C=1% , undA = E(0) - B be-
=0 6=

stimmt und eine gesuchte gérerte Mlnlmalstellé)mln |st entsprechend dem not-

wendigen Krlterlurrfl( ) =0und dem hinreichenden Krlterlu%% > 0durch

die Bedingung

o0E ~
~ 1, 4 8 |g_g 0%E < o
Bmin = > tan — %GZTE mit % oo = —4BCOS(26min) _4CSIn(26min) >0
8 le=0

und -3 < Bmin < 3 gegeben. Die dazu bétigten Terme werden analog zu Ab-
schnitt [4.5] berechnet. Dabei entspri&hi0) der totalen Energie, die erste Ablei-

tung an der Stell® = 0 wird mit Hilfe des Gradienten der WellenfunkticbmJi(m)
in der Form
oE
8 |g_o

= @™ IHG™) + @M HIE™) =20 (G 1H ™))

berechnet und mit einer Funktig{r) = éZD ((fi (ryy )( )) ergibt sich fir
die zweite Ableitung

0°E

o (Mg &M (M1 g™
6299—0_2<<¢i [HG; ) — (W7 [H | >)

XC
+/VH dr+/p 26V

XC

wobei f; die Besetzungszahl des Zustancpe,w das Volumen der Elementarzelle

Q undV*¢(r) das Austausch-Korrelationspotential entsprechend Abschnitt [4.3.2]
ist. Der TermAy kann mit Hilfe der Fouriertransformiertgnanalog zum Hartree-
Term in Abschnitt [4.2.5] berechnet werden.

Zur Durchfihrung dieser Liniensuche imsen also z@dzlich zu der tota-
len Energie und dem Gradienten der Wellenfunkﬂiﬂpi(m) im wesentlichen nur
die TermeH$i(m), Ay und Ay berechnet werden. Insbesondere wird auf Grund

der Verwendung der zweiten Ableitung kein vom Probleméaigiger Parameter
berdtigt'©.

Durchfihrung der Minimierung

Im Rahmen des vorkonditionierten Verfahrens der konjugierten Gradienten kann
das Kohn-Sham-Energiefunktional unter der Nebenbedingung der Orthonétmalit
entsprechend Abbildung 5.3 minimiert werden.

Owiirde etwa statt der zweiten Ableitung eine weitere Auswertung des Energiefunktionals an
einer Stelled’ £ 0 zur Bestimmung der drei Koeffizientéy B, C verwendet, so entsached’ einem
zu wahlenderSchrittweitenparameter
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WahleNks Startzus&hnd{tpfo)}
b
Orthonormalisierung de{npi(o)} mit dem Gram-Schmidt-Verfahren
b
Setzei =0
b
I) Berechnung der Konstanten

b

Berechnung der totalen Energie UHqu(O)

Setzem=0

Berechnung vory ™™ mit CG-Schritt
I

Setzem=m+1 Setzte = (i +1)%Nks
I

II) Berechnung der totalen Energie uH(dpi(m)

b

Abbildung 5.3:Schematische Darstellung der Minimierung des Kohn-Sham-Energiefunktionals
mit Hilfe des vorkonditionierten Verfahrens der konjugierten GradienteBerechnung und Spei-
cherung aller von den Zushden unaldngigen Werte entsprechend Abschnitt [4.2], [4.3] und [4.5].

II') Zur Berechnung der Dichte entsprechend Gleichung (4.27), der kinetischen Energie entsprechend
Gleichung (4.12) und der Energie des nicht-lokalen Pseudopotentials entsprechend Gleichung (4.13)
wird ausgenutzt, dafd sich nur Zustapﬁ") geandert hatlll ) Da das Kohn-Sham-Potential von der
Dichte und damit von allen Zusbden abéngig ist, ist es sinnvoll nicht mehr als drei oder vier
aufeinanderfolgende Iterationéber einen Indekzuzulassen (vgl. Abbildung 5.4).
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Statt entsprechend Abblidung 313alle Uiber die Iteration konstanten Werte zu
speichern, &nnen um Speicherplatz zu sparen auch einige Faktanernhe fly*
berechnet werden. Soll insbesondere der Grundzustand zu nur einer festen Kern-
koordinatenkonfiguration berechnet werden,iggres die Faktoren des Potentials
vPsloc der GauRdichte®@® und der Partial-RumpfdichteP und die Energien
Eself UNdEx _k abzuspeichern.

3 Schritte 3 Schritte
5 Py 4 Schritte - 335 4 Schritte -
. 5 Schritte 5 Schritte
Ve 6 Schritte R 6 Schritte
8 0 8 336
E 5 & 337
T T
c c
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= =3
g 15 g
i} [}
[} (]
g b
o o
F o5 =
-30
-35 .
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3 Schritte 3 Schritte
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Abbildung 5.4:vergleich verschiedener konstanter Anzahlen von lteratidiien einen Zustand
zum Indexi zur Durchfihrung des Verfahrens der vorkonditionierten konjugierten Gradienten. Es
wurde der Grundzustand eines GaAs-Kritalls fitdoppelt angenommenen Zaatlen berechnet
(vgl. Abschnitt [5.1.2]). Weiterhin wurde nur déi-Punkt beticksichtigt und als Kriterium zum
Erreichen des Minimums die relativinderung der totalen und der kinetischen Energie verwendet.
Entsprechend den Graphen ist hier eine Wahl von drei Schritten geeignet.

Die Entscheidung entsprechend Abblidung Bl3kann entsprechend der re-
lativen Anderung der kinetischen Energie des Zustanﬂ,@ und der relativen
Anderung der totalen Energie getroffen werden. Eine andere einfacgkdikeit
ist, immer eine fest gemhlte Anzahl von lIterationeiiber einen Index durch-
zufuhren (vgl. Abbildung 5.4). Die Entscheidung ob der Grundzustand erreicht ist,
kann an Hand der relativen oder absoluferderung der totalen Energie und der
kinetischen Energie getroffen werden.

Werden nurNk k-Punkte betrachtet, issen die gitterperiodischen Funktionen
uik der Zusandey; x die Orthonormaltsbedingungen entsprechend Gleichung
(4.2) ertillen. DieaulRere Schleiféber den Index in dem Algorithmus entspre-
chend Abbildung 5.3 wird durch eine Schleiféer das Indexpadii,k) ersetzt
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und insbesondere mufd das Grams-Schmidt-Verfahren jeweils nur adndest
zu einemk-Punkt angewendet werden. Damit vervielfacht sich der Aufwand des
Algorithmus im wesentlichen um den Faktdg. Wird der Spin explizit bdick-
sichtigt nissen die Orthonormaditsbedingungen entsprechend Gleichung (3.20)
erfullt sein und der Aufwand verdoppelt sich im wesentlicheierden pro In-
dexpaar(k, o) jeweilsNks Kohn-Sham-Zusindeyok o, - - - , Unes—1k,0 Detrachtet,

so skaliert der Aufwand zur Einhaltung der Orthonornagdibedingungerniif einen
Durchlauf defau3eren Schleife von dem Algorithmus entsprechend Abbildung 5.3
mit O(2NkNZ).

5.1.2 Numerische Ergebnisse

Die hier beschriebene Methode dand-fir-BandMinimierung mit Hilfe des vor-
kondinionierten Verfahrens der konjugierten Gradienten wurde im Rahmen die-
ser Diplomarbeit in der Programmiersprache C implementiert. Zur Disinchihg

der folgenden numerischen Experimente werden Pseudopotentiale verwendet, die
mit dem ProgrammpakehiPP98 [FS99] erstellt wurden. Zur Approximation
des Austausch-Korrelations-Funktionals wird die Lokale-Dichédnétung ent-
sprechend Abschnitt [2.3.3] verwendet. Zur schnellen Fouriertransformation wird
das Programmpak&tFTW [FJ98] verwendet. Die Startzidstde werden zaflig
gewahlt. Betrachtet wird ein Gallium-Arsen Kristall mit einer Elemtarzelle ent-
sprechend Abbildung 5.5. Es werden vier gewichtefeunkte verwendét. Pro
Elementarzelle werden 16 doppelt angenommeneaddst betrachtet. Das Band-
fur-Band PCG-Verfahren wird auf eine, zwei und vier Elementarzellen des Kri-
stalls fir verschiedene Abschneideradign; angewendet. Entsprechend Tabelle
5.1 zeigt sich:

e Die Vorkonditionierung erzielt die gaimschte Wirkung, denn die Anzahl
der berdtigten Iterationsschritte zur Minimierung eines Systems ist hahezu
unabtangig von der Wahl des Abschneideraditsg;.

e Die Anzahl der Iterationsschritte skaliert linear mit der Systdifigr

e Wird ein System betrachtet, so skaliert die Laufzeit wie erwartet mit
O(Npw log(Npw)).

e Der Aufwand des Verfahrens skaliert entsprechend Abschnitt [4.5.3] mit
O(M2), jedoch liegen die hier betrachteten Systedfgn noch nicht im
asymptotischen Bereich.

11pas Minimierungsproblem kann als ein System von Minimierungsproblemen zu je einem In-
dexpaar(k,0) aufgefaldt werden, welchiger die Dichte und das Spindichtefunktional gekoppelt
sind.

12Fjr die genauen Daten siehe [BKNS97].
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Ecut [Rydberg]| Npw | Iterationen| Laufzeit [s] | Eo [Hartree]
2 68 1249 22.8 -32.973
4 182 1238 50.2 -33.9927
8 492 1228 106.4 -34.3552
16| 1345 1234 301.2 -34.6413
32| 3732 1218 919.1 -34.6803
64 | 10354 1201 2657.4 -34.685
O(NAw) 0.95 -1.45658
2 129 2865 91.7 -66.0386
4 343 2845 222.2 -67.9512
8 939 2763 533.9 -68.6866
16 | 2588 2744 1512.6 -69.2541
32| 7044 2710 5380.2 -69.3319
64 | 20303 2732 13533.8 -69.3411
O(NAw) 1.00 -1.45201
2 249 5819 363.3 -132.014
4 679 5635 950.4 -135.968
8| 1865 5435 2500.8 -137.448
16| 5171 5358 7619.0 -138.586
32| 14488 5374 28683.7 -138.73
64 | 40588 5356 65138.7 -138.76
O(NAw) 1.05 -1.34085
Ecut [Rydberg] | Iterationen| Laufzeit [s]
2 1.11 1.99
4 1.09 2.12
8 1.07 2.27
16 1.05 2.33
32 1.07 2.48
64 1.08 2.31

Tabelle 5.10ben Das obere Drittel sind die Ergebnisse zur Berechnung einer Elementarzelle, das
mittlere Drittel zu zwei Elementarzelle und das untere zu vier Elementarzellen. Diese Berechnungen
wurden auf einenDual-Pentium IlIRechner miBOOMHz ausgefihrt. In den ZeilerO(Np,,) ist die
gemessene Ordnung angegeben mit der die Laufzeit des Basigihd Verfahren in Abaingigkeit

der Anzahl der Ebenen-Wellen skaliert und die gemessene Ordnung des relativen Fehlers, wobei
sich dieser auf den WeHE:qt mit Eqt = 64 bezieht.Unten Hier sind die an Hand der oberen Tabel-

le berechneten Ordnungen angegeben mit der die Anzahl der Iterationen dediB8adid PCG-
Verfahren und die Laufzeit in Al#ngigkeit der Anzahl der Elementarzellgir £inen festen Wert

Ecut skalieren.
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Abbildung 5.5:Elementarzelle mit Kanteahge10.47a.u. eines Gallium-Arsen Kristalls. Die
vier Gallium Kerne sind blau und die vier Arsen Kerne rotagéf.



5.2 RRALLELISIERUNG 109

Zusatzlich wurde das implementierte Verfahren mit dem Programmpaket
fhimd96[BKNS97] verglichen. Dieses Programmpaket verwendet statt des Band-
fur-Band PCG-Verfahren den gaapften Joannopoulos Algorithmus [BKNS97].
Auf diesen soll hier jedoch nicht eingegangen werden, da hier nur das imple-
mentierte Progamm validiert werden soll. Dazu werden insbesondere identische
Pseudopotentiale verwendet. Mit dem hier implementierten undfai®®mdPro-
gramm wurde die Grundzustandsenergie einer Elemntarzelle des GaAs-Kristalls
berechnet, wobei nur d&ammabPunkt betrachtet wurde. Die totale Energie be-
traagt bei beiden Programmen34.295 Hartree. Derfhi96mdbedtigt eine Lauf-
zeit von61.10s und das Bandifr-Band PCG-Verfahreth2243s. Ein Vorteil des
fhi9gémd Programm ist, dal3 es die Symmetrien des Kristalls ausnutzt. Werden
die Koordinatenpositionen leicht gést, so beitigt das Bandiir-Band-Verfahren
127.03s. Fur dashi9gémdProgramm konnten keine geeigneten Parameter gefunden
werden, um Konvergenz zu erreichen.

5.1.3 Zusammenfassung

Im Rahmen der Ebenen-Wellen Pseudopotentialmethode kommen zur numeri-
schen Berechnung der Grundzustandsenergie auf Grund der hohen Anzahl der
berbtigten Ebenen-Wellen nur iterative Methoden, die nicht die explizit aufgestell-
te Hamiltonmatrix beatigen, in betracht. Die hier implementierte Methode der
Band-fir-Band Minimierung mit Hilfe des vorkonditionierten Verfahres der konju-
gierten Gradienten zur Bestimmung des Grundzustandes hat verschiédstigey
Eigenschaften [TPA89, PT2]. Im Gegensatz zur Car-Parrinello Methode wer-
den keine vom Problem ahhgende Parameter, wie die Zeitschrittweite oder die
fiktive Masse der Zuginde, beitigt. Da,,Band-fir-Band* minimiert wird, ist im
Gegensatz zur Verwendung des Gradienten alkendgr der Speicherverbrauch
geringer und es treten auctirfrelativ groRe Systemigblicherweise keine Insta-
bilitaten in der Dichte auf. Auf Grund der Vorkonditionierung ist die Anzahl der
berbtiten Iterationen nahezu unaiigig von der Wahl des Abschneideradisg;.

5.2 Parallelisierung

Zur Behandlung raglichst groRer Systeme ist eine Parallelisierung der Ebene-
Wellen Methode notwendig. In diesem Abschnitt werden daher die wichtigsten
Aspekte zur Prallelisierung einer Ebene-Wellen Pseudopotentialmethadeeet
Insbesondere wird nur dér-Punkt beticksichtigt®. Somit konnen die Zusinde

135tatt einer Berechnung mit mehrerksPunkten, kann auch eine Berechnung nur mit dem
Punkt durchgefhrt werden, in dem das Grundgebfetals Elementarzell® angesehen wird (vgl.
Abbildung 3.1Links).
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als reelle Funktionety; (r) angesetzt werden. Damit gilt insbesondénedie Ent-
wicklungskoeffizienten die Beziehungj; = ¢ g und somit halbiert sich der
berbtigte Speicherplatz.

Entscheidend ist die Verteilung der Dai@mer die Prozessoren. Einedgllich-
keit ist, die Zusandeliber die Prozesse zu verteilen. Dann kann das FFT-Verfahren
sequentiel durchgéhrt werden, jedoch ist die Anzahl der verwendeten Ebenen-
Wellen durch den Speicherplatz eines Prozessors begrenzt. Eine aritgiehM
keit ist das der diskreten Fouriertransformation zugrundeliegende reziproke Git-
ter und das entsprechende reelle Gittber die Prozesse zu verteilen. In diesem
Fall ist die Anzhal der betrachteten Zastle durch den Speicherplatz eines Pro-
zessors begrenzt. Durch Kombination dieser beiddigldhkeiten, kbnnen die
jeweiligen Nachteile unterdckt und die entsprechenden Vorteile genutzt wer-
den. Dazu werden dibl, = Ny, Np, Prozessoren indizief, ,,). Die Zusande
werden entsprechend der ersteidddchkeit denNp, disjunkten Mengern?,, =
{Piprays-- P(pl,sz)} zugeordnet. &r jede MengeP,, wird entsprechend der zwei-
ten Moglichkeit das reziproke Gitter und das entsprechende reelle Ghtzrdie
Prozessé, 1), - ..,P(pLsz) verteilt und somit insbesondere die Entwicklungsko-
effizienten derP,, zugeordneten Zughde. Entsprechend den Zaistien werden
alle Daten, die entsprechend der Zuste indiziert sind, den Mengem,, .. .,fPNp1
zugeordnet. & jede MengeP, werden die Daten, die entsprechend des rezi-
proken oder reellen Gitters indiziert sindber die ProzessB(le),...,P(pl’sz)
verteilt. Damit missen alle Summationdiber den Index der Zushde und alle
Summationeriiber das reziproke oder reelle Gitter parallelisiert werden. Insbe-
sondere mul3 das 3D-FFT-Verfahren jeweils innerhalb einer Mehgearallel
durchgeiihrt werden.

5.2.1 Diskrete Fourier-Transformation

Jederx Koordinate des reelen Gitters wird eine sogenanyte)-Ebene des
reelen Gitters zugeordrét Die (y,z)-Ebenen werden entsprechend ihver
Koordinate Uiber die ProzessoreR, 1),...,Pp, n,,) der Menge Py, verteilt
(vgl. Abbildung 5.6). Jedem Koordinatenpa@rz) des reziproken Gitters wird
ein sogenanntex-Stift des reziproken Gitters zugeordtetDas reziproke Gitter
wird entsprechend dey-Koordinate und dee-Koordinateliber die Prozessoren
Ppw1)s-- .,P(pLsz) verteilt (vgl. Abbildung 5.7). [\lun verschwinden entsprechend
Abschnitt [4.5.1] die Entwicklungskoeffiziente(G) einer mitQ periodischen
Funktion fir |G| > G¢y (vgl. Abbildung 4.1). Daher sollte die Verteilung unter
dem Gesichtspunkt erfolgen, daf? jeder Prozessegichst die selbe Anzahl von
nicht verschwindenden EntwicklungskoeffizientenadtrhEine einfache Mglich-
keit diese statische Lastbalancierung durctihuén ist die(x)-Stifte entsprechend

14Jede(y, z)-Ebene entlt alle reellen Gittervektoren mit identischeKoordinate.
15)ede (x)-Stift enthalt alle reziproken Gittervektoren mit identischgrkoordinate undz-
Koordinate.
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Abbildung 5.6:Verteilung der(y, z)-Ebenen des reellen Gitteiiber vier Prozessoren. Jegez)-
Ebene ist entsprechend der Duriaghifung einer sequentiellen 2D-FFT im Arbeitsspeicher angeord-
net.

v
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Abbildung 5.7:Verteilung der(x)-Stifte des reziproken Gitteiger vier Prozessoren. Jedgj-
Stift ist entsprechend der Durdhfrung einer sequentiellen 1D-FFT im Arbeitsspeicher angeordnet.
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ihrer Anzahl von nicht verschwindenden Entwicklungskoeffizienten zu gewichten.
Werden diex-Stifte entsprechend der Gewichtung sortiert, kannjeter Stift dem
Prozess, jon,, zugeordnet werden. Diese Methode ist nicht optimal aber in der
Praxis ausreichend.

Ablauf der diskreten Fouriertransformatiod T W

1. Durchfilhrung sequntieller 2I-F T ¥ fiir jede(y, z)-Ebene.

2. Durchfuhrung einer lokalen Permutation der Daten entsprechend der Last-
balancierung.

3. Durchfiihrung eineall-to-all-Kommunikation in der Menge,, .

4. Durchfuhrung sequntieller 1B-F T W fiir jeden(x)-Stift.
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Ablauf der inversen TransformatiddF TnV:

1. Durchfuhrung sequentieller 1BF T TV fur jeden(x)-Stift.
2. Durchfuhrung eineall-to-all-Kkommunikation in der Menge, .

3. Durchfuhrung einer lokalen Permutation der Daten entsprechend der Last-
balancierung.

4. Durchfuhrung sequntieller 2I-F T ™ fur jede(y, z)-Ebene.

Auf die technischen Details der Implementierung soll hier nicht weiter einge-
gangen werden.

5.2.2 Numerische Ergebnisse

Das Band-fir-Band PCG-Verfahren wurde im Rahemn dieser Arbeit Parallelisiert.
Zur Implementation wurde die Programmiersprache C und\iessage Passing
InterfacdMPI) verwendet. Analog zu Abschnitt [5.1.2] wird ein Gallium-Arsen
Kristall mit einer Elemtarzelle entsprechend Abbildung 5.5 betrachtet. Im Unter-
schied zu Abschnitt [5.1.2] wird die gemittelte Laufzeit, die zur Duiitiéing ei-

nes Minimierungsschritteber alle Zusinde beitigt wird, gemessen. Ein weite-

rer Unterschied zu Abschnitt [5.1.2] ist, dafl3 nur @elPunkt betrachtet wird. Der
Abschneideradiukg betiagt in allen Rechnunged? Rydberg. Entsprechend Ta-
belle 5.2.2 zeigt sich, daR die Laufzeiten wie erwartet®ili,) skalieren, wobei

Nez die Anzahl der betrachteten Elemntarzellen ist. Der Kommunikationsaufwand
zur Durchiihrung des parallelen FFT-Verfahren skaliert @itNp,), wobei Np,
entsprechend Abschnitt [5.2.1] die Anzahl der an einer FFT beteiligten Prozesse
ist. Jedoch hat der Kommunikationsaufwand bei den betrachtet#@beGordnun-

gen kaum EinfluB auf die Laufzeit, denn die Effizienz der Parallelisierung ist na-
hezul und fallt nur minimal ab (vgl. Abbildung 5.8). Die Lastbalancierung ist
ausreichend aber nicht optimal, denir Ngz = 16 und N, = 1 x 16 ergit sich:

Anzahl der reziproken Gittervektoren 136770
Arithmetisches Mittel 8548.125
Standardabweichung 516.0836
Minimale Anzahl 6550
Maximale Anzahl 8699

5.3 Molekildynamik und Strukturoptimierung

In diesem Abschnitt soll kurz auf einige Aspekte zur Implemntation der in
Abschnitt [1.2] vorgestellten Car-Parroiinello Moldklynamik und der Born-
Oppenheimer Molekldynamik eingegangen werden.
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No=1INp, [ Np, =2 Np,=2] Ny, =4[ Np,=8[ Np, =16
Nez=1 |190.648] 95.126| 47.894| 24.028] 12.083
Nez=2 | 842.178| 420.389| 211.695| 106.724| 53.406
Nez = 4 2187.787| 1088.983| 548.918| 276.417
Nez =8 7531.571 3755.650| 1883.624
Ngz = 16 18513.06
O(NZ7) 2.425 2.422 2.630

No=2Np, | Np,=1] Np,=2] Np=4] Np, =8 Np, =16

Nez =1 96.060| 47.731| 24.102] 12.068| 6.079

Ngz =2 413.72| 206.2690, 104.029| 52.505| 26.383

Nez=4 | 2027.176| 1004.962| 501.583| 251.991| 127.243

Nez =8 2984.900| 1479.569| 750.054

Ngz = 16 11999.03| 6113.366

O(NEz) 2.312 2.473 2.477
Np=4Np, [ Np,=1[ Np, =2 Np,=4] Ny, =8/ Ny, =16
Nez=1 48.580| 24.154| 12.178| 6.108| 3.096
Nez=2 | 206.926| 103.247| 52.116| 26.244| 13.229
Nez=4 | 979.216| 482.522| 241.083| 121.475| 61.310
Nez =8 1318.215| 671.735| 327.791
Ngz = 16 4524.503| 2256.002
O(NZ,) 2248 2374 2364

Tabelle 5.2Die Berechnungen wurden auf einer CRAY T3E-1200 durcingefN, = Np, Np, ent-
spricht der Anzahl der verwendeten Prozessoren (vgl. Abschnitt [5.2{]}li€ letzten drei Spalten
wurde die Ordnung mit der die Laufzeit skaliert berechogf{t). Die Laufzeiten entsprechen der

Durchfuhrung eines Minimierungsschrittéber alle Zusinde.

Abbildung 5.8:Speedup (Speedp)
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5.3.1 Molekildynamik

Zur Integration der Bewegungsgleichung der Born-Oppenheimer Niogkamik
und der Bewegungsgleichungen der Car-Parrinello Mdtiknamik kann der aus
der Molekildynamik bekannte Verlet Algorithmus [Ver67]

X(At) = 2x(0) — x(—At) 4 At?%(0)

verwendet werden. WenfiBC eine geeignete Zeitschrittweite zur Integration der
Bewegungsgleichung der Born-Oppenheimer Maldiknamik ist, so hat sich ge-
zeigt, daRAtCP = A{—%O eine geeignete Zeitschrittweite zur Integration der Be-
wegungsgleichungen der Car-Parrinello Malkeknamik ist [MHOO]. Allerdings
mufd in jedem Zeitschritt der Born-Oppenheimer Mdailelynamik das Energie-
funktional minimiert werden. In der Car-Parrinello Molddynamik mufd zur
Berechnung des Startzustandes das Energiefunktional minimiert werden. In den
weiteren Zeitschritten muf3 nur der Gradient der Wellenfunktionen und der Gra-
dient der Kernpositionen berechnet werden. Andererséitsén in der Born-
Oppenheimer-Molelldynamik die Zusinde vorheriger Zeitschritte genutzt wer-
den, um einen geeigneten Startzustaad das Verfahren zur Minimierung des
Energiefunktionals im aktuellen Zeitschritt zu extrapolieren. Somit werden zur
Konvergenz des Bandi-Band PCG-Verfahrens nur einige Iteratiorigver alle
Zustande beitigt [PTAT92].

Die Born-Oppenheimer und Car-Parrinello Malédtynamik Methoden sind
somit beide geeignet um im Rahmen der Ebene-Wellen Pseudopotential Methode
angewendet zu werden. Ein Vorteil der Born-Oppenheimer Mdtskamik Me-
thode ist, dalR im wesentlichen der einzige Parameter der vom Problémgibh
die zu wahlende ZeitschrittweitatB® ist. Ein Nachteil der Car-Parrinello Metho-
de ist, dal sie entsprechend Abschnitt 1.2.4 nightfetallische Systeme geeignet
ist. Auf einnen ausfhrlichen Vergleich dieser Methoden wird in dieser Arbeit ver-
zichtet®.

5.3.2 Strukturoptimierung

Um Bindungshngen oder die equilibrierten Kernpositionen eines Maleku be-
rechnen soll zu einer gegebenen Kernpositionenkonfigurationatdsnliegende
lokale Minimum gefunden werden.

Eine einfache Mglichkeit ist eine gedimpfte Born-Oppenheimer Molaldy-
namik Methode zu verwenden. Dazu wird die Born-Oppenheimer Niddgka-
mik angewendet, um durch Abiklen der kinetischen Energie der Kerne ein lokales
Minimum zu erreichen.

18Eine guteUbersicht ist in [PTA 92] und [MHOO] gegeben.
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Eine zweite Mglichkeit ist die Car-Parrinello Molékdynamik Methode zu
verwenden. Br einen geeigneten Startzustand der Kohn-Shom Orbitale und ge-
gebener Kernpositionen werden die Bewegungsgleichungen (1.52) und (1.51) ge-
nutzt, um durch Abkhlen der fiktiven Temperatur der Orbitale und der kinetischen
Energie der Kerne ein lokales Minimum zu erreichen.

Auf geeignetere Verfahren, welche die Freiheitsgrade der Kerne und der Or-
bitale in ,geschickterer* Weise simultan optimieren, wird in dieser Arbeit nicht
eingegangeX.

177u allgemeinen Optimierungsverfahren siehe [Gri98].



Kapitel 6

Anwendung

Ein Problem degWasserstoff-Autos® ist, dal’ es bis heute noch keinen optima-
le Moglichkeit gibt den Wasserstoff zu speichern. Verschiedene Experimente mit
KohlenstoffNonotubesvurden durchgefhrt. Terry Baker und Nelly Rodriguez
erzielten75% Wasserstoff pro Gewicht. Diese Resultate wurden mit Skepsis be-
trachtet, da mehrere andere Gruppen d@hmlichen Experimenten ndr— 5% er-
Zielten. Experimente dddational Renewable Energy Laboratogyzielten10%

Der genaue Vorgang der Speicherung des Wasserstoffs mit Hilfe von Kohlenstoff-
Nanotubesst bis heute nicht verstandén.

In diesem Abschnitt sollen zwei einfache numerische Berechnungen zu dieser
Fragestellung durchgétfirt werden.

6.1 KohlenstoffNanotubeWasserstofftank

Eine Frage ist, ob ein Wasserstoffmaléldurch die Wand eines Kohlenstoff-
Nanotubein diesen eindringen kann. Dazu wird ein periodisch fortgesetzter
(10,0)-Nanotubebetrachtet Die entsprechende Elementarzelle éitth00 Koh-
lenstoffatome, ein Wasserstoffmoldkund 201 doppelt angenommene Zasde.

Es wird die Lokale-Dichte-Bherung entsprechend Abschnitt [2.3.3] verwendet.
Die Pseudopotentiale wurden mit dem Programmp#kBP98[FS99] erstellt. Es

wird ein Abschneideradius voB; = 36Rydberg verwendet. Zur Durdiifirung

des numerischen Experimentes wird das Wasserstoffriloégksprechend Abbil-
dung 6.1 Schrittweise bewegt und jeweils die Grundzustandsenergie zu den fixier-
ten Kernpositionen berechnet. Die Berechnungen werden mit dem im Rahmen

lEine ausfihrliche Darstellung der Theamtik findet sich auf deweb-Seite
http://www.cem.msu.edu/ cem181h/projects/97/fuelcell/cheml1.htm, aus der hier zitiert wurde. All-
gemeines zu Kohlenstofflaotubedindet sich unter http://www.pa.msu.edu/cmp/csc/nanotube.html

2Der Koordinatensatz wurde der Web-Seite http://www.pa.msu.edu/cmp/csc/nanotube.html ent-
nommen.
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dieser Arbeit implementierten parallelen Barin-Band PCG-Verfahren durch-
gefuhrt® durchgeiihrt. Die numerische Berechnung zeigt, daR die Energieschwelle
ungefihr 10eV betiagt (vgl. Abbildung 6.1). In einem weiteren numerischen Ex-
periment wird das Wasserstoffmolaldurch dieOffnung an einem Ende in diesen
hinein bewegt. Die Energieschwankungen betragen dabei é@hgérbeV.

Mit diesen zwei Experimentendkinen noch keine genauen Verhersagen ge-
troffen werden, jedoch ist es wohl nichtoglich, dafl3 das Wasserstoff Moldk
durch die Wand des Kohlenstdifanotubean diesen eindringen kann. Im Rahmen
dieser Arbeit sollte nur Aufgezeigt werden, dal3 solche numerischen Experimente
durchiuhrbar sind. Zu genaueren Analyse der verschiedenen Fragestellungen sind
noch weitere numerische Experimentsig. Insbesondere die Simulation der Mo-
lekuldynamik.

3Die Berechnungen wurden auf dem Linux-Culsggarnass2der Abteilung Wissenschft-
liches Rechnen und Numerische Simulatidas Institut &ir Angewandte Mathematik der
Rheinischen  Friedrich-Wilhelms-Univerait Bonn durchgefhrt.  (http://wissrech.iam.uni-
bonn.de/research/projects/parnass2/index.html)
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1871A | ____ H2

,,,,,,,,,, - 10.65A

1871A 1871A

Totale Energie [eV]
8

Distanz [A]

Abbildung 6.1:Schematische Darstellung des ersten numerischen Experimentes, der entspre-
chende Graph der totalen Energie und ein Ausschnitt der Elementarzelle néicksflder Elektro-
nendichte.
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Abbildung 6.2:Schematische Darstellung des zweiten numerischen Experimentes, der entspre-
chende Graph der totalen Energie und die Elemantarzelle mit bladogefi Wasserstoffatomen und
rot gefarbten Kohlenstoffatomen.



Kapitel 7

Adaptivit at

Werden Systeme Betrachtet in denen die Elektronendichte nur in einem relativ
kleinen lokalen Bereich stark variert, so muf3 die Dichte déitzStellen rela-

tiv hoch sein, damit die Elektronendichte mit hinreichender Genauigkeit in der
Ebene-Wellen-Basis dargestellt werden kann. Da das reelle Gitterittestgtlen

ein aquidistantes Gitter ist, kann die Dichte detit3stellen nicht nur in diesem
lokalen Bereich erdit werden. Um solche Systeme mit weniger Basisfunktionen
behandeln zu énnen, kann die verallgemeinerte Ebene-Wellen-Basis verwendet
werden [Gyg92, Gyg93].

7.1 Verallgemeinerte Ebene-Wellen-Basis

Die Elementarzell&® mit VolumenV kann auf Grund der periodischen Randbe-
dingungen als Torus aufgefalt werden. Sei nua &(r) mit & = (£1,&2 &3) eine
zweimal stetig differenzierbare Abbildung a@Qf Mit Hilfe des Riemann-Metrik

Tensors
3 aEk aEk
(gij) = (k_lariari =g

und der Jakobi-Determinantet] = det(%) = (detg)‘% werden die Funktionen

_ 1
W

definiert. Die FunktionerXg sind entsprechend dem Transformationssatz ortho-
normal

%a(®) (detd)Z exp(iGr (£))

(XolXe) —é/exp(i (G'—G)r(&)) detddg
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in £2(Q,d&) und bilden eine orthonormale Basis de¥(Q,d&) * Die Zustinde
kdnnen somit in der verallgemeinerten Ebene-Wellen Basis in der Form

Wi(€) = cicXa(§)
G

entwickelt werden.

7.2 Bemerkungen

Statt der Ebene-Wellen Basis soll nun die verallgemeinetrte Ebene-Wellen-Basis
im Rahmen der Ebene-Wellen Pseudopotential Methode verwendet werden. Hier
sollen nur einige Teilaspekte dazugrtert werden, da die Implementation dieser
Methode noch nicht abgeschlossen ist.

Wird Abbildung€ mit Ng vielen Ebenen-Wellen in der Form

&(r) =r+% &oexp(iQr)
Q

angesetzt, wobei die reziproke Gittervektoren hier@hezeichnet sind,dnnen

die g zur Optimierung der Basis mit in die Minimierung des Energiefunktionals
E[{cic},{&a}] zur Bestimmung des Grundzustands einbezogen wérdéle
berbtigten Berechnungerikinen analog zur Ebene-Wellen Basis im wesentlichen
mit FFT-Verfahren durchgéhrt werden. Jedoch ist die Darstellung des Laplace-
operators in der verallgemeinerten Ebene-Wellen Basis, im Gegensatz zur Darstel-
lung in der Ebene-Wellen-Basis, im allgemeinen nicht diagonal. Die Matrix-Vektor
Multiplikation Ay kann, aber mit FFT-Verfahren durchgéft werden. Also wird

die Berechnung der kinetischen Anteile etwas aufwendiger. Zur Berechnung des
Hartree-Potentials kann entweder die Poisson Gleichung (4.8) iterafist yedr-

den, oder die Entwicklungskoeffizienten des Hartree-Potentials werden analog zu
den{¢q} als weitere Freiheitsgrade angesehen.

Diese Methode wurde bisher erfoglreich auf sehr kleine Systeme angewen-
det [Gyg92, Gyg93]. Die Anzahl der bétigten Basisfunktionen vermindert sich
im Gegensatz zur Ebene-Wellen-Basis um den Fak@or 25. Die Behandlung
von grof3en Systemenimste noch untersucht werden.

1Die Vollstandigkeit folgt nach dem Theorem von Peter und Weyl [PW27, Vil68].
2Analog kbnnen die{¢o} als zustzliche Parameter der Langrangefunktion der Car-Parrinello
Methode angesehen werden.
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Schluf3bemerkung und Ausblick

Ab-initio-Methoden besitzen ein breites Spektrum von Anwendungen in der Phy-
sik, Chemie und Biologie, weshalb eine grofl3e Anzahl verschiedenéitZement-
wickelt wurden. In dieser Arbeit wurden verschiedene d#me, die sich in der
Wahl der Elektronen-Struktur-Methode, der Wahl der Basis und in Folge dessen
erheblich in der Implementierung unterscheiden, behandelt. Der Schwerpunkt wur-
de auf die Ebene-Wellen Pseudopotentialmethode im Rahmen der Dichtefunktio-
naltheorie gelegt. Diese Methode, welche ihren Ursprung in der &gsiiphysik

hat, ist im Besondereriif Berechnungen an periodischen Systemen geeignet. Ins-
besondere émnen viele Systeme, die von Interesge die Physik, Chemie und
Biologie sind, als periodische Systeme aufgefalt wérdeie zum Beispiel die

in dieser Arbeit diskutierten Kohlenstoff-Nanotube Gitter zur Speicherung von
Wasserstoff. Jedoch zeigt auch dieses Beispiel einen Nachteil dieser Methode auf.
Zur hinreichend genauen Darstellung von lokalisierten Elektronen werden relativ
viele Ebene-Wellen Basisfunktionen ligigt. Zur Verminderung dieses Nachteils
kdnnen generalisierte Ebene-Wellen verwendet werden, allerdings hat dies keinen
EinfluR darauf, dalR der Aufwand des Verfahrens in dritter Ordnung mit der System-
groRe skaliert. Jedoch lohnt sich bei der noch relativ geringei3&rordnung

der mit heutigen Rechnern behandelbaren Systemen schon eine Verminderung des
Aufwands um einen konstanten Faktor. Insbesondere ist die Ebene-Wellen Pseudo-
potential Methode zur Behandlung von Systemen, in denen delokalisierte Elektro-
nen auftreten, gut geeignet. Dies gilt auch im Vergleich zu viklarar-Scaling
Ansatzen, da diese meist die Lokalitder Elektronen voraussetzen. Statt verall-
gemeinerte Ebene-Wellen zur verbesserten Darstellung lokalisierter Elektronen zu
verwenden, kann die Ebene-Wellen-Basis mitzrischen lokalisierten Basisfunk-
tionen erweitert werden. Beide Methodebnkiten gegebenfalls in einer weiteren
Arbeit genauer untersucht werden.

1Dazu &hlen neben Festkpern zum Beispiel auch in Wassergte Polymere oder Proteine.
2Je nach geiinschter Genauigkeitanen Systeme mit0® — 10* Atomen auf Parallelrechnern
behandelt werden.
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Die Genauigkeit und die Effizienz vab-initio-Berechnungen im Rahmen der
Ebene-Wellen Pseudopotential Methodmben von vielen Teilaspekten ab. Da-
Zu geltdren zum Beispiel die Bherung an das Austausch-Korrelations-Funktional,
die verwendeten Pseudopotentiale, die Verfahren #auhg der Kohn-Sham Glei-
chung, die Verfahren zur Strukturoptimierung, die Methoden zur Motigkamik
und das betrachtete System. Dahénkten gegebenenfalls in weiteren Arbeiten
einzelne Teilaspekte im Zusammenhang mit speziellen Systemen genauer unter-
sucht werden. Die Ebene-Wellen Pseudopotential Methode wurde in dieser Arbeit
im Zusammenhang mit Verfahren zur Bestimmung des Grundzustands, Verfahren
zur Strukturoptimierung und Verfahren zur Moigétynamik diskutiert. Oft geingt
es, nur einen kleinen Teil eines Systems ahtinitio-Verfahren zu behandeln,
da der restliche Teil hinreichend gut mit klassischer Maldiknamik beschrie-
ben werden kann. Diese Aufteilung des Systems kann sowahhlich wie auch
zeitlich sinnvoll sein. Die dazu bétigte Kopplung eines quantenmechanischen
Systems mit einem klassischen Systeimmte gegebenenfalls in weiteren Arbei-
ten behandelt werden.



Anhang A

Mathematische Praeliminarien

A.1 Spektraltheorie

Definition A.1 (Spektralschar). Eine Familie{E, },cr orthogonaler Projektoren
im Hilbertraum# wird eineZerlegung der Einheitoder auch einé&pektralschar
genannt, wenn die Bedingungen

Monotonie VA < p:Ey <E,, also(f|Ey) < (f|E\)Vf e H
Rechtsstetigkeit Vf € H, A € R: E) =limg_oE\,¢,€>0

Grenzwerte Vf € H :limy__oExf=f Alim)_ E\f=0
erfullt sind.

Der fur ein Intervalll = (A1,A2] C R definierte OperatoE(l) = E), — E,,ist
selbstadjungiert und idempotent, also wiederum eine Projektion. Den Zusammen-
hang zwischen Spektralscharen und selbstadjungierten Operatoren bestimmt der

Satz A.2 (Spektraldarstellungen).Zu jedem selbstadjungierten Operaiexi-
stiert umkehrbar eindeutig eine Zerlegung der EinHé&f },cr. Auf seinem Defi-
nitionsbereicht

D(A) = {f € 9| /_:mA2d<fE;\f> < oo}

kann der selbstadjungierte Operatain der Form?
+00
Af = AE), f

—00

dargestellt werden.

1Das Integral auf der rechten Seite ist ein Stieltjes-Integral.
2Das Integral auf der rechten Seite ist ein vektorwertiges Stieltjes-Integral.
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A.2 Zeitschiebeoperator

Definition A.3 (1-Parametergruppe). Eine stetige 1-Parametergruppe von
unitéaren Operatorenm Hilberraum # ist eine SchafU (t) }tcg, welche die Be-
dingungen

1. Vt e RistU(t) ein unitrer Operator

2. VA ist die Abbildung — U (t)(f) stetig.

3.VsteR : U(t)oU(s) =U(s+t)

erfullt.
Definition A.4 (Infinitesimaler Erzeuger). Der zu einer 1-Parametergruppe
{U(t) }ter durch
: f— foo
D(B) = {f cH| t“r%U(t)tU(O) eX|st|ert}

Bf — fim (f-UOf

lim vf € D(B)

gegebene Operatd, heiltinfinitesimaler Erzeugenvon {U (t) }ier.
Insbesondere gilt:

1.U(0)=1d
2. A:=iB ist selbstadjungiert.
3. $f=Bf

Und es gilt der

Satz A.5 (Stone).Sei{U(t) }tcr eine unitire 1-Parametergruppe it mit dem
infinitesimalen Erzeugds, dann existiert ein eindeutiger selbstadjungierter Ope-
rator Ain # , so daf

U(t)=exp(—itA) ,VvteR

mit A= iB gilt.
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