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7.1 Verallgemeinerte Ebene-Wellen-Basis . . . . . . . . . . . . . . .121

7.2 Bemerkungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .122

8 Schlußbemerkung und Ausblick 123



iv

A Mathematische Praeliminarien 125

A.1 Spektraltheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .125

A.2 Zeitschiebeoperator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .126

Liste der Algorithmen 126

Abbildungsverzeichnis 127

Tabellenverzeichnis 128

Literaturverzeichnis 137



Einleitung

Für viele Fragestellungen der Physik, Chemie und Biologie sind die physikalischen
und chemischen Eigenschaften von Atomen, Molekülen und Festk̈orpern von Inter-
esse. Die Quantenmechanik, welche die klassische Mechanik auf atomarer Ebene
ablöst, ist der mathematische Schlüssel zur Berechnung dieser Eigenschaften. Die
Wellenfunktion, durch die alle physikalisch oder chemisch meßbaren Größen des
untersuchten quantenmechanischen Systems bestimmt sind, genügt der Schr̈odin-
gergleichung. Auf Grund der hohen Komplexität der Schr̈odingergleichung m̈ussen
zur Durchf̈uhrung von Rechnungen an Systemen von physikalischem oder che-
mischem Interesse geeignete Näherungsmodelle und effiziente Algorithmen ver-
wendet werden. In dieser Arbeit werden Näherungsmodelle behandelt, die auf
rein quantenmechanischer Grundlage beruhen und somit zu sogenanntenab-initio-
Verfahren f̈uhren. Als weitere Einschränkung werden nur N̈aherungen erläutert,
welche nur die Elektronenstruktur und nicht die Kerne mit Hilfe von Zustands-
funktionen beschreiben. Insbesondere werden weitgehend nurab-initio-Verfahren
beschrieben, die auf der Berechnung des Grundzustands der Elektronen beruhen.
Trotz dieser Einschränkungen k̈onnen viele chemische und physikalische Größen
hinreichend genau berechnet werden. Dazu zählen zum Beispiel Bindungsenergi-
en, Bindungsl̈angen, Kraftkonstanten, Gitterkonstanten und Elastizitätskonstanten.
Insbesondere läßt sich die Dynamik von Molekülen oder Festk̈orpern und vieler
chemischer Reaktionen mit Hilfe vonab-initio-Rechnungen simulieren. Allerdings
gibt es f̈ur keines der N̈aherungsmodelle eine strenge Fehlerabschätzung. Jedoch
kann die Zuverl̈assigkeit der einzelnen Verfahren mit Hilfe von experimentellen
Werten eingescḧatzt und in vielen F̈allen auch systematisch verbessert werden.
Umgekehrt k̈onnenab-initio-Rechnungen zur Klärung experimenteller Befunde
oder zur Planung von Experimenten herangezogen werden.

Entsprechend werden in dieser Arbeitab-initio-Verfahren zur Berechnung der
Grundzustandsenergie der Elektronen zu fixierten Kernpositionen, zur Berechnung
von lokalen Minima der totalen Energie von Molekülen und zur Berechnung von
ab-initio-Moleküldynamik behandelt.

Von entscheidender Bedeutung ist dabei die Auswahl einer geeigneten
Elektronen-Struktur-Methodezur Approximation der elektronischen Schrödinger-
gleichung. Im Rahmen dieser Arbeit liegt dabei der Schwerpunkt auf der Ver-
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wendung der Dichtefunktionaltheorie. Grundlage der Dichtefunktionaltheorie ist
das Hohenberg-Kohn-Theorem [HK64], aus dem folgt, daß die gesamte Informa-
tion eines inhomogenes Elektronengases in der nur von drei Variablen abhängigen
Funktion der Elektronendichte enthalten ist1. Insbesondere existiert ein vom̈auße-
ren Potentialv(r) unabḧangiges DichtefunktionalF [n] derart, daß sich die Grund-
zustandsenergie aus dem Minimum des EnergiefunktionalsE[n] =

R
v(r)n(r)dr +

F [n] bei Variation der Elektronendichte ergibt und daß das Minimum bei der
Grundzustandselektronendichte angenommen wird. Variation des Dichtefunktio-
nals der GundzustandsenergieE[n] nach der Elektronendichte unter der Neben-
bedingung konstanter Elektronenzahl führt zu derKohn-Sham-Gleichung, die ei-
ner Einelektroneneigenwertgleichung entspricht. Dies ist die entscheidende Ver-
einfachung gegen̈uber der elektronischen Schrödingergleichung, da diese einer
Mehrelektroneneigenwertgleichung entspricht. Aus der Lösung der Kohn-Sham-
Gleichung kann die Grundzustandsdichte und die Grundzustandsenergie einfach
berechnet werden. Wird die Grundzustandsenergie als FunktionalE [{ψi}] aufge-
faßt, f̈uhrt die Variation nach den Einteilchenfunktionenψi(r) unter der Nebenbe-
dingung der Orthonormalität der Einteilchenfunktionen wiederum zu den Kohn-
Sham-Gleichungen. Daher ist es möglich die Grundzustandsdichte und die Grund-
zustandsenergie mit Hilfe einer Minimierung mit Nebenbedingungen zu berech-
nen, ohne die Kohn-Sham-Gleichung lösen zu m̈ussen. Insbesondere ergibt sich in
beiden F̈allen die Elektronendichte in der Formn(r) = ∑besetzt

i |ψi(r)|2. Mit Hilfe
der Dichtefunktionaltheorie ergibt sich also die Grundzustandsdichte und Grund-
zustandsenergie exakt. Jedoch ist ein Anteil des universellen FunktionalsF [n], der
Anteil des sogenanntenAustausch-Korrelations-FunktionalExc[n], bis heute un-
bekannt, und vieles deutet darauf hin, daß dies auch in Zukunft so bleiben wird.
Entsprechend existiert vielfach die Auffassung, die Methoden der Dichtefunktio-
naltheorie nicht mehr zu denab-initio-Methoden zu rechnen, da Approximationen
an das Austausch-Korrelations-Funktional verwendet werden müssen. Jedoch hat
sich gezeigt, daß der entstehende Fehler relativ gering ist und entsprechend haben
sich Verfahren der Dichtefunktionaltheorie in vielen Fällen beẅahrt.

In dieser Arbeit werden nach einer kurzen Darstellung der quantenmechani-
schen Grundlagen drei wichtigeab-initio-Moleküldynamik Methoden, zun̈achst
unabḧangig von der Wahl des N̈aherungsmodells zur Bestimmung der Elektronen-
Struktur-Methode, vorgestellt. In derEhrenfest Molek̈uldynamik, der Born-
Oppenheimer Molek̈uldynamikund derCar-Parrinello Molek̈uldynamikwerden
die Kerne als klassische Partikel behandelt, jedoch unterscheiden sie sich grund-
legend in der Zeitabḧangigkeit der Elektronenstruktur. Anschließend werden
verschiedene Elektronen-Struktur-Methoden erläutert. Neben der Hartree-Fock-
Methode und den Post-Hartree-Fock-Methoden wird insbesondere auf die Dichte-

1Ein System von vonN Elektronen, die sich in einem̈außeren Potentialv(r) befinden, wird
als inhomogenes Elektronengas bezeichnet. Zum Beweis des Hohenberg-Kohn-Theorems werden
schwache Voraussetzungen an dasäußere Potential gestellt, welche aber in der Praxis fast immer
erfüllt sind.
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funktionaltheorie eingegangen. Im Zusammenhang mit der Dichtefunktionaltheo-
rie werden wichtige Approximationen an das Austausch-Korrelationspotential und
als weitere Vereinfachung dieNäherung der unver̈anderlichen Ionenbei Verwen-
dung vonPseudopotentialenbehandelt. Im Anschluß werden verschiedene Ba-
sen zur Darstellung der Einteilchenfunktionen vorgestellt, wobei die zur Anwen-
dung auf Festk̈orper besonders geeigneteEbene-Wellen-Basisausf̈uhrlich erl̈autert
wird. In der Praxis kann ein Verfahren der Dichtefunktionaltheorie mit der Ebene-
Wellen-Basis nur sinnvoll eingesetzt werden, wenn Pseudopotentiale verwendet
werden. Zur Durchf̈uhrung der Born-Oppenheimer Moleküldynamik und der Car-
Parrinello Molek̈uldynamik wird zu gegebenen orthonormalen Einteilchenfunktio-
nen{ψi} die Berechnung der totalen EnergieE[{ψi}], der Funktionalableitung der
totalen Energie nach den Einteilchenfunktionen und der Gradient der totalen Ener-
gie nach den Kernpositionen benötigt. Es zeigt sich, daß diese drei Berechnungen
bei Verwendung einer endlichen Ebene-Wellen Basis im Rahmen der sogenannten
Ebene-Wellen Pseudopotential Methodemit Verfahren zur schnellen Fouriertrans-
formation (FFT) durchgeführt werden k̈onnen. Anschließend werden verschiede-
ne numerische Verfahren zur Berechnung des Grundzustandes, von lokalen Mini-
ma und der Dynamik vorgestellt und im Besonderen wird die Minimierung des
Energiefunktionals unter Verwendung des vorkonditionierten Verfahrens der kon-
jugierten Gradienten und dessen Implementierung diskutiert. Im weiteren wird die
Parallelisierung der Verfahren erläutert und insbesondere eine lastbalancierte FFT
vorgestellt. Da viele Fragen in Bezug auf die Konstruktion von Wasserstofftanks
mit Hilfe von Kohlenstoff-Nanotubesbis heute noch offen sind, werden einige nu-
merische Berechnungen dazu vorgestellt, welche mit dem im Rahmen dieser Arbeit
implementierten Verfahren durchgeführt wurden. Abschließend wird die Verbesse-
rung des Verfahrens mit Hilfe eines adaptiven Ansatzes, der auf der Verwendung
der sogenanntengeneralisierten Ebene-Wellen-Basisberuht, behandelt.

An dieser Stelle m̈ochte ich die Gelegenheit nutzen, um mich bei
Prof. Dr. M. Griebel f̈ur dieÜberlassung des Themas meiner Diplomarbeit zu be-
danken.



Kapitel 1

Einf ührung in die
Quantenmechanik und
Moleküldynamik

1.1 Quantenmechanik

Die Quantenmechanik ist der mathematische Schlüssel zur Berechnung von
physikalischen und chemischen Eigenschaften von Atomen, Molekülen und
Festk̈orpern. Daher werden in diesem Abschnitt die quantenmechanischen Grund-
lagen erkl̈art. Zur weiteren Vertiefung wird auf entsprechende Lehrbücher verwie-
sen [Sch95, M̈ul00, Sch99, Sch92, Sch00].

1.1.1 Quantenmechanisches System

Die Quantenphysik beschreibt Phänomene, deren Wirkung in der Größenordnung
der Planck-Konstantēh liegen. Die Wellennatur der elektromagnetischen Strah-
lung ist durch Interferenz- und Beugungsexperimente gut bekannt. Andererseits
lassen sich einige Beobachtungen nur mit einer Teilchennatur der elektromagneti-
schen Strahlung erklären. Diese komplementäre Beschreibung solcher Phänomene
im Teilchen- und Wellenmodell wird alsWelle-Teilchen-Dualismusder elektroma-
gnetischen Strahlung bezeichnet. Weiterhin zeigen Experimente, daß der Welle-
Teilchen-Dualismus auch bei massebehafteten Teilchen auftritt. Insbesondere gilt
dies f̈ur Elektronen.

Postulate der Quantenmechanik

Gen̈ugt das Paar(H ,H) den folgenden Axiomen, wird es als quantenmechanisches
System bezeichnet.

4



1.1 QUANTENMECHANIK 5

1. H ist ein separabler Hilbertraum̈uberC mit dem Skalarprodukt〈.|.〉. Kom-
plexe Geraden inH , die den Nullvektor vonH enthalten, werden als
Zusẗande, oder wenn diese normierbar sind, auch alsWellenfunktionendes
quantenmechanischen Systems bezeichnet.

2. Die selbstadjungierten Operatoren, deren Definitionsbereich dicht inH ist,
repr̈asentieren die Menge aller möglichenObservablendes Systems.

3. Ist Ψ ∈ H ,‖Ψ‖ = 1 ein Zustand des quantenmechanischen Systems undA
eine Observable mit zugehöriger Spektralschar1 (Eλ), dann ist

p(Ψ,A, I) := ‖E(I)Ψ‖2 = 〈Ψ|E(I)Ψ〉=
Z λ2

λ1

d(‖EλΨ‖2)

die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Meßwert der ObservablenA im Zu-
standΨ im Intervall I =]λ1,λ2] liegt.

4. Die Dynamik des Systems wird durch eine stetige 1-Parametergruppe von
unitären Operatoren(U(t))t∈R mit dem infinitesimalen Erzeuger− i

h̄H be-
stimmt2

Ψt = U(t)Ψ0 = exp(−iHt )Ψ0, Ψt ,Ψ0 Zusẗande inH ,

wobei der OperatorH eindeutig und selbstadjungiert ist.

Physikalische Korrespondenz

Die Korrespondenz zwischen physikalischen und mathematischen Größen, die der
Quantenmechanik eines Massenpunktes zugrunde liegt, soll kurz erläutert werden.

1. Zusẗande
Die möglichen ZusẗandeΨt eines quantenmechanischen Systems zur Zeit
t werden durch normierte Zustandsfunktionen in einem HilbertraumH be-
schrieben.

2. Observablen
Jeder beobachtbaren Größe, den Observablen, wird ein selbstadjungierter
Operator im HilbertraumH der Zusẗande zugeordnet.

3. Meßprozeß
Der gemessene Wert der ObservablenA im ZustandΨ ist ein Punkt aus

1Eine Spektralschar(Eλ)λ∈R ist eine Schar von orthogonalen ProjektionenEλ : H → H ,λ ∈ R
mit den in Anhang [A.1] beschriebenen Eigenschaften.

2Siehe dazu auch Anhang [A.2].
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dem Spektrum des zugeordneten Operators. Da dem selbstadjungierten Ope-
rator A mit der Spektralschar{Eλ} eine eindeutige Zerlegung der Ein-
heit entspricht, kann jedem IntervallI =]λ1,λ2] ein orthogonaler Projektor
E(I) := Eλ2 −Eλ1 zugeordnet werden. Nach dem dritten Axiom kann der
Meßprozeß damit mathematisch als Projektion auf einen Unterraum vonH
interpretiert werden und die Wahrscheinlichkeit des Auftretens bestimmter
Meßwerte wird durch das Spektralmaß gegeben. Im folgenden sollen einige
Konsequenzen daraus erläutert werden.

• Ein Punktλ des diskreten Spektrums wirdscharf gemessen, wenn das
Intervall I außerλ keine anderen Spektralwerte enthält. Im Falle eines
OperatorsA mit einem diskreten Spektrum treten als Meßwerte also
gerade dessen Eigenwerte auf, wobei die Eigenfunktionen gegebenen-
falls k-fach entartet sein können. Werte des kontinuierlichen Spektrums
können hingegen nicht scharf gemessen werden.

• Einzelne Messungen können nicht vorhergesagt werden. Für große An-
zahlen von Messungen läßt sich lediglich ein Erwartungswert angeben.
Aus dem dritten Axiom kann die Formulierung

〈A〉Ψ =
〈Ψ|AΨ〉
〈Ψ|Ψ〉

für den Erwartungswert hergeleitet werden. Damit ergibt sich die
Streuung der Meßwerte zu

Str(A)Ψ = 〈Ψ|(A−〈A〉Ψ1)2Ψ〉.

Ist insbesonderea Eigenwert vonA mit zugeḧorigem normierten Ei-
genzustandΨ, gilt f ür den Erwartungswert〈A〉Ψ = a und die Streu-
ung verschwindet. F̈ur die simultane Meßwahrscheinlichkeit, Werte der
ObservablenA aus dem IntervallIA und Werte einer ObservablenB aus
dem IntervallIB zusammen zu messen, gilt

‖EA(IA)EB(IB)Ψ‖2 = 〈Ψ|EA(IA)EB(IB)Ψ〉,

wobei hierf̈ur die beiden Projektoren notwendig vertauschbar sein
müssen. Sonst gelten lediglich die beiden Aussagen

‖EA(IA)Ψ‖2 = 〈Ψ|EA(IA)Ψ〉, ‖EB(IB)Ψ‖2 = 〈Ψ|EB(IB)Ψ〉,

die getrennte Messungen bedeuten. Verschwindet der Kommutator
[A,B] = AB−BA zweier OperatorenA und B nicht, können die ent-
sprechenden Observalen simultan nicht scharf gemessen werden und
es ergeben sich Unschärferelationen, wie zum Beispiel dieHeisenberg-
sche Unscḧarferelation.
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• Da die normierte ZustandsfunktionΨ die Mittelwerte jeder Obser-
vablen festlegt, liegt hierin ein bedeutsamer Unterschied zur klassi-
schen Mechanik, bei der die möglichen Meßwerte der Observablen
als Lösungen von Differentialgleichungen gefunden werden, während
in der Quantenmechanik eine bekannte Wellenfunktion bereits die In-
formation zur Berechnung des Erwartungswertes jeder Observablen
entḧalt.

• Mit Hilfe von Wahrscheinlichkeitsaussagen lassen sich die gegensätz-
lichen Interpretationen durch das Teilchen- und Wellenmodellüber-
brücken. Die ZustandsfunktionΨt wird als Wahrscheinlichkeitsampli-
tude gedeutet und somit ist

R
V |Ψt(r)|dr die Wahrscheinlichkeit dafür,

den Massenpunkt zur Zeitt im VolumenV zu finden.

4. Dynamik
Für den infinitesimalen Erzeuger−iH aus dem vierten Axiom gilt außerdem
dieSchr̈odingergleichung

∂
∂t

Ψt =− i
h̄

HΨt , (1.1)

mit demHamiltonoperatorH des quantenmechanischen Systems3. Die zeit-
liche Entwicklung der Zustandsfunktion ist also durch die Schrödingerglei-
chung gegeben.

1.1.2 Kanonische Quantisierung

Als Quantisierungwird die Zuordnung eines quantenmechanischen Systems zu
einem der klassischen Mechanik bezeichnet. Eine mögliche ist diekanonische,
bei der die Observablen der klassischen Hamilton-Formulierung durch die entspre-
chenden Operatoren ersetzt werden.

Ortsoperator

Alle WellenfunktionenΨ sind Elemente desL2(R3), falls die Punkte desR3 als
Ortskoordinaten des Systems interpretiert werden4 .

D(Q) = {Ψ ∈ L2(R3) |
Z
R3
|r jΨ(r)|2dr ≤ ∞ j = 1,2,3}

ist der Definitionsbereich des MultiplikationsoperatorsQ = (Q1,Q2,Q3), der als
Ortsoperator bezeichnet wird. Es gilt

Q jΨ(r) = r jΨ(r) ∀Ψ ∈ D(Q)

und der Ortsoperator ist aufD(Q) selbstadjungiert.

3H ist der Operator der Energie. Somit ist die Dynamik mit der Energie des Systems verknüpft.
4Im periodischen Fall desL2(V) entsprechend Abschnitt [3.2.1].
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Impulsoperator

Der Observablen Impuls wird der selbstadjungierte Operator

p =
h̄
i
∇

zugeordnet.

Energieoperator

Mit Hilfe des Impulsoperators wird für die Observable Energie der Hamiltonope-
rator

H =
p2

2m
+V(r) =− h̄2

2m
∇2 +V(r) (1.2)

für ein Teilchen im PotentialV gesetzt.

Drehimpulsoperator

Der Observablen Drehimpuls wird der selbstadjungierte Operator

L = r ×p =
h̄
i
r ×∇

zugeordnet.

1.1.3 Einteilchenquantenmechanik

Die Schr̈odingergleichung (1.1) mit dem Hamiltonoperator (1.2) beschreibt nach
Abschnitt 1.1 ein Teilchen im gegebenen PotentialV. In diesem Abschnitt soll
kurz auf weitere Aspekte der Einteilchenquantenmechanik eingegangen werden.

Erhaltungssätze

SeiA(r ,p, t) ein Operator, der einer Observablen eines Massenpunktes zugeordnet
ist. Für die Zeitabḧangigkeit des Erwartungswertes der Observablen gilt mit Hilfe
der Schr̈odingergleichung (1.1)

d
dt
〈Ψt |AΨt〉= 〈∂Ψt

∂t
|AΨt〉+ 〈Ψt |A∂Ψt

∂t
〉+ 〈Ψt |∂A

∂t
Ψt〉 mit 〈Ψt |Ψt〉= 1

=
i
h̄
〈Ψt |[H,A]Ψt〉+ 〈Ψt |∂A

∂t
Ψt〉
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wobei[H,A] = HA−AH der Kommutator zweier Operatoren ist. Der Erwartungs-
wert einer Observablen ist somit zeitunabhängig, falls der zugeordnete OperatorA
nicht von der Zeitt abḧangt und[H,A] = 0 gilt.

Ist das PotentialV aus Gleichung (1.2) zeitunabhängig ergibt sich Energieer-
haltung

d
dt
〈Ψt |HΨt〉=

i
h̄
〈Ψt |[H,H]Ψt〉= 0 mit 〈Ψt |Ψt〉= 1 (1.3)

des Systems.
Für ein kugelsymmetrisches PotentialV ergibt sich d

dt 〈Ψt |LΨt〉 =
i
h̄〈Ψt |[L ,H]Ψt〉 = 0 mit 〈Ψt |Ψt〉 = 1. Also ist der Erwartungswert des Dre-
himpulses eine Konstante.

Stationäre Schrödingergleichung

Im allgemeinen kann der HamiltonoperatorH nicht nur implizit durch Ort und
Impuls , sondern auch explizit von der Zeit abhängen. F̈ur den Fall, daß der Hamil-
tonoperator nicht explizit von der Zeitt abḧangt, nimmt das System nur stationäre
Zusẗande an und die Schrödingergleichung

−h̄
i

∂Ψ(r , t)
∂t

= H(r)Ψ(r , t)

wird bez̈uglich der Orts- und Zeitvariablen separierbar. Wird der Produktansatz
Ψ(r , t) = φ(r)θ(t) in die Schr̈odingergleichung eingesetzt, ergibt sich die Glei-
chung

1
φ

Hφ =− h̄
i

1
θ

∂θ
∂t

.

Da die linke Seite nur vom Ort und die rechte Seite nur von der Zeit abhängt,
müssen beide Seiten gleich einer vonr undt unabḧangigen KonstantenE sein. Es
ergeben sich zwei getrennte Differentialgleichungen

dθ
dt

= − h̄
i
Eθ (1.4)

Hφ = Eφ (1.5)

und die L̈osung von Gleichung (1.4) ist durchθ(t) = θ(0)exp(−h
i Et) gegeben.

Da die Wellenfunktionφ nur bis auf einen beliebigen Faktor festgelegt ist, wird
der Einfachheit halberθ(0) = 1 gesetzt5 und es ergeben sich die Lösungen der
Schr̈odingergleichung bei zeitunabhängigem Hamiltonoperator in der Form

Ψ(r , t) = exp(− h̄
i
Et)φ(r),

wobeiφ(r) eine L̈osung derstation̈aren Schr̈odingergleichung(1.5) ist.

5Einsetzen der L̈osung in die Normierungbedingung ergibt1 = 〈Ψ|Ψ〉 = |θ(0)|2〈φ|φ〉 für reelle
E.
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Kugelsymmetrisches Potential

Befindet sich ein Elektron in einemZentralfeld, welches sich aus einem kugelsym-
metrischen PotentialV bestimmt, lautet die zeitunabhängige Schr̈odingergleichung
in Polarkoordinaten

[
− h̄2

2me
∇2 +V(r)

]
φ(r,ϑ,ϕ) = Eφ(r,ϑ,ϕ) mit 〈φ|φ〉= 1.

Dabei gilt für den Laplaceoperator in Polarkoordinaten

∇2 =
1
r

∂2

∂r2 r− 1
r2 l2,

wobeil ein dimensionsloser Drehimpulsoperatorl = 1
h̄L = 1

i r×∇ ist undl2 gerade
mit dem Winkelanteil des Laplacoperatorsübereinstimmt. Mit dem Seperationsan-
satz

φ(r,ϑ,ϕ) =
1
r

R(r)Y(ϑ,ϕ) (1.6)

ergibt sich, da der Operatorl2 nur nach den Winkelkoordinaten differenziert

− h̄2

2me

(
d2R(r)

dr2 Y(ϑ,ϕ)− 1
r2R(r)l2Y(ϑ,ϕ)

)
+V(r)R(r)Y(ϑ,ϕ) = ER(r)Y(ϑ,ϕ).

(1.7)
Da V(r) kugelsymmetrisch ist, kommutieren die OperatorenH und l2 und besit-
zen somit gemeinsame Eigenfunktionen. Istl2Y = εY gelöst, kann Gleichung (1.7)
separiert werden und es ergibt sich die Eigenwertaufgabe für den Radialanteil zu

− h̄2

2me

(
d2

dr2 −
ε
r2 +V(r)

)
R(r) = ER(r) mit

Z ∞

0
|R(r)|2dr = 1. (1.8)

Die Eigenwertgleichungl2Y(ϑ,ϕ) = εY(ϑ,ϕ) entspricht der Differentialglei-
chung von Legendre. Mit der Normierungsbedingung als Randbedingung ergibt
sich als L̈osung

l2Ylm(ϑ,ϕ) = l(l +1)Ylm(ϑ,ϕ) mit l = 0,1,2, . . .

l3Ylm(ϑ,ϕ) = mYlm(ϑ,ϕ) mit m=−l , . . . , l

mit den allgemeinen Kugelfl̈achenfunktionenYlm(ϑ,ϕ) und l3 = −i ∂
∂ϕ . Die allge-

meinen Kugelfunktionen

Ylm(ϑ,ϕ) = (−1)
m+|m|

2

√
2l +1

4π
(l −|m|)!
(l + |m|)! Pm

l (cosϑ)exp(imϕ),

könnenüber die Legendre Polynome

Pm
l (cosϑ) = (−1)l+|m| 1

2l l !
sin|m|ϑ

dl+|m|

d(cosϑ)l+|m| sin2l ϑ
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definiert werden.

Damit ergibt sich die Gleichung (1.8) als Differentialgleichung für den Radial-
anteil zu6

− h̄2

2me

(
d2

dr2 −
l(l +1)

r2 +V(r)
)

Rnl(r) = EnlRnl(r) mit
Z ∞

0
|Rnl(r)|2dr = 1.

(1.9)
Diese Gleichung, wird abhängig von derDrehimpulsquantenzahll , gel̈ost. Zu je-
dem Wert vonl gibt es2l + 1 Werte dermagnetischen Quantenzahlm 7 . Die
Quantenzahln soll die verschiedenen Eigenwerte und Eigenfunktionen das Hamil-
tonoperators f̈ur ein gegebenesl abz̈ahlen.

Wasserstoffatom

Das Zentralfeld wird durch ein kugelsymmetrisches Potential, das sogenannte
Coulomb-Potential,

V(r) =− e2

4πε0

1
r

beschrieben8 . Die zu l̈osende Radialgleichung (1.9) läßt sich auf eine Differenti-
algleichung vom Laguerreschen Typ zurückführen und es ergibt sich für den Radi-
alanteil

Rnl(r) = Nnl(a)(ρ)l+1exp

(
−1

2
ρ
)

L2l+1
n+l (ρ)

mit ρ = 2r
na, a = aB, dem Normierungsfaktor

Nnl(a) =

√
2
na

(n− l −1)!
2n((n+ l)!)3

und den zugeḧorigen Laguerre Polynomen

L2l+1
n+l (ρ) =

n−l−1

∑
k=0

(−1)k+1 ((n+ l)!)2

(n− l −1−k)!(2l +1+k)!k!
ρk.

Die zu den Eigenfunktionen

φnlm(r) =
1
r

Rnl(r)Y(ϑ,ϕ)

6H, l2 und l3 kommutieren paarweise miteinander. Also können die Eigenwerte vonl2 und l3 zur
Charakterisierung der Eigenfunktionen vonH verwendet werden.

7Um die Abḧangigkeit der magnetischen Quantenzahl von der Drehimpulsquantenzahl auszu-
drücken, wird sie auch oft mitml notiert.

8Hierbei bezeichnete die Elementarladung,ε0 die Elektrische Feldkonstante und damit14πε0
die

Coulombkonstante.
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geḧorigen Eigenwerte

Enl = En =−1
2

mee4

42π2ε2
0h̄2

1
n2

hängen nur von den Quantenzahlenn ab. Da es f̈ur jede Drehimpulsquantenzahll
noch2l +1 Werte f̈ur die magnetische Quantenzahlmgibt, sind die EigenwerteEn

n2-fach entartet.

Spin

Experimentelle Beobachtungen an Elektronen, Protonen und anderen Elementar-
teilchen zeigen, daß die fundamentalen Eigenschaften Masse und Ladung nicht zur
vollständigen Charakterisierung ausreichen und weitere Freiheitsgrade neben dem
Ortsvektor betrachtet werden müssen. Dazu wird der Spin postuliert, der sich als
eine Art Eigendrehimpuls veranschaulichen läßt. Er besitzt kein klassisches Analo-
gon, sondern findet seine theoretische Fundierung in der relativistischen Quanten-
physik. Der Hilbertraum der̈uber dem Ortsraum quadratisch integrierbaren Funk-
tionenHO wird um einen Hilbertraum der SpinzuständeHS erweitert. Die Zusẗande
in H = HO⊗HS sind gegen̈uber denen inHO mit zus̈atzlichen Quantenzahlen zu
charakterisieren. Die Eigenwertgleichungen derSpinoperatorens= (s1,s2,s3) im
HilbertraumHS sind durch9

s2χsms = s(s+1)χsms mit j = 0,
1
2
,1,

3
2
,2, . . .

s3χsms = msχsms mit ms =− j,− j +1, . . . j

s±χsms =
√

s(s+1)−m2
s∓msχsms mit s± = s1± is2

gegeben. Teilchen mit ganzzahligem Spin werden alsBosonenund die mit halbzah-
ligem Spin alsFermionenbezeichnet. Das Elektron wird durch die Spinquanten-
zahls= 1

2 charakterisiert. Sei die stationäre Schr̈odingergleichung (1.5) des Elek-
trons inHO mit einem vom Spin unabhängigen HamiltonoperatorH

H(r)φk(r) = εkφk(r) mit 〈φk|φl 〉= δkl

gelöst, dann k̈onnen die Zusẗande des Elektrons inH durch

ψkms = φk(r)χms(s) mit ms =±1
2

(1.10)

beschrieben werden, wobeik einen geeigneten Satz von Quantenzahlen be-
zeichnet. Insbesondere sind die Produktfunktionen orthonormiert〈ψkms|ψk′m′s〉 =
〈φk|φk′〉〈χms|χm′s〉= δkk′δmsm′s.

9Analog der Definition eines verallgemeinerten Drehimpulsoperatorsj = ( j1, j2, j3) in H durch
die Vertauschungsrelationen[ jk, j l ] = i jm für (k, l ,m) = {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}, die speziell vom
Bahndrehimpuls erfüllt werden.
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Aufbauprinzip

Bisher wurden in diesem Abschnitt ein Elektron in einem Zentralfeld und speziell
das Wasserstoffatom betrachtet. Um Mehrelektronenatome zu untersuchen, wird
die Wechselwirkung der Elektronen vernachlässigt und jedes Elektron als im Feld
der Kerne und der anderen Elektronen befindlich betrachtet. Im Gegensatz zum
Wasserstoffatom läßt sich nun die Differentialgleichung für den Radialanteil (1.9)
nicht mehr analytisch lösen. Insbesondere sind die Energieeigenwerte nicht nur von
der Haupt- sondern auch von der Nebenquantenzahl abhängig. Auch ohne genaue
quantitative Kenntnisse der Energien im Einzelfall lassen sich die Zustandsfunk-
tionen durch ihre bekannten Drehimpulseigenschaften charakterisieren.

Die Zustandsfunktionen werden also, wie nach Gleichung (1.10), eindeutig
durch die drei Quantenzahlenn, l ,ml und die Spinquantenzahlms bestimmt, wobei
für einen EnergieeigenwertEn eine2n2-fache Entartung vorliegt. Mit Hilfe der vier
Quantenzahlen läßt sich das Ausschlußprinzip auch folgendermaßen formulieren:
In einem quantenmechanischen System kann es nicht mehr als ein Elektron geben,
dessen Zustandψnlml ms durch den gleichen Satz der vier Quantenzahlenn, l ,ml ,ms

charakterisiert ist.

Für den Atomaufbau ergibt sich Folgendes. Die Eigenfunktionen mit Drehim-
pulsquantenzahll werden mit ansteigender Energie durchn (n = l + 1, l + 2, . . .)
nummeriert. Zu einem festen Paar vonn und l gibt es 2(2l + 2) verschiedene
Zusẗande, die in diesem Rahmen auchOrbitalegenannt werden. Die Menge dieser
2(2l + 2) Einelektronenzustände wird alsSchalebezeichnet. Die Schalen werden
mit (n, l) indiziert, wobei f̈ur l = 0,1,2, . . . auch die spektroskopischen Symbole
s(sharp), p(principal), d(diffuse), f(fundamental), g, . . . benutzt werden. Durch suk-
zessives Auff̈ullen der Orbitale in aufeinanderfolgenden Schalen, unter Beachtung
des Ausschlußprinzips und daß Elektronen Zustände m̈oglichst geringer Energie
einnehmen, erḧalt man alle Elemente des Periodensystems. Der Elektronenzustand
eines Atoms wird durch Angabe der besetzten Orbitale, die sogennanteKonfigura-
tion, charakterisiert.

Superpositionsprinzip

Aus der Forderung, daß Zustandsfunktionen aus einem Hilbertraum, also insbe-
sondere einem Vektorraum, und die auftretenden Operatoren linear sind, folgt das
Superpositionsprinzip:
Kann ein quantenmechanisches System die ZuständeΨi ∈H annehmen, so ist die
lineareÜberlagerung

Ψ = ∑
i

aiΨi ai ∈ C

ebenfalls ein erlaubter Zustand.
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1.1.4 Mehrteilchenquantenmechanik

Im weiteren sollen quantenmechanische Systeme vonN Teilchen mit den jeweili-
gen Variablen Ortr i , Spinsi und den vorgegebenen Parametern Massemi , Ladung
ei und Spinquantenzahlsi betrachtet werden. IstHi der Einteilchen-Hilbertraum
desi-ten Teilchens, sind dieN-TeilchenzusẗandeΨ(r1,s1, . . . , rN,sN, t) Elemente
des HilbertraumesH = H1⊗ ·· · ⊗HN. Da die den physikalischen Observablen
zugeordneten selbstadjungierten Operatoren insbesondere normal sind, gibt es ei-
ne Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen vonH und jeweils eine orthonormale
Basis aus Eigenzuständenψi

αi
von Hi mit

〈ψα|ψα′〉= δαα′ in H . (1.11)

Die mit Hilfe derψi
αi

gebildeten Zusẗande

Ψα1...αN = ΠN
i=1ψi

αi

bildet eine m̈ogliche orthonormale Basis vonH .

Unterscheidbare Teilchen

Teilchen werden alsunterscheidbarbezeichnet, wenn sie sich durch Masse, La-
dung oder Spinquantenzahl10 unterscheiden. Den Observablen des Systems vonN
unterscheidbaren Teilchen seien Operatoren inH zugeordnet, die gegebene Funk-
tionen der Orts-, Impuls- und Spinoperatoren der einzelnen Teilchen sind. Deren
Vertauschungsrelationen ergeben sich aus den Vertauschungsrelationen der Ope-
ratoren der Einzelteilchen, insbesondere müssen die Einteilchenoperatoren unter-
schiedlicher Teilchen kommutieren.

Pauli-Prinzip

Teilchen werden alsidentischbezeichnet, wenn sie sich nicht durch Masse, La-
dung, Spinquantenzahl oder weiter unveränderliche Eigenschaften, die das Teil-
chen charakterisieren unterscheiden. DasPrinzip der Ununterscheidbarkeitbe-
sagt, daß miteinander wechselwirkende, identische Teilchen prinzipiell nicht un-
terscheidbar sind. Jedoch ist eine Nummerierung der den Teilchen zugeordneten
Objekte unumg̈anglich, um solch ein physikalisches System mathematisch darzu-
stellen. Andererseits sind nur die meßbaren Größen des Systems und nicht die
Identifikation der Teilchen f̈ur eine Untersuchung von Bedeutung. Also müssen
die Erwartungswerte, der den Observablen zugeordneten Operatoren, invariant ge-
gen̈uber der Vertauschung der Nummerierung der Teilchen sein.

10Oder weiter unver̈anderliche Eigenschaften, die das Teilchen charakterisieren.
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Ein selbstadjungierter OperatorA, der einer Observablen zugeordnet ist, muß
also f̈ur alleΨ ∈H insbesondere der Symmetriebedingung

〈Ti j Ψ(1,2, . . . ,N)|A|Ti j Ψ(1,2, . . . ,N)〉=
〈Ψ(1,2, . . . ,N) |A|Ψ(1,2, . . . ,N)〉 ∀ i < j ≤ N

(1.12)

gen̈ugen, wobei zur Vereinfachung der Schreibweise ein Vektor im Konfigurations-
raum hier nur kurz durch(1,2, . . . ,N) bezeichnet wird.Ti j ist der zu einer beliebi-
gen Transposition(i, j) definierte Transpositionsoperator

〈Φ(1,2, . . . ,N)|Ti j Ψ(1,2, . . . ,N)〉=
〈Φ(1,2, . . . ,N)|Ψ((i, j)(1,2, . . . ,N))〉 ∀Φ,Ψ ∈H

in demN-TeilchenraumH . Insbesondere istTi j selbstadjungiert und aus der Sym-
metriebedingung (1.12) mitA = 1 folgt T∗i j Ti j = 1, also istTi j auch uniẗar. Damit
kommutieren die OperatorenA mit den Transpositionen, denn es gilt

Ti j A = Ti j T
∗
i j ATi j = ATi j .

Weiterhin k̈onnen die Transpositionsoperatoren nur die Werte±1 als Eigenwerte
haben. Jede Permutationπ∈ SN kann als Produkt einer Anzahl von Transpositionen
gewonnen werden, wobei nicht diese Anzahl jedoch das Signum einer Permutati-
on eindeutig ist. Unter den von den TranspositionenTi j erzeugten Permutationen
zerf̈allt der Hilbertraum in invariante TeilräumeH = Hs⊕Ha⊕ . . ., mit
dem Hilbertraum der total symmetrischen Zustände

Hs = {Ψ ∈H |Ti j Ψ = Ψ ∀i < j},

und dem der total antisymmetrischen Zustände

Ha = {Ψ ∈H |Ti j Ψ =−Ψ ∀i < j}.

Der Grund, hier lediglich die HilberträumeHs undHa näher zu betrachten, ist phy-
sikalischer Natur. Der Vergleich experimenteller Beobachtungen an verschiedenen
Systemen identischer Teilchen mit quantenmechanischen Rechnungen, führt zu der
folgenden Formulierung desPauli-Prinzips:
Die Zusẗande eines physikalischen Systems identischer Teilchen mit halbzahli-
gem Spin,Fermionengenannt, sind antisymmetrische Funktionen (Fermi-Dirac-
Statistik) und die identischer Teilchen mit ganzzahligem Spin,Bosonengenannt,
sind symmetrisch (Bose-Einstein-Statistik).

Slater-Determinante

In diesem Abschnitt sollenN identische Fermionen betrachtet werden. Ein Produk-
tansatz aus orthonormalen Einteilchenfunktionen (1.11), gemäß dem Pauli-Prinzip,
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kann in Form einerSlater-Determinante

ΨSD
α1...αN

(1, . . .N) =
1√
N!

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψα1(1) ψα1(2) . . . ψα1(N)
ψα2(1) ψα2(2) . . . ψα2(N)

...
...

...
...

ψαN(1) ψαN(2) . . . ψαN(N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.13)

geschrieben werden11 . Die Menge der Vektoren

{ΨSD
α1...αN

|α1 < · · ·< αN} (1.14)

bilden eine orthonormale Basis inHa. Vertauschung zweier Teilchen in der
Determinante (1.13), also die Vertauschung zweier Spalten, hat einen Vorzei-
chenwechsel vonΨSD zur Folge. Weiterhin ist die Slater-Determinante normiert
〈ΨSD|ΨSD〉= 1, wenn die Einteilchenfunktionen, wie hier vorausgesetzt, orthonor-
mal sind. Die antisymmetrischen FunktionenΨSD

α1...αN
sind nur dann von Null ver-

schieden, wenn alle Indizes paarweise voneinander verschieden sind, denn wenn
zwei Einteilchenfunktionen gleich sind, sind auch zwei Zeilen der Determinante
(1.13) gleich. Dies entspricht dem von W. Pauli empirisch begründetenAusschlie-
ßungsprinzip:
In einem Atom kann jeder erlaubte Quantenzustand jeweils nur von einem Elek-
tron besetzt sein. Allgemeiner gilt, daß es bei einem System ausN identischen
Fermionen keine zwei Teilchen geben kann, die sich im selben Einteilchenzustand
befinden, denn dann verschwindet der zugehörigeN-Teilchenzustand.
Diese Tatsache wird oft auch als Pauli-Prinzip bezeichnet. Es stellt jedoch eine
spezielle Form des allgemeineren Pauli-Prinzip aus dem vorherigen Abschnitt dar,
welches wiederum die Ununterscheidbarkeit der Fermionen zur Grundlage hat.

Also können unter der Voraussetzung der Orthonormalität der Einteilchen-
funktionen die Zusẗande Ψ(1, . . . ,N) eines Elektronengases nach den Slater-
Determinanten entwickelt

Ψ(1, . . . ,N) = ∑
α1,...,αN

ΨSD
α1...αN

〈ΨSD
α1...αN

|Ψ〉 (1.15)

werden.

Fock-Raum

Die Antisymmetrieforderung an die Zustände eines quantenmechanischen Systems
identischer Fermionen erschwert die analytische Behandlung eines solchen Sy-
stems zus̈atzlich. Mit derzweiten Quantisierungwird eine Umformulierung der

11Wie im vorherigen Abschnitt wird hier die vereinfachte Schreibweiseψαi ( j) = ψαi (r j ,sj , t)
verwendet. Wobei hier nur Zustände zur Zeitt betrachtet werden. Deshalb wird die Zeitt nicht
explizit notiert.
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Theorie bezeichnet. Diese erzeugt die geforderten Symmetrieeigenschaften alge-
braisch und ist eine Formulierung mit unbestimmter Teilchenzahl.

Der Fock-Raumüber dem HilbertraumH eines Teilchens wird durch die di-
rekte Summe

F (H ) = H (0)⊕H (1)⊕H (2)⊕H (3)⊕ . . . mitH (1) = H

definiert. Dabei beschreibtH (0) = C dasNullteilchensystem, wobei dessen nor-
mierter Basisvektor alsVakuumzustandbezeichnet wird. Die HilberträumeH (n)

beschreiben Systeme ausn identischen Exemplaren der betrachteten Teichensorte.
Im Fock-Raum erscheinen die Hilberträume zu fester Teilchenzahl als orthogonale
Sektoren. Es lassen sich Operatoren definieren, die zwischen Sektoren verschie-
dener Teilchenzahl transformieren. Diese sind keiner Observablen zugeordnet und
im allgemeinen auch nicht selbstadjungiert. Allerdings fungieren sie als Bausteine
von Observablen.

Im Falle von Fermionen wird analog zur Slater-Determinante (1.13), zunächst
der Alternierungsoperator

An(ψ1, . . . ,ψn) =
1√
n!

∑
π∈Sn

sgn(π)ψπ(1) · · ·ψπ(n)

eingef̈uhrt 12 . Insbesondere ist dieser ein ProjektorAn : H ⊗·· ·⊗H →H (n). Mit
einem beliebigen Vektorf ∈ H wird im Fock-RaumF (H ) derVernichtungsope-
rator a( f )

a( f ) : H (0) → 0,

a( f ) : H (n) →H (n−1),n > 0,

a( f )An(ψ1, . . . ,ψn) =
1√
n

n

∑
i=1

(−1)i+1〈 f |ψi〉An−1(ψ1, . . . ,ψi−1,ψi+1, . . . ,ψn)

und derErzeugungsoperatora+( f )

a+( f ) : H (n) →H (n+1),

a+( f )1 = f ,n = 0,

a+( f )An(ψ1, . . . ,ψn) =
√

n+1An+1( f ,ψ1, . . . ,ψn)

definiert. Insbesondere ist inF (H ) der Operatora+( f ) zu a( f ) adjungiert13. Für
den durch{A,B}= AB+BA für zwei OperatorenA undB definiertenAntikommu-
tator ergeben sich die Relationen

{a( f ),a(g)}= 0, {a+( f ),a∗(g)}= 0,

a( f ),a+(g)}= 〈 f |g〉1F mit f ,g∈H .
(1.16)

12Wie schon im vorherigen Abschnitt sollen hier nur Fermionen betrachtet werden. Für Bosonen
gibt es einen entsprechende Konstruktionen.

13a+ bedeutet hier nicht konjugiert komplex.
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Einer Orthonormalbasis{ψl} im HilbertraumH eines Fermions ist durch

al := a(ψl ), a+
l (ψl ), l ∈ N

ein unendliches System von Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren zugeordnet.
Nun kann jedem ElementΨα1...αn der Orthonormalbasis (1.14) inH (n), wobei ins-
besondereα1 < · · ·< αn gilt, eindeutig eine Folge

n = (n1,n2, . . .), mit
∞

∑
l=1

nl < ∞,

nl =
{

0 für l 6∈ {α1, . . .αn}
1 für l ∈ {α1, . . .αn}

von Besetzungszahlenzugeordnet werden und diese Folgen definieren korrespon-
dierende Vektoren im Fock-RaumF (H ) durch

Ψn := (a+
1 )n1(a+

2 )n2(a+
3 )n3 . . .Ω,

mit dem VakuumzustandΩ. Aus den Antikommutator-Relationen (1.16) und
al Ω = 0 folgt die Orthonormaliẗat derΨn. Weiterhin folgt insgesamt, daß{Ψn}
eine Orthonormalbasis im Fock-RaumF (H ) ist.

Feldoperatoren

Mit Hinblick auf die Anwendungen wird das Folgende explizit für Fermionen mit
Spinzahlσ =±1

2 formuliert. Jeder solche Einteilchenzustandψ(r ,s) ∈H = HO⊗
HS kann in einer Orthonormalbasis (1.10)

ψ(r ,s) = ∑
l

± 1
2

∑
σ

φl (r)χσ(s)〈φl χσ|ψ〉H

entwickelt werden. Dessen beide Komponenten im Spinraum oderSpinorkompo-
nentensind durch

ψσ(r) = 〈χσ(s)|ψ(r ,s)〉HS

gegeben und mit Hilfe der Orthonormalität derχσ(s) ergibt sich die Entwicklung

ψσ(r) = ∑
l

± 1
2

∑
σ′

φl (r)δσσ′〈φl |ψσ′〉HO
= ∑

l

φl (r)〈φl |ψσ〉HO
.

Mit Hilfe der Operatorenalσ = a((φl χσ)σ) und a+
lσ = a+ ((φl χσ)σ) wird der

Feldoperator
Ψ̂σ(r) = ∑

l

φl (r)alσ
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und dessen adjungierter FeldoperatorΨ̂+
l definiert. Aus den Antikommutator-

Relationen (1.16) der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ergeben sich die
entsprechenden Vertauschungsrelationen für die Feldoperatoren

{
Ψ̂σ(r),Ψ̂+

σ′(r
′)
}

= δσσ′δ(r − r ′)1{
Ψ̂σ(r),Ψ̂σ′(r ′)

}
= 0 =

{
Ψ̂+

σ (r),Ψ̂+
σ′(r

′)
}

.
(1.17)

Wird der Operator der Dichte der Teilchen mit Spinrichtungσ als

n̂σ(r) = Ψ̂+
σ (r)Ψ̂σ(r)

definiert, ergibt sich daraus der Operator der Elektronendichte

n̂ =
± 1

2

∑
σ

n̂σ(r) (1.18)

und der Teilchenzahl
N̂ =

Z
n̂(r)dr.

Um einen beliebigen EinteilchenoperatorA ausH in den Fock-RaumF (H )
zu übertragen, werden die Abbildungen

Aφl χσ = ∑
k

± 1
2

∑
σ′

φkχσ′〈φkχσ′ |Aφl χσ〉H

im Einteilchensektor des Fock-Raumes formuliert und es ergibt sich insgesamt

Â =
± 1

2

∑
σ,σ′

Z
Ψ̂+

σ (r)Aσσ′(r)Ψ̂σ′(r)dr mit Aσσ′(r) = 〈χσ(s)|A(r ,s)χσ′(s)〉HS
.

Gilt insbesondere für die EinteilchenwechselwirkungAσσ′ = 0 für σ 6= σ′ und be-
steht sie nur aus einem multiplikativen Faktor, so wird der OperatorÂ zu einem
Potentialoperator und läßt sich in der Form

Â =
± 1

2

∑
σ

Z
n̂σ(r)Aσσ(r)dr (1.19)

schreiben. Ist der multiplikative Operator zusätzlich noch unabḧangig vom Spin,
also ein sogenannteslokales PotentialAσσ′ = A(r)δσσ′ , so ergibt sich f̈ur den Po-
tentialoperator

Â =
Z

n̂(r)A(r)dr. (1.20)

Im Falle eines ZweiteilchenoperatorsB(r ,s, r ′,s′) ausH (2), mit B(r ,s, r ′,s′) =
B(r ′,s′, r ,s), läßt sich der zugehörige Fock-Operator in der Form

B̂ =
1
2

± 1
2

∑
ν,µ,σ,τ

Z
Ψ̂+

ν (r)Ψ̂+
µ (r ′)Bνµστ(r , r ′)Ψ̂σ(r ′)Ψ̂τ(r)drdr′
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schreiben, wobei

Bνµστ(r , r ′) = 〈χν(s)χµ(s′)|B(r ,s, r ′,s′)χσ(s′)χτ(s)〉H (2)
S

mit Bνµστ(r , r ′) = Bµντσ(r ′, r).

Zusammenfassend kann also ein wechselwirkendes Vielfermionensystem mit
Hilfe des Feldoperators und Fock-Operatoren formuliert werden. Denn wie in
dem folgenden Abschnitt [1.2]̈uber Molek̈uldynamik angef̈uhrt wird, kann einN-
Teilchensystem mit einem Hamiltonoperator der FormH = T +V +B beschrieben
werden. Dabei sind der Operator der kinetischen EnergieT und der der poten-
tiellen EnergieV Einteilchenoperatoren und der WechselwirkungsoperatorB ein
Zweiteilchenoperator mit den entsprechenden Voraussetzungen.

1.2 Moleküldynamik

In diesem Abschnitt soll auf die Dynamik von Molekülen eingegangen werden.
Ein Molekül wird dabei als System vonN Elektronen undM Kernen aufgefaßt.
Die grundlegende Gleichung aus der nicht-relativistischen Quantenmechanik ist
die zeitabḧangige Schr̈odingergleichung (1.1)

i h̄
∂
∂t

Φt (r ,R) = HΦt (r ,R) , (1.21)

mit der totalen WellenfunktionΦt (r ,R) und dem Hamiltonoperator

H =−∑
I

h̄2

2MI
∇2

I

︸ ︷︷ ︸
TK

−∑
i

h̄2

2me
∇2

i

︸ ︷︷ ︸
TEl

+
e2

4πε0
∑
i< j

1∣∣r i− r j
∣∣

︸ ︷︷ ︸
VEl−El

+
e2

4πε0
∑
I ,i

−ZI

|RI − r i |︸ ︷︷ ︸
VK−El

+
e2

4πε0
∑
I<J

ZI ZJ

|RI −RJ|︸ ︷︷ ︸
VK−K

,

(1.22)

wobeir = r1, . . . , rN die Freiheitsgrade der Elektronen14 undR = R1, . . . ,RM die
Freiheitsgrade der Kerne bezeichnen. Dabei sindTEl,TK die jeweiligen Operatoren
der kinetischen Energie undVEl−El ,VK−El ,VK−K die entsprechenden Operatoren
der potentiellen Energie. Mit Hilfe des elektronischen Hamiltonoperators

HEl(r ,R) = TEl(r)+VEl−El(r)+VK−El(r ,R)+VK−K(R)︸ ︷︷ ︸
VEl(r ,R)

(1.23)

lautet dann der HamiltonoperatorM gebundener Atome

H(r ,R) = TK(R)+HEl(r ,R).
14Um den Spin der Elektronen zu berücksichtigen kann analog auchr = r1s1, . . . , rNsN gesetzt

werden. Darauf wird hier zur Vereinfachung verzichtet.
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1.2.1 Herleitung der klassischen Molek̈uldynamik

Im diesem Abschnitt soll ein kurzer̈Uberblicküber die Herleitung der klassischen
Moleküldynamik aus der Schrödingergleichung nach Tully [Tul98b, Tul98a] gege-
ben werden.

Die totale WellenfunktionΦt (r ,R) ist sowohl von den Elektronenkoordinaten
als auch von den Kernkoordinaten abhängig. Mit einem Produktansatz

Φt (r ,R)≈Ψt (r)χt (R)exp

[
i
h̄

Z t

t0
ẼEl

(
t ′
)

dt′
]

(1.24)

wird die totale Wellenfunktion separiert, wobei die Kernwellenfunktionχt und die
ElektronenwellenfunktionΨt für alle Zeitent normalisiert seien. In Hinsicht auf
das aus dem Produktansatz herzuleitende gekoppelte Gleichungssystem wird der
Phasenfaktor̃EEl günstig geẅahlt

ẼEl =
Z

Ψ∗
t (r)χ∗t (R)HElΨt (r)χt (R)drdR

= 〈Ψχ | HEl |Ψχ〉
. (1.25)

Nun wird also der Phasenfaktor (1.24) in die zeitabhängige Schr̈odingergleichung
(1.21) mit dem Hamiltonoperator (1.22) eingesetzt. Multiplikation von links mit
Ψt undχt und anschließende Integration führt mit Hilfe der Energieerhaltung (1.3)
auf das gekoppelte Gleichungssystem

i h̄
∂Ψt

∂t
=−∑

i

h̄2

2me
∇2

i Ψt +
(Z

χ∗t (R)VEl (r ,R)χt (R)dR

)
Ψt (1.26)

i h̄
∂χt

∂t
=−∑

i

h̄2

2me
∇2

i χt +
(Z

Ψ∗
t (r)HEl (r ,R)Ψt (r)dr

)
χt , (1.27)

welches die Grundlage für die 1930 von Dirac eingeführte TDSCF(time-dependent
self-consistent field) Methode ist [Dir30, DDLh94].

Als nächster Schritt sollen die Kernwellenfunktionen als klassische Punktpar-
tikel approximiert werden. Eine allgemeine Technik, um die klassische Mechanik
aus der Quantenmechanik abzuleiten, ist die Wellenfunktion umzuschreiben zu

χt (R) = A(R, t)exp

[
iS(R, t)

h̄

]

mit einer AmplitudeA und einem PhasenfaktorS, wobei beide reell sind undA> 0
[Dir47, Mes64, Sak85]. Einsetzen in die TDSCF Gleichung der Kerne (1.27) und
separieren des realen und des imaginären Teils f̈uhrt auf ein gekoppeltes Glei-
chungssytem

∂S
∂t

+∑
I

1
2MI

(∇I S)2 +
Z

Ψ∗
t HElΨtdr = h̄2∑

I

1
2MI

∇2
I A
A

(1.28)
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∂A
∂t

+∑
i

1
MI

(∇I A)(∇I S)+∑
I

1
2MI

A
(
∇2

I S
)

= 0, (1.29)

welches exakt der zweiten TDSCF Gleichung (1.27) in den neuen VariablenA
und S entspricht15 . Der Term der rechten Seite von Gleichung (1.28) hängt als
einziger direkt von̄h ab. F̈ur den Grenzprozess̄h→ 0 geht die Gleichung (1.29) in
die Gleichung

∂S
∂t

+∑
I

1
2MI

(∇I S)2 +
Z

Ψ∗
t HElΨtdr = 0, (1.30)

über16 , welche isomorph zu der Hamilton-Jacobi Formulierung

∂S
∂t

+H (R,{∇I S}) = 0 (1.31)

der klassischen Mechanik mit der klassischen Hamiltonfunktion

H (R,P) = T (P)+V (R) mit PI ≡ ∇I S (1.32)

ist. Dabei entsprichtR den generalisierten Koordinaten undP = P1, . . . ,PM

deren konjugierten Momenten. Die Newtonschen BewegungsgleichungenṖI =
−∇IV (R) ergeben sich damit nach Gleichung (1.31) zu

dPI

dt
=−∇I

Z
Ψ∗

t HElΨtdr oder

MI R̈I (t) =−∇I

Z
Ψ∗

t HElΨtdr
︸ ︷︷ ︸

VE
El(R(t))

. (1.33)

Werden die{RI (t)} festgehalten und wird̈uber die Freiheitsgrade der Elektronen
integriert, ergibt sich der Erwartungswert〈Ψ | HEl |Ψ〉 und damit das sogenannte
Ehrenfest PotentialVE

El der klassischen Mechanik, nach dem sich die Kerne zum
Zeitpunktt und zwar nur zu diesem Zeitpunkt bewegen. In der TDSCF Gleichung
der Freiheitsgrade der Elektronen (1.26) kommt noch die Wellenfunktionχt der
Kerne vor. Wird die Dichte|χt (R)|2 durch Πiδ(RI −RI (t)) für h̄ → 0 ersetzt,
ergibt sich f̈ur den OrtsoperatorZ

χ∗t (R)RI χt (R)dR
h̄→0−→ RI (t)

der ben̈otigte Erwartungswert, wobei die DistributionenδI jeweils umRI (t) nach
Gleichung (1.33) zentriert sind. Werden die Kerne entsprechend den Bewegungs-
gleichung (1.33) bewegt, ergibt sich für die zeitabḧangige Wellengleichung der

15Eine Möglichkeit, die zeitabḧangige Schr̈odingergleichung zu lösen, ist nun das sogenannte
quantum fluid dynamical representationGleichungssystem (1.28) und (1.29) zu nutzen [DAR98,
Dir47, Mes64, Sak85].

16Eine Expansion der rechten Seite von Gleichung (1.28) führt zu semiklassischen Methoden.
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Elektronen

i h̄
∂Ψt

∂t
=−∑

i

h̄2

2me
∇2

i Ψt +VEl (r ,R(t))Ψt

= HEl (r ,R(t))Ψt (r ,R)

(1.34)

Selbstkonsistenz. Zu Ehren von Ehrenfest, der als erster die Frage stellte, wie die
klassische Newton Dynamik aus Schrödingers Wellengleichung abgeleitet wer-
den kann, werden Zugänge, die auf L̈osen des Gleichungssystems, bestehend
aus den Gleichungen (1.33) und (1.34), beruhen, meist alsEhrenfest Molek̈uldy-
namik oder QCMD(quantum-classical molecular dynamics model) bezeichnet
[Ehr27, BNS96, Net00]. Da bis jetzt nur die Kerne als klassische Partikel behandelt
werden und nicht die Elektronen, ist dies ein hybrider Zugang.

Wird die elektronische WellenfunktionΨt in einer geeigneten Basisψk

Ψt (r ,Rt) =
∞

∑
k=0

ck (t)ψk (r ;Rt) (1.35)

mit komplexen Koeffizienten{ck (t)} und ∑k |ck (t)|2 ≡ 1 entwickelt, dann wird

durch die
{
|ck (t)|2

}
die zeitliche Entwicklung der besetzten Zustände explizit be-

schrieben. Eine m̈ogliche orthonormale Basis, die sogennanteadiabatischeBasis,
ergibt sich durch die zeitunabhängige elektronische Schrödingergleichung

HEl (r ;Rt)Ψk = Ek (Rt)Ψk (r ;Rt) , (1.36)

wobei die KernkoordinatenRt entsprechend Gleichung (1.33) zum Zeitpunktt fest
geẅahlt werden. Nun gibt es eine orthonormale Basis aus Eigenfunktionen{ψk}
des elektronischen HamiltonperatorsHEl(r ;Rt). Dabei entsprechen die{Ek} den
Energieeigenwerten vonHEl. Zur weiteren Vereinfachung wird die totale elektro-
nische WellenfunktionΨt auf den GrundzustandΨ0 von HEl zu jedem Zeitpunkt,
entsprechend der stationären Gleichung (1.36) und|co(t)|2 ≡ 1 nach Bedingung
(1.35), eingeschränkt. Dies sollte eine

”
gute“ Approximation sein, solange die

Energiedifferenz zwischenΨ0 und dem ersten angeregten ZustandΨ1 überall groß
genug ist gegen̈uber der thermalen EnergiekBT 17 . Also werden jetzt die Kerne
entsprechend der Bewegungsgleichung (1.33) auf einer einzelnen Potentialfläche

VE
e =

Z
Ψ∗

0HElΨ0dr ≡ E0(Rt) (1.37)

bewegt. Also muß hier die zeitunabhängige elektronische Schrödingergleichung
(1.36)

HElΨ0 = E0Ψ0. (1.38)

nur für den Grundzustand gelöst werden.

Damit ergibt sich ein rein klassischer Zugang durch die folgenden Schritte:

17Im Falle gebundener Atome ist das Spektrum diskret. DerGrundzustandist ein Eigenzustand mit
niedrigstem Energieniveau. Der erste angeregte Zustand, ist ein Eigenzustand mit zweit niedgristem
Energieniveau.
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1. Die GrundzustandsenergieE0 wird für
”
viele geeignete “ Kernkonfigura-

tionen mittels der zeitunabhängigen elektronischen Schrödingergleichung
(1.38) bestimmt.

2. Mit den aus dem ersten Schritt gewonnen Daten wird die globale Potential-
fläche

VE
El ≈Vapprox

El (R) =
N

∑
I

v1(RI )+
N

∑
I<J

v2(RI ,RJ)+
N

∑
I<J<K

v3(RI ,RJ,RK)+ . . .

(1.39)
durch eine endliche Entwicklung von Mehrkörperpotentialen in analytischer
Form approximiert.

3. Nach dem zweiten Schritt können die Gradienten in den Newton-
Bewegungsgleichungen (1.33)

MI R̈I (t) =−∇IV
approx
El ({RI (t)})

analytisch bestimmt werden. Damit wird das quantenmechanische Anfangs-
problem rein durch klassische Moleküldynamik approximiert.

Durch diese drastische Vereinfachung wird der
”
Fluch der Dimensionen“ des quan-

tenmechanischen Anfangsproblems ausgelöscht. Zum Beispiel wird f̈ur die Simu-
lation von Argon Atomen ein eindimensionales additives PaarpotentialVapprox

e ≈
∑N

I<J v2(|Ri−RJ|) ben̈otigt. Es ist allerdings auch leicht zu sehen, daß dadurch
chemische Transformationen in der Regel nur sehr unrealistisch simuliert werden.
Daher wird im n̈achsten Abschnitt [1.2.2] auf eine weitere Möglichkeit, den

”
Fluch

der Dimensionen“ zu vermindern, eingegangen.

1.2.2 Ehrenfest Molek̈uldynamik

Es gibt verschiedene Zugänge, die auf dem gekoppelten Gleichungssystem ent-
sprechend den Gleichungen (1.33) und (1.34)

MI R̈I (t) =−∇I

Z
Ψ∗

t HEl(r ,Rt)Ψtdr

=−∇IV
E
El(Rt ,Ψt)

(1.40)

i h̄
∂Ψt

∂t
=

[
−∑

i

h̄2

2me
∇2

i Ψt +VEl (r ,Rt)

]
Ψt

= HEl (r ,Rt)Ψt ,

(1.41)

beruhen.
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Nicht-adiabatische Dynamik

Für das gekoppelte Gleichungssystem, bestehend aus den Gleichungen (1.40) und
(1.41), ergeben sich in der adiabatischen Basis (1.36) mit der ExpansionΨ(t) =
∑k ck(t)Ψk(Rt), wobei∑k |ck(t)|2≡ 1, die entsprechenden Bewegungsgleichungen
[Net00, Tul98b, Tul98a]

MI R̈I (t) =−∑
k

|ck (t)|2 ∇I Ek−∑
k,l

c∗kcl (Ek−El )dkl
I

i h̄ċk (t) = ck (t)Ek− i h̄∑
I ,l

cl (t) ṘI d
kl
I

mit den Termen der adiabatischen Kopplung

dkl
I ({RI (t)}) =

Z
Ψ∗

k∇I Ψl dr,

dkk
I ≡ 0,

wobei die Beziehungen für die adiabatische Basis

〈Ψk(r ,R)|∇RHEl|Ψl (r ,R)〉r = (El (R)−Ek(R))〈Ψk(r ,R)|∇RΨl (r ,R)〉r ∀k 6= l

〈Ψk|Ψ̇l 〉 = Ṙ(t)〈Ψk(r ,R)|∇RΨl (r ,R)〉r
und die Annahme, daßΨ undR in VE

El(R,Ψ) als unabḧangige Variablen angesehen
werden, ausgenutzt wurden. Hier wird also angenommen, daß sich die zeitabhängi-
ge Wellenfunktion durch eine Linearkombination adiabatischer Zustände darstel-
len läßt und deren zeitliche Entwicklung durch die zeitabhängige Schr̈odingerglei-
chung (1.41) bestimmt ist. Dabei ist|ck(t)|2 die Wahrscheinlichkeit, daß sich das
System zum Zeitpunktt im ZustandΨk befindet.

Dieses Modell kann modifiziert werden, indem angenommen wird, daß das
System in einem einzelnen adiabatischen Zustand verharrt, bis auf zeitlose Sprünge
in einen anderen18 . Dieser Annahme entspricht die sogenanntesurface hopping
Methode [Tul90, HST94].

Grundzustand Ehrenfest Moleküldynamik

Wird angenommen, daß das System in einem einzelnen adiabatischen Zustand ver-
harrt, typischerweise der des GrundzustandsΨ0, ergibt sich als Spezialfall des
Gleichungssystems (1.40), (1.41)

MI R̈I (t) =−∇I 〈Ψ0|HEl|Ψ0〉

i h̄
∂Ψ0

∂t
= HElΨ0,

(1.42)

18Als Kriterium für einen solchen Sprung dienen die Koeffizientenck(t) und die Kopplungsterme
dkl

I .
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wobei Ψ(t) = c0(t)Ψ0(Rt) mit |c0(t)|2 ≡ 1 angesetzt wurde. Diese adiabatische
Approximation liefert nur dann befriedigende Ergebnisse, wenn Vorgänge be-
schrieben werden sollen, in denenÜberg̈ange zu angeregten Zuständen nicht von
signifikanter Bedeutung sind19 .

1.2.3 Born-Oppenheimer Molek̈uldynamik

Die Grundlage der Born-Oppenheimer-Näherung ist der große Massenunterschied
zwischen Elektronen und den Atomkernen. Das Verhältnis der GeschwindigkeitvK

eines Kerns zu der eines ElektronsvEl ist dann wegenmev2
El = MKv2

K kleiner als
10−2. Deswegen wird angenommen, daß sich die Elektronen jederzeit im quan-
tenmechanischen Grundzustand, der zu den jeweiligen Lagen der Kerne gehört,
befinden.

Born-Oppenheimer-Näherung

Ausgehend von der zeitunabhängigen Schr̈odingergleichung im HilbertraumH =
HEl⊗HK

[TK(R)+HEl(r ,R)]︸ ︷︷ ︸
H(r ,R)

Φk(r ,R) = Ek(R)Φk(r ,R), (1.43)

kann die langsamere Bewegung der Kerne durch eine SkalierungR = γSder Kern-
koordinaten ber̈ucksichtigt werden. Es wird nun angenommen, daß sich der Ha-
miltonoperatorH(r ,S) und seine EigenfunktionenΦ(r ,S) bez̈uglich r und S in
Taylor-Reihen nachγ um eine RuhelageR0

H = H(0) + γH(1) + γ2H(2) + . . . (1.44)

Φk = Φ(0)
k + γΦ(1)

k + γ2Φ(2)
k + . . .

Ek = E(0)
k + γE(1)

k + γ2E(2)
k + . . .

entwickeln lassen. Der Term der kinetischen Energie der Kerne kann in der Form

TK =
me

M̄
1
γ2 ∑

I

− M̄
MI

h̄2

2me
∇SI

geschrieben werden, wobeīM die mittlere Masse der Kerne ist. Also beschreibtTK

eine zweite Ableitung vonΦ und ist somit von zweiter Ordnung, also proportional
zu γ2. Damit läßt sich die Entwicklung (1.44) des Hamiltonoperators in der Form

H = H(0)
El + γH(1)

El + γ2(H(2)
El +H(2)

K )+ . . .

19Die nicht adiabatische Dynamik beschreibt sogenanntebranchingProzesse nicht befriedigend.
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schreiben, wobeiTK = γ2H(2)
K mit γ2 = 1

γ2
me
M0

gilt. Die entsprechende 0-te Näherung
der Schr̈odingergleichung (1.43) liefert eine Elektronengleichung

H(0)
El (r ,R0) = E(0)

k (R0)Φ
(0)
k (r ,R0)

für festgehaltene KernkoordinatenR0. 20 Wird in der 0-ten N̈aherung der Elektro-
nenoperatorHEl verwendet, kann die Eigenwertaufgabe

HEl(r ,R0)Ψk(r ,R0) = EEl
k (R0)Ψk(r ,R0) (1.45)

im HilbertraumHEl gelöst werden. Analog zu Abschnitt [1.2.1] nach Gleichung
(1.36) existiert f̈ur gegebene KernkoordinatenR eine orthonormale Basis im Hil-
bertraumHEl aus EigenfunktionenΨk(r ,R). In dieser k̈onnen die Eigenfunktionen
Φ(r ,R) ∈ H des gesamten HamiltonoperatorsH entwickelt werden. Eine solche
Entwicklung

Φ(r ,R) = χk(R)∑
k

Ψk(r ,R) mit χk(R) = 〈Ψk(r ,R)|Φ(r ,R)〉HEl
∈HK (1.46)

wird auch alsdynamischeEntwicklung bezeichnet. Einsetzen der dynamischen
Entwicklung (1.46) in die zeitunabhängige Schr̈odingergleichung (1.43), Multi-
plikation von links mitΨ∗

k(r ,R) und Integration̈uber die Elektronenkoordinaten
liefert eine Gleichung f̈ur die Ionenbewegung

[TK(R)+EEl
k (R)]χk(R)

+∑
l

− h̄2

2MI
χl (R)

Z
Ψ∗

k(r ,R)∇2
I Ψl (r ,R)dr

︸ ︷︷ ︸
Dkl

I

+∑
l

∑
I

− h̄2

MI
(∇I χl )

Z
Ψ∗

k(r ,R)∇I Ψl (r ,R)dr
︸ ︷︷ ︸

dkl
I

= Eχk(R),

(1.47)

wobei die Orthonormaliẗat der Basis inHEl und ihre Eigenschaften entsprechend
der elektronischen Schrödingergleichung (1.45) beachtet wurden.

Zur Beschreibung der Atomkerne um ihre RuhelageR0 wird von der sogenann-
tenstatischen Entwicklung

Φ(r ,R0)= χk(R,R0)∑
k

Ψk(r ,R0) mit χk(R,R0)= 〈Ψk(r ,R0)|Φ(r ,R)〉HEl
∈HK

und von einem gegebenen elektronischen Zustand der EnergieEEl
k ausgegangen.

20Insbesondere kann mit Hilfe der 1-ten Näherung gezeigt werden, daß sowohlE(1)
k als auchH(1)

El
verschwinden m̈ussen.



28 1 QUANTENMECHANIK UND MOLEKÜLDYNAMIK

Damit kann der vollsẗandige HamiltonoperatorH in drei Teile

H(r ,R) = HEl(r ,R0)+TK(R)+EEl
k (R)−EEl

k (R0)︸ ︷︷ ︸
HK(R,R0,k)

+
(
VEl−K(r ,R)+VK−K(R)−EEl

k (R)
)
−

(
VEl−K(r ,R0)+VK−K(R0)−EEl

k (R0)
)

︸ ︷︷ ︸
HEl−K(r ,R,R0,k)

(1.48)

zerlegt werden. Wird der OperatorHEl−K in Gleichung (1.48) vernachlässigt,
sind die durch Gleichung (1.45) beschriebenen elektronischen Eigenschaften
vollständig von den durchHK bestimmten Schwingungseigenschaften getrennt.
Dies wird auch alsBorn-Oppenheimer-N̈aherungbezeichnet.

Grundzustand Born-Oppenheimer Moleküldynamik

Wird die dynamische Entwicklung nach Gleichung (1.46) auf den Grundzustand
Ψ0(r ,R) eingeschr̈ankt und im einfachsten Fall die Integralterme der Gleichung
für die Ionenbewegung (1.47) ganz weggelassen, liefert der Gradient der Grund-
zustandsenergie∇I EEl

0 die Kraft auf den Atomkern am OrtRI . Damit wird die
Grundzustand Born-Oppenheimer MoleküldynamikMethode durch die Gleichung

MI R̈I (t) =−∇I min
{Ψ0 | E0(R(t))Ψ0=HEl(r ,R(t))Ψ0}

〈Ψ0|HEl |Ψ0〉HEl

︸ ︷︷ ︸
VBO

El (R(t))

(1.49)

definiert. Mit Hilfe der Kr̈afteFI (t) = MI R̈I (t) auf die Kerne lassen sich dann die
Orte der Atomkerne im Rahmen der klassischen Mechanik bewegen.

Es gibt auch den Ansatz, diese Methode auf jeden angeregten Zustand
Ψk anzuwenden, ohne Interferenzen zu berücksichtigen, also wie im Falle der
Grundzustand-Born-Oppenheimer Methode, alle Kopplungstermedkl

I und Dkl
I in

der Bewegungsgleichung der Ionen (1.47) zu vernachlässigen [HC92]. Methoden,
in denen zumindest die DiagonaltermeDkk

I nicht vernachl̈assigt werden, f̈uhren f̈ur
einen ZustandΨk zu dessen sogenannteradiabatischer Potentialfl̈ache der Energie
[Kol70].

Im Folgenden soll nun wieder die Grundzustand-Born-Oppenheimer Metho-
de nach Gleichung (1.49) betrachtet werden. Im Fall des Grundzustandes und
Vernachl̈assigung aller Kopplungsterme stimmt das Ehrenfest-PotentialVE

El nach
Gleichung (1.37) mit dem Born-Oppenheimer-PotenialVBO

El ≡ E0 ≡ VE
El überein.

Jedoch ist die Dynamik grundlegend verschieden. In der Born-Oppenheimer Me-
thode wird die Elektronenstruktur auf das Lösen der zeitunabhängigen Schr̈odin-
gergleichung reduziert, um damit die Kräfte, die zu diesem Zeitpunkt auf die Kerne
wirken, zu berechnen, damit die Kerne entsprechend klassischer Moleküldynamik
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bewegt werden k̈onnen. Die Zeitabḧangigkeit der Elektronen ist also ausschließ-
lich eine Konsequenz der klassischen Bewegung der Kerne und nicht wie im Fall
der Ehrenfest Molek̈uldynamik durch die zeitabhängige Schr̈odingergleichung des
gekoppelten Gleichungssystems (1.42) bestimmt. Insbesondere entspricht damit
die zeitliche Entwicklung der Elektronen in der Ehrenfest Methode einer unitären
Propagation [Kos88, Kos94, LBC+91]. Für einen minimalen StartzustandΨt0
wird also die Norm und die Minimalität über die zeitliche Entwicklung erhalten
[FFS82, The92]. Dies gilt im Gegensatz dazu nicht für die Born-Oppenheimer-
Methode, in der zu jedem Zeitpunkt minimiert werden muß. Es folgt noch ein
weiterer Unterschied. Wird der GrundzustandΨ0 entsprechend Gleichung (1.15)
und (1.13) nach Slater-DeterminantenΨSD

α1...αN
entwickelt

Ψ0(1, . . . ,N) = ∑
α1,...,αN

ΨSD
α1...αN

〈ΨSD
α1...αN

|Ψ〉,

muß in Gleichung (1.49) unter der Nebenbedingung der Orthonormalität der Ein-
teilchenfunktionen〈ψα|ψα′〉= δαα′ minimiert werden, denn dies wird für die Ent-
wicklung nach Gleichung (1.15) vorausgesetzt. Da in der Ehrenfest Methode die
zeitliche Entwicklung der Elektronen einer unitären Propagation entspricht, blei-
ben die Einteilchenfunktionen orthonormal, wenn sie es zum Startzeitpunktt0 wa-
ren.

1.2.4 Car-Parrinello Moleküldynamik

Der Vorteil der Grundzustand-Ehrenfest-Dynamik ist nach Abschnitt [1.2.2], daß
die Wellenfunktion im Minimum bez̈uglich der aktuellen Atomkernpositionen ver-
harrt. Der Nachteil ist, daß die Zeitschrittweite durch die Elektronenbewegung
vorgegeben wird und damit

”
klein “ ist. Nach Abschnitt [1.2.3] wird die Zeit-

schrittweite der Grundzustand-Born-Oppenheimer-Dynamik von der Atomkern-
bewegung diktiert und ist damit natürlich

”
größer“. Nachteilig ist, daß in jedem

Schritt minimiert werden muß. Die Car-Parrinello Moleküldynamik Methode ist
der Versuch, die Vorteile beider Methoden zu nutzen und die Nachteile zu unter-
drücken [CP85].

Die Grundidee ist, die quantenmechanische adiabatische Separation der Zeits-
kalen, der

”
schnellen“ Elektronen und der

”
langsamen“ Atomkerne in eine klassi-

sche adiabatische Separation der Energieskalen im Rahmen der Theorie dynami-
scher Systeme, unter Verlust der expliziten Zeitabhängigkeit der Elektronenbewe-
gung, zu transformieren [PSB91, Pas96, RM90, BS98].

Car-Parrinello Bewegungsgleichungen

Im Falle einer Einschränkung auf den GrundzustandΨ0 im Rahmen der Born-
Oppenheimer Methode ist die zentrale GrößeVEl = 〈Ψ0|HEl |Ψ0〉= E0 eine Funk-
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tion der AtomkernpositionenR. Aus der Lagrangefunktion der klassischen Mecha-
nik für die Bewegung der Kerne

L(R, Ṙ) = ∑
I

1
2

MI Ṙ2
I −VEl(R),

ergibt sich mit Hilfe der entsprechenden Euler-Lagrange-Gleichungend
dt

∂L
∂ṘI

= ∂L
∂RI

die Bewegungsgleichung (1.49)

MI R̈I (t) =−∇I E0.

Nun kann die GrundzustandsenergieE0 = VEl auch als Funktional der Wellen-
funktion Ψ0 aufgefasst werden. Für einen Ansatz der WellenfunktionΨ0 mit Ein-
teilchenfunktionen{ψi}, wie zum Beispiel eine Entwicklung entsprechend Glei-
chung (1.15) nach ein oder mehreren Slater-Determinanten (1.13), kannVEl auch
als Funktional der Orbitale{ψi} aufgefaßt werden. In der klassischen Mechanik
ergibt sich die Kraft, die auf die Kerne wirkt, durch die Ableitung einer Lagrange-
funktion nach den Kernpositionen. Werden die Orbitale auch als

”
klassische Parti-

kel“ aufgefaßt21, bestimmen sich die Kräfte, die auf die Orbitale wirken, durch die
Funktionalableitung einer geigneten Lagrangefunktion nach den Orbitalen. Damit
ergibt sich als rein klassischer Ansatz die Lagrangefunktion in der Form [CP85]

LCP(R, Ṙ,{ψi(r , t)},{ψ̇i(r , t)}) =∑
I

1
2

MI Ṙ2
I +∑

i

1
2

µi 〈ψ̇i | ψ̇i〉−VEl(R,{ψi})

+ϕ(R,{ψi})
(1.50)

mit den
”
fiktiven Massen“µi der Orbitale{ψi} und der Nebenbedingungϕ, wie

zum Beispiel der Orthonormalität der Orbitaleϕ({ψi}) = ∑i, j λi j (〈ψi |ψ j〉−δi j )
mit den Langrangefaktorenλi j . Aus den entsprechenden Euler-Lagrange Gleichun-
gen

d
dt

∂L

∂ṘI
=

∂L
∂RI

d
dt

δL
δψ̇∗i

=
δL

δψ∗i

ergeben sich die Newtonschen Bewegungsgleichungen22

MI R̈I (t) = −∇I 〈Ψ0|HEl|Ψ0〉+∇I ϕ(R,{ψi}), (1.51)

µiψ̈i(r , t) = − δ
δψ∗i

〈Ψ0|HEl|Ψ0〉+ δ
δψ∗i

ϕ(R,{ψi}). (1.52)

21Dazu werden die Orbitale im Rahmen einer klassischen Feldtheorie behandelt.
22Bei komplexer Variation sindψ∗i (r , t) undψi(r , t) linear unabḧangig.
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Die Atomkerne bewegen sich entsprechend einer physikalischen Temperatur die
proportional zu der kinetischen Energie∑I MI Ṙ2

I der Kerne ist. Im Gegensatz dazu
bewegen sich die Elektronen entsprechend einer

”
fiktiven Temperatur“ die propor-

tional zu der fiktiven kinetischen Energie∑i µi〈ψ̇i |ψ̇i〉 der Orbitale ist23. Sei der
StartzustandΨ0 zum Zeitpunktt0 exakt der Grundzustand. Für eine

”
tiefe Tem-

peratur der Elektronen“ bewegen sich die Elektronen dann nahezu in der exak-
ten Born-Oppenheimer Oberfläche. Doch die

”
Temperatur der Elektronen“ muß

”
hoch“ genug sein, damit sich die Elektronen der Bewegung der Atomkerne anpas-

sen k̈onnen. Das Problem in der Praxis ist also die
”
richtige Temperatursteuerung“.

Adiabatische Seperation

Das durch Gleichung (1.51) beschriebene Subsystem der physikalischen Kernbe-
wegungen und das durch Gleichung (1.52) beschriebene Subsystem der fiktiven
Orbitalbewegungen m̈ussen also so separiert werden, daß das schnelle elektroni-
sche Subsystem für lange Zeit kalt bleibt und sich trotzdem der langsamen Bewe-
gung der Kerne sofort anpaßt, wobei die Kerne gleichzeitig in ihrer physikalischen
Temperatur (diese ist viel höher) gehalten werden sollen. Insbesondere darf es kei-
nen Energietransfer von dem physikalischen Subsystem der (

”
heißen “) Kerne in

das fiktive Subystem der (
”
kalten “) Elektronen oder umgekehrt geben. Diese An-

forderungen zu erfüllen ist m̈oglich, wenn das Kraftspektrum der Freiheitsgrade
der Elektronenf (ω) =

R ∞
0 cos(ωt)(∑i

R
ψ̇∗i (r , t)ψi(r ,0)dr)dt und das der Kerne

sich nicht in einem Frequnzbereichüberlagern [RM90]. Es wurde gezeigt [BS98],
daß der absolute Fehler der Car-Parrinello-Trajektorie relativ zu der durch die ex-
akte Born-Oppenheimer Oberfläche bestimmten Trajektorie, mit Hilfe des Parame-
tersµ kontrolliert werden kann.

Theorem 1.1. Existiert f̈ur T > 0 eine eindeutige Trajektorie der Kerne auf der
exakten Born-Oppenheimer Oberfläche mit der minimalen elektronischen Frequenz
ωmin

El > 0 für 0≤ t ≤ T, dann gibt es KonstantenC > 0 undµ∗ > 0, so daß f̈ur alle
Werte0 < µ< µ∗, der absolute Fehler die Gleichung

∆µ = |Rµ(t)−R0(t)|+‖ψµ
t −ψ0

t ‖ ≤C
√

µ , 0≤ t ≤ T

erfüllt und für die fiktive kinetische Energie die Ungleichung

1
2

µ〈ψ̇µ
t |ψ̇µ

t 〉 ≤Cµ , 0≤ t ≤ T

gilt.

Dabei bezeichnet der Hochindex0, daß die Trajektorie mittels der exakten
Born-Oppenheimer Oberfläche bestimmt wurde und der Hochindexµ, daß die Tra-
jektorie mit Hilfe der Car-Parrinello-Molek̈uldynamik mit Startzustandψµ

0 = ψ0
0

und StartkoordinatenRµ
0 = R0

0 erhalten wurde.

23Die physikalische kinetische Energie der Elektronen ist inE0 enthalten.



32 1 QUANTENMECHANIK UND MOLEKÜLDYNAMIK

Für den Fall, daß ein Startzustand einem angeregten Zustand entspricht, hat
sich gezeigt, daß die Wellenfunktion für t > 0 oszilliert und selbst f̈ur µ→ 0 und
eine zeitliche Mittelung nicht gegen einen Eigenzustand konvergiert. In metalli-
schen Systemen ist die DifferenzEgap, zwischen dem niedrigsten nicht besetzen
und dem ḧochsten besetzen Zustand sehr klein oder verschwindet. Mit der Propor-
tionalität [PSB91, PJA+86, PTA+92]

ωmin
El ∝

√
Egap

µ

folgt, daß in dem GrenzfallEgap→ 0 Theorem 1.1 nicht gilt, denn es treten Null-
Frequenzenωmin

El → 0 in dem elektronischen Spektrum auf. Insbesondereüberlap-
pen sich dann die Frequenzbereiche des Spektrums der Kerne und der Elektronen.

1.2.5 Hellmann-Feynman Theorem

In allen Molek̈uldynamik Methoden muß die Kraft, die auf einen Atomkern wirkt,
entsprechend den Gleichungen (1.42), (1.49) und (1.51) bestimmt werden. Seiq
eine Koordinate, die eine beliebige Verschiebung der Lage der Kerne beschreibt,
dann ḧangt der elektronische HamiltopnoperatorHEl(r ,R) = H(q) nach Gleichung
(1.23) über die OperatorenVK−El(r ,R) undVK−K(R) von q ab. Über die zeitun-
abḧangige elektronische Schrödingergleichung

H(q)Ψk(q) = Ek(q)Ψk(q)

hängen damit auch der elektronische ZustandΨk und die EnergieEk ebenfalls von
q ab. Wird der elektronische Zustand als normiert angenommen, ergibt sich die bei
der Verzerrung auftretende KraftF(q) nach demHellmann-Fynman Theorem24 zu

−F(q) =
dEk(q)

dq
= 〈Ψk(q)|dH(q)

dq
|Ψk(q)〉HEl

.

Theorem 1.2 (Hellmann-Feynman).Seien dieΨk(q) normierte Eigenfunktionen
des selbstadjungierten OperatorsH(q) zum EigenwertEk(q) und q ein reeller Pa-
rameter, dann gilt

dEk(q)
dq

= 〈Ψk(q)|dH(q)
dq

|Ψk(q)〉

Beweis.Mit Hilfe der Produktregel ergibt sich

dEk(q)
dq

= 〈Ψk(q)|dH(q)
dq

|Ψk(q)〉+〈dΨk(q)
dq

|H(q)|Ψk(q)〉+〈Ψk(q)|H(q)|dΨk(q)
dq

〉

24Das sogenannte Hellmann-Feynman Theorem der quantenmechanischen Kräfte wurde 1927 ur-
spr̈unglich von P. Ehrenfest [Ehr27] bewiesen, später von Hellman [Hel33] diskutiert und 1939 un-
abḧangig von Feynman [Fey39] wiederentdeckt.



1.2 MOLEKÜLDYNAMIK 33

und da dieΨk(q) Eigenfunkionen zum EigenwertEk(q) sind

dEk(q)
dq

= 〈Ψk(q)|dH(q)
dq

|Ψk(q)〉+Ek(q)〈dΨk(q)
dq

|Ψk(q)〉+Ek(q)〈Ψk(q)|dΨk(q)
dq

〉

= 〈Ψk(q)|dH(q)
dq

|Ψk(q)〉+Ek(q)
d
dq
〈Ψk(q)|Ψk(q)〉

und mit der Normierungsbedingung folgt die Behauptung.

Damit ist eine einfachere numerische Berechnung der zwischenatomaren
Kräfte gebundener Atome m̈oglich.



Kapitel 2

Elektronen-Struktur-Methoden

Das zentrale Problem im Abschnittüber die Molek̈uldynamik [1.2] ist die Bestim-
mung des Grundzustandes eines Systems vonN Elektronen und vonM fixierten
Kernen. Dazu muß die zeitunabhängige elektronische Schrödingergleichung (1.38)
für den Grundzustand gelöst werden. Dies ist im allgemeinen nicht in geschlosse-
ner Form m̈oglich. F̈ur die g̈angigen Verfahren der Numerik zur Lösung von Diffe-
rentialgleichungen, wie zum Beispiel die Finite-Differenzen oder Finite-Elemente
Methode, ist das Problem wegen der hoch-dimensionalen1 Konfigurationsr̈aume,
zu komplex. Es k̈onnen bisher nur Systeme mit einigen wenigen Elektronen behan-
delt werden [Gar98]. Daher sollen in diesem Kapitel Näherungen zur Behandlung
desinhomogenenElektronengases behandelt werden.

2.1 Variationsprinzip

Zunächst wird ein quantenmechanischesN-Teilchensystem betrachtet, welches all-
gemein durch den HamiltonoperatorH im HilbertraumH beschrieben wird, des-
sen Elemente die quadratisch integrierbaren FunktionenΨ(r) über dem Konfigu-
rationsraum der Vektorenr = (r1,s1, . . . , rN,sN) seien, wobeir i den Ort undsi

den Spin desi-ten Teilchens bezeichnet. Es existiert eine orthonormale Basis aus
EigenfunktionenΨkl(r) des selbstadjungierten HamiltonoperatorsH, welche die
station̈are Schr̈odingergleichung

H(r)Ψkl(r) = EkΨkl(r)

erfüllen, wobei der Indexl = 1,2, . . . ,dk die Entartungdk des EigenwertesEk be-
schreibt und insbesondere die Orthonormalitätsbeziehung

〈Ψkl|Ψk′l ′〉= δkk′δll ′ (2.1)

1Für N Elektronen ohne Spin besteht der Konfigurationsraum aus3N-dimensionalen Vektoren.

34
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gilt.

Das f̈ur Ψ 6= 0 durch

E[Ψ] =
〈Ψ|H|Ψ〉
〈Ψ〉

definierte Funktional, kann nach Abschnitt [1.1] als Funktional für den Erwar-
tungswert der Energie des Systems im ZustandΨ aufgefaßt werden. Mit komplexer
Variation

δE[Ψ]
δΨ∗(r)

=
1

〈Ψ|Ψ〉 (HΨ−E[Ψ]Ψ)

folgt, daß die VariationsableitungδE[Ψ]
δΨ(r) nur verschwindet, fallsΨ eine Eigenfunk-

tion von H und E[Ψ] gleich dem zugeḧorigen Eigenwert ist. Gen̈ugt Ψkl(r) also
der Gleichung

δE[Ψ]
δΨ(r)

= 0, (2.2)

so giltEk = E[Ψkl].

Weiterhin ergibt sich f̈ur ein beliebigesψ ∈H

〈ψ|H|ψ〉= ∑
kl

〈ψ|Ψkl〉〈Ψkl|H|Ψ〉= ∑
k

Ek

(
∑
l

〈ψ|Ψkl〉〈Ψkl|ψ〉
)

≥ E0∑
kl

|〈ψ|Ψkl〉|2 = E0〈ψ|ψ〉

und somit die Ungleichung

E0 ≤ E[ψ], ∀ψ(r) ∈H , (2.3)

wobei E0 die Grundzustandsenergie ist und insbesondere gilt die Gleichheit nur,
falls ψ(r) ein Eigenzustand zum EigenwertE0 vonH ist.

Damit können die Energieeigenwerte nach demVariationsprinzipbestimmt
werden. Das Minimum

E0 = min
{Ψ |Ψ∈H , 〈Ψ|Ψ〉=1}

〈Ψ|H|Ψ〉

ist die Grundzustandsenergie. Mit Hilfe der Orthonormalitätsbeziehung (2.1)
können die angeregten Zustände

Ek+1 = min
{Ψ |Ψ∈H , 〈Ψ|Ψ〉=1, Ψ⊥Hk}

〈Ψ|H|Ψ〉

sukzessiv bestimmt werden, wobeiHk := H E
k ⊕Hk−1 mit dem EigenraumH E

k zum
EigenwertEk undH0 = H E

0 ist.
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2.1.1 Variationsprinzip von Ritz

Das Ritzsche Variationsprinzipbesteht nun darin,Ψ(µ) als Funktion eines oder
mehrer Parameterµ zu wählen und das Minimum des Ausdrucks

E(µ) = 〈Ψ(µ)|H|Ψ(µ)〉 mit 〈Ψ(µ)|Ψ(µ)〉= 1

zu bestimmen, welches dann nach Gleichung (2.3) eine obere Schranke für die
Grundzustandsenergie ist. Ein Fehler in der Wellenfunktionψ = Ψkl + ψε mit
〈Ψkl|ψε〉= 0 äußert sich bei diesem Verfahren in quadratischer Ordnung der Ener-
gie

〈ψ|H|ψ〉
〈ψ|ψ〉 =

Ekl + 〈ψε|H|ψε〉
〈Ψkl|Ψkl〉+ 〈ψε|ψε〉 = En +O(ε2).

Wird die Ansatzfunktion als Linearkombination linear unabhängiger Funktio-
nenφi(r) ∈H geschrieben

ψ(r) = φi(r),

können die Entwicklungskoeffizientenci als zu varierende Parameter angesehen
werden. Zur praktischen Durchführung seien nunn linear unabḧabgigeφi(r) ∈
H gegeben. Um dien niedrigsten2 Eigenwerte vonH zu bestimmen, werdenn
Funktionen in der Form

ψk(r) =
n

∑
j

c jkφ j(r) mit 〈ψk|ψl 〉= δkl

angesetzt. Damit lautet die Variationsaufgabe nach Gleichung (2.2) bei komplexer
Variation

〈δψk|H|ψk〉−
n

∑
i

λik〈δψk|ψi〉= 0, (2.4)

wobei die Langrage MatrixΛ = (λik) selbstadjungiert, also mitn2 unabḧangigen
Parametern angesetzt wurde. Mit der Variation derψk nach den Entwicklungsko-
effizientencik

δψk =
n

∑
j

∂ψk

∂c jk
δc jk =

n

∑
j

φ jδc jk

kann die Gleichung (2.4) in Matrixform

H̃C = SCΛ mit H̃ jl = 〈φ j |H|φl 〉, C =lk= clk, Si j = 〈φ jφl 〉

geschrieben werden. Da die MatrixΛ selbstadjungiert ist, gibt es eine unitäre Ma-
trix U , so daß die MatrixU∗ΛU = E DiagonalgestaltEik = εδik hat. Somit ergibt
sich mitC̃ = CU, daß die Diagonalelementeεi = Eik die Eigenwerte des allgemei-
nen Eigenwertproblem

H̃C̃ = SC̃E (2.5)

2Dabei werden diek-fach entartetenk mal gez̈ahlt.
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sind. Dieεi stellen also N̈aherungen an dien tiefsten Eigenwerte vonH und die
ψi(r) = ∑n

l C̃li φl (r) an die entsprechenden Eigenfunktionen dar. Sind dieφl (r) ins-
besondere Eigenfunktionen vonH, ist die Lösung exakt.

Also kann mit Hilfe des Variationsprinzips von Ritz die Eigenwertaufgabe ei-
nes selbstadjungierten Operators in eine Eigenwertaufgabe einer Matrixüberf̈uhrt
werden und numerisch gelöst werden.

2.2 Hartree-Fock-Verfahren

In diesem Abschnitt wird zun̈achst von einem gegebenen Einelektronenpotential
v(r,s) fürN Elektronen ausgegangen und die Zustände des Elektronengases werden
nach Abschnitt [1.2] durch den Hamiltonoperator

H =
N

∑
i

[
− h̄2

2m
∇2 +v(r i ,si)

]
+

e2

8πε0

N

∑
i 6= j

1∣∣r i− r j
∣∣ (2.6)

beschrieben. Die nach den Slater-Determinanten (1.13) entwickelten Zustände

Ψ({r j ,sj}) = ∑
k1,k2,...kN

ΨSD
k1,k2,...kN

〈
ΨSD

k1,k2,...kN
|Ψ

〉
, (2.7)

können zur Konstruktion von N̈aherungsl̈osungen verwendet werden. Wird nur ei-
ne einzige Slater-Determinante als Ansatz für die N-Elektronenfunktion verwen-
det, stellt sich die Frage, welche Einteilchenfunktionen die beste Näherung darstel-
len.

2.2.1 Hartree-Fock-Gleichungen

Der Einfachheit halber wird ein spinunabhängiger Hamiltonoperator mit dem̈auße-
ren Potentialv = v(r) betrachtet. Die Grundzustandsenergie kann als Funktional
derN Ortsfunktionenϕk(r) in der Form

Eg = E[{ϕk}] =
〈
ΨSD|H|ΨSD〉

geschrieben werden und soll nun unter der Nebenbedingung der OrthonormalitätZ
ϕ∗k(r)ϕk′(r)dr = δkk′ ,

der Ortsfunktionen minimiert werden. Die Variationsaufgabe für den Grundzustand
lautet damit

δ
δϕ∗k(r)

[
E[{ϕl}]−∑

i j

λkik j

Z
ϕ∗k(r)ϕk′(r)dr

]
= 0,
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mit selbstadjungierten Lagrange-ParameternΛ = (λkik j ). Die Berechnung des
Energiefunktionals ergibt für die kinetische Energie

ET [{ϕl}] = ∑
j

Z
ϕ∗k j

(r j)
[
− h̄2

2m
∇2

j

]
ϕk j (r j)dr j (2.8)

und für das Funktional der potentiellen Energie

EV [{ϕl}] = ∑
j

Z
ϕ∗k j

(r j)v(r j)ϕk j (r j)dr j .

Für die Summeüber die Coulomb-Abstoßung ergeben sich die sogenannten
Coulomb- und Austauschintegrale

〈
ΨSD| e2

8πε0
∑
i 6= j

1
|r i− r j | |Ψ

SD

〉
= EH [{ϕl}]+Ex[{ϕl}],

mit dem Funktional der Hartree-Energie

EH [{ϕl}] = e2

8πε0
∑
i j

Z ϕ∗ki
(r)ϕ∗k j

(r ′)ϕk j (r
′)ϕki (r)

|r − r ′| drdr′

und dem Funktional der Austauschenergie

Ex[{ϕl}] =− e2

8πε0
∑
i j

δσiσ j

Z ϕ∗ki
(r)ϕ∗k j

(r ′)ϕki (r
′)ϕk j (r)

|r − r ′| drdr′. (2.9)

Wobeiσi die Spinrichtung f̈ur den besetzten Zustandϕi(r) kennzeichnet. Hier ist
noch zu beachten, daß sich für i = j die beiden Integrale von Hartree- und Austau-
schenergie zu Null addieren.

Unter Ber̈ucksichtigung, daß bei komplexer Variation die Einteilchenfunktio-
nenϕl (r) undϕ∗l (r) linear unabḧangig sind, ergibt sich für Gleichung (2.2.1)

[
− h̄2

2m
∇2 +v(r)

]
ϕl (r)+

e2

4πε0
∑

j

Z |ϕk j (r
′)|2

|r − r ′| dr′ϕl (r)

− e2

4πε0
∑

j

δσl σ j

Z ϕ∗k j
(r ′)ϕl (r ′)ϕk j (r)

|r − r ′| dr′

−∑
j

λlk j ϕk j (r) = 0.

(2.10)

Diese l̈aßt sichübersichtlicher gestalten, da die MatrixΛ selbstadjungiert ist und
somit existiert eine orthonormale Basis aus Eigenvektoren zu denN Eigenwerten
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{εk}, also eine uniẗare TransformationC = (clk) mit CΛC∗ = (εkδkl). Dann span-
nen dieφk(r) = ∑l ϕl (r)clk den gleichen Hilbert-Raum auf wie dieϕl (r) und sind
orthogonal und normiert. Damit läßt sich Gleichung (2.10) umformen zu

[
− h̄2

2m
∇2 +v(r)

]
φk(r)+

e2

4πε0
∑

j

Z |φk j (r
′)|2

|r − r ′| dr′φk(r)

− e2

4πε0
∑

j

δσkσ j

Z φ∗k j
(r ′)φk(r ′)φk j (r)

|r − r ′| dr′ = εkφk(r).

(2.11)

Zur weiteren Vereinfachung des Coulomb-Terms wird die Elektronendichten(r) =
∑ j |φk j (r)|2 mit

R
n(r)dr = N definiert und damit das elektrostatische oder Hartree-

Potential

vH [n](r) =
e2

4πε0

Z
n(r ′)
|r − r ′|dr′

eingef̈uhrt. Aus der Gleichung (2.11) ergibt sich somit die Hartree-Fock-Gleichung
[
− h̄2

2m
∇2 +v(r)+vH [n](r)

]
φk(r)

− e2

4πε0
∑

j

δσkσ j

Z φ∗k j
(r ′)φk(r ′)

|r − r ′| dr′φk j (r) = εkφk(r).
(2.12)

Da das Hartree-Potential und der Austauschterm zu ihrer Berechnung bereits
die Kenntnis der L̈osungenφk(r) ben̈otigen, k̈onnen die Hartree-Fock-Gleichungen
nicht auf direktem Wege gelöst werden. Mit Hilfe der Methode des selbstkonsi-
stenten Feldes kann die Lösung iterativ bestimmt werden. In der Praxis bedeuted
dieses, daß für einen beliebigen StartzustandΨ(0)(r) das Hartree-Potential und der
Austauschterm berechnet werden. Damit kann ein neuer ZustandΨ(1)(r) bestimmt
werden und das Verfahren kann bis zur Selbstkonsistenz iteriert werden.

Die selbstkonsistenten Lösungen der Hartree-Fock-Gleichungen liefern dieN
Einteilchenzusẗandeφk zu den tiefsten nach dem Pauli-Prinzip besetzten Einteil-
chenniveausεk, die denN-Elektronenzustand bestimmen. Werden die Hartree-
Fock-Gleichungen mitφ∗k(r) multipliziert, integriert und summierẗuber alle be-
setzten Zusẗande, ergibt sich durch Vergleich der Ausdrücke mit den Gleichungen
(2.8) - (2.9)

ET +EV +2EH +2Ex =
besetzt

∑
k

εk.

Daraus l̈aßt sich die Grundzustandsenergie berechnen

Eg =
1
2

besetzt

∑
k

εk +
1
2
(ET +EV)

=
1
2

besetzt

∑
k

[
εk +

Z
φ∗k(r)

[
− h̄2

2m
∇2 +v(r)

]
φk(r)dr

]
.
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Die besetzten und unbesetzten Einteilchenniveausεk haben keine direkte physika-
lische Bedeutung, bestimmen jedoch in der Hartree-Fock-Näherung die Grundzu-
standseigenschaften.

2.2.2 Lokale-Dichte-N̈aherung

Ein Elektronengas in einem konstanten Potentialv(r) = v0 wird als ein homogenes
Elektronengas bezeichnet, weil die Elektronendichte im Grundzustand ebenfalls
eine Konstante ist. In diesem Fall können die Hartree-Fock-Gleichungen analytisch
gelöst werden. Die L̈osungen sind ebene Wellen und die Grundzustandsenergie pro
Elektron ergibt sich zu

ε =
3
5

h̄2

2m

(
3π2n

) 2
3

︸ ︷︷ ︸
kinetische Energie

−3
2

e2

8πε0

(
3
π

n

) 1
3

︸ ︷︷ ︸
Austauschenergie

, (2.13)

wobei sich der Potentialterm mit dem Coulomb-Term kompensiert. Mit Hilfe die-
ser Gleichung haben L.H. Thomas und E. Fermi eine einfache Näherung der
Austauschenergie für das inhomogene Elektronengas hergeleitet, die sogenannte
Lokale-Dichte-N̈aherung.

Unter der Annahme, daß für die Austauschenergie

εx(n(r)) =−3
2

e2

8πε0

(
3
π

n(r)
) 1

3

eines Elektrons gilt, ergibt sich dann für die gesamte AustauschenergieEx das Aus-
tauschfunktional der Elektronendichte

Ex[n] =
Z

εx(n(r))n(r)dr.

Jetzt lautet die Funktionalableitung des Austauschterms entsprechend Glei-
chung (2.11)

δEx [n[{φi}]]
δφ∗k(r)

=
Z δEx[n]

δn(r ′)
δn[{φi}] (r ′)

δφ∗k(r)︸ ︷︷ ︸
φk(r)δ(r−r ′)

dr′

=
4
3

εx(n(r))
︸ ︷︷ ︸

vx[n](r)

φk(r)

mit dem Austauschpotentialvx[n](r) = − e2

4πε0

(
3
πn(r)

) 1
3 . Ebenso wie die

Hartree-Fock-Gleichungen kann die Lokale-Dichte-Näherung der Hartree-Fock-
Gleichungen

[
− h̄2

2m
∇2−v(r)+vH [n](r)+vx[n](r)

]
φk(r) = εkφk(r),
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iterativ bis zur Selbstkonsistenz gelöst werden. Eine bessere Methode zur Berech-
nung des Grundzustandes des inhomogenen Elektronengases ergibt sich im Rah-
men der im n̈achsten Abschnitt 2.3 behandelten Dichtefunktionaltheorie.

2.3 Dichtefunktionaltheorie

Wie in dem vorherigen Abschnitt [2.2] soll ein inhomogenes Elektronengas be-
schrieben werden. Der spinunabhängige Hamiltonoperator derN Elektronen, die
sich in einem vorgegebenenäußeren Potentialv(r) bewegen, lautet in atomaren
Einheiten3

H = ∑
i

[
−1

2
∇2

i +v(r i)
]
+

1
2 ∑

i 6= j

1
|r i− r j | . (2.14)

Die Elektronendichte ergibt sich aus der Ortsdarstellung durch Einteilchenoperato-
renn(r) = ∑ j δ(r− r j) mit

R
n(r)dr = N nach dem Abschnitẗuber den Fock-Raum

in Kapitel [1.1.4] in der Form

n̂(r) =
± 1

2

∑
σ

Z
Ψ̂+

σ (r ′)δ(r − r ′)Ψ̂σ(r ′)dr′ =
± 1

2

∑
σ

Ψ̂+
σ (r)Ψ̂σ(r),

wobeiΨ̂+
σ undΨ̂σ den Erzeugungs- und den Vernichtungsoperator bezeichnen.

Bei der über die Hartree-Fock-N̈aherung berechneten Grundzustandsenergie
entsteht ein Fehler, weil die Zustände aus nur einer Slater-Determinante gebildet
werden. Wird die exakte Grundzustandsenergie des HamiltonoperatorsH von Glei-
chung (2.14) des inhomogenen Elektronengases mitEexakt

g und die Grundzustand-
senergie, wie sie sich aus der exakten Lösung der Hartree-Fock-Gleichung ergibt,
mit EHF

g bezeichnet, so gilt

Eexakt
g = EHF

g +Ec, (2.15)

wobeiEc die sogenannteKorrelationsenergieist. Die auf der Hartree-Fock-N̈ahe-
rung beruhende Methode der Lokalen-Dichte-Näherung nach Abschnitt [2.2.2] lie-
fert wegen der Vernachlässigung der Korrelationsenergie bei der Anwendung auf
Mehrelektronenatome keine befriedigende Ergebnisse. Eine entscheidende Verbes-
serung der Beschreibung des inhomogenen Elektronengases mit Dichtefunktio-
nalen gelang durch das Hohenberg-Kohn-Theorem [HK64] und die Kohn-Sham-
Gleichungen [KS65], wodurch sich die Grundzustandsenergie ohne Näherungsan-
nahmen f̈ur die kinetische Energie und unter Berücksichtigung der Korrelations-
energie berechnen läßt.

3Die Länge wird in Einheiten des Bohrschen WasserstoffradiusaB = 4πε0h̄2

e2me
≈ 0.529177̊A und die

Energie in HartreeHa = e2

4πε0

1
aB
≈ 27.2114eV gemessen.
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2.3.1 Hohenberg-Kohn-Theorem

Als Grundlage der Dichtefunktionaltheorie dient das Hohenberg-Kohn-Theorem,
nach dem die Grundzustandsenergie des inhomogenen Elektronengases ein Funk-
tional der Elektronendichte ist. Insbesondere können beide Gr̈oßen aus einem Va-
riationsverfahren bestimmt werden.

Die Zusẗande und Operatoren im Hilbert-Raum werden, wie in Kapitel 1.1.4
erläutert, durch Feldoperatoren im Fock-Raum dargestellt. Mit dem Vernichtungs-
operatorψ̂σ(r) und dem Erzeugungsoperatorψ̂+

σ (r) ist der Teilchenzahloperator
durch

N̂ =
Z

n̂(r)dr

gegeben, wobeîn(r) = n̂− 1
2
(r)+ n̂1

2
(r) der Dichteoperator aller Elektronen und

n̂σ(r) = ψ̂+
σ (r)ψ̂σ(r)

der Operator der Dichte der Elektronen mit Spinrichtungσ ist. Der Hamiltonope-
ratorĤ wird zerlegt in den Teil der kinetischen EnergieT̂, der potentiellen Energie
V̂ und die Elektron-Elektron-EnergiêVee

Ĥ =
± 1

2

∑
σ

Z
ψ̂+

σ (r)
[
−1

2
∇2

]
ψ̂σ(r)dr

︸ ︷︷ ︸
T̂

+
± 1

2

∑
σ

Z
ψ̂+

σ (r)v(r)ψ̂σ(r)dr

︸ ︷︷ ︸
V̂

+
± 1

2

∑
σσ′

Z
ψ̂+

σ′(r
′)ψ̂+

σ (r)
1

|r − r ′|(r)ψ̂σ(r)ψ̂σ′(r ′)drdr′

︸ ︷︷ ︸
V̂ee

.

(2.16)

Sei g der Grundzustand des Hamiltonoperators (2.14), dann berechnet sich die
GrundzustandsenergieEg zu

Eg =< g|Ĥ|g >=< g|T̂|g > +
Z

ng(r)v(r)dr+ < g|V̂ee|g >, (2.17)

wobei für die Grundzustandselektronendichte gilt

ng(r) =< g|n̂(r)|g > . (2.18)

Theorem 2.1 (Hohenberg-Kohn I). Bei nichtentartetem Grundzustandg ist die
GrundzustandsenergieEg des inhomogenen Elektronengases ein Funktional der
Grundzustandselektronendichte:Eg = E[ng].
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Beweis.Nach Gleichung (2.18) kann die Grundzustandselektronendichte als ein
Funktional des Einteilchenpotentialsv(r) aufgefasst werden:ng = ng[v](r). Es muß
nun gezeigt werden, daß umgekehrt auch das Potentialv ein Funktional der Elek-
tronendichte ist:v= v[ng](r). Sei nunV := {v∈ Lp|H(v) hat einen Grundzustand}
die Menge der zulässigen Potentiale. Dann verbleibt zu zeigen, daß unter derVor-
ausetzung: 4

Seiv−v′ 6= const, v,v′ ∈ V

dieBehauptung:
Dann gilt:ng[v] 6= ng[v′]

folgt. SeienĤ, Ĥ ′,g 6= g′,Eg,E′g die zugeordneten Hamiltonoperatoren, Grund-
zusẗande und Grundzustandsenergien, also mit

E′g = 〈g′|Ĥ ′|g′〉 und Eg = 〈g|Ĥ|g〉.
Es gilt nach dem Variationsprinzip von Ritz mit Hilfe von Gleichung (2.17) die
Ungleichungen

E′g <〈g|Ĥ−V̂ +V̂ ′|g〉= Eg + 〈g|
Z (

v′(r)−v(r)
)

n̂(r)dr|g〉

= Eg +
Z (

v′(r)−v(r)
)

ng(r)dr ,

Eg <E′g +
Z (

v(r)−v′(r)
)

n′g(r)dr

Durch Addition dieser Ungleichungen ergibt sich die Ungleichung

0 <
Z (

(v(r)−v′(r)
)(

(ng(r)−n′g(r)
)

dr,

womit die Behauptung folgt.

Theorem 2.2 (Hohenberg-Kohn II). Bei nichtentartetem Grundzustandg nimmt
das EnergiefunktionalE[n] bei Variation vonn(r) sein Minimum an der Grundzu-
standselektronendichteng(r) =< g|n̂(r)|g > an.

Beweis.Zum Beweis wird die Variation auf die MengeA =
{ng | ngergibt sich als Grundzustandselektronendichte eines Potentialsv} der
zulässigen oder auch sogenanntenv-darstellbaren Elektronendichten einge-
schr̈ankt5.

Unter der Annahme, daß das EnergiefunktionalE[n] sein Minimum an einer
anderen Elektronendichtena(r) = 〈a|n̂(r)|a〉 annimmt, ergibt sich die Ungleichung

Eg ≥ E[na] = 〈a|Ĥ|a〉.
4v(r) undv′(r) werden als gleich betrachtet, wenn sie sich nur in einer Konstanten unterscheiden,

denn sonst ẅurdeg = g′ undng(r) = ng(r) gelten.
5Es existieren auch allgemeinere Beweise für das Hohenberg-Kohn Theorem [PW94, DG90,

Lev79].
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Andererseits gilt nach dem Variationsprinzip von Ritz auch die Ungleichung

〈a|Ĥ|a〉 ≥ 〈g|Ĥ|g〉= Eg

und somit folgt mit〈a|Ĥ|a〉= 〈g|Ĥ|g〉 ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Das Theorem 2.1 beweist die Existenz eines Dichtefunktionals für die Grund-
zustandsenergie des inhomogenen Elektronengases. Wenn das Energiefunktional
bekannt ist, sichert das Theorem 2.2, daß es möglich ist die Grundzustandsenergie
und die Grundzustandselektronendichte aus einem Variationsverfahren zu bestim-
men. Insbesondere ergibt sich mit Gleichung (2.17), daß ein Dichtefunktional

Eg = E[n] =
Z

n(r)v(r)dr +F [n]

mit dem vomäußeren Potentialv(r) unabḧangigen Dichtefunktional

F [n] =< g|T̂ +V̂ee|g > (2.19)

derart existiert, daß sich die GrundzustandsenergieEg des inhomogenen Elektro-
nengases aus dem Minimum des Funktionals

E[n] =
Z

v(r)n(r)dr +F [n] (2.20)

bei Variation der Elektronendichte ergibt, und daß das Minimum bei der Grundzu-
standselektronendichte von̂H angenommen wird. Es genügt F [n] nach Gleichung
(2.19) zu bestimmen. Insbesondere istF [n] ein universelles Potential, denn es hängt
nicht vomäußeren Potential, also nicht vom speziellen physikalischen System noch
von der geẅahlten N̈aherung ab.

2.3.2 Kohn-Sham-Gleichungen

Zur Herleitung des universellen FunktionalsF [n] nach Gleichung (2.19) wird
F [n] zerlegt in das Funktional der kinetischen EnergieN wechselwirkungsfreier
ElektronenTs[n], in die Hartree-EnergieEH [n] und das Austausch-Korrelations-
FunktionalExc[n]. Wird dies in Gleichung (2.20) eingesetzt, istExc[n] durch die
übrigen 4 Terme bestimmt. Um die kinetische EnergieTs[n] zu berechnen, wird
das Minimum vonE[n] unter der Nebenbedingung für die Teilchenzahl

N =
Z

n(r ′)dr′

aus der Variationsableitung

δ
δn(r)

[
E[n]−µ

Z
n(r ′)dr′

]
= 0
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bestimmt, wobeiµ ein Lagrange-Parameter ist. Mit den Abkürzungen f̈ur das
Hartree-PotentialvH [n](r) = δEH [n]

δn(r) und das Austausch-Korrelations-Potential

vxc[n](r) = δExc[n]
δn(r) ergibt sich

δTs[n]
δn(r)

+v(r)+vH [n](r)+vxc[n](r)︸ ︷︷ ︸
U [n](r)

−µ= 0. (2.21)

Sei die Elektronendichte bekannt, dann istU [n](r) =U(r) ein Einteilchenpotential.
Damit beschreibt

H̃ =
N

∑
j

[
−1

2
∇2

j +U(r j)
]

N wechselwirkungsfreie Elektronen, die sich in einem gegebenen Einelektronen-
potentialU(r) befinden. Mit einem ProduktansatzΨ = Π jψ j(r j) läßt sich die Ei-
genwertgleichungH̃Ψ = ẼΨ separieren und somit die Einelektroneneigenwert-
gleichung [

−1
2

∇2 +U(r)
]

ψ j(r) = ε jψ j(r) (2.22)

unter der Nebenbedingung
R

ψ∗j (r)ψ j(r)dr = 1 lösen. WerdenN Einelektronen-
zusẗande ψ j mit den tiefsten Einelektronenenergieniveausε j nach dem Pauli-
Prinzip mit Elektronen besetzt, berechnet sich die Grundzustandsenergie zuẼg =
∑besetzt

j ε j und die Grundzustandselektronendichte zu

ñ(r) =
besetzt

∑
j

|ψ j(r)|2. (2.23)

Auf das durchˆ̃H 6 beschriebene SystemN wechselwirkungsfreier Elektronen läßt
sich ebenfalls das Hohenberg-Kohn-Theorem anwenden. Somit istTs[n] durch das
Grundzustandsenergiefunktional

Ẽ[ñ] = Ts[n]+
Z

U(r)ñ(r)dr

definiert, dessen Variationsableitung mit der Nebenbedingung konstanter Elektro-
nenzahl auf die Gleichung

δTs[n]
δñ(r)

+U(r)−µ= 0 (2.24)

führt. Aus dem Vergleich der Gleichungen (2.21) und (2.24) folgt mit dem
Hohenberg-Kohn-Theorem die Gleichheit der Grundzustandselektronendichte
ñ(r) = n(r) und somit gilt

Ẽ[ñ] = Ts[n]+
Z

(v(r)+vH [n](r)+vxc[n](r))︸ ︷︷ ︸
U(r)

n(r)dr =
besetzt

∑
j

ε j .

6 ˆ̃H ist der durch Feldoperatoren im Fockraum dargestellte HamiltonoperatorH̃.
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Mit dem durch die rechte Gleichung bestimmten Ausdruck für Ts[n] ergibt sich f̈ur
das Grundzustandsenergiefunktional

E[n] = Ts[n]+
Z

v(r)n(r)dr +
1
2

Z
n(r)n(r ′)
|r − r ′| drdr′

︸ ︷︷ ︸
EH [n]

+Exc[n]

=
besetzt

∑
j

ε j −EH [n]−
Z

vxc[n](r)n(r)dr +Exc[n],

(2.25)

welches durch dieε j , ψ j(r) und somitn(r) = ∑besetzt
j |ψ j |2 aus Gleichung (2.22),

der sogenannten Kohn-Sham-Gleichung

(
−1

2
∇2 +v(r)+vH [n](r)+vxc[n](r)

)
ψ j(r) = ε jψ j(r), (2.26)

mit dem Verfahren des selbstkonsistenten Feldes berechnet werden kann.

Es ist auch m̈oglich das Minimum der Grundzustandsenergie aufzusuchen, oh-
ne dazu die Kohn-Sham-Gleichung (2.26) lösen zu m̈ussen. Multiplikation von
links der Kohn-Sham-Gleichung mitψ∗j (r), Integration und Summation̈uber die
tiefsten besetzten Eigenwerteε j ergibt

besetzt

∑
j

ε j =
besetzt

∑
j

Z
ψ∗j (r)

[
−1

2
∇2

]
ψ j(r)dr +

Z
U(r)n(r)dr.

Mit dem hieraus folgenden Ausdruck für die kinetische EnergieTs[n] lautet das
Energiefunktional

E[n] =−1
2

Z
ψ∗j (r)∇

2ψ j(r)dr
︸ ︷︷ ︸

T[{ψ∗i }]

+
Z

v(r)n(r)dr +EH [n]+Exc[n] = E[{ψ∗i }].

Da dieψ j(r) Lösungen der Kohn-Sham-Gleichungen sind, kann mit der Beziehung
n(r) = ∑besetzt

j |ψ j |2 die Grundzustandsenergie auch als FunktionalE[{ψ∗j}] der
Einteilchenfunktionen aufgefaßt werden.

Wird das Energiefunktional E[{ψ∗j}] unter der NebenbedingungR
ψ∗j (r ′)ψk(r ′)dr′ = δ jk minimiert, ergibt sich bei Variation derψ∗i (r), mit

den Lagrange-ParameternΛ = (λ jk), aus

δ
δψ∗i (r)

[
E[{ψ∗j}]−

besetzt

∑
jk

λ jk

Z
ψ∗j (r

′)ψk(r ′)dr′
]

= 0, (2.27)

wiederum die Kohn-Sham-Gleichung (2.26).
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Beweis.Analog zur Herleitung der Hartree-Fock-Gleichungen in Abschnitt 2.2.1,
kann die MatrixΛ selbstadjungiert angesetzt werden. Damit gibt es wiederum eine
unitäre TransformationC mit CΛC∗ = (ε jδ jk), so daßΛ = ε jδ jk geẅahlt werden
kann, was wiederum einer unitären Transformation derψ j(r) entspricht. Damit
ergibt sich f̈ur die Variationsableitung des Funktionals der kinetischen Energie

δT[{ψ∗j}]
δψ∗i (r)

=−1
2

∇2ψi(r) (2.28)

und für Epot[n] =
R

v(r)n(r)dr +EH [n]+Exc[n] mit der Kettenregel

δEpot[n]
δψ∗i (r)

=
Z δEpot[n]

δn(r ′)
n[{ψ∗j}](r ′)

δψ∗i (r)
dr′

=
Z

U(r ′)ψi(r ′)δ(r − r ′)dr′

= U(r)ψi(r),

(2.29)

wobei n[{ψ∗j}](r ′) = ∑besetzt
j |ψ j(r ′)|2. Mit δ

δψ∗i (r)
R

ψ∗i (r ′)ψi(r ′)dr′ = ψi(r) ergibt
sich also aus der Variationsaufgabe (2.27) die Kohn-Sham-Gleichung (2.26).

2.3.3 Austausch-Korrelations-Funktional

Das Hohenberg-Kohn-Theorem liefert keine Hinweise auf die exakte Form des
Dichtefunktionals und so ist es erforderlich für den noch unbekannten Teil des
universellen FunktionalsF [n], das Austausch-KorrelationsfunktionalExc[n], Nähe-
rungen zu suchen.

Lokale-Dichte-Näherung

Die Hartree-Fock-Gleichungen lassen sich für das homogene Elektronengas exakt
lösen und die Austauschenergie ergibt sich wie in Abschnitt [2.2.2] in atomaren
Einheiten in der Form

εx(n) =−3
4

(
3
π

) 1
3

n
1
3 =−3

4

(
3
2π

) 2
3 1

rs
, (2.30)

wobei die Elektronendichten durch denWigner-Seitz-Radius

rs =
(

3
4πn

) 1
3

bzw. n =
(

4π
3

r3
s

)−1

ausgedr̈uckt wird. F̈ur die Austausch-Korrelationsenergie des homogenen Elektro-
nengases gilt

εxc(n) = εx(n)+ εcn,
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wobei εc die Korrelationsenergie pro Elektron bezeichnet. Diese wird durch die
Ergebnisse von Monte-Carlo-Rechnungen nach Ceperley und Adler [CA80] und
parametrisiert nach Perdew und Zunger [PZ81] wie folgt genähert

εc =
{ −0.1423(1+1.0529

√
rs+0.3334rs)−1 für rs≥ 1;

−0.0480+0.0311lnrs−0.0116rs+0.0020rs ln rs für rs < 1.

Damit lautet analog zu Abschnitt [2.2.2] die Austausch-Korrelations-Energie des
inhomogenen Elektronengases in Lokaler-Dichte-Näherung

ELDN
xc [n] =

Z
εex(n(r))n(r)dr (2.31)

und das Austausch-Korrelations-Potential

vLDN
xc [n](r) =

δELDN
xc [n]

δn(r)
= εxc(n(r))+

(
dεxc(n)

dn

)

n=n(r)
n(r). (2.32)

Gradientenkorrektur

Die Lokale-Dichte-N̈aherung ḧangt nach Gleichung (2.31) nur von der Elektronen-
dichten(r), nicht aber vom Gradienten∇n(r) ab. Es kann jedoch eineGradienten-
korrekturberechnet werden.

Der Fock-Operator der Coulomb-Wechselwirkung ist nach Gleichung (2.16) in
Abschnitt [2.3.1] mit dem Erzeugunsoperatorψ̂σ(r) und dem Vernichtungsopera-
tor ψ̂∗σ(r) durch

V̂ee=
± 1

2

∑
σσ′

Z
ψ̂∗σ′(r

′)ψ̂∗σ(r)
1

|r − r ′|(r)ψ̂σ(r)ψ̂σ′(r ′)drdr′

gegeben. Dieser läßt sich mit Hilfe der Antivertauschungsrelationen (1.17) der Fel-
doperatoren̂ψσ(r) undψ̂∗σ(r) in der Form

V̂ee=
1
2

Z
n̂(r)n̂(r ′)−δ(r − r ′)n̂(r)

|r − r ′| drdr′ (2.33)

schreiben, mit dem Operator der Elektronendichten̂= ∑
± 1

2
σ ψ̂∗σ(r)ψ̂σ(r) nach Glei-

chung (1.18). Seig nun ein nicht entarteter Grundzustand des Hamiltonoperators
Ĥ = T̂ +V̂ +V̂ee im Fock-Raum, dann läßt sich nach Gleichung (2.19) und (2.20)
das Austausch-Korrelationsfunktional in der Form

Exc[n] = 〈g|V̂ee|g〉−EH [n]

schreiben. Durch einsetzen von̂Vee nach Gleichung (2.33) ergibt sich für das
Austausch-Korrelations-Funktional

Exc[n] =
Z

G[n](r)dr, G[n](r) =
1
2

Z
n(r)nxc[n](r , r ′)

|r − r ′| dr′, (2.34)
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mit

n(r)nxc[n](r , r ′) = 〈g|(n̂(r)−n(r)1)(n̂(r ′)−n(r ′)1)−δ(r − r ′)n(r)1|g〉, (2.35)

wobei nxc[n](r , r ′) die Austausch-Korrelations-Lochdichtebezeichnet. Da das
Austausch-Korrelations-FunktionalExc[n] ein unviverselles Funktional ist, also un-
abḧangig vomäußeren Potentialv(r), mußG[n](r) invariant gegen̈uber der ortho-
gonalen GruppeO3 des dreidimensionalen Ortsraumes sein. Damit kann nach Ho-
henberg und Kohn [HK64] angenommen werden, daß die Reihe

G[n](r) = G(0)(n(r))+G(1)(n(r))|∇n|2 +G(2)(n(r))∇2n+ . . .

existiert und rasch konvergiert. Wird nun entsprechend der Lokale-Dichte-Nähe-
rug (2.31)G(0)(n(r)) = n(r)εxc(n(r)) gesetzt und der Term der zweiten Ableitung
∇2n und die Terme aller ḧoheren Ableitungen vernachlässigt, kann das Austausch-
Korrelations-Funktional der Gradientennäherung in der Form

Exc[n] = ELDN
xc [n]+

Z
f (n(r))

|∇n(r)|2
n

4
3 (r)

dr

geschrieben werden [DG90]. Nun kann analog zuεxc(r) der Korrekturterm
f (n(r)) = fx(n(r))+ fc(n(r)) gen̈ahert bestimmt werden.

Paarkorrelationsfunktion

Um die G̈ute der Lokale-Dichte-N̈aherung (2.31) besser beurteilen zu
können, soll zun̈achst ein kurzerÜberblick über einige Eigenschaften der
Austauschkorrelations-Lochdichte und der durch

nxc[n](r , r ′) = n(r ′)(p[n](r , r ′)−1) (2.36)

definiertenPaarkorrelationsfunktionp[n](r , r ′) gegeben werden.

• Summenregel
Mit Hilfe von N̂ =

R
n̂(r)dr,〈g|N̂|g〉 = N und Integration̈uberr ′ von Glei-

chung (2.35) kann dieSummenregelZ
nxc[n](r , r ′)dr′ =−1 (2.37)

für die Austausch-Korrelations-Lochdichte7 und damit entsprechend für die
PaarkorrelationsfunktionZ

n(r ′)
(
p[n](r , r ′)−1

)
dr′ =−1 (2.38)

hergeleitet werden.

7Es k̈onnen auch die Austausch- und die Korrelations-Lochdichte getrennt betrachtet werden.
Nach Gunnarsson und Lundqvist [GL76] sowie Perdew [Per85a, Per85b] gilt dannnx[n](r , r ′) ≤
0,
R

nx[n](r , r ′)dr′ = −1 und
R

nc[n](r , r ′)dr′ = 0. Da die Austausch-Lochdichte stets negativ ist
und genau ein Elektron enthält, beschreibt die Austausch-Korrelations-Lochdichte die Verdrängung
anderer Elektronen aus der Umgebung eines Aufpunktelektrons am Ortr um ein Elektron.
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• Asymptotik
Da die Summenregel für beliebiger gilt, ergibt sich eine weitere Eigenschaft
der Austauschkorrelationslochdichte

nxc[n](r , r ′)→ 0 für |r − r ′| → ∞

und damit aus Gleichung (2.34) und der SummenregelZ
nxc[n](r , r ′)
|r − r ′| dr′→−1

r
für |r | → ∞. (2.39)

• Symmetrie
Aufgrund der Antivertauschungsrelationen (1.17) folgtn̂(r)n̂(r ′) = n̂(r ′)n̂(r)
und damit nach Gleichung (2.35) die Symmetriebedingung

p[n](r , r ′) = p[n](r ′, r)

für die Paarkorrelationsfunktion.

Es soll nun betrachtet werden, inwiefern diese drei Eigenschaften im Rahmen der
Lokale-Dichte-N̈aherung erf̈ullt werden k̈onnen. Durch Gleichsetzen des exakten
Ausdrucks des Austausch-Korrelations-Funktional (2.34) mit dem Ausdruck in der
Lokale-Dichte-N̈aherung (2.31), ergibt sich die Bedingnung

1
2

Z
nLDN

xc [n](r , r ′)
|r − r ′| dr′ = εxc(n(r)) (2.40)

für die Austausch-Korrelations-Lochdichte in der Lokale-Dichte-Näherung
nLDN

xc [n](r , r ′). Hieraus kann abgeleitet werden, daß die Eigenschaft der Asymptotik
(2.39) vonnLDN

xc [n](r , r ′) nicht erf̈ullt wird. Also werden die Atome vor allem im
Außenbereich fehlerhaft beschrieben und damit insbesondere die Bindungsener-
gien von Molek̈ulen. Grundlage der Lokale-Dichte-Näherung ist ein homogenes
Elektronengas, also mit konstanter Elektronendichte, daher ergibt sich nach Glei-
chung (2.36) der Zusammenhang mit der Paarkorrelationsfunktion zu

nLDN
xc [n](r , r ′) = n(r)

(
gLDN(|r − r ′|,n(r))−1

)
(2.41)

und daraus folgt, daß die Symmetriebedingung im allgemeinen nicht erfüllt ist.
Weiterhin kann die PaarkorrelationsfunktiongLDN so bestimmt werden, daß die
Summenregel (2.37) und die Gleichung (2.40) erfüllt sind, wobei gezeigt werden
kann, daß es ausreicht, die Austausch-Korrelations-Lochdichte bezüglichs= r− r ′

nach Kugelfunktionen zu entwickeln und die Summenregel einzuhalten.

Wird der Zusammenhang der Austausch-Korrelations-Lochdichte und der
PaarkorrelationsfunktiongLDN statt mit Gleichung (2.41) in der Form

nWD
xc [n](r , r ′) = n(r ′)

(
gLDN(|r − r ′|, ñ(r))−1

)
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angesetzt, muß die Funktionñ(r) so bestimmt werden, daß die Summenregel nach
Gleichung (2.37) und (2.38) für alle r erfüllt ist. Diese sogenannteGewichtete-
Dichte-N̈aherungerfüllt auch nicht die Symmetriebedingung, jedoch hängt die
Austausch-Korrelations-LochdichtenWD

xc [n] auch vonn(r ′) ab, so daßörtliche
Dichteschwankungen besser beschrieben werden.

Es gibt einige weitere Methoden, die zum Beispiel auch die Asymptotik rich-
tig ber̈ucksichtigen, wie die sogenannteverallgemeinerte Gradientenentwicklung
[DG90, Bec92, Per86]. In der Anwendung hat sich gezeigt, daß die Lokale-Dichte-
Näherung gebundene Atome ausreichend gut beschreibt. Sollen magnetische Sy-
steme beschrieben oder Bindungsenergien von gebundenen Atomen bestimmt wer-
den, ergeben sich wesentliche Fehler, so daß dann die Gradientenkorrektur benutzt
werden sollte8 .

2.3.4 N̈aherung der unveränderlichen Ionen

Zur Anwendung der Dichtefunktionaltheorie auf gebundene Atome muß die Kohn-
Sham-Gleichung (2.26) gelöst werden. Die chemische Bindung wird nahezu nur
von denäußeren Valenzelektronen bestimmt, und die Elektronen in den abge-
schlossenen, inneren Schalen haben beim freien Atom und beim gebundenen Atom
fast identische Kohn-Sham-Zustände und Energien, denn die inneren Elektronen-
schalen̈uberlappen sich mit denen der gebundenen Nachbaratome so gut wie nicht
und besitzen somit insbesondere eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung. Die
Näherung der unveränderlichen Ionen nutzt dies zur Reduzierung der Freiheits-
grade und somit des numerischen Aufwands aus. Werden dieN Elektronen eines
Atoms inNR Rumpfelektronen undNV Valenzelektronen unterteilt, und der Atom-
kern der LadungZ zusammen mit denNR Rumpfelektronen in abgeschlossenen
Schalen als ein unveränderliches Ion mit kugelsymmetrischer Verteilung der La-
dungZ−NR betrachtet, ist es unter der Annahme, daß sich die Ladungsdichten
der Rumpfelektronen im gebundenen Zustand nichtüberlappen, m̈oglich, einN-
Elektronenatom gen̈ahert als ein System aus einem starren Ion undNV Valenzelek-
tronen zu behandeln.

Zunächst wird ein Atom mitN Elektronen betrachtet. DieN Eigenfunktionen
ψAE

i der tiefsten Kohn-Sham-NiveausεAE
i , die Lösung der Kohn-Sham-Gleichung

der All-Elektronenrechnung bilden eine orthonormale Basis des Hilbert-Raumes
H der Einteilchen-Kohn-Sham-Zustände. Zur Herleitung des Ionenpotentials
ΦIon(r), in dem sich die Valenzelektronen eines Atoms bewegen, werden die Ei-
genfunktionen in RumpfzuständeφR

i mit entsprechendem Hilbert-RaumH R und
Valenzzusẗandeψ j mit entsprechendem Hilbert-RaumH V unterteilt und es gilt

H = H R⊕H V .

8Hier sollte dann die verallgemeinerten Gradientenentwicklung verwendet werden, denn die Gra-
dientenkorrektur erf̈ullt im allgemeinen nicht die Summenregel [PCV+92].
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Entsprechend zerlegt sich die Elektronendichte der All-Elektronenrechnung

nAE(r) =
N

∑
i

|ψAE
i (r)|2 =

NR

∑
i

|φR
i (r)|2

︸ ︷︷ ︸
nR(r)

+
NV

∑
j

|ψ j(r)|2
︸ ︷︷ ︸

nV(r)

in die der Rumpfelektronen und der Valenzelektronen. Da das Hartree-Potential
linear in der Elektronendichte ist, kann die Kohn-Sham-Gleichung der All-
Elektronenrechnung in der Form

[−1
2

∇2− Z
|r | +vH [nR](r)

︸ ︷︷ ︸
ΦIon(r)

+vH [nV ](r)+vxc[nV ](r)

+vxc[nR+nV ](r)−vxc[nV ](r)︸ ︷︷ ︸
∆vxc[nR,nV ](r)

]ψAE
i = εAE

i ψAE
i

geschrieben werden.̈Andert sich die RumpfladungsdichtenR(r) in anderer che-
mischer Umgebung des Atoms nicht, bleibt auch das IonenpotentialΦIon(r) un-
ver̈andert. Dies gilt nicht f̈ur den Austausch-Korrelationsterm∆vxc[nR,nV ](r), denn
das Austausch-Korrelations-Potentialvxc ist nicht linear. Wird dieser, mitnV als
atomare Valenzdichte gesetzt, zum Ionenpotential hinzugefügt

Φ̃Ion(r) = ΦIon(r)+∆vxc[nR,nV ](r), (2.42)

ergibt sich dienichtlineare Rumpfkorrektur. Unter der Annahme, daß sich der
Austausch-Korrelationsterm∆vxc[nR,nV ](r) in unterschiedlicher chemischer Um-
gebung nur

”
wenig“ ändert, wird dieser somit näherungsweise berücksichtigt.

Im Falle vonM Atomen liefert die L̈osung der Kohn-Sham-Gleichung der Va-
lenzzusẗande aller Atome

[−1
2

∇2 +∑
I

ΦIon
I (r −RI )

︸ ︷︷ ︸
v(r)

+vH [nV ](r)+vxc[nV ](r)]ψ j = ε jψ j (2.43)

eine N̈aherung an die Valenzzustände der All-Elektronenrechnung.

Entsprechend soll die Grundzustandsenergie nur mit den Valenzzuständen be-
rechnet werden. Die Grundzustandsenergie der All-Elektronenrechnung lautet ein-
schließlich der Kern-Kern-Energie

E[nAE] =T[nAE]+
Z

vAE(r)nAE(r)dr +EH [nAE]+Exc[nAE]

+
1
2

M

∑
I 6=J

ZI ZJ

|RI −RJ| ,
(2.44)
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mit vAE(r) =−∑M
I

ZI
|r−RI | .

Die zu den L̈osungen von (2.43) entsprechende Grundzustandsenergie der Va-
lenzelektronen ergibt sich zu

E[nV ] =T[nV ]+
Z

v(r)nV(r)dr +EH [nv]+Exc[nV ]

+
1
2 ∑

I 6=J

ZV
I ZV

J

|RI −RJ| ,
(2.45)

mit ZV
I = ZI −NR

I . Für die Energie der Rumpfelektronen des IonsI wird

ER
I =T[nR

I ]−
Z

ZI nR
I (r −RI )
|r −RI | dr +EH [nR

I ]

+Exc[nR
I ]

(2.46)

gesetzt, wobeinAE(r) = ∑M
i nR

i (r −RI )+nV(r) gilt.

Die Grundzustandsenergie der All-Elektronenrechnung (2.44) kann in einen
Anteil der Valenzelektronen (2.45), den der Rumpfelektronen (2.46) und einen
Austusch-Korrelationsterm∆Exc aufgespalten werden. Unter den Voraussetzun-
gen, daß sich die Rumpfladungsdichten nichtüberlappen und sich die Kohn-Sham-
Zusẗande der Rumpfelektronen von denen der freien Atome nicht unterscheiden,
gilt [Sch99]

E[nAE] = E[nV ]+
M

∑
I

ER
I +Exc

[
M

∑
I

nR
i +nV

]
−Exc

[
M

∑
I

nR
I

]
−Exc[nV ]

︸ ︷︷ ︸
∆Exc

.

Wird angenommen, daß der Austausch-Korrelationsterm nur
”
wenig “ von

der chemischen Umgebung abhängt, kann dieser entweder durch die nichtlineare
Rumpfkorrektur (2.42) berücksichtigt werden oder als eine von den Kernkoordina-
ten und den Valenzzuständen unabḧangige Konstante betrachtet, durch geeignete
Wahl der Energieskala, zu Null gesetzt werden.

2.3.5 Pseudopotentiale

Wird ein isoliertes Atom in der N̈aherung der unveränderlichen Ionen [2.3.4] be-
trachtet, ḧangt die Grundzustandsenergie der Valenzelektronen

E[n] = ∑
j

ε j − 1
2

Z
vH [n](r)n(r)dr−

Z
vxc[n](r)n(r)dr +Exc[n] (2.47)

nicht explizit von dem effektiven Potential, dem IonenpotentialΦIon(r) ab, sondern
implizit über die Energienε j und die Dichten(r). Die Grundzustandsenergie der
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Valenzelektronen̈andert sich also nicht, wenn das Ionenpotential so verändert wird,
daß dieε j und die Dichten(r) der Valenzelektronen erhalten bleiben. Somit kann
durch Ab̈anderung des Ionenpotentials unter den genannten Voraussetzungen der
numerische Aufwand reduziert werden.

Zur Herleitung solcher abgeänderten Ionenpotentiale, sogenanntePseudopo-
tentiale, wird analog zu Abschnitt [2.3.4] der Hilbert-Raum der Einteilchen-Kohn-
Sham-Zusẗande in

H = H R︸︷︷︸
HφR

i =εR
i φR

i

⊕ H V︸︷︷︸
HψV

j =εV
j ψV

j

und insbesondere〈ψV
j |φR

i 〉= 0

unterteilt, wobei die Eigenzustände, die L̈osung der Kohn-Sham-Gleichung, ent-
sprechende orthonormale Basen der Hilbert-Räume bilden. F̈ur einϕ ∈H gilt

ϕ−∑
i

〈φR
i |ϕ〉φR

i

︸ ︷︷ ︸
PRϕ

= ψ ∈H V ,

mit dem ProjektionsoperatorPR aufH R . Seiϕ j = ψV
j +∑NR

i ai j φR
i , dann ergibt sich

mit ϕ j = ψV
j +PRϕ j , aus der Kohn-Sham-Gleichung der Valenzzustände

HψV
j =


−1

2
+ΦIon(r)+vH [nV ](r)+vxc[nV ](r)︸ ︷︷ ︸

U(r)


ψV

j = εV
j ψV

j

zun̈achst [
−1

2
∇2 +U− (−1

2
∇2 +U)PR

]
ϕ j = εV

j ϕ j − εV
j PRϕ j

und umgeformt die Kohn-Sham-Gleichung einesPseudoatoms

−1
2

∇2ϕ j +Uϕ j +∑
i

(
εV

j − εR
i

)〈φR
i |ϕ j〉φR

i

︸ ︷︷ ︸
UPs

j ϕ j

= εV
j ϕ j

mit demabgeschirmten PseudopotentialUPs
j . Und damit ergibt sich dasionische

Pseudopotentialzu

vPs
j (r) = UPs

j (r)−vH [nV ](r)−vxc[nV ](r).

Da jedes ElementφR ausH R ein Eigenzustand des Hamiltonoperators−1
2∇2+

UPs
j zum Eigenwertε j ist, gibt es unphysikalische Eigenzustände der Kohn-Sham-

Gleichung der Valenzzustände inH R , diese werden auch alsGeisterzusẗande9

bezeichnet.
9Wird stattUPs

j eine LinearkombinationαUPs
j + βUPs

k mit α + β = 1 verwendet, istαε j + βεk

Eigenwert zu jedemφR ∈ H R . Also können durch Ver̈anderung des Pseudopotentials zusätzlich
noch Geisterzustände mit Eigenwerten im Bereich der Valenzenergien auftreten.
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In H V lautet die Kohn-Sham-Gleichung der PseudovalenzzuständeψPs
j des

Pseudoatoms
[
−1

2
∇2 +vPs(r)+vH [nPs](r)+vxc[nPs](r)

]
ψPs

j = εPs
j ψPs

j (2.48)

mit dem PseudopotentialvPs= ∑NV
j vPs

j und es gilt insbesondereεPs
j = ε. Wird damit

das Pseudopotential zuvPs= ∑NV
j vPs

j PPs
j festgelegt, wobeiPPs

j ψ = 〈ψPs
j |ψ〉ψPs

j der
Projektor auf den ZustandψPs

j , gilt die Gleichung (2.48) auch inH .

Im Falle von M Atomen lautet die zu lösende Kohn-Sham-Gleichung

[
−1

2
∇2 +vPs(r)+vH [n](r)+vxc[n](r)

]
ψ j = ε jψ j ,

wobeiv(r) = ∑M
I vPs

I (r −RI ), mit den jeweiligen PseudopotentialenvPs
I .

In den folgenden Abschnitten wird ein kurzerÜberblick gegeben, auf welche
Weise die Pseudopotentiale der Valenzzustände nun sinnvoll abgeändert und kon-
struiert werden k̈onnen.

Normerhaltung

Als Nächstes stellt sich die Frage, welche Bedingungen an ein Pseudopotential
gestellt werden sollten, damit die Grundzustandsenergie nach Gleichung (2.47) in
verschiedenen chemischen Umgebungen sinnvolle Ergebnisse liefert. Dieses wird
auch alsÜbertragbarkeitder Pseudopotentiale bezeichnet. Pseudopotentiale, die
den folgenden Kriterien genügen, werden alsnormerhaltendbezeichnet [TH73,
SJ77].

1. Die Eigenwerte der Valenzelektronen sollen beim Pseudoatom mit denen der
All-Elektronenrechnung̈ubereinstimmen.

2. Die Eigenfunktionen der Valenzelektronen sollen beim Pseudoatom mit de-
nen der All-Elektronenrechnung außerhalb des Rumpfbereichesüberein-
stimmen. Damit stimmen dort auch die Dichtenüberein.

3. Die Menge der Ladung des Pseudoatoms soll mit der durch die All-
Elektronenrechnung bestimmten Ladung im Rumpfbereichübereinstimmen,
also normerhaltend sein.

4. Die logarithmischen Ableitungen der Eigenfunktionen und ihre erste Ab-
leitung nach der Energie sollen beim Pseudoatom und bei der All-
Elektronenrechnung außerhalb des Rumpfbereichesübereinstimmen.
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Dabei wird analog zu der N̈aherung der unveränderlichen Ionen [2.3.4] genähert
angenommen, daß die Dichte der Rumpfelektronen nur innerhalb einesRumpfbe-
reiches, etwa einer Kugel vomRumpfradiusrR, von Null verschieden ist. Werden
mehrere Atome betrachtet, soll der Rumpfradius so klein gewählt werden, daß sich
die Rumpfbereiche der Pseudoatome nichtüberlappen. Er soll aber auch so groß
geẅahlt werden, daß für eine gegebene Kohn-Sham-Eigenfunktion alle Nullstellen
und deräußerste Extremwert der Radialfunktion innerhalb des Rumpfbereiches
liegen. DieÜbertragbarkeit wird bei kleinerem Rumpfradius besser und der nume-
rische Rechenaufwand nimmt zu, also sollte dieser für die verschiedenen atomaren
Valenzzusẗande unterschiedlich gewählt werden.

Die ersten beiden Bedingungen sind offensichtlich erforderlich, damit die
Grundzustandsenergie der Valenzelektronen eines Pseudoatoms nach Gleichung
(2.47) mit der durch die All-Elektronenrechnung bestimmten Grundzustandsener-
gie übereinstimmt. Die zweite Bedingung ist außerdem eine Voraussetzung, daß
die von den Valenzelektronen verursachte chemische Bindung richtig beschrieben
wird.

Als Geẅahr für eine m̈oglichst guteÜbertragbarkeit der Pseudopotentiale auf
unterschiedlichen chemischen Umgebungen, dienen die beiden letzten Bedingun-
gen. Da durch die dritte Bedingung die Landungsdichte des Pseudoatoms mit der
des All-Elektronenatoms außerhalb des Rumpfbereichesübereinstimmt, gilt dies
auch f̈ur die entsprechenden Hartree-Potentiale.10

Es k̈onnen naẗurlich noch weitere Bedingungen aufgestellt werden, um be-
stimmte Eigenschaften wie den Landungstransfer11 des Pseudoatoms zu

”
verbes-

sern “ [Tet93, SAMJ89].

Berechnung

Werden die Eigenfunktionen der atomaren Elektronen mit

ψAE
nlm(r) =

1
r

RAE
nl (r)Ylm(ϑ,ϕ)

in Kugelkoordinaten(r : r,ϑ,ϕ) angesetzt, wobeiYlm die Kugelfunktionen undn,
l , mdie Quantenzahlen kennzeichnen, ergibt sich nach einer radialen Mittelung für

10Der Hintergrund f̈ur die vierte Bedingung findet sich in der entsprechenden Literatur [FS99,
Sch99].

11Für isolierte Atome mit unterschiedlichen chemischen PotentialenµA 6= µB stellt sich im Falle
einer chemischen Bindung durch Landungstransfer ein gemeinsames chemisches Potentialµdes Mo-
leküls ein. Um den Ladungstransfer und damitµ richtig zu berechnen, genügt es nicht, daß die chemi-
schen Potentiale der Pseudoatome richtig sind. Da der Landungstransfer von der zweiten Ableitung
der Energie nach der Elektronenzahl abhängt, kann diese Größe als weitere Bedingung eingeführt
werden.
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den Radialanteil der Kohn-Sham-Gleichung12

[
−1

2
d2

dr2 +
l(l +1)

2r2 − Z
r

+vH [nAE](r)+vxc[nAE](r)
]

RAE
nl (r) = εnlR

AE
nl (r).

Diese All-Elektronenrechnung liefert das effektive PotentialUAE(r) = −Z
r +

vH [nAE](r)+vxc[nAE](r) und die Radialfunktionen der ValenzzuständeRAE
nl mit den

entsprechenden Eigenwertenεnl.

Die Eigenfunktionen der Valenzelektronen des Pseudoatoms können nun ent-
sprechend den normerhaltenden Bedingungen festgelegt werden. Ist der Radialan-
teil RPs

nl nullstellenfrei, ergibt sich durch Inversion der Kohn-Sham-Gleichung

[
−1

2
d2

dr2 +
l(l +1)

2r2 −UPs
nl

]
RPs

nl (r) = εnlR
Ps
nl (r)

das abgeschirmte Pseudopotential zu

UPs
nl = εnl +

1
2

1

RPs
nl (r)

d2RPs
nl (r)

dr2 − l(l +1)
2r2

und das ionische Pseudopotential zu

vPs
nl = UPs

nl (r)−vH [nPs
V ](r)−vxc[nPs

V ](r).

Um normerhaltende und im Hinblick auf die Numerik geeignete Pseudopoten-
tiale mit entsprechenden Radialfunktionen zu erhalten, kann nach Troullier und
Martins [TM91] 13

RPs
nl (r) =

{
RAE

nl (r) für r ≥ rR
nl

r l+1exp(p(r)) für r < rR
nl

und

UPs
nl (r) =

{
UAE

nl (r) für r ≥ rR
nl

εnl + l+1
r p′(r)+ 1

2 p′′(r)+ 1
2 p′2(r) für r < rR

nl

angesetzt werden, wobeip(r) ein Polynom sechsten Grades inr2 ist und rR
nl der

jeweilige Rumpfradius ist. Forderung der Normerhaltung, der Stetigkeit vonRPs
nl

und deren ersten vier Ableitungen, und daß die Krümmung vonUPs
nl (r) bei r = 0

verschwindet, bestimmtp(r) eindeutig. Damit wird, in Hinblick auf die Ebenen-
Wellen-Basis [3.2], die Radialfunktion von außen in den Bereichr < rR

nl in ge-
eigneter Weise analytisch fortgesetzt, damit zur Darstellung möglichst wenige Ba-
siselemente benötigt werden [FS99].

12Hier ist der nichtrelativistische Fall ohne Spinanteil dargestellt. Es gibt auch Ansätze die relati-
vistische Effekte ber̈ucksichtigen [FS99, KH77, HFJ93].

13Unter anderem wird auch oft die Methode von Hamann [BHS82] verwendet. EinÜberblicküber
Pseudopotentiale und deren Konstruktion wird in den Artikeln [FS99, Pic89, Sin94] gegeben.
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Separierbarkeit

Um die Kohn-Sham-Gleichungen zu lösen, werden die Zustände nach einer ge-
eigneten endlichen Basis{φG} mit NG Elementen entwickelt. Der Kohn-Sham-
Operator wird dann durch eineNG×NG Matrix dargestellt. Ist das Pseudopotential
nicht lokal, m̈ussen im AllgemeinenO(N2

G) Integrale ausgewertet werden.

Mit der Methode von Kleinman-Bylander [KB82] läßt sich die Anzahl, der für
ein nichtlokales Pseudopotential zu berechnenden Integrale, aufO(NG) reduzieren
. Das vorgegebene nichtlokale Pseudopotential

vPs(r) = ∑
n,l ,m

vPs
nl (r)P

Ps
nlm(r) mit dem ProjektoroperatorPPs

nlm

wird zun̈achst in der Form

ṽPs(r) = vlok(r)+

VPs(r)︷ ︸︸ ︷
∑

n,l ,m

(vPs
nl (r)−vlok(r))︸ ︷︷ ︸

VPs
nl (r)

PPs
nlm(r)

geschrieben, wobeivlok ein beliebiges lokales Potential ist. Das Kleinman-
Bylander-PseudopotentialVPs

KB wird durch

〈φ|VPs
KB|φ′〉= ∑

n,l ,m

〈φ|VPs
nl |ψPs

nlm〉〈ψPs
nlm|VPs

nl |φ′〉
〈ψPs

nlm|VPs
nl |ψPs

nlm〉
mit φ,φ′ ∈H

definiert. Damit ist das nichtlokale Pseudopotential zu einem sogenanntensepa-
rierbaren Pseudopotentialmodifiziert worden. Nach Konstruktion gilt für die Be-
rechnung der Anteile des nichtlokalen Pseudopotentials, an den Matrixelementen
des Kohn-Sham-Operators in der BasisφG

〈φG|VPs
KB|φG′〉= ∑

n,l ,m

〈φG|VPs
nl |ψPs

nlm〉〈ψPs
nlm|VPs

nl |φG′〉
〈ψPs

nlm|VPs
nl |ψPs

nlm〉
, (2.49)

im Gegensatz zu
〈φG|VPs

KB|φG′〉= ∑
n,l ,m

〈φG|vPs
nl P

Ps
nlm|φG′〉.

Zur Auswertung der separierbaren Form (2.49) müssen also jeweils nur dieNG

Integrale〈ψPs
nlm|VPs

nl |φG′〉 berechnet werden.

Insbesondere giltVPsψPs
nlm =VPs

KBψPs
nlm für die atomaren PseudofunktionenψPs

nlm.
In einer anderen chemischen Umgebung gilt jedoch im allgemeinen für die Valenz-
zusẗandeVPsψ j 6=VPs

KBψ j . Um den entstehenden Fehler hinreichend klein zu halten,
wird das beliebige lokale Potentialvlok geeignet geẅahlt [KB82]. 14

14Dabei muß beachtet werden, daß keine Geisterzustände auftreten [FS99].
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Eine weitere M̈oglichkeit ein separierbares Pseudopotential zu erhalten, er-
gibt sich durch Diagonalisierung der selbstadjungierten Matrix〈ϕk|vps|ϕk′〉, wo-
bei{ϕk} eine geeignete Basis und{ϕ̃k} die entsprechende transformierte Basis ist.
Damit schreibt sich das nichtlokale Potential nach Blöchel [Blö90] in der separier-
baren Form15

〈φG|VPs
Sep|φG′〉= ∑

k

〈φG|vps|ϕ̃k〉〈ϕ̃k|vps|φG′〉
〈ϕ̃k|vps|ϕ̃k〉 .

2.3.6 Spindichtefunktional

Bisher wurde in diesem Abschnitt [2.3] die Dichtefunktionaltheorie für das inho-
mogene Elektronengas ausN Elektronen betrachtet. Ausgangspunkt war ein spi-
nunabḧangiger Hamiltonoperator (2.14) mit dem entsprechenden Hamiltonopera-
tor (2.16) im Fock-Raum. Nun soll ein inhomogenes Elektronengas im nichtrela-
tivistischen Grenzfall behandelt werden. Der Einelektronen-Hamiltonoperator mit
demäußeren Potentialv(r) ergibt sich dann zu

HE =−1
2

∇2 +v(r)+vS,

wobei für den spinabḧangigen EinteilchenoperatorvS 16 für σ =±1
2

vS
σσ′ =

{
σg0µBB für σ = σ′
0 für σ 6= σ′

gilt. Damit ist der entsprechende Operator im Fock-Raum ein Potentialoperator
und kann nach Gleichung (1.19) in der Form

v̂S =
1
2

g0µBB
Z (

n̂1
2
(r)− n̂− 1

2
(r)

)
dr mit n̂σ(r) = Ψ̂∗

σ(r)Ψ̂σ(r) (2.50)

geschrieben werden, wobeiΨ̂σ(r) der Erzeugungsoperator und̂Ψ∗
σ(r) der dazu

adjungierte Vernichtungsoperator ist. Somit können das̈außere Potential und das
spinabḧangige Potential zu einem neuen Potentialuσ(r) = v(r)+g0µBBσ zusam-
mengefasst werden und der zugehörige Fock-Operator läßt sich nach Gleichung
(2.50) und (1.20) durch die Dichteoperatorenn̂± 1

2
(r) ausdr̈ucken

Û =
± 1

2

∑
σ

Z
uσ(r)n̂σ(r)dr

=
Z

v(r)
(

n̂1
2
(r)− n̂− 1

2
(r)

)
dr +

1
2

g0µBB
Z (

n̂1
2
(r)− n̂− 1

2
(r)

)
dr.

15Hier können im Fall der praktischen Berechnung mit einer endlichen Basis die Geisterzustände
oder andere Unstimmigkeiten des Pseudoatoms durch Hinzunahme weiterer Basiselemente vermie-
den werden.

16vS beschreibt den Spin-Paramagnetismus, wobeig0 den gyromagnetischen Faktor undµB das
Bohrsche Magneton bezeichnet. Der durch ein Vektorpotential beschriebene Diamagnetismus bleibt
hier unber̈ucksichtigt.
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Das weitere Vorgehen ist analog zu Abschnitt [2.3.1]. Seig der Grundzu-
stand,T̂ der Fock-Operator der kinetischen Energie undV̂ee der Fock-Operator der
Coulomb-Wechselwirkung, dann läßt sich entsprechend dem Hohenberg-Kohn-
Theorem beweisen, daß die Grundzustandsenergie

Eg = 〈g|T̂|g〉+ 〈g|Û |g〉+ 〈g|V̂ee|g〉

ein Funktional der beiden GrundzustandselektronendichtenEg = Eg

[
n1

2
,n− 1

2

]

mit n± 1
2
(r) = 〈g|n̂± 1

2
(r)|g〉 ist. Entsprechend der Herleitung der Kohn-Sham-

Gleichungen in Abschnitt [2.3.2] wird die Variation bezüglich n̂1
2
(r) undn̂− 1

2
unter

der Nebenbedingung konstanter ElektronenzahlN =
R
(n̂1

2
(r)+ n̂− 1

2
) durchgef̈uhrt

und es ergibt sich eine spinabhängige Kohn-Sham-Gleichung
[
− h̄2

2me
∇2 +v(r)+vH [n](r)+g0µBBσ+vxcσ[n1

2
,n− 1

2
](r)

]
ψ jσ(r) = ε jσψ jσ(r),

mit dem spinabḧangigem Austausch-Korrelations-Potential

vxcσ[n1
2
,n− 1

2
](r) =

δExc

δnσ(r)
.

Mit der Dichte der Elektronen mit Spinrichtungσ und der Elektronendichte

nσ(r) =
besetzt

∑
j

|ψ jσ(r)|2, n(r) = n1
2
(r)+n− 1

2
(r)

ergibt sich dieSpinpolarisation

ζ(r) =
n1

2
(r)+n− 1

2
(r)

n(r)
.

Lokale-Spin-Dichte-Näherung

Analog zu Abschnitt [2.3.3] lautet die Austausch-Korrelationsenergie des spinpo-
larisierten Elektronengases in der Lokalen-Dichte-Näherung

ELSDN
xc

[
n1

2
,n− 1

2

]
=
Z

n(r)εxc(n(r ,ζ(r))dr, (2.51)

wobei εxc(n,ζ) = εx(n.ζ) + εc(n,ζ) die Austausch-Korrelationsenergie pro Elek-
tron des homogenen spinpolarisierten Elektronengases bezeichnet. Eine Näherung
für die Austauschenergie liefern die numerischen Ergebnisse von Monte-Carlo-
Rechnungen nach Ceperley und Adler [CA80]

εx(n,ζ) =





−3
4

(
3
π
) 1

3 n
1
3 für ζ = 0 analog(2.30)

2
1
3 εx(n,0) für ζ = 1

−3
8

(
3n
π

) 1
3
[
(1+ζ)

4
3 +(1−ζ)

4
3

]
für 0 < ζ < 1

.

(2.52)
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Für die Korrelationsenergie lautet die Parametrisierung [VWN80]

εc(n,ζ) = A(ζ)
[
ln

(
x2

X(x,ζ)

)
+

2b(ζ)
Q(ζ)

tan−1P(x,ζ)

− b(ζ)x0(ζ)
X(x0(ζ),ζ)

(
ln

(
(x−x0(ζ))2

X(x,ζ)

)
+

2
P(x0(ζ),ζ)

tan−1P(x,ζ)
)]

,

mit

x =
(

3
4

) 1
6

X(x,ζ) = x2 +b(ζ)x+c(ζ)

Q(ζ) =
√

4c(ζ)−b2(ζ)

P(x,ζ) =
Q(ζ)

2x+b(ζ)
.

Die verbleibenden Parameter für den unpolarisierten Fallζ = 0 und für den
vollständig polarisierten Fallζ = 1 sind

A(0) = 2, A(1) = 0.0310907,
x0(0) = −0.10498, x0(1) = −0.325,
b(0) = 3.72744, b(1) = 7.06042,
c(0) = 12.9352, c(1) = 18.0578.

Für die Interpolation0≤ ζ≤ 1 wird entsprechend Gleichung (2.52)

εc(n,ζ) = εc(n,0)+ [εc(n,1)− εc(n,0)] f (ζ)

gesetzt mit

f (ζ) =
1

2
4
3 −2

[
(1+ζ)

4
3 +(1−ζ)

4
3 −2

]
.

2.4 Post-Hartree-Fock Methoden

Mit der Hartree-Fock Methode werden die Einteilchenfunktionen bestimmt, wel-
che die beste N̈aherung darstellen, wenn nur eine Slater-Determinante verwendet
wird. Der Fehler ist dabei nach Gleichung (2.15) durch die Korrelationsenergie
Ec = Eexakt

g −EHF
g gegeben. Obwohl im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie als

Wellenfunktion auch nur eine einzelne Slater-Determinante angesetzt wird, liefert
die Lösung der Kohn-Sham-Gleichung Orbitale und Energien, welche die Korre-
lationsenergie berücksichtigen. Jedoch ist das universelle Funktional nicht explizit
bekannt und sind die praktischen Verfahren im Rahmen der Dichtefunktionaltheo-
rie auch nicht exakt. Die Hartree-Fock Methode sowie die Methoden der Dichte-
funtionaltheorie basieren also auf Ansätzen mit nur einer Slater-Determinante.
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2.4.1 Konfigurationswechselwirkung

In den sogenannten CI(Configuration Interaction) Methoden wird der Fehler des
Hartree-Fock Verfahrens reduziert, indem die Wellenfunktion analog Gleichung
(2.7) als Linearkombination von Slater-Determinanten

ΨCI = ∑
k

ckΨSD
k

angesetzt wird, wobei typischerweiseΨSD
0 = ΨSD

HF gesetzt wird. Sind dieck norma-
lisiert, gilt für den Koeffizienten der Hartree-Fock

”
Referenz-Determinante“ΨSD

HF
wegen der Approximationseigenschaften der Hartree-Fock Methode in der Regel
c0 ≈ 1. 17

Werden f̈ur N Elektronen zur praktischen Berechnung die Orbitale durch Line-

arkombination vonM Basisfunktionen approximiert, könnenkmax =
(

M
N

)
mögli-

che Slater-Determinanten gebildet werden. In den sogenanntenFull CI Verfahren
werden alle m̈oglichen Slater-Determinanten berücksichtigt [LCC95].

Truncated CI

Im Gegensatz zumFull CI Verfahren f̈uhrt die Beschr̈ankung auf endlich viele
Terme zu denTruncated CIMethoden. Dabei werden normalerweise nur Determi-
nanten bis zumn-fachen Anregungsgrad18 zugelassen und damit kann die Wellen-
funktion in der Form

ΨCI−n =

(
n

∑
k=0

Tk

)

︸ ︷︷ ︸
T

ΨSD
HF mit TkΨSD

HF = ∑
a1<···<ak,b1<···<bk

tb1...bk
a1...ak

Ψb1...bk
a1...ak

(2.53)

angesetzt werden, wobeiΨb1...bk
a1...ak

die Slaterdeterminante bezeichnet, in der jeweils
dasa1-te,. . . ,ak-te besetzte Orbital durch dasb1-te,. . . ,bk-te virtuelle Orbital ei-

ner Referenz-DeterminanteΨSD
HF ersetzt wird. Damit ergeben sich

(
N
n

)(
M−N

n

)

Möglichkeiten zur Determinantenbildung.

Die Beschr̈ankung auf einfach und zweifach angeregte Determinanten ent-
spricht der sogenanntenCI-SD(CI singles-doubles) Methode und analog ergibt
sich dieCI-SDTQ(CI singles-doubles-triples-quadruples) Methode. Insbesondere
werden bei diesen Methoden nur die Entwicklungskoeffizienten der Determinanten
variiert.

Es existieren weitere Varianten dieser Methoden:
17Entsprechend kann gezeigt werden, daß die MatrixHkl = 〈ΨSD

k |H|ΨSD
l 〉 dünn besetzt ist.

18Eine Anregung bedeutet, daß ein im Grundzustand besetztes Orbital durch ein unbesetztes er-
setzt wird.
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MCSSCF (Multi Configuration SCF): Sowohl die Entwicklingskoeffizienten der
Determinanten als auch die der Orbitale werden variiert.

CASSCF (Complete Active Space SCF): Nur ein Teil der Orbitale ist aktiv
[dSPCN97].

Die Größenordnung der Anzahl der Determinanten kann bei CI-Rechnungen bei
105 - 106 liegen.

2.4.2 Coupled Cluster

In der CC(Coupled Cluster) Methode [Ciz69] wird die Wellenfunktion in einer ex-
ponentiellen FormΨCC = exp(T)ΨSD

HF angesetzt, wobeiT der Operator aus Glei-
chung (2.53) ist. Zum Beispiel ergibt sich die sogenanntecoupled cluster doubles
Wellenfunktion in der Form

ΨCCD = exp(T2)ΨSD
HF = ΨSD

HF +∑ tb1b2
a1a2

Ψb1b2
a1a2

+
1
2 ∑∑ tb1b2

a1a2
td1d2
c1c2

Ψb1b2 d1d2
a1a2 c1c2

+ . . . ,

wobei diese Expansion in der Regel abgebrochen wird, wenn alle Terme mit einem
2-fachen oder auch4-fachen Anregungsgrad berücksichtigt wurden. Diese Expan-
sion ist insbesondere nicht variationell, jedoch kann gezeigt werden, daß sie im
Gegensatz zu den Truncated-CI-Methoden konsistent bezüglich der Systemgröße
ist [Ful95]19. Für die CCD Methode skaliert die Anzahl der Determinanten formal
mit O(M6) und für CC-quadrubles sogar mitO(M10).

2.5 Zusammenfassung

Alle diskutierten Verfahren unterscheiden sich im wesentlichen nur in der Be-
handlung der Korrelationsenergie. In der Hartree-Fock Methode wird diese ver-
nachl̈assigt, im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie durch das explizit unbekannte
Austausch-Korrelationsfunktional und in den Post-Hartree-Fock Methoden durch
Hinzunahme weiterer Determinanten berücksichtigt.

Die Post-Hartree-Fock Methoden liefern relativ genaue Ergebnisse, jedoch ska-
lieren sie mit der Systemgröße auf Grund der Anzahl der Determinanten sehr
schlecht. Sinnvoll k̈onnen sie somit nur für relativ kleine Molek̈ulsysteme verwen-
det werden.

19Ein Nachteil der Truncated-CI-Methode ist, daß sie bezüglich der Systemgröße nicht konsistent
ist. Wenn die Systemgröße zunimmt, nimmt der Anteil der Korrelationsenergie, die in einem Refe-
renzraum (zum Beispiel alle einfach und zweifach Anregungsgrade) enthalten ist, ab. Die Ergebnisse
von Berechnungen in Systemen unterschiedlicher

”
Größe“ k̈onnen somit schlecht miteinander ver-

glichen werden, da sich die Fehler in Systemen unterschiedlicher Größe nicht
”
ausl̈oschen“.
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Die Hartree-Fock Methoden und die Dichtefunktionaltheorie Methoden ska-
lieren beide im Gegensatz zu den Post-Hartree-Fock-Methoden relativ gut, da der
Anzatz ja nur eine einzelne Slaterdeterminate berücksichtigt. Andererseits ist im
Vergleich zu den Post-Hartree-Fock Methoden die Genauigkeit relativ schlecht.
Wäre das Austausch-Korrelationsfunktional expliziet bekannt, würden die Dichte-
funktionaltheorie Methoden exakte Ergebnisse liefern. Jedoch ist die Genaugkeit
der Dichtefunktionaltheorie Methoden in der Praxis auf Grund der verwendeten
Näherungen nur relativ schlecht einzuschätzen20. In der Praxis hat sich allerdings
gezeigt, daß die Dichtefunktionaltheorie Methoden im Vergleich zu den Hartree-
Fock Methoden bessere Ergebnisse liefern21. Beide Methoden k̈onnen sinnvoll
zur Behandlung relativ großer Systeme eingesetzt werden, wobei die Ergebnisse
als

”
Tendenzen“ interpretiert werden sollten.

In dieser Arbeit sollen m̈oglichst große Systeme behandelt werden, daher wird
im Folgenden mit Hinblick auf die Anwendungen nur noch die Dichtefunktio-
naltheorie Methode diskutiert.

20Siehe auch Abschnitt [2.3.3].
21Der Erfolg der Lokalen-Dichte-N̈aherung liegt darin, daß sich die Fehler in den Austausch- und

Korrelationsenergien auslöschen [HCW+97, HCW+98].



Kapitel 3

Basen

Damit eine der Elektronen-Struktur-Methoden praktisch durchgeführt werden
kann, muß noch eine im Hinblick auf die Anwendung geeignete Basis, in der die
Einteilchenfunktionen entwickelt werden sollen, ausgewählt werden.

3.1 Gauß- und Slater-Funktionen

Eine Möglichkeit ist, die Molek̈ulorbitale ψi(r) als Linearkombination der Ato-
morbitaleχk(r ;R) in der Form

ψi(r) =
M

∑
k

cikχk(r ,R) (3.1)

anzusetzen, wobei dieses dann einer Approximation in einem endlich dimensio-
nalen Teilraum entspricht. In diesem sogenannten LCAO(Linear Combinations of
Atomic Orbitals) Ansatz folgt, daß die Dichte

n(r) =
M

∑
kl

Pklχk(r ;R)χl (r ;R) (3.2)

ein Ausdruck in den Termen von Atomorbital-Produkten ist und die Coulomb-
Wechselwirkung in Termen der FormZ Z

χa(r ;R)∗χb(r ;R)∗
1

|r− r ′|χc(r ′;R)χd(r ′;R)dr′dr (3.3)

geschrieben werden kann. Werden nur die Entwicklungskoeffizienten variiert, er-
gibt sich entsprechend Gleichung (2.5) ein allgemeines Eigenwertproblem

HKSC = SCE, (3.4)

65
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die sogenanntenRoothaan-Hall Gleichungen[Kel99]. Die Dichte ist entsprechend
Gleichung (3.2) ein Objekt mitO(M2) Komplexiẗat und der Aufwand zur L̈osung
der Roothaan-Hall Gleichungen skaliert formal inO(M4).

In Anlehnung an die Orbitale wasserstoffähnlicher Atome (1.6) kommen daher
die sogenannten Slater-Funktionen (STO:Slater Type Orbitals)

S(ζ,n, l ,m; r,ϑ,ϕ) = Nrn−1exp(−ζr)Ylm(ϑ,ϕ)

als Basisfunktionen in Betracht, wobeiN eine Normierungskonstante,ζ die ef-
fektive Ladung des Atomkerns ist und die Parametern, l ,m analog zu den Ato-
morbitalen auch als Quantenzahlen bezeichnet werden. Im Allgemeinen sind diese
Basisfunktionen an den Kernpositionen zentriert. Da die Berechnung der Vierzen-
trenintegrale (3.3) sehr aufwendig ist, werden stattdessen in der Regel sogenannte
Gauß-Orbitale (GTO:Gaussian Type Orbitals)

G(α,n, l ,m;x,y,z) = Nxl ymznexp(−αr2)

verwendet1. Oder es werden durch Linearkombination von Gaußfunktionen ap-
proximierte Slater-Funktionen, welche dann alsKontraktionenbezeichnet werden,
verwendet. Damit kann der Aufwand der Berechnung der Vierzentrenintegrale
um eine erhebliche Konstante reduziert werden, denn das Produkt zweier Gauß-
Orbitale ist wieder ein solches.

Mit modernen Baum-Methoden kann unter geeigneten Voraussetzungen2 der
Aufwand zur L̈osung des allgemeinen Eigenwertproblems aufO(M log(M)) redu-
ziert werden [CS96, Wil02].

3.2 Ebene-Wellen

Die Gauß- und Slater-Funktionen haben ihren Ursprung in derÄhnlichkeit zu Or-
bitalen wasserstoffähnlicher Atome, also insbesondere gebundener Teilchen. Im
Gegensatz dazu kann ein freies Teilchen betrachtet werden, welches in der Quan-
tenmechanik durch die zeitabhängige Schr̈odingergleichung

h̄
i

∂ψ
∂t

=− h̄2

2m
∇2ψ (3.5)

beschrieben wird. Mit der DispersionsbeziehungE(G) = h̄ω(G) = h̄2G2

2m der Mate-
riewellen l̈osen ebene Wellen

ψt(r) = exp(i(Gr −ωt)) = exp

(
i(Gr − E

h̄
t)

)

1Dabei istN eine Normierungskonstante,x,y,zsind Kartesische Koordinaten mitr2 = x2+y2+z2

undn, l ,m entsprechen nicht den Quantenzahlen sondern nur formalen Exponenten.
2Hier wird normalerweise die Lokalität der Elektronendichte von gebundenen Elektronen vor-

ausgesetzt. Insbesondere können dann d̈unne Matrizen verwendet werden und somit skaliert der
Aufwand des Eigenwertlösers prinzipiell linear.
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die Schr̈odingergleichung (3.5), allerdings sind diese wegen|ψt(r)|2 = 1 nicht
quadratisch integrierbar und somit nicht Elemente des HilbertraumesL2(R3).
Daher wird zur n̈aherungsweisen Beschreibung freier Teilchen nun der Hilber-
traumHΩ = L2(Ω), der über einem endlichen VolumenΩ quadratisch integrier-
baren Funktionen, betrachtet und es werden periodische Randbedingungen für die
Schr̈odingergleichung geẅahlt, wobei das endliche Volumen der Einfachheit hal-
ber einem Spat entspricht.

3.2.1 Periodische Funktionen

Sei das endliche VolumenΩ ein Spat, der von den linear unabhängigen Vektoren
a1,a2,a3 ∈ R3 aufgespannt wird. Mit Hilfe der aus denBasisvektorendes Spats
gebildeten3×3 Matrix

h = [a1,a2,a3], (3.6)

ergibt sich dessen Volumen
V = det(h).

Mit der Menge der sogenanntenGittervektoren

L = {L | L = hn, n ∈ Z3}
ergeben sich die periodischen Randbedingungen für die zeitabḧangigen ebenen
Wellen

ψG(r , t) =
1√
V

exp(iGr)
︸ ︷︷ ︸

χG(r)

exp

(
− i

h̄
Et

)

in der Form
χG(r +L) = χG(r), ∀r ∈ R3,∀L ∈ L

und diese sind nur für exp(iGL) = 1erfüllt. Also können die Ausbreitungsvektoren
nur Werte der diskreten Menge, der sogenanntenreziproken Gittervektoren

G = {G |G = 2π(ht)−1g, g∈ Z3}, (3.7)

annehmen, wobei die durch die Beziehung

[b1,b2,b3] = 2π(ht)−1

definierten Vektoren alsBasisvektoren des reziprogen Gittersbezeichnet werden.

Die ebenen WellenχG(r) sind insbesondere orthonormal3

〈χG|χG′〉=
Z

Ω
χ∗G(r)χG(r)dr = δGG′

3Das Integral〈χG|χG′〉 zerf̈allt mit r = ∑3
1x1a1 in ein Produkt aus drei Integralen der FormR 1

0 exp
(

i2π(g′j −g j )x j

)
= δg′j g j

.
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und bilden als Eigenfunktionen des selbstadjungierten Laplace-Operators4 eine
Basis des HilbertraumesHΩ. Für Funktionenu(r) ∈ HΩ, die mit dem VolumenΩ
periodisch sind, ergibt sich somit mit Hilfe derEbenen-Wellen Basisdie Fourier-
Entwicklung

u(r) = u(r +L) = ∑
G

cGχG(r) = ∑
G

û(G)exp(iGr) , (3.8)

wobei die Koeffizienten der Fourier-Transformation

cG =
Z

Ω
χ∗G(r)u(r)dr, û(G) =

1
V

Z
Ω

u(r)exp(−iGr)dr

entsprechen. Der Spat, der von den reziproken Basisvektoren aufgespannt wird, hat
das Volumen

Vr = det([b1,b2,b3]) =
8π3

V

und wird alsreduzierter Bereichbezeichnet. F̈ur eine mit dem reduzierten Bereich
Ωr periodische und absolut integrierbare Funktion ergibt sich analog zu Gleichung
(3.8) die Fourier-Entwicklung

w(G) = w(G+L r) = ∑
L

ŵ(L)exp(iLG) , L r ∈G

im reziproken Raum mit entsprechenden Entwicklungskoeffizienten

ŵ(L) =
1
Vr

Z
Ωr

w(G)exp(−iLG)dG.

3.2.2 Bloch-Funktionen

In Analogie zum HilbertraumHΩ soll ein Teilchen in einem periodischen Potential
U(r + L) = U(r) betrachtet werden. Dazu kann von der stationären Schr̈odinger-
gleichung in der Form

(− h̄2

2me
∇2 +U(r)

︸ ︷︷ ︸
H(r)

)ψ(r) = Eψ(r) (3.9)

ausgegangen werden, wobei der Hamiltonoperator der Periodizitätsbedingung
H(r + L) = H(r) gen̈ugt. Die Eigenfunktionen m̈ussen dabei der sogenannten
Bloch-Bedingunggen̈ugen.

4Die ebenen Wellen sind L̈osungen der Helmholtz-Gleichung(∇2 +G2)χG(r).
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Bloch-Bedingung

Theorem 3.1 (Bloch). Sei das PotentialU mit dem BereichΩ periodischU(r +
L) = U(r), dann gen̈ugen die Eigenfunktionen des Einteilchen-Hamiltonoperators

H =− h̄2

2m
∇2 +U(r) (3.10)

der Bedingung
ψ(r +L) = exp(ikL )ψ(r) (3.11)

und k̈onnen in ein Produkt

ψn,k(r) = exp(ikR)un,k(r) (3.12)

aus einem Phasenfaktor und einer gitterperiodischen Funktionun,k(r + L) =
un,k(r) zerlegt werden. Hierin istn der Index, der Wellenfunktionen zu verschie-
denen B̈andern unterscheidet, der sogenannte Bandindex undk der Ausbreitungs-
vektor.

Beweis.Sei nunψ eine beliebige Eigenfunktion des HamiltonoperatorsH. Wei-
terhin seiL ∈ L ein Translationsvektor des Gitters undTL der dazu entsprechende,
durch

TL ψ(r) = ψ(r +L)

definierte, Translationsoperator. Da der Hamiltonoperator mit den Translationsope-
ratoren kommutiert

[H(r),TL ] = 0, ∀L ∈ L,

haben diese gemeinsame Eigenfunktionen und die Eigenfunktionen vonH(r) las-
sen sich nach Eigenwertenλ(L) von TL charakterisieren5. Sei nunψ eine Ei-
genfunktion mitTmathb f Lψ = λ(L)ψ und Hψ = Eψ. Da der Translationsoperator
die Norm invariant l̈aßt, gilt |λ(L)|2 = 1|. Zu jeden Basisvektora j des Gitters sei
ζ j ∈ Rmit

λ(a j) = exp(i2πζ j)

gegeben. Auf Grund der Gruppeneigenschaften gilt für einen beliebigen Translati-
onsvektorL = ∑3

k=1aknk mit nk ∈ Z dieBloch-Bedingung

ψ(r +L) = TL ψ(r) = exp

(
i2π

(
3

∑
k=1

nkζk

))
ψ(r)

= exp(ikL )ψ(r),

5Der Translationsoperator induziert eine Darstellung der Translationsgruppe in jedem Eigenraum
von H. Da die Translationsgruppe abelsch ist, zerfällt die Darstellung in eindimensonale irreduzible
Teilräume. Insbesondere sind daher die Eigenwerte des Translationsoperators nicht entartet.
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wobei mit Hilfe der reziproken Basis der Ausbreitungsvektork = ∑3
j=1 ζ jb j ge-

setzt wurde. Der Ausbreitungsvektork klassifiziert bestimmte Zustände in einem
Eigenraum zu dem EigenwertE. Zu einem bestimmten Wellenvektork können
naẗurlich auch mehrere Zuständeψn verschiedener EnergieEn vorkommen. Die
Eigenfunktionen vonH(r) werden also durch den Bandindexn unterschieden und
sei die Funktionun,k nun dazu durch

ψn,k(r) = exp(ikR)un,k(r)

definiert, dann folgt mit Hilfe der Bloch-Bedingung

un,k(r +R) = exp(−ikr )exp(−ikR)ψn,k(r +R)
= exp(−ikr )ψn,k(r)
= un,k(r),

die Gitterperiodiziẗat vonun,k .

Nun sind die Bloch-Funktionen (3.12) nicht Elemente von dem Hilbertraum
L2(R3), daher wird nur der HilbertraumHΩ̃ über einem endlichen VolumeñΩ be-
trachtet. Die Funktionenun,k sind mit dem endlichen VolumenΩ, welches auch als
Elementarzellebezeichnet wird, periodisch. Zur Vermeidung von Oberflächenef-
fekten am sogenanntenGrundgebietΩ̃ werden periodische Randbedingungen für
alle Elementeψ(r) ∈H eingef̈uhrt

ψn,k(r +n jNja j) = ψn,k(r) für n j ∈ Z, j = 1,2,3, (3.13)

wobei das Grundgebiet̃Ω dem Spat entspricht, welches von den linearunabhängi-
gen VektorenN1a1, N1a2, N3a3 mit fest geẅahltenNj ∈ N\{0} aufgespannt wird
(vgl. Abbildung 3.1Links). Aus der Bloch-Bedingung (3.11) folgt, daß die Periodi-

. . .
...

. . ..
.
.
. . . .

b1

b2 . .
...

.

. . .
.

.

.
.. .

.

b1

b2

..

Ω
a1

a2

N2a2 Ω̃

N1a1

Abbildung 3.1:Links: Das Grundgebiet̃Ω mit ElementarzelleΩ. Mitte: Das reziproke Gitter mit
k-Punkten im reduzierten Bereich.Rechts: Das reziproke Gitter mitk-Punkten in der Brillouin-Zone.

zitätsbedingung (3.13) nur dann erfüllt ist, wennkNja j = 2πmj mit mj ∈ Z. Also
kann der Ausbreitungsvektor nur diskrete Werte

k =
m1

N1
b1 +

m2

N2
b2 +

m3

N3
b3 mit mj ∈ Z
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annehmen6.

Brillouin-Zone

Für einen reziproken GittervektorG und einen GittervektorL gilt die Beziehung
LG = 2πmmit m∈ Z. Aus der Bloch-Bedingung folgt somit die Gleichung

ψn,k+G(r +L) = exp(ikL )ψn,k+G(r),

also istψn,k+G(r) eine Eigenfunktion zum Eigenwertexp(ikL ) des Translations-
operatorsTL . Andererseits ist dies nach der Bloch-Bedingung auch die Funktion
ψn,k(r). In dem hier gegebenen Beweis des Bloch-Theorems [3.1] ergab sich ins-
besondere, daß die Eigenwerte des Translationsoperators nicht entartet sind, al-
so gilt ψn,k+G(r) = ψn,k(r). Somit kann zwischen den Ausbreitungsvektorenk
und k + G nicht unterschieden werden und für die Energieeigenwerte vonH gilt
En,k+G = En,k . Daher reicht es aus, die Ausbreitungsvektoren im reduzierten Be-
reich zu betrachten

k =
m1

N1
b1 +

m2

N2
b2 +

m3

N3
b3 mit 0≤mj < Nj ∈ Z

(vgl. Abbildung 3.1Mitte), oder die Ausbreitungsvektoren können durch die Be-
dingung|k| ≤ |k + G| auf die sogenannteBrillouin-Zoneeingeschr̈ankt werden,
welche das gleiche Volumen und die gleiche Anzahl vonk-Punkten besitzt (vgl.
Abbildung 3.1Rechts).

Orthogonalit ätsbeziehung

Seien die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators in Form von Bloch-Funktionen
ψn,k(r) = exp(ikr ))un′,k(r) dargestellt. Das Integralüber das Grundgebiet̃Ω

〈ψn,k |ψn′,k′〉Ω̃ =
Z

Ω̃
exp

(
i(k′−k)r

)
u∗n,k(r)un′,k′(r)dr

kann mit Hilfe derN1N2N3 Gittervektoren

{
R | R = n1a1 +n2a2 +n3a3, 0≤ n j < Nj , j = 1,2,3

}

in eine Summe vonN1N2N3 Integralenüber die ElementarzelleΩ

〈ψn,k |ψn′,k′〉Ω̃ =
N1N2N3

∑
R

exp
(
i(k′−k)R

)Z
Ω

exp
(
i(k′−k)r ′

)
u∗n,k(r

′)un′,k′(r ′)dr′

6Die k-Punkte k̈onnen durch geeignete Wahl vonN1,N2,N3 beliebig dicht aneinander liegen. Der
Ausbreitungsvektor ist also eine quasikontinuierliche Variable.
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zerlegt werden, wobei für die Integrationsvariabler = R+ r ′ gesetzt wurde. Damit
ergibt sich die Orthogonalitätsbeziehung für Bloch-Funktionen7

〈ψn,k |ψn′,k′〉Ω̃ = N1N2N3δkk ′〈un,k |un′,k′〉Ω.

Die gitterperiodischen Funktionenun,k können nach Abschnitt [3.2.1] nach
der Ebenen-Wellen-BasisχG entwickelt werden. Damit ergibt sich für die Bloch-
Funktionen

ψn,k(r) = exp(ikr )∑
G

cn,k,GχG(r) = ∑
G

cn,k,G
1√
V

exp(i(k +G)r)
︸ ︷︷ ︸

χk+G(r)

(3.14)

und die ebenen Wellen der Formχk+G erfüllen die Orthogonaliẗatsbeziehung

〈χk+G|χk′+G′〉Ω̃ = N1N2N3δkk ′δGG′ .

3.2.3 Festk̈orperphysik

In der Festk̈orperphysik werden Kristalle betrachtet. Zur genäherten Bestimmung
deren Elektronenstruktur werden Elektronen in einem periodischen Potential be-
trachtet. In diesem Abschnitt sollen nun kurz einige Aussagen, die sich im Rahmen
der Festk̈orperphysik ergeben, angeführt werden.

Energiebänder

Einsetzen der Bloch-Funktionen in die Einteilchen-Schrödingergleichung (3.9) lie-
fert für festesk die Eigenwertgleichung8

(
− h̄2

2m
∇2 +

h̄k (−ih̄∇)
m

+
h̄2k2

2m
+U(r)

)
un,k(r) = En,kun,k(r),

wobei die Eigenfunktionen und Eigenwerte zum Bandindexn parametrisch von
k abḧangen. Da der Ausbreitungsvektork eine quasikontinuierliche Variable ist,
gibt es zu jedem Indexn ein Energieintervall in dem quasi kontinuierlich Energi-
eigenwerteEn(k) liegen. Diese sogenanntenEnergieb̈ander können durch Ener-
gielücken getrennt sein oder sich teilweiseüberlappen.

Werden nun speziell Elektronen im periodischen Potential betrachtet, kann so-
mit die Elektronenstruktur von Kristallen genähert beschrieben werden. Im folgen-
den sollen nun einige Aussagen der Festkörperphysik aufgef̈uhrt werden. Im Rah-
men der Fermi-Dirac-Statistik ergibt sich, daß gemäß der Fermi-Dirac Verteilung

7Für cN = 1 undc 6= 1 folgt ∑N−1
n=0 cn = 0.

8Mit Produkt- und Kettenregel ergibt sich
∇2ψn,k(r) = exp(ikr )

(
∇2un,k(r)+2ik∇un,k(r)−k2un,k(r)

)
.
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alle Zusẗande unterhalb der Fermi-EnergieEF bei der TemperaturT = 0 besetzt
sind und oberhalb unbesetzt9. Die Energieb̈ander, die vollsẗandig mit Elektronen
besetzt sind, werden alsValenzb̈anderbezeichnet. Die nur teilweise besetzten sind
die sogenanntenLeitungsb̈ander. Anhand der Energiebänder werden im Rahmen
der Festk̈orperphysik folgende Typen von Kristallen unterschieden.

Metall: EF schneidet mindestens ein Energieband und somit existiert die soge-
nannteFermi-Fläche. Nur teilweise besetzte B̈ander f̈uhren zu hoher elektri-
scher Leitf̈ahigkeit.

Halbmetalle: Ein Metall, bei dem das Fermi-Niveau an einer Stelle mit relativ
geringem Band̈uberlapp liegt und somit die elektrische Leitfähigkeit relativ
gering ist.

Isolator: Die Fermi-EnergieEF fällt in eine Energiel̈ucke und somit existiert keine
Fermi-Fl̈ache. Also ist das oberste Valenzband vollständig besetzt und durch
eine Energiel̈ucke vom untersten Leitungsband getrennt.

Halbleiter: Ein Isolator, f̈ur dessen EnergielückeEgap beim Fermi-NiveauEgap≤
1−2eV gilt, wird als Halbleiter bezeichnet, da Verunreinigungen zusätzliche
Energieniveaus in der Energielücke erzeugen k̈onnen.

Integration über die Brillouin-Zone

Im folgenden soll nun ein System vonNEl Elektronen betrachtet werden, wobei
ein Ansatz gem̈aß dem Pauli-Prinzip mit Einteilchenfunktionen entsprechend Ab-
schnitt [1.1.4] geẅahlt wird. Werden die Einteilchenfunktionenψ j,k(r) nun als
über der ElementarzelleΩ mit VolumenV normierte Bloch-Funktionen angesetzt,
ergibt sich f̈ur die Elektronendichte im Falle eines Isolators oder eines Halbleiters

n(r) =
besetzt

∑
j

Z
ΩBZ

1
VBZ

|ψ j,k(r)|2dk,

wobei ΩBZ die Brillouin-Zone mit dem VolumenVBZ = 8π3

V ist. Insbesondere ist
die Dichte gitterperiodisch mitΩ.

Im Falle von Metallen treten nicht vollbesetzte Energiebänder auf. Daher wer-
den die sogenanntenBesetzungszahlenf j(k) der Einteilchenfunktionenψ j,k ein-
geführt. F̈ur die Besetzungszahlen gilt im Grundzustand

f j(k) =
{

0 für E j,k > EF

1 für E j,k < EF

9Im Falle freier Elektronen ergibt sichEF = h̄2k2
F

2me
= h̄2

2me
(3π2n)

2
3 mit der Elektronendichten =

NEl
V .
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und insbesondere gilt die Gleichung

∑
j

Z
ΩBZ

f j(k)
1

VBZ
dk= NEl.

Damit ergibt sich die Elektronendichte in der Form

n(r) = ∑
j

Z
ΩBZ

f j(k)
1

VBZ
|ψ j(k)(r)|2dk.

Zur nummerischen Berechnung der Dichte wird gemäß dem Abschnitẗuber
die Brillouin-Zone in Abschnitt [3.2.2] nur eine endliche AnzahlNBZ = N1N2N3

von k-Punkten betrachtet. Weiterhin ergibt sich im Rahmen der Festkörperphysik,
daß entsprechend der Kristallsymmetrie aus Translation und Punktransformation
auch die Energieb̈ander Symmetriebedingungen imk-Raum erf̈ullen müssen. Da-
zu z̈ahlen dieInversionssymmetrieEn(−k) = En(k) und die Symmetrietransfor-
mationenS der Punktgruppe des KristallsEn(Sk) = En(k). Es gibt verschiedene
Methoden [ES83, MP76, CC73, Bal73], die unter Ausnutzung dieser Symmetrie-
eigenschaften die AnzahlNBZ der zu betrachtendenk-Punkte, auf eine relativ ge-
ringe AnzahlNSBZ von speziellenk-Punkten reduziert. Damit ergibt sich für die
Elektronendichte

n(r)≈
NSBZ

∑
l

wl ∑
j

f j,k l |ψ j,k l (r)|2,

wobei für die Gewichte∑NSBZ
l wl = 1 gilt.

3.2.4 Darstellung der Kohn-Sham Gleichungen

Es sollen analog zu Abschnitt [3.2.3] Elektronen in einemäußerem Potentialv(r),
welches periodisch mit dem SpatΩ ist, betrachtet werden. Entsprechend Abschnitt
[3.2.1] hatΩ das VolumenV = det(h). Werden nun im Rahmen der Dichtefunktio-
naltheorie entsprechend Abschnitt [2.3] die Kohn-Sham Gleichungen (2.26)10

(−1
2

∇2 +v(r)+vH [n](r)+vxc[n](r)︸ ︷︷ ︸
vKS(r)

)ψ j(r) = ε jψ j(r) (3.15)

mit dem gitterperiodischen̈außerem Potentialv(r) betrachtet, ist das effektive Po-
tential VKS gitterperiodisch. Die Kohn-Sham-Orbitale werden in der Form von
Bloch-Funktionen in der Ebenen-Wellen-Basis entsprechend Gleichung (3.14)

ψi(k, r) = exp(ikr )
1√
V

∑
G

ci,G(k)exp(iGr)

︸ ︷︷ ︸
ui(k,r)

=
1√
V

∑
G

ci,G(k)exp(i (k +G) r)

(3.16)

10In atomaren Einheiten.
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entwickelt, mit den GittervektorenL und den reziproken GittervektorenG. Die
Dichte ergibt sich nach Gleichung (2.23) und Abschnitt [3.2.3] in der Form

n(r) =
1
V ∑

i

Z
1

VBZ
fi(k)

(
∑

G,G′
c∗i,G′(k)ci,G(k)exp

(
i
(
G−G′) r

)
)

dk

= ∑
G,G′

(
1
V ∑

i

Z
1

VBZ
fi(k)c∗i,G′(k)ci,G(k)dk

)
exp

(
i
(
G−G′) r

)
,

wobei fi(k) die Besetzungszahlen der Orbitale sind. Die Fourier-Entwicklung nach
Gleichung (3.8) ergibt sich in der Form

n(r) = ∑
G

n̂(G)exp(iGr) mit n̂(G) =
1
V

Z
Ω

n(r)exp(−iGr)dr. (3.17)

Einsetzen der Kohn-Sham-Orbitale in der Form nach Gleichung (3.16) in die
Kohn-Sham-Gleichungen (3.15) und Integrationüber Ω ergibt die Kohn-Sham-
Gleichungen in der Form

∑
G′

(
−1

2
|k +G|2δG,G′ +vKS(G−G′)

)
ci,G′(k) = εi(k)ci,G(k),

wobei insbesonderev(r) als ein lokales Potential vorausgesetzt wurde.11 Dabei
müssen f̈ur jeden Ausbreitungsvektork die Bedingungen∑i fi(k) = NEl , wobei
fi(k) ∈ {0,2} ist und Z

Ω
u∗i (k, r)ui′(k, r)dr = δi,i′ (3.18)

erfüllt sein, falls der Spin bei gerader ElektronenzahlNEl nicht explizit ber̈ucksich-
tigt wird 12 . Wird der Spin explizit ber̈ucksichtig, die Kohn-Shom-Orbitale werden
also in der Form

ψσ,i(k, r)= exp(ikr )
1√
V

∑
G

cσ,i,G(k)exp(iGr)

︸ ︷︷ ︸
uσ,i(k,r)

=
1√
V

∑
G

cσ,i,G(k)exp(i (k +G) r)

(3.19)
angesetzt, m̈ussen f̈ur jeden Ausbreitungsvektork die Bedingungen∑σ ∑i fσ,i(k) =
NEl, wobei fσ,i(k) ∈ {0,1} ist undZ

Ω
u∗σ,i(k, r)uσ,i′(k, r)dr = δi,i′ (3.20)

gelten, wobeiσ∈ {−1
2, 1

2} ist. Dabei ergibt sich die Dichte entsprechend zun(r) =
∑σ nσ(r) mit nσ(r) = ∑i

R 1
VBZ

fσ,i(k)|ψσ,i(k, r)|2dk.

11Auf die besondere Behandlung der Terme für G = 0 wird in Abschnitt [refkap:EW-PP:ES] ein-
gegangen.

12Jedes Band kann mit zwei Elektronen unterschiedlichen Spins besetzt werden.
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3.3 Zusammenfassung

Ein Vorteil der Gauß- und Slaterfunktionen liegt darin, daß gebundene Elektro-
nen, die Elektronendichte ist also an den Kernpositionen lokalisiert, mit Hilfe
relativ weniger Basisfunktionen dargestellt werden können. Ein Nachteil ist da-
mit allerdings auch, daß delokalisierte Elektronen relativ schlecht dargestellt wer-
den k̈onnen. Weitere Nachteile sind die formal hohe Ordnung des Aufwandes zur
Lösung des allgemeinen Eigenwertproblems und periodische Probleme können nur
mit zus̈atzlichem Aufwand behandelt werden.

Umgekehrt k̈onnen mit Ebenen-Wellen nicht-periodische Systeme nur relativ
schlecht beschrieben werden13. Ein weiterer Vorteil der Ebenen-Wellen ist, daß
entsprechend des folgenden Abschnittes [4] der Aufwand im wesentlichen von der
OrdnungO(N log(N) ist, wobeiN die Anzahl der Ebenen-Wellen bezeichnet14 .
Allerdings wird zur Beschreibung von lokalisierten Elektronendichten eine relativ
hohe Anzahl von Ebenen-Wellen benötigt, so daß die Ebenen-Wellen nur sinnvoll
im Zusammenhang mit Pseudopotentialen genutzt werden können.

Sollen auch die Kernkräfte bestimmt werden, so muß noch die sogenanntePu-
lay Kraft beachtet werden [Pul69, Pul87].

3.3.1 Pulay Kräfte

Analog zum Beweis des Hellmann-Feynman Theorems in Abschnitt [1.2.5] ergibt
sich

FI =−∇I 〈Ψ0|HEl |Ψ0〉=−〈Ψ0|∇I HEl|Ψ0〉︸ ︷︷ ︸
FHFT

I

−〈∇I Ψ0|HEl|Ψ0〉−〈Ψ0|HEl |∇I Ψ0〉︸ ︷︷ ︸
F̃I =0

,

wobei Ψ0 der Grundzustand bezüglich des elektronischen HamiltonoperatorHEl

ist. In der praktischen Durchführung auf dem Rechner kann nur eine endliche An-
zahl von Basisfunktionen verwendet werden, so daß der zugrundeliegende Hilber-
traum nicht vollsẗandig dargestellt wird. Wird nun der GrundzustandΨ0 mit einer
Slaterdeterminanten von Einteilchenfunktionenψi dargestellt, wobei die Einteil-
chenfunktionen in einer endlichen Basis mitN Elementen entsprechend Gleichung
(3.1)

ψi(r) =
N

∑
k

cikχk(r ,R)

13Das VolumenΩ muß dann relativ groß gewählt werden oder das Coulomb-Potential, welches
durch die Poisson-Gleichung bestimmt ist, muß mit anderen Randbedingungen bestimmt werden.

14Die diskrete schnelle Fourier-Transformation skaliert mitO(N log(N).
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entwickelt werden, verschwindet der Term̃FI im allgemeinen nicht. Denn mit
〈ψi |ψ j〉= δi j undHElψi = εiψi gilt

F̃I =−∑
i

N

∑
kl

(〈∇iχk|HEl− εi |χl 〉+ 〈χk|HEl− εi |∇I χl 〉)

undF̃I verschwindet im allgemeinen nur, wenn∇I χk(r ;R) in dieser endlichen un-
vollständigen Basis darstellbar ist [SVB85].

Sind also die Basisfunktionen abhängig von den Kernpositionen, wie im Falle
von Gauß- und Slaterfunktionen, muß der KorrekturtermF̃I beachtet werden. Wer-
den im Falle von Ebenen-Wellen nur die Basisfunktionenχk,G(r) = 1√

Ω
exp(i(k +

G)r) mit 1
2|k + G|2 ≤ Ecut verwendet, verschwindet∇I χk,G(r) = 0, falls das Vo-

lumenΩ nicht variiert wird. Dies ist ein entscheidender Vorteil im Rahmen derab
initio Moleküldynamik. F̈ur variables Volumen15 muß der sogenanntePulay Stress
beachtet werden [FC86, DNK86, Van87].

3.3.2 Weitere Basen

Die Gauß- und Slaterfunktionen und die Ebenen-Wellen sind also grundlegend ver-
schiedene Ans̈atze. Im Weiteren sollen nun einige weitere Typen von Basisfunk-
tionen erl̈autert werden.

Gemischte und erweiterte Basen

Diese Basen sind Kombinationen aus lokalisierten Funktionen, wie den Gauß-
und Slaterfunktionen, und aus delokalisierten Funktionen wie zum Beispiel den
Ebenen-Wellen. Es wird also versucht, die jeweiligen Vorteile der Basistypen zu
nutzen und die Nachteile zu unterdrücken. Es gibt vielf̈altige Möglichkeiten sol-
che Kombinationen zu bilden. Die Implementationen sind normalerweise relativ
spezifisch [Bl̈o94, LHP97] und in der Regel treten hier auch die unerwünschten
Pulay-Kr̈afte auf.

Wannier Funktionen

Dieser Ansatz beruht auf denen aus Abschnitt [3.2.2] bekannten Bloch-Funktionen.
Entsprechend Abschnitt [3.2.2] bilden die Bloch-Funktionen als Eigenfunktionen
des selbstadjungierten HamiltonoperatorsH im Hilbertraum HΩ̃ der über dem

15Soll der Druck konstant gehalten werden, muß das Volumen variiert werden und somit die An-
zahl der Basen für konstantesEcut.
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GrundgebietΩ̃ quadratisch integrierbaren Funktionen ein vollständiges Orthogo-
nalsystem. Seien die Blochfunktionen nunüber dem Grundgebiet̃Ω mit Volumen
Ṽ = N1N2N3V

ψ̃n(k, r) =
1√

N1N2N3
ψn(k, r) =

1√
N1N2N3

exp(ikr )un(k, r)

normiert. Die uniẗare Transformation, entsprechend denN1N2N3×N1N2N3 Matri-
xelementen 1√

N1N2N3
exp(−ikL ) transformieren die normierten Bloch-Funktionen

ψ̃n(k, r) in die sogenanntenWannier-Funktionen

wn(r −L) =
1√

N1N2N3

N1N2N3

∑
k

exp(−ikL )ψ̃n(k, r) =
1

N1N2N3

N1N2N3

∑
k

ψn(k, r −R).

Es ergibt sich, daß die Wannier-Funktionen wiederum ein vollständiges Orthonor-
malensystem im HilbertraumHΩ̃ bilden und die R̈ucktransformation ergibt die
sogenannteBloch-Summe

ψn(k, r) =
N1N2N3

∑
L

wn(r −R)exp(ikR),

die aus einer am OrteL lokalisierten Funktionwn(r −R), eine Funktionψn(k, r),
welche die die Bloch-Bedingung erfüllt, erzeugt.

Die Wannier-Funktionen sind im Rahmen periodischer Systeme eine Alternati-
ve zu den Ebenen-Wellen. Unter bestimmten Voraussetzungen haben die Wannier-
Funktionen bessere Lokalisierungseigenschaften als die Ebenen-Wellen [MV99].

Wavelets

Es gibt erste Ans̈atze mit Hilfe Wavelet basierter Methoden [GI98b], Verfahren
zu entwickeln, deren Aufwand linear skaliert [GI98a, CAJ93], ohne daß die un-
erwünschten Pulay Kräfte auftreten.

Gittermethoden

Es gab erste Ansätze mit Hilfe Finiter-Differenzen-Verfahren auf uniformen Git-
tern [CP87]. Mittlerweile gibt es auch viele Ansätze mit moderneren Metho-
den, wie Methoden mit nicht uniformen Gitter, Mehrgittermethoden und Finite-
Elemente Methoden [WWT89, BG92, CTS94, CTWS94, TT95]. Unter geeigne-
ten Voraussetzungen skaliert der Aufwand dieser Verfahren linear, jedoch muß das
Auftreten der Pulay Kr̈afte jeweils gepr̈uft werden.



Kapitel 4

Ebene-Wellen Pseudopotential
Methode

Entsprechend Abschnitt [3.3] kann die Dichtefunktionalmethode im Rahmen der
Ebenen-Wellen-Basis in der praktischen Durchführung normalerweise nur sinnvoll
genutzt werden, wenn Pseudopotentiale verwendet werden.

Es soll nun ein quantenmechanisches System mitNEl Elektronen undNK Ker-
nen betrachtet werden. Im Folgenden wird dabei der Spin nicht explizit berücksich-
tigt, sondern nur gegebenfalls auf die entsprechenden Formulierungen eingegan-
gen. Dazu soll im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie die Ebenen-Wellen-Basis
nach Abschnitt [3.2] verwendet werden und es sollen periodische Randbedingun-
gen gelten. Das̈außere Potentialv(r) sei also periodisch mit dem SpatΩ, welcher
das VolumenV besitzt. Die Kohn-Sham-Orbitale können als Bloch-Funktionen mit
den Basisfunktionenχk+G(r) entsprechend Gleichung (3.14) entwickelt werden1

ψi,k(r) = exp(ikr )ui,k(r)

= ∑
G

ci,k,Gχk+G(r) =
1√
V

∑
G

ci,k,G exp(i(k +G)r) ,
(4.1)

wobeiui,k(r +L) = ui,k(r) gitterperiodisch mitΩ ist undψi,k(r) mit dem Grund-
gebietΩ̃, welches das VolumeñV = N1N2N3V besitzt. Weiterhin sollen dieui,k(r)
die Orthonormaliẗatsbeziehungen2Z

Ω
u∗i,k(r)ui′,k(r)dr = δii ′ (4.2)

entsprechend Gleichung (3.18) in Abschnitt [3.2.4] erfüllen und f̈ur die Elektro-

1Zur expliziten Ber̈ucksichtigung des Spins siehe Gleichung (3.19).
2Zur expliziten Ber̈ucksichtigung des Spins siehe Gleichung (3.20).
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nendichte3 ergibt sich entsprechend Abschnitt [3.2.3]

n(r) =
1
V

NSBZ

∑
k

wk ∑
i

fi,k |ψi,k(r)|2 mit
NSBZ

∑
k

wk = 1, (4.3)

wobei NSBZ Ausbreitungsvektorenk mit geeigneten Gewichtenwk ∈ R aus der
Brillouin-Zone ausgeẅahlt wurden und diefi,k seien geeignete Besetzungszahlen
4.

Im Rahmen der N̈aherung der unveränderlichen Ionen lautet die zu lösende
Kohn-Sham-Gleichung aller Valenzelektronen entsprechend Gleichung (2.43) in
Abschnitt [2.3.4]

[−1
2

∇2 +vEl−K(r)+vH [nV ](r)+vxc[nV ](r)]ψi,k(r) = εi,kψi,k(r), (4.4)

mit vEl−K(r) = ∑L ∑Is,Ia ΦIs(r−RIs,Ia−L), wobeiIs die verschiedenen Ionentypen,
Ia die einzelnen Ionen der jeweiligen Ionentypen indiziert undL Gittervektoren
bezeichnet. Weiterhin seinV(r) die Dichte allerNV Valenzelektronen. Die totale
Energie der Valenzzustände ergibt sich nach Gleichung (2.45) zu

E[nV ] =Ts[nV ]+
Z

Ω
vEl−K(r)nV(r)dr

︸ ︷︷ ︸
EEl−K [nV ]

+
1
2

Z
Ω

nV(r)nV(r ′)
|r − r ′| drdr′

︸ ︷︷ ︸
EH [nV ]

+Exc[nV ]

+
1
2 ∑

L
∑

(Is,Ia)6=(Js,Ja)

ZV
IsZ

V
Js

|RIs,Ia−RJs,Ja−L | .
(4.5)

Das PotentialvEl−K soll nun durch ein Potentialvps ersetzt werden. Nach dem
Abschnitt [2.3.5]über Pseudopotentiale seien die normerhaltenden Pseudopoten-
tialevps

Is in der separablen Form nach Kleinman und Bylander

vps
Is = vIs,l loc +

lmax

∑
l=0,l 6=l loc

l

∑
m=−l

|∆vnl
Is,l
|ψps

Is,l ,m
〉〈ψps

Is,l ,m
|∆vnl

Is,l
|

〈ψps
Is,l ,m

|∆vnl
Is,l
|ψps

Is,l ,m
〉 (4.6)

gegeben, wobei∆vnl
Is,l

(r) = vIs,l (r)− vIs,l loc(r) und vIs,l (r) entsprechende Radial-

funktionen sind undψps
Is,l ,m

(r) = RIs
l (r)Ylm(ϑ,ϕ) die Valenzzusẗande des Pseudoa-

toms mit IndexIs. Entsprechend der ZerlegungΦIs = vps,loc
Is + vps,nl

Is kann das Po-
tentialvps mit Hilfe eines lokalen Anteilsvps,loc und eines nicht lokalen aber sepa-
rablen Anteilsvps,nl in der Form

vEl−K ↔ vps = vps,loc +vps,nl,

mit den jeweiligen EnergienEEl−K ≈ Eps = Eps,loc +Eps,nl, definiert werden.

3Durch die Verwendung spezieller gewichteterk-Punkte ist dieses eigentlich eine Näherung an
die Elektronendichte, aber hier wird sie so definiert.

4Zur expliziten Ber̈ucksichtigung des Spins siehe Abschnitt (3.2.4).
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4.1 Elektrostatische Energie

Im Folgenden wird mitn(r) die Dichte der Valenzzustände bezeichnet und entspre-
chend wird f̈ur ZV der IndexV nicht mehr explizit angegeben. Zunächst soll die
Summe der Energien

1
2

Z
Ω

vH(r)n(r)dr
︸ ︷︷ ︸

EH [n]

+
Z

Ω
vps,loc(r)n(r)dr

︸ ︷︷ ︸
Eps,loc

+
1
2 ∑

L
∑
K

ZIsZJs

|RIs,Ia−RJs,Ja−L |︸ ︷︷ ︸
EK−K

(4.7)

betrachtet werden, wobei für EK−K über die IndizesK = {(Is, Ia,Js,Ja) | RIs,Ia −
RJs,Ja−L 6= 0} summiert wird.

4.1.1 Coulomb-Potential

Das Hartree-Potential oder Coulomb-PotentialvH ergibt sich aus der L̈osung der
Poisson-Gleichung

∇2vH(r) =−4πn(r), (4.8)

wobei
R nV(r ′)
|r−r ′|dr′ der formalen L̈osung entspricht. L̈osen der Poisson-Gleichung

mit periodischen Randbedingungen im Fourier-Raum liefert für die Entwicklungs-
koeffizienten nach Ebenen-Wellen

v̂H(G) =
4π
|G|2 n̂(G) für G 6= 0,

mit n̂(G) nach Gleichung (3.17).

Nach Ihm, Zunger und Cohen [IZC79] divergieren die Größen v̂H(G) und
v̂Ps,loc(G) jeweils für G → 0, jedoch l̈oschen sich die divergenten Anteile in der
Summe aus, falls die Gesamtladung des Systems neutral ist.

4.1.2 Allgemeines Konzept

Wird nun ein System von KernladungenZI an den OrtenRI betrachtet, k̈onnen
mit Hilfe der Ewald Methode [all87] Singularitäten in den einzelnen Termen der
Gleichung (4.7) entsprechenden Summe vermieden werden, falls das System von
unendlicher Gr̈oße ist. Dazu wird jeder KernladungZI eineGauß-Ladung

nGauß
I (r) = ∑

I

− ZI

π 3
2
(
rGauß
I

)3 exp

(
−

(
r −RI

rGauß
I

)2
)

mit geeignetem RadiusrGauß
I zugeordnet und es gilt insbesondereZ

nGauß
I (r ′)
|r − r ′| dr′ =− ZI

|r −RI |erf

( |r −RI |
rGauß
I

)
,
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wobei erf(x) = 2√
π
R x

0 exp(−x′2)dx′ die Gaußsche-Fehlerfunktion ist. Mit

nGauß(r) = ∑I nGauß
I (r) kann die der Gleichung (4.7) entsprechende Summe in der

Form

EH [n]+Eps,loc +EK−K = EH [n]+Eps,loc +EK−K

+
1
2

Z Z
nGauß(r)nGauß(r ′)

|r − r ′| drdr′− 1
2

Z Z
nGauß(r)nGauß(r ′)

|r − r ′| drdr′

+
Z Z

nGauß(r ′)n(r)
|r − r ′| dr′dr−

Z Z
nGauß(r ′)n(r)
|r − r ′| dr′dr

=
1
2

Z Z
n(r)n(r ′)
|r − r ′| drdr′+

1
2

Z Z
nGauß(r)nGauß(r ′)

|r − r ′| drdr′+
Z Z

nGauß(r ′)n(r)
|r − r ′| drdr′

+
Z

nGauß(r ′)n(r)
|r − r ′| drdr′+

1
2 ∑

I 6=J

ZI ZJ

|RI −RJ|

− 1
2

Z Z
nGauß(r)nGauß(r ′)

|r − r ′| drdr′

+
Z (

vps,loc(r)−
Z

nGauß(r ′)
|r − r ′| dr′

)
n(r)dr

=
1
2

Z Z
ñ(r)ñ(r ′)
|r − r ′| drdr′+

1
2 ∑

I 6=J

ZI ZJ

|RI −RJ|erfc


 |RI −RJ|√

rGauß
I + rGauß

J


−∑

I

1√
2π

Z2
I

rGauß
I

︸ ︷︷ ︸
EES

+∑
I

Z (
vps,loc

I (r)−
Z

nGauß
I (r ′)
|r − r ′| dr′

)

︸ ︷︷ ︸
ṽps,loc

I (r)

n(r)dr

(4.9)

geschrieben werden, wobeiñ(r) = n(r) + nGauß(r) und erfc(x) = 1− erf(x) die
komplemenẗare Fehlerfunktion ist.

Periodisches System

Aus Gleichung (4.9) kann nun für ein periodisches System, welches insbesondere
ein System unendlicher Größe ist, die Elektrostatische EnergieEESpro Elementar-
zelle hergeleitet werden. Für die ElementarzelleΩ mit VolumenV und entspre-
chend mit

nGauß(r) = ∑
L

∑
Is,Ia

− ZIs

π 3
2
(
rGauß
Is

)3 exp


−

(
r −RIs,Ia−L

rGauß
Is

)2



ṽps,loc(r) = ∑
L

∑
Is,Ia

ṽps,loc
Is (r −RIs,Ia−L),
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ergibt sich die Elektrostatische Energie zu

EES=
V
2 ∑

G 6=0

4π
G2 | ˆ̃n(G)|2

︸ ︷︷ ︸
EH [ñ]

+
1
2 ∑

L
∑
K

ZIsZJs

|RIs,Ia−RJs,Ja−L |erfc


 |RIs,Ia−RJs,Ja−L |√

rGauß
Is + rGauß

Js




︸ ︷︷ ︸
ẼK−K

−∑
Is,Ia

1√
2π

Z2
Is

rGauß
Is︸ ︷︷ ︸

Esel f

,

(4.10)

wobei für die schnell konvergierende SummẽEK−K über die IndizesK =
{(Is, Ia,Js,Ja) | RIs,Ia−RJs,Ja−L 6= 0} summiert wird und̂̃n(G) die Entwicklung-
koeffizienten nach Ebenen-Wellen sind.

4.2 Totale Energie

Es soll die totale Energie der Valenzzustände entsprechend Gleichung (4.5)

Etotal = Ekin +Eps,loc +Eps,nl +Exc+EH [n]+EK−K

pro ElementarzelleΩ mit VolumenV berechnet werden. Nach Abschnitt [4.1] er-
gibt sich, daß die totale Energie in der Form

Etotal = Ekin + Ẽps,loc +Eps,nl +Exc+EH [ñ]+ ẼK−K−Esel f (4.11)

geschrieben werden kann. Mit Hilfe der Entwicklungskoeffizienten der Kohn-
Sham-Orbitale nach Gleichung (4.1) und der Dichte nach Gleichung (3.17) können
die einzelnen Terme berechnet werden, wobei die Orthonormalitätsbeziehung der
Kohn-Sham-Orbitale entsprechend Gleichung (4.2) für den Grundzustand gilt.

4.2.1 Kinetische Energie

Ekin =
1
2 ∑

k
wk ∑

i

fi,k ∑
G
|G+k|2|ci,k,G|2 (4.12)
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4.2.2 Energie des lokalen Pseudopotentials

Ẽps,loc = V ∑
G

∑
Is

SIs(G)φps,loc
Is (G)

︸ ︷︷ ︸
V ps,loc(G)

n̂∗(G) (4.13)

Dabei gilt für die sogenanntenStrukturfaktoren5

SIs(G) = ∑
Ia

exp(iGRIs,Ia) (4.14)

und für dieFormfaktorendes lokalen Pseudopotentials entsprechend einer Bessel-
transformation6

φps,loc
Is (G) =

4
π

Z ∞

0
r2 j0(r|G|)

(
vloc

Is (r)+
ZIs

r
erf

(
r

rGauß
Is

))
dr, (4.15)

mit dem nach Gleichung (4.6) gegebenen Radialanteilvloc
Is (r) = vl loc(r).

4.2.3 Energie des nicht-lokalen Pseudopotentials

Enl = ∑
k

wk ∑
i

fi,k ∑
Is,Ia

∑
l ,m

wnl
Is,l |∑

G
exp(−i(G+k)RIs,Ia)φps,nl

Is,l ,m
(G+k)ci,k,G

︸ ︷︷ ︸
f nl
i,Is,Ia,l ,m(k)

|2

(4.16)
Die Formfaktoren des nicht-lokalen Pseudopotentials entsprechend der Bessel-
transformation zu

φps,nl
Is,l ,m

(G) =

√
4π

2l +1

Z ∞

0
r2 j l (|G|r)∆vnl

Is,l (r)RIs,l (r)ylm(ϑG,ϕG)dr, (4.17)

mit dem nach Gleichung (4.6) gegebenen Radialanteilen∆vnl
Is,l

(r) = vIs,l (r)−
vIs,l loc(r) undRIs,l (r) = RIs

l (r). Die Winkelanteile sind durch

yl ,m(ϑ,ϕ) =





1√
2
(Yl ,m(ϑ,ϕ)+(−1)mYl ,−m(ϑ,ϕ)) für m> 0

Yl ,0(ϑ,ϕ) für m= 0
1√
2
(Yl ,m(ϑ,ϕ)− (−1)mYl ,−m(ϑ,ϕ)) für m< 0

gegeben und die Vorfaktorenwnl
Is,l

können in der Form

wnl
Is,l =

4π
V

(2l +1)
(Z ∞

0
r2Rl ,Is(r)∆vnl

Is,l (r)Rl ,Is(r)dr

)−1

(4.18)

geschrieben werden.

5Mit dem Faktorexp(iGRIs,Ia) wird das Zentrum eines um den Ursprung zentrierten Potentials
versetzt.

6Es gilt φ(G) = 4π(−i)l R ∞
0 r2drφ(r) j j (Gr)dr mit Besselfunktionenj l .
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4.2.4 Austausch-Korrelationsenergie

Eine Möglichkeit die Nichtlineariẗat des Austausch-Korrelationsfunktionals im
Rahmen der N̈aherung der unveränderlichen Ionen nach Abschnitt [2.3.4] zu
ber̈ucksichtigen, ist die Austausch-Korrelationsenergie in der Form

Exc =
Z

Ω
(n(r)+npc(r)︸ ︷︷ ︸

ñpc(r)

)εxc(n(r)+npc(r))dr = V ∑
G

ε̂xc(G) ˆ̃npc(G) (4.19)

zu schreiben. Nach Louie [LFC82] reicht es aus, statt der Rumpfdichte die soge-
nanntePartial-Rumpfdichte

npc(r) = ∑
G

exp(iGr)∑
Is

S(G)φpc
Is (G)

︸ ︷︷ ︸
n̂pc(G)

(4.20)

zu der Dichte der Valenzzustände zu addieren. Die Formfaktoren ergeben sich in
der Form

φpc
Is (G) =

4π
V

Z ∞

0
r2 j0(|G|r)npc

Is (r)dr, (4.21)

wobeinpc
Is (r) dem Radialanteil der Partial-Rumpfdichte

npc
Is (r) =

{
nc,AE

Is (r) für r ≥ r pc
Is

g(r) für r < r pc
Is

entspricht, welche außerhalb eines fest gewählten Radiusr pc
Is mit der Rumpfdichte

der All-Elektronenrechnung̈ubereinstimmt und in Analogie zu den normerhalten-
den Pseudopotenialen innerhalb glatter ist. Die Funktiong(r) kann zum Beispiel
in der Form eines Polynomsg(r) = c0 + ∑6

i=3cir i angesetzt werden, dessen Frei-
heitsgrade so geẅahlt werden, daß die Steigung und die Krümmung vong(r) im
Ursprung verschwinden,npc

Is (r) an der Steller pc
Is bis zur dritten Ableitung stetig ist

undg(r) monoton fallend ist [FS99].

Zur nummerischen Berechnung ist dabeiεxc die Austauschkorrelationsener-
gie des homogenen Elektronengases entsprechend der Lokalen-Dichte-Näherung
nach Abschnitt [2.3.3]. Im Rahmen der verallgemeinerten Gradientenkorrektur
wird zus̈atzlich der Gradient der Elektronendichte∇n(r) = ∑G iGexp(iGr)n(G)
und entsprechend der Partial-Rumpfdichte benötigt.

Wird der Spin explizit ber̈ucksichtigt, kann ein Spindichtefunktional entspre-
chend der Lokalen-Spin-Dichte-Näherung in Abschnitt [2.3.6] zur nummerischen
Berechnung verwendet werden7.

7Siehe auch Gleichung (2.51), (3.19) und (3.20).
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4.2.5 Elektrostatische Energie

Nach Gleichung (4.10) ergibt sich die elektrostatische Energie in der Form

EES= 2πV ∑
G6=0

|n̂(G)+ n̂Gauß(G)|2
|G|2 + ẼK−K−Esel f.

Dabei ist der Entwicklungskoeffizientn̂Gauß(G) durch

n̂Gauß(G) = ∑
Is

SIs(G)φGauß
Is (G), (4.22)

mit den Formfaktoren

φGauß
Is (G) =−ZIs

V
exp

(
−1

4
(rGauß

Is )2|G|2
)

, (4.23)

gegeben.

4.3 Gradient der Wellenfunktion

Zur Anwendung der Car-Parrinello Methode muß entsprechend Gleichung (1.52)
die Variationsableitungδ

δψ∗i
〈Ψ0|HEl |Ψ0〉 bestimmt werden. Die entsprechende Ab-

leitung δ
δψ∗i

E[{ψ∗j}] kann auch zur Minimierung des Energiefunktionals entspre-
chend Gleichung (2.27) genutzt werden. Nach Gleichung (2.28) und (2.29) gilt

δEtot[{ψ∗j}]
δψ∗i

=
(
−1

2
∇2 +vKS

)

︸ ︷︷ ︸
HKS

ψi .

Zur Darstellung in der Ebenen-Wellen-Basis nach Gleichung (3.14) müssen also
die Ausdr̈ucke

〈χk+G|T +VH +V ps,loc +Vxc
︸ ︷︷ ︸

V loc

+V ps,nl|ψi,k〉

berechnet werden, wobei der Kohn-Sham-HamiltonoperatorHKS entsprechend
Abschnitt [4.2] in einen kinetschen AnteilT = −1

2∇2, einen lokalen AnteilV loc

und einen nicht-lokalen AnteilV ps,nl zerlegt werden kann. F̈ur die Kohn-Sham-
Orbitaleψi,k(r) = exp(ikr )ui,k(r) können nun die einzelnen Anteile mit Hilfe der
Entwicklungskoeffizientenci,k,G der Kohn-Sham-Orbitale nach Gleichung (4.1)
berechnet werden, wobei die Orthonormalitätsbeziehung der Kohn-Sham-Orbitale
entsprechend Gleichung (4.2) für den Grundzustand gilt.

4.3.1 Kinetischer Anteil

〈χk+G|T|ψi,k〉=
1
2
|G+k|2ci,k,G
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4.3.2 Lokaler Anteil

〈χk+G|V loc|ψi,k〉=
1
V

Z
Ω

V loc(r)

(
∑
G′

ci,k,G′ exp
(
iG′r

)
)

︸ ︷︷ ︸√
Vui,k(r)

exp(−iGr)dr

Dabei ist das lokale Potential durch

V loc(r) = ∑
G

(
VH(G)+V ps,loc(G)

)
exp(iGr)+Vxc(r)

gegeben, mitV ps,loc(G) nach Gleichung (4.13) und dem Austausch-Korrelations-
PotentialVxc(r) = vxc[n+npc](r) entsprechend Gleichung (2.32)8 und (4.20). Wei-
terhin gilt

VH(G) =
4π
|G|2

(
n̂(G)+ n̂Gauß(G)

)
.

4.3.3 Nicht-Lokaler Anteil

〈χk+G|V ps,nl|ψi,k〉= ∑
Is,Ia

∑
l ,m

wnl
Is,l f nl

i,Is,Ia,l ,m(k)exp(iGRIs,Ia)φps,nl
Is,l ,m

(G+k)

Dabei sindwnl
Is,l

, f nl
i,Is,Ia,l ,m

(k) undφps,nl
Is,l ,m

(G+k) durch Gleichung (4.18), (4.16) und
(4.17) gegeben.

4.4 Gradient der Kernpositionen

Die Kräfte, die auf die Kerne wirken, können im Grundzustand mit Hilfe des
Hellmann-Feynman Theorems entsprechend Abschnitt [1.2.5] bestimmt werden.

8Zur expliziten Ber̈ucksichtigung des Spins oder zur Verwendung einer Gradientenkorrektur siehe
Abschnitt [4.2.4].
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Für den Gradienten∂Etot
∂RIs,Ia

ergibt sich

∂Etot

∂RIs,Ia
=

∂Eps,loc

∂RIs,Ia
+

∂EES

∂RIs,Ia
+

∂Eps,nl

∂RIs,Ia

=− iV ∑
G

exp(iGRIs,Ia)
(

4π
|G|

ˆ̃n∗(G)φGauß
Is (G)+ n̂∗(G)φps,loc

Is (G)+Vxc∗(G)φpc
Is (G)

)

+∑
L

∑
K

ZIsZJs

|RIs,Ia−RJs,Ja−L |2


 1√

π
|RIs,Ia−RJs,Ja−L |√

rGauß2
Is + rGauß2

Js

exp

(
−|RIs,Ia−RJs,Ja−L |2

rGauß2
Is + rGauß2

Js

)

+ erfc


 |RIs,Ia−RJs,Ja−L |√

rGauß2
Is + rGauß2

Js





(RIs,Ia−RJs,Ja−L)

−∑
k

wk ∑
i

fi,k ∑
l ,m

wnl
Is,l ℑ

(
fnl∗
i,Is,Ia,l ,m f (k) f nl

i,Is,Ia,l ,m(k)
)

,

mit Vxc(G) = 1
V

R
ΩVxc(r)exp(−iGr)dr und

fnl
i,Is,Ia,l ,m = ∑

G
(G+k)exp(−i(G+k)RIs,Ia)φps,nl

Is,l ,m
(G+k)ci,k,G.

Die Termeˆ̃n(G) = n̂(G)+ n̂Gauß(G), φGauß
Is (G), φps,loc

Is (G), φpc
Is (G) und f nl

i,Is,Ia,l ,m
(k)

sind dabei durch die Gleichungen (4.22), (4.23), (4.15), (4.21) und (4.16) gegeben.
9

4.5 Numerische Berechnung

Zur numerischen Berechnung der totalen Energie nach Abschnitt [4.2], dem Gra-
dienten der Wellenfunktion nach Abschnitt [4.3] und dem Gradienten der Kernpo-
sitionen entsprechend Abschnitt [4.4] werden für jeden derNSBZk-Punkte zur Ent-
wicklung der Kohn-Sham-Orbitaleψi,k(r) nur Funktionenχk+G(r) der Ebenen-
Wellen-Basis verwendet, deren kinetische Energie die Bedingung

1
2
|k +G|2 ≤ Ecut

erfüllt, wobei der sogenannteAbschneideradiusEcut > 0 fest geẅahlt ist. F̈ur den
Ausbreitungsvektork = (0,0,0), der sogenannteΓ-Punkt, werden also näherungs-
weise

NPW ≈ V
2π2E

3
2
cut

9ℑ(c) = 1
2(c−c∗) für c∈ C.
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Ebenen-Wellen verwendet. Die Kohn-Sham-Orbitaleψi,k(r) = exp(ikr )ui,k(r)
können nun in der Form

ψi,k(r)≈ exp(ikr ) ∑
1
2 |k+G|2≤Ecut

ci,k,G exp(iGr)

approximiert werden, wobei insbesondere mit

ci,k,G =
Z

Ω
χ∗Gui,k(r)dr

die Minimaleigenschaft der Fourierpolynome gilt [Sto94].

Im Rahmen dieser endlichen Ebenen-Wellen-Basis dient im wesentlichen
die diskrete Fouriertransformation (DFT) als Grundlage zur Berechnung der
gewünschten Terme.

4.5.1 Diskrete Fouriertransformation

Sei f (r) eine mitΩ periodische Funktion, wobeîf (G) = 0 für |G| > Gcut gelten
soll. Für j = 1,2,3 seigmax

j = max
{|g j |

∣∣ g∈ Z3, |2π(ht)−1g| ≤Gcut
}

, wobei die
Matrix h entsprechend Gleichung (3.6) definiert ist. Nach demSampling Theorem
[PTVF92] ist die Funktionf vollständig durch die Funktionswerte an den Stütz-
stellen, die durch die Menge

R=





R ∈Ω | R = hNn, N =




1
N1

0 0
0 1

N2
0

0 0 1
N3


 , n ∈ N3, 0≤ n j < Nj , j = 1,2,3





(4.24)
gegeben sind, bestimmt, fallsNj ≥ 2gmax

j +1 für j = 1,2,3 fest geẅahlt ist. Mit Hil-
fe von Algorithmen zur schnellen Fouriertransformation (Fast-Fourier-Transform,
FFT-Verfahren) [Sto94] k̈onnen dieN = N1N2N3 Summen10

f (Rn) = ∑
G

f̂ (G)exp(iGRn) = DFT inv
n ({ f̂ (G)})

=
N1−1

∑
m1=0

N2−1

∑
m2=0

N3−1

∑
m3=0

f̂ (2π(ht)−1m︸ ︷︷ ︸
Gm

)exp
(
i2π(ht)−1mhNn

)

=
N1−1

∑
m1=0

N2−1

∑
m2=0

N3−1

∑
m3=0

f̂Gm

3

∏
j=1

exp

(
i
2π
Nj

m jn j

)
(4.25)

simultan ausgewertet werden, wobei der Aufwand dazu mitO(N log(N)) skaliert.
Ebenso k̈onnen insbesondere aus den Funktionswerten{ fRn} wiederum die Ent-

10Dabei entsprichtm j = g j für g j ≥ 0 undm j = Nj +g j für g j < 0.
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wicklungkoeffizienten

f̂Gm =
1
N

DFT f w
m ({ fRn})

=
1
N

N1−1

∑
m1=0

N2−1

∑
m2=0

N3−1

∑
m3=0

fRn

3

∏
j=1

exp

(
−i

2π
Nj

m jn j

) (4.26)

schnell berechnet werden (vgl. Abbildung 4.1).

-

¾

FFT f w

FFT inv

G-RaumR-Raum

Gcut

Abbildung 4.1: Die diskrete Fouriertransformation (DFT f w) entsprechend Gleichung (4.26)
transformiert die Darstellung einer periodischen Funktion imR-Raum in die Darstellung imG-Raum.
Gleichung (4.25) entspricht der inversen Transformation (DFT inv), welche auch alsFouriersynthese
bezeichnet wird. Diese Transformationen können mit Hilfe vonFFT-Verfahren durchgeführt wer-
den.

4.5.2 Energien und Gradienten

In den Abschnitten [4.2], [4.3] und [4.4] werden die Energien und Gradienten im
wesentlichen durch die StrukturfaktorenSIs(G) entsprechend Gleichung (4.14),
die Formfaktorenφps,loc(G), φps,nl

Is,l ,m
(G), φpc

Is (G), φGauß
Is (G) entsprechend den Glei-

chungen (4.15), (4.17), (4.21), (4.23) und der Dichten(r) oder deren Fouriertrans-
formiertenn̂(G) ausgedr̈uckt.

Elektronendichte

Nach Voraussetzung erfüllen die ui,k(r) die Orthonormaliẗatsbedingungen (4.2)
und die Dichte kann somit nach Gleichung (4.3) in der Form

n(r) =
1
V

NSBZ

∑
k

wk ∑
i

fi,k ∑
1
2 |k+G|2≤Ecut

∑
1
2 |k+G′|2≤Ecut

c∗i,k,G′ci,k,G exp(i(G−G′)r)

geschrieben werden. Die Entwicklungskoeffizienten der Elektronendichte ergeben
sich mit ci,k,G = 0 für 1

2|k + G′|2 > Ecut entsprechend Gleichung (3.17) in der
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Form

n̂(G) =
1
V

NSBZ

∑
k

wk ∑
i

fi,k ∑
G′

∑
G′′

ci,k,G′
1
V

Z
Ω

exp(i(G′−G′′−G)r)dr
︸ ︷︷ ︸

δG,G′−G′′

=
1
V

NSBZ

∑
k

wk ∑
i

fi,k ∑
G′′

c∗i,k,G′′ci,k,G+G′′ .

(4.27)

Bezeichne nunKSBZ die Menge der speziellenk-Punkte der Brillouin-Zone. F̈ur
die Menge der verwendeten GittervektorenG = {G | 1

2|k +G|2 ≤ Ecut, k ∈ KSBZ}
kann nun der Abschneideradius der GittervektorenGcut = maxG∈G |G| definiert
werden. Damit verschwinden diên(G) im Rahmen der endlichen Ebenen-Wellen-
Basis entsprechend Gleichung (4.27) für |G|> 2Gcut (vgl. Abbildung 4.2).

Nach Abschnitt [4.5.1] reicht es also aus, die Dichten(r) an den8N =
2N12N22N3 Stützstellen analog zu Gleichung (4.24)

R̃=
{

R ∈Ω | R = hÑn, 0≤ n j < Ñj = 2Nj , Nj ≥ 2gmax
j +1, j = 1,2,3

}

auszuwerten, um die Entwicklungskoeffizientenn̂(G) für die entsprechenden8N
reziproken Gittervektoren

G̃ =
{

G |G = 2π(ht)−1g, −Nj < g j ≤ Nj , j = 1,2,3
}

mit Hilfe einer FFT-Methode exakt zu bestimmen (vgl. Abbildung 4.3Links), wo-
bei insbesondere diên(G) mit |G|> 2Gcut verschwinden.

-

¾

FFT f w

FFT inv

R̃-Raum G̃-Raum

2Gcut

Gcut

Abbildung 4.2:Mit ci,k,G = 0 für |G′| > Gcut verschwinden die Koeffizienten̂n(G) für |G| >
2Gcut. Die gestrichelten Linien entsprechen jeweils der Erweiterung desR-Raums und desG-Raums
(vgl. Abblidung 4.1).

Mit Hilfe der FormfaktorenφGauß
Is (G̃), φpc

Is (G) und dem StrukturfaktorSIs
können die Gauß-Ladungsdichte und die Partial-Rumpfdichte berechnet werden
(vgl. Abbildung 4.3Rechts).
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FFT invFFT inv

npc(R̃)nGauß(R̃)
??

?
n̂pc(G̃)n̂Gauß(G̃)
?

∑Is∑Is

φpc
Is (G̃)SIs(G̃)φGauß

Is (G̃)-

6

?

?

?
∀i,k

FFT f w

n̂(G̃)

∑i,k wk fi,k |ψi,k(R̃)|2

n(R̃)

FFT inv

ψi,k(R̃)

ci,k,G

Abbildung 4.3:Links: Schematische Darstellung der Berechnung der Entwicklungskoeffizienten
n̂(G̃) zu gegebenenci,k,G mit ci,k,G = 0 für |G| > Gcut. Dabei kann die Fouriersynthese entwe-
der mit einerFFT inv mit 8N Gitterpunkten oder mit achtFFT inv mit N Gitterpunkten berechnet
werden. Im zweiten Fall werden dieci,k,G jeweils für festesp ∈ {0,1}3 mit den Positionsfakto-
ren Pp(G) = exp(i2π∑3

j=1
g j p j

2Nj
multipliziert, bevor jeweils eineFFT inv mit N Gitterpunkten durch-

geführt wird. Rechts: Schematische Darstellung der Berechnung der Gauß-Ladungsdichte und der
Partial-Rumpfdichte.

Formfaktoren

Zur Berechnung der Formfaktorenφps,loc(G), φps,nl
Is,l ,m

(G), φpc
Is (G), φGauß

Is (G) und

der Faktorenwnl
Is,l

entsprechend Gleichung (4.18) müssen Integrale der FormR ∞
0 f (r)dr numerisch bestimmt werden. Da für r → ∞ die Radialanteile der Va-

lenzzusẗande der PseudoatomeRIs
l (r) und der Partial-Rumpfdichtennpc

Is (r) expo-
nentiell und die der PseudopotentialevIs,l (r) proportional1r abfallen [Sch99], sind
dieseüblicherweise in der Form

{(r i , fi) | fi = f (r i), r i = exp(xi), xi = x1 +(i−1)h, i = 1, . . . ,N}
gegeben, wobei das sogenanntelogarithische Intervallh > 0 des logarithischen
Gitters{xi} und der minimale logarithmische Gitterpunktx1 > 0 fest geẅahlt sind
11 und insbesondere gilt die Beziehungh = ln( r i+1

r i
) für i = 1, . . . ,N−1. Weiterhin

wird vorausgesetzt, daß die logarithmischen Gitter der Radialanteile der Pseudopo-
tentiale jeweils mit denen der Valenzzustände der Pseudoatome für gleiche Indizes
Is und l übereinstimmen. Mit Hilfe der Substitutionr = exp(x) können zur num-
merischen Berechnung der IntegraleZ rN

r1

f (r)dr =
Z xN

x1

exp(x) f (exp(x))dx=
Z xN

x1

r(x) f (r(x))dx

11Dies sind dann die logarithmischen Gitter die zur nummerischen Bestimmung der entsprechen-
den Radialanteile benutzt werden [FS99, Kob00].
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Verfahren verwendet werden, die einäquidistantes Gitter voraussetzten. Zum Bei-
spiel ergibt sich somit dieSimpsonsumme12 in der Form

S({ fi , r i},h)=
h
3

(r1 f1 +4r2 f2 +2r3 f3 +4r4 f4 + · · ·+2rN−2 fN−2 +4rN1 fN−1 + rN fN) .

Somit k̈onnen die geẅunschten Faktoren numerisch berechnet werden.

Totale Energie

Sind die Dichten und die Faktoren entsprechend den beiden vorherigen Abschnit-
ten bestimmt, kann die totale Energie entsprechend Abbildung 4.4 berechnet wer-
den.

?

fi,Is,Ia,l ,m(k)
?

SIs,Ia(G+k)

Etotal = Ekin + Ẽps,loc +Eps,nl +Exc+EH [ñ]+ ẼK−K−Esel f

?

Exc

?
Eps,nlEkin

?
Ẽps,loc

?
EH [ñ]

n(R̃)+npc(R̃)

?

n̂Gauß(G̃)

n̂(G̃)φps,loc
Is (G̃)SIs(G̃)

wnl
Is,l

φps,nl
Is,l ,m

(G+k)ci,k,G

Abbildung 4.4: Schematische Darstellung der Berechnung der totalen Energie der Valenz-
zusẗande, mitSIs,Ia(G+k) = exp(−i(G+k)RIs,Ia).

Unter Verwendung der endlichen Ebenen-Wellen-Basis kann die Austausch-
Korrelationsenergie entsprechend Gleichung (4.19) mit Hilfe der diskreten Fou-
riertransformation durch eine endliche Summe in der Form

Exc = V ∑
Gxc

ε̂xc(G) ˆ̃n∗(G) =
V
Nxc

∑
Rxc

(n(R)+npc(R))εxc(n(R)+npc(R))

approximiert werden, wobeiGxc der Menge derNxc reziproken Gittervektoren und
Rxc der dazugeḧorigen Menge von Stützstellen der diskreten Fouriertransformati-
on entspricht. Ein Vorteil dieser N̈aherung ist, daß die Gradienten entsprechend
Abschnitt [4.3] und [4.4] im Rahmen der endlichen Ebenen-Wellen-Basis analy-
tisch bestimmt werden k̈onnen. Ein Nachteil ist, daß die so definierte Austausch-
Korrelationsenergie nicht mehr translationsinvariant ist13. Um den Fehler, der

12Die Simpsonsumme beruht auf der Simpsonregel und ist ein Verfahren 4. Ordnung [Sto94].
13Dadurch treten in der Energiefläche sogenannteripplesauf [WB94].
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durch diesen Effekt ensteht möglichst gering zu halten, sollte ein möglichst fei-
nes Gitter verwendet werden. Daher bietet es sich an, das GitterRxc = R̃ mit dem
entsprechenden reziproken GitterGxcG̃ entsprechend Abbildung 4.2 zu benutzen.

Zur Berechnung der schnell konvergierenden SummeẼK−K entsprechend Glei-
chung (4.10) wird nur̈uber die Menge der IndizesKRcut = {(Is, Ia,Js,Ja) | RIs,Ia −
RJs,Ja − L 6= 0, |RIs,Ia −RJs,Ja − L | < Rcut} summiert, wobeiRcut > 0 ein fest
geẅahlter Abschneideradius ist.

Gradient der Wellenfunktion

Mit ψi,k(R̃) entsprechend Abbildung 4.3 undVH(G̃),V ps,loc(G̃), 〈χk+G|V ps,nl|ψi,k〉
undVxc(R̃) analog zu Abschnitt [4.3] kann der Gradient der Wellenfunktion ent-
sprechend Abbildung 4.5 berechnet werden.

+

〈χk+G|HKS|ψi,k〉
?

〈χk+G|V ps,nl|ψi,k〉
?

〈χk+G|V loc|ψi,k〉

〈χk+G̃|V loc|ψi,k〉

1
2|G+k|2ci,k,G

〈χk+G̃|V loc|ψi,k〉
FFT f w

?

?
V loc(R̃)ψi,k(R̃)

+Vxc(R̃)

FFT inv

?

ψi,k(R̃)

VH(G̃)+V ps,loc(G̃)

Abbildung 4.5:Schematische Darstellung der Berechnung des Gradienten der Wellenfunktion.
Auf Grund der Abḧangigkeit von der Elektronendichte verschwinden die Faktoren〈χk+G̃|V loc|ψi,k〉
im allgemeinen nicht, jedoch werden im weiteren nur die Faktoren〈χk+G|V loc|ψi,k〉 ben̈otigt.

Gradient der Kernpositionen

Entsprechend Abschnitt [4.4] und Abbildung 4.6 kann der Gradient der Kernposi-
tionen berechnet werden.

4.5.3 Zusammenfassung

Sei NPW die Anzahl der Ebenen-Wellen,Nk die Anzahl der verwendetenk-
Punkte,NKS die Anzahl der betrachteten Kohn-Sham-Valenzzustände undMK

die Anzahl der Pseudoatome innerhalb einer Elementarzelle. Damit skaliert der
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∂ẼK−K
∂RIs,Ia

φpc
Is (G̃)

?

f i,Is,Ia,l ,m(k)
?

SIs,Ia(G+k)

∂Etot
∂RIs,Ia

?

∂Exc
∂RIs,Ia

?
∂Eps,nl

∂RIs,Ia

∂Ẽps,loc

∂RIs,Ia

?
∂EH [ñ]
∂RIs,Ia

Vxc(G̃)

?

n̂Gauß(G̃)

n̂(G̃)φps,loc
Is (G̃)SIs,Ia(G̃)

wnl
Is,l

φps,nl
Is,l ,m

(G+k)ci,k,G

Abbildung 4.6:Schematische Darstellung der Berechnung des Gradienten der Kernpositionen,
mit SIs,Ia(G) = exp(−i(G)RIs,Ia).

Aufwand zur numerischen Berechnung der Energien und der Gradienten mit
O(NkNKSNPW (log(NPW)+MK)), also im wesentlichen mitO(NPW log(NPW)), da
NPW gegen̈uberNk ,NKS und MK sehr viel gr̈oßer ist. Wird jedoch angenommen,
daßNPW undNKS proportional zuMK sind, skaliert der Aufwand mitO(M3

K).



Kapitel 5

Numerische Verfahren

Mit Hilfe der Ebenen-Wellen Pseudopotential Methode entsprechend Abschnitt [4]
soll nun f̈ur fest geẅahlte Kernpositionen der Grundzustandsenergie der Kohn-
Sham Valenzzustände numerisch berechnet. Weiterhin sollen lokale Minima der
Kerkoordinatenkonfiguration bestimmt werden und die Moleküldynamik Metho-
den entsprechend Abschnitt [1.2] angewendet werden.

5.1 Berechnung des Grundzustands

Dazu m̈ussen die Kohn-Sham Gleichungen aller Valenzzustände (4.4) gel̈ost wer-
den. Die Nichtlineariẗat des Kohn-Sham Energiefunktionals führt dazu, daß das
Hartree-PotentialvH [n] und das Austausch-Korrelationspotentialvxc[n] über die
Dichte von der L̈osung abḧangt. In der Matrixdarstellung des verallgemeinerten
Eigenwertproblems entsprechend Gleichungen (2.5) und (3.4) hängt die Matrix
des Kohn-Shom-Operators also wiedrum von der Lösung ab.

Mit Hilfe der Methode des selbstkonsistenten Feldes1 kann dieses nichtli-
neare System iterativ gelöst werden. Dazu muß entsprechend Abbildung 5.1 in
jedem Iterationsschritt das allgemeine Eigenwertproblem gelöst werden. Bei der
Auswahl eines solchen Lösungsverfahrens muß beachtet werden, daß die Anzahl
NPW der ben̈otigten Ebenen-Wellen Basisfunktionenχk+G relativ groß ist2 und so-
mit ein explizites Aufstellen der Matrix〈χk+G|HKS|χk+G〉 vermieden werden soll-
te. Damit sind konventionelle Methoden3, deren Speicherverbrauch mitO(N2

PW)
und deren Rechenaufwand mitO(N3

PW) skaliert, im Rahmen der Ebenen-Wellen
Pseudopotentialmethode nicht geeignet. Nach Abschnitt [4.5] skaliert der Auf-
wand zur Berechnung einer Matrix-Vektor Multiplikation der FormHKSψ mit

1Dies entspricht den sogenannten SCF(Self Consistent Field)-Verfahren.
2Typischerweise100Ebene-Wellen Basisfunktionen für jedes Atom [PTA+92].
3Siehe zum Beispiel [Kel99, Sto94].

96
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Ja

Berechne totale Energie
?

¾

6

Generiere neue Dichten(r) zur Probe

Nein
Lösung selbstkonsistent ?

?

?

?

Berechne neuesn(r)

Löse Kohn-Sham Gleichungen

BerechnevH [n] undvxc[n]
?

Wähle Startdichten(r)

Abbildung 5.1:Schematische Darstellung der Methode des selbstkonsistenten Feldes. Dabei wird
eine neue Probedichte meist aus den vorherigen Dichten generiert [Wil02]. Sind die Kohn-Sham
Gleichungen selbstkonsistent gelöst, kann die totale Energie analog zu Gleichung 2.25 berechnet
werden.

O(NPW log(NPW)) und somit sind Verfahren geeignet, die explizit nur Matrix-
Vektor Multiplikationen und nicht die MatrixHKS ben̈otigen.

Daher bietet sich als alternative Methode die Minimierung des Khon-Sham
Energiefunktionals entsprechend Gleichung (2.27) an. Einen ersten Ansatz dazu
lieferten Car und Parrinello [CP85]. Dabei wird die Car-Parrinello Melküldynamik
Methode entsprechend Abschnitt [1.2.4] verwendet. Für einen geeigneten Startzu-
stand der Kohn-Shom Orbitale und fest gewählter Kernpositionen wird die Bewe-
gungsgleichung (1.52) der Orbitale mit der Nebenbedingung der Orthonormalität
der Orbitale genutzt, um durch Abkühlen der fiktiven Temperatur der Orbitale das
Energiefunktional zu minimieren. DieseindirekteMinimierung unter Nebenbedin-
gung kann auchdirektmit Hilfe eines Verfahrens derkonjugierten Gradienten(CG)
direkt durchgef̈uhrt werden.

5.1.1 Band-f̈ur-Band PCG-Verfahren

Wird allgemein das Minimierungsproblem einer hinreichend glatten Funktionf :
Rn → R betrachtet, so basieren die Verfahren der konjugierten Gradienten auf der
sukzessiven Minimierung vonf in eindimensionalen Teilräumen, wobei jeweils die
vorausgegangenen Näherungen berücksichtigt werden. Dabei unterscheiden sich
die CG-Verfahren in der Wahl der Suchrichtungen. Der Algorithums 5.1 entspricht
dem CG-Verfahen nach Fletcher und Reevs [FR64] und aus diesem ergibt sich
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Algorithmus 5.1 Das Verfahren der konjugierten Gradienten nach Fletcher und
Reeves.Ist insbesonderef zweimal stetig differenzierbar und die NiveaumengeW(x(0)) = {x ∈
Rn| f (x) ≤ f (x(0)) beschr̈ankt, dann stoppt das CG-Verfahren von Fletcher und Reeves entweder
nach endlich vielen Schritten mit∇ f (x(m+1)) = 0 oder es giltlimm→∞ ‖∇ f (x(m+1))‖ = 0 [Gri98].
Die Suchrichtungend(m) werden alskonjugierteGradienten oder Richtungen bezeichnet.

x(0) ∈ Rn gegeben,m= 0
d(0) =−∇ f (x(0))
while −∇ f (x(m)) 6= 0 do

Liniensuche: Bestimmeαm mit f (x(m) +αmd(m)) = minα∈R f (x(m) +αd(m))
x(m+1) = x(m) +αmd(m)

βm = ∇ f (x(m+1))T ∇ f (x(m+1))
f (x(m))T ∇ f (x(m))

d(m+1) =−∇ f (x(m+1))+βmd(m), m= m+1
end while

mit βm+1 = ∇ f (x(m+1))T(∇ f (x(m+1))−∇ f (x(m)))
f (x(m))T ∇ f (x(m)) das CG-Verfahren nach Polak und Ribière

[Pol97].

Zur Minimierung, des Kohn-Sham Energiefunktionals unter der Nebenbedin-
gung der Orthonormalität der Zusẗande, soll nun das Verfahren von Fletcher und
Reeves angewendet werden. Dazu werdenNKS Einteilchenfunktionenψi in einer
geeigneten endlichen Basis entwickelt und somitübernimmt das Energiefunktional
E[{ψ j}] die Rolle der Funktionf (x) 4.

Steilste Abstiegsrichtung

Analog zu Gleichung (2.27) und Gleichung (1.52) ergibt sich die steilste Abstiegs-
richtung in der Form

ζi =− δ
δψ∗i

[
E[{ψ∗j}]−ϕ[{ψ∗j}]

]
=−Hψi +

NKS

∑
j=1

λi j ψ j ,

wobei λi j die Langrangemultiplikatoren entsprechend der Nebenbedingung
ϕ[{ψ∗j}] = ∑NKS

i j λi j (〈ψi |ψ j〉−δi j ) sind. Weiterhin kann analog zum Beweis von
Gleichung (2.27) die MatrixΛ = (λi j ) bei geeigneter unitärer Transformation der
Orbitaleψ j als DiagonalmatrixΛ = (λiδi j ) angenommen werden, woraus sich für
ζi = 0 die Kohn-Sham-Gleichung und somit insbesondereλi = 〈ψi |H|ψi〉 ergibt.
Daher wird f̈ur NKS orthonormale Zustände{ψi} die steilste Abstiegsrichtung bei
Variationüber ein einzelnesψi zun̈achst in der Form

ζ(m)
i =−(H−λ(m)

i )ψ(m)
i mit λ(m)

i = 〈ψ(m)
i |H|ψ(m)

i 〉 (5.1)

4Zur Vereinfachung der Schreibweise wird hier zunächst auf eine weitere Indizierung, wie die
des Spin oder derk-Punkte, verzichtet.



5.1 BERECHNUNG DESGRUNDZUSTANDS 99

und damit entsprechend der Orthogonalitätsbedingungen in der Form

ζ̃(m)
i = ζ(m)

i −
NKS

∑
j 6=i

〈ψ j |ζ(m)
i 〉ψ j (5.2)

angesetzt, wobeim den Iterationsindex des CG-Verfahrens, welches zur Minimie-
rung des EnergiefunktionalsE[ψ∗i ] verwendet wird5 , bezeichnet. Insbesondere

folgt mit Gleichung (5.1), daßζ(m)
i orthogonal zuψ(m)

i ist, welches eine notwendi-
ge Bedingung entsprechend der Forderung der Normalität der Zusẗande ist6.

Vorkonditionierung

Algorithmus 5.2 Das Verfahren der konjugierten Gradienten nach Fletcher und
Reeves mit Vorkonditionierung.Dabei istC die Matrix zur Vorkonditionierung.

x(0) ∈ Rn gegeben,m= 0
g(0) = ∇ f (x(0)) undd(0) =−h(0) =−C−1g(0)

while −∇ f (x(m)) 6= 0 do
Liniensuche: Bestimmeαm mit f (x(m) +αmd(m)) = minα∈R f (x(m) +αd(m))
x(m+1) = x(m) +αmd(m)

g(m+1) = ∇ f (x(m+1))
h(m+1) = C−1g(m+1)

βm = g(m+1)T
h(m+1)

g(m)T
h(m)

d(m+1) =−h(m+1) +βmd(m), m= m+1
end while

Allgemein kann zur Konvergenzbeschleunigung des Verfahren der konjugier-
ten Gradienten von Fletcher und Reevs die Methode der Vorkonditionierung ver-
wendet werden [Gri98]. Dabei geht das Verfahren entsprechend Algorithmus 5.2
für quadratischesf (x) = xTAx−bTx mit der positiv definiten MatrixA und einer
positiv definiten MatrixC in das klassische CG-Verfahren von Hestenes und Stiefel
mit Vorkonditionierung zur L̈osung eines linearen GleichungssystemsAx= b über.
In diesem Fall ist die Konvergenzrate durch den Term

√
κ−1√
κ−1

mit der spektralen Kon-

ditionszahlκ(C−1A) = λmax
λmin

bestimmt. MitC = A gilt insbesondere∇ f (x(1)) = 0

und entsprechendAx(1) = b. Für das Eigenwertproblem(A− εI)x = 0 mit selbst-
adjungiertern× n Matrix A ist die Konvergenzrate für einen Eigenwertεm typi-
scherweise durch den Quotientenεm+1−εm

εmax−εmin
charakterisiert, wobei dien Eigenwerte

εmin = ε1 ≤ ε2 · · · ≤ εn = εmax aufsteigend geordnet seien. Zur Vorkonditionierung

5Hier wird zum Beispiel im Rahmen der endlichen Ebenen-Wellen-Basis mitE[ψ∗i ] : CNPW ∼=
R2NPW → R die Funktion bezeichnet, die sich für einen fest geẅahlten Indexi ausE[{ψ∗j }] für fest
geẅahlte Entwicklungskoeffizienten der Zustände{ψ j} j 6=i ergibt.

6Und nach Gleichung (5.2) istζ̃(m)
i orthogonal zuψ(m)

i und{ψ j} j 6=i .
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ist im allgemeinen eine Approximation des Operators(A−λI) geeignet, wobeiλ
eine N̈aherung eines gesuchten Eigenwertesεi ist [BDD+00].

Im Rahmen der Ebenen-Wellen Pseudopotential Methode soll Algorithmus 5.2
zur Minimierung des Kohn-Sham-Energiefunktionals verwendet werden. Die Kon-
vergenzrate ḧangt im wesentlichen von der Bandbreite des Spektrums des vorkon-
ditionierten HamiltonoperatorsC−1H ab. Seien dieNPW Eigenvektoren{φi} der
Eigenwerteε1≤ ·· · ≤ εNPW der als konstant angenommenenNPW×NPW Hamilton-
matrixH orthonormal geẅahlt und der Zustandψi als Sẗorung des Eigenvektorsφi

in der Form

ψi = φi +
NPW

∑
j 6=i

c jφ j

︸ ︷︷ ︸
ψ̃i

gegeben. Einsetzen vonψi in Gleichung (5.1) liefert f̈ur die steilste Abstiegsrich-
tung

ζi = (λi− εi)φi +
NPW

∑
j 6=i

(λi− ε j)c jφ j mit λi = εi +
NPW

∑
j 6=i

|c j |2

und mit∑NPW
j 6=i |c j |2 = 0 ergibt sich

−r̃(ψi) =
NPW

∑
j 6=i

(εi− ε j)c jφ j ,

der hier so definierte residuale Vektor7. Werden dessen Summanden jeweils mit
den Faktoren 1

ε j−εi
multipliziert 8, ergibt sich der exakte Fehlervektorψ̃i . Ist die

Suchrichtung ein skalares Vielfaches des Fehlervektorsψ̃i , so wird der entspre-
chende Fehler mit Hilfe einer exakten Liniensuche eliminiert. Im Rahmen der
Ebenen-Wellen Pseudopotential Methode zeigt sich, daß mit zunehmenden|G| die
HamiltonmatrixH diagonaldominant ist, da die Terme der potentiellen Energie ge-
gen̈uber der kinetische Energie dann verschwindend klein sind. Die Entwicklungs-
koeffizienten des residualen Vektors können daher f̈ur energetisch hohe Ebene-
Wellen-BasiszuständeχG mit Hilfe der kinetischen Energien

r̃(ψi)G =
NPW

∑
j 6=i

(
〈χG|− 1

2
∇2|χG〉−〈ψi |− 1

2
∇2|ψi〉

)
c jφ j,G

approximiert werden.

Eine geeignete MatrixM =C−1 zur Vorkonditionierung kann daher in der Form

MG,G′ = δG,G′
27+18x+12x2 +8x3

27+18x+12x2 +8x3 +16x4 (5.3)

7Eigentlich istr̃(ψi) eine N̈aherung in zweiter Ordnung des residualen Vektors.
8Dies entspricht(H− εi)−1r̃(ψi).
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Abbildung 5.2:Graph der ElementeMG,G der Matrix zur Vorkonditionierung.Insbesondere gilt
MG,G(0) = 1 und die erste, zweite und dritte Ableitung verschwinden für x = 0, damit die Entwick-
lungskoeffizienten der energetisch niedrigeren Ebenen-Wellen-Basiszustände im Gegensatz zu den
energetisch ḧoheren unver̈andert bleiben.

geẅahlt werden, wobei

x =
〈χG|− 1

2∇2|χG〉
〈ψ(m)

i |− 1
2∇2|ψ(m)

i 〉
ist [TPA89]. Damit werden nur die Entwicklungskoeffizienten der energetisch
höheren Ebenen-Wellen-Basiszustände transformiert (vgl. Abbildung 5.2), so daß
sie n̈aherungsweise dem Fehlervektor entsprechen und somit simultan mit nahezu
gleicher Rate konvergieren.

Die vorkonditionierte steilste Abstiegsrichtung ergibt sich entsprechend den
Gleichungen (5.2), (5.3) und Algorithmus 5.2 zu

η(m)
i = Mζ̃(m)

i . (5.4)

Analog zur verwendeten steilsten Abstiegsrichtungζ̃(m)
i im vorherigen Abschnitt

soll die verwendete vorkonditionierte steilste Abstiegsrichtung

η̃(m)
i = η(m)

i −〈ψm
i |η(m)

i 〉−
NKS

∑
j 6=i

〈ψ j |η(m)
i 〉ψ j

orthogonal zu dem Zustandψ(m)
i und den Zusẗanden{ψ j} j 6=i sein.
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Konjugierte Richtungen

Entsprechend Algorithmus 5.2 ergibt sich die konjugierte Richtung in der Form

ϕ(m)
i =





η̃(m)
i für m= 0

η̃(m)
i + 〈η̃(m)

i |ζ̃(m)
i 〉

〈η̃(m−1)
i |ζ̃(m−1)

i 〉ϕ
(m−1)
i sonst

und ist insbesondere nicht orthogonal zum Zustandψ(m)
i , daher wird die entspre-

chend orthogonalisierte konjugierte Richtung

ϕ̃(m)
i = ϕ(m)

i −〈ψ(m)
i |ϕ(m)

i 〉

verwendet.

Liniensuche

In den Algorithmen 5.1 und 5.2 entspricht die Liniensuche einer Minimierungüber
einem eindimensonalen Unterraum{αd(m)}α∈R. Da die mit Hilfe der normalisier-

ten konjugierten Richtung̃̃ϕ(m)
i = ϕ̃(m)

i

‖ϕ̃(m)
i ‖ gebildeten Zusẗande

ψ̃(m)
i (θ) = ψ(m)

i cos(θ)+ ˜̃ϕ(m)
i sin(θ)

für jedesθ ∈R normalisiert und orthogonal zu allen Zuständen{ψ j} j 6=i sind, kann
hier zur Einhaltung der Orthonormalitätsbedingungen der Winkelθmin bestimmt
werden, welcher das EnergiefunktionalE[(ψ̃(m)

i (θ))∗] = E(θ) minimiert und somit

ψ(m+1)
i = ψ̃(m)

i (θmin) gesetzt werden.

Es gen̈ugt eine gen̈ahrte Minimalstellẽθmin zu berechnen. Es ist sinnvoll, da-
zu eine Methode zu verwenden, die möglichst wenige Auswertungen des Energie-
funktionalsE[(ψ̃(m)

i (θ))∗] ben̈otigt, da diese relativ teuer sind9. Die FunktionE(θ)
kann entsprechend der Entwicklung als trigonometrische Reihe in der Form

E(θ)≈ Ẽ(θ) = A+Bcos(2θ)+Csin(2θ)

approximiert werden. Durch das lineare Gleichungssystem

Ẽ(0) = E(0)
∂Ẽ
∂θ

∣∣∣∣
θ=0

=
∂E
∂θ

∣∣∣∣
θ=0

∂2Ẽ
∂2θ

∣∣∣∣
θ=0

=
∂2E
∂2θ

∣∣∣∣
θ=0

9Zum Beispiel ist das sonst häufig verwendete Armijio-Verfahren daher nicht geeignet.
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sind die drei UnbekanntenB = −1
4

∂2E
∂2θ

∣∣∣
θ=0

, C = 1
2

∂E
∂θ

∣∣∣
θ=0

und A = E(0)−B be-

stimmt und eine gesuchte genäherte Minimalstellẽθmin ist entsprechend dem not-
wendigen Kriterium∂Ẽ

∂θ (θ) = 0 und dem hinreichenden Kriterium∂
2Ẽ

∂2θ (θ) > 0 durch
die Bedingung

θ̃min =
1
2

tan−1


−

∂E
∂θ

∣∣∣
θ=0

1
2

∂2E
∂2θ

∣∣∣
θ=0


 mit

∂2Ẽ
∂2θ

∣∣∣∣
θ=0

=−4Bcos(2θ̃min)−4Csin(2θ̃min)> 0

und−π
2 < θ̃min < π

2 gegeben. Die dazu benötigten Terme werden analog zu Ab-
schnitt [4.5] berechnet. Dabei entsprichtE(0) der totalen Energie, die erste Ablei-

tung an der Stelleθ = 0 wird mit Hilfe des Gradienten der WellenfunktionHψ(m)
i

in der Form

∂E
∂θ

∣∣∣∣
θ=0

= 〈 ˜̃ϕ(m)
i |H|ψ(m)

i 〉+ 〈ψ(m)
i |H| ˜̃ϕ(m)

i 〉= 2ℜ
(
〈 ˜̃ϕ(m)

i |H|ψ(m)
i 〉

)

berechnet und mit einer Funktionρ(r) = fi
V 2ℜ

(
˜̃ϕ(m)

i (r)∗ψ(m)
i (r)

)
ergibt sich f̈ur

die zweite Ableitung

∂2E
∂2θ

∣∣∣∣
θ=0

=2
(
〈 ˜̃ϕ(m)

i |H| ˜̃ϕ(m)
i 〉−〈ψ(m)

i |H|ψ(m)
i 〉

)

+
Z

Ω
vH [ρ](r)ρ(r)dr

︸ ︷︷ ︸
AH

+
Z

Ω
ρ(r)2 ∂Vxc

∂n
(r)dr

︸ ︷︷ ︸
Axc

,

wobei fi die Besetzungszahl des Zustandesψi , V das Volumen der Elementarzelle
Ω undVxc(r) das Austausch-Korrelationspotential entsprechend Abschnitt [4.3.2]
ist. Der TermAH kann mit Hilfe der Fouriertransformierten̂ρ analog zum Hartree-
Term in Abschnitt [4.2.5] berechnet werden.

Zur Durchf̈uhrung dieser Liniensuche m̈ussen also zusätzlich zu der tota-
len Energie und dem Gradienten der WellenfunktionHψ(m)

i im wesentlichen nur

die TermeH ˜̃ϕ(m)
i , AH und Axc berechnet werden. Insbesondere wird auf Grund

der Verwendung der zweiten Ableitung kein vom Problem abhängiger Parameter
ben̈otigt10.

Durchf ührung der Minimierung

Im Rahmen des vorkonditionierten Verfahrens der konjugierten Gradienten kann
das Kohn-Sham-Energiefunktional unter der Nebenbedingung der Orthonormalität
entsprechend Abbildung 5.3 minimiert werden.

10Würde etwa statt der zweiten Ableitung eine weitere Auswertung des Energiefunktionals an
einer Stelleθ′ 6= 0 zur Bestimmung der drei KoeffizientenA, B, C verwendet, so entsprächeθ′ einem
zu wählendenSchrittweitenparameter.
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I) Berechnung der Konstanten
?

Nein

Setztei = (i +1)%NKS

6

¾

Ist totale Energie minimal ?

Ja
?

Nein

-

?
III) Ist ψ(m)

i konvergent ?

Setzem= m+1

?
II) Berechnung der totalen Energie undHψ(m)

i

?

?

Setzem= 0
?

?
Setzei = 0

Berechnung vonψ(m+1)
i mit CG-Schritt

Berechnung der totalen Energie undHψ(0)
i

?

Orthonormalisierung der{ψ(0)
i } mit dem Gram-Schmidt-Verfahren

?

WähleNKS Startzusẗand{ψ(0)
i }

Abbildung 5.3:Schematische Darstellung der Minimierung des Kohn-Sham-Energiefunktionals
mit Hilfe des vorkonditionierten Verfahrens der konjugierten Gradienten.I ) Berechnung und Spei-
cherung aller von den Zuständen unabḧangigen Werte entsprechend Abschnitt [4.2], [4.3] und [4.5].
II ) Zur Berechnung der Dichte entsprechend Gleichung (4.27), der kinetischen Energie entsprechend
Gleichung (4.12) und der Energie des nicht-lokalen Pseudopotentials entsprechend Gleichung (4.13)

wird ausgenutzt, daß sich nur Zustandψ(m)
i gëandert hat.III ) Da das Kohn-Sham-Potential von der

Dichte und damit von allen Zuständen abḧangig ist, ist es sinnvoll nicht mehr als drei oder vier
aufeinanderfolgende Iterationenüber einen Indexi zuzulassen (vgl. Abbildung 5.4).



5.1 BERECHNUNG DESGRUNDZUSTANDS 105

Statt entsprechend Abblidung 5.3II alle über die Iteration konstanten Werte zu
speichern, k̈onnen um Speicherplatz zu sparen auch einige Faktoren

”
on the fly“

berechnet werden. Soll insbesondere der Grundzustand zu nur einer festen Kern-
koordinatenkonfiguration berechnet werden, genügt es die Faktoren des Potentials
V ps,loc, der GaußdichtenGauß und der Partial-Rumpfdichtenpc und die Energien
Esel f undEK−K abzuspeichern.
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Abbildung 5.4:Vergleich verschiedener konstanter Anzahlen von Iterationenüber einen Zustand
zum Indexi zur Durchf̈uhrung des Verfahrens der vorkonditionierten konjugierten Gradienten. Es
wurde der Grundzustand eines GaAs-Kritalls mit16 doppelt angenommenen Zuständen berechnet
(vgl. Abschnitt [5.1.2]). Weiterhin wurde nur derΓ-Punkt ber̈ucksichtigt und als Kriterium zum
Erreichen des Minimums die relativëAnderung der totalen und der kinetischen Energie verwendet.
Entsprechend den Graphen ist hier eine Wahl von drei Schritten geeignet.

Die Entscheidung entsprechend Abblidung 5.3III kann entsprechend der re-
lativen Änderung der kinetischen Energie des Zustandesψ(m)

i und der relativen
Änderung der totalen Energie getroffen werden. Eine andere einfache Möglichkeit
ist, immer eine fest geẅahlte Anzahl von Iterationen̈uber einen Indexi durch-
zuführen (vgl. Abbildung 5.4). Die Entscheidung ob der Grundzustand erreicht ist,
kann an Hand der relativen oder absolutenÄnderung der totalen Energie und der
kinetischen Energie getroffen werden.

Werden nunNK k-Punkte betrachtet, m̈ussen die gitterperiodischen Funktionen
ui,k der Zusẗandeψi,k die Orthonormaliẗatsbedingungen entsprechend Gleichung
(4.2) erf̈ullen. Dieäußere Schleifëuber den Indexi in dem Algorithmus entspre-
chend Abbildung 5.3 wird durch eine Schleifeüber das Indexpaar(i,k) ersetzt
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und insbesondere muß das Grams-Schmidt-Verfahren jeweils nur auf Zustände
zu einemk-Punkt angewendet werden. Damit vervielfacht sich der Aufwand des
Algorithmus im wesentlichen um den FaktorNK . Wird der Spin explizit ber̈uck-
sichtigt m̈ussen die Orthonormalitätsbedingungen entsprechend Gleichung (3.20)
erfüllt sein und der Aufwand verdoppelt sich im wesentlichen.11 Werden pro In-
dexpaar(k,σ) jeweilsNKS Kohn-Sham-Zusẗandeψ0,k,σ, . . . ,ψNKS−1,k,σ betrachtet,
so skaliert der Aufwand zur Einhaltung der Orthonormalitätsbedingungen für einen
Durchlauf der̈außeren Schleife von dem Algorithmus entsprechend Abbildung 5.3
mit O(2NKN2

KS).

5.1.2 Numerische Ergebnisse

Die hier beschriebene Methode derBand-f̈ur-BandMinimierung mit Hilfe des vor-
kondinionierten Verfahrens der konjugierten Gradienten wurde im Rahmen die-
ser Diplomarbeit in der Programmiersprache C implementiert. Zur Durchführung
der folgenden numerischen Experimente werden Pseudopotentiale verwendet, die
mit dem ProgrammpaketfhiPP98 [FS99] erstellt wurden. Zur Approximation
des Austausch-Korrelations-Funktionals wird die Lokale-Dichte-Näherung ent-
sprechend Abschnitt [2.3.3] verwendet. Zur schnellen Fouriertransformation wird
das ProgrammpaketFFTW [FJ98] verwendet. Die Startzustände werden zufällig
geẅahlt. Betrachtet wird ein Gallium-Arsen Kristall mit einer Elemtarzelle ent-
sprechend Abbildung 5.5. Es werden vier gewichtetek-Punkte verwendet12. Pro
Elementarzelle werden 16 doppelt angenommene Zustände betrachtet. Das Band-
für-Band PCG-Verfahren wird auf eine, zwei und vier Elementarzellen des Kri-
stalls f̈ur verschiedene AbschneideradienEcut angewendet. Entsprechend Tabelle
5.1 zeigt sich:

• Die Vorkonditionierung erzielt die geẅunschte Wirkung, denn die Anzahl
der ben̈otigten Iterationsschritte zur Minimierung eines Systems ist nahezu
unabḧangig von der Wahl des AbschneideradiusEcut.

• Die Anzahl der Iterationsschritte skaliert linear mit der Systemgröße.

• Wird ein System betrachtet, so skaliert die Laufzeit wie erwartet mit
O(NPW log(NPW)).

• Der Aufwand des Verfahrens skaliert entsprechend Abschnitt [4.5.3] mit
O(M3

K), jedoch liegen die hier betrachteten Systemgrößen noch nicht im
asymptotischen Bereich.

11Das Minimierungsproblem kann als ein System von Minimierungsproblemen zu je einem In-
dexpaar(k,σ) aufgefaßt werden, welchëuber die Dichte und das Spindichtefunktional gekoppelt
sind.

12Für die genauen Daten siehe [BKNS97].
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Ecut [Rydberg] NPW Iterationen Laufzeit [s] Etot [Hartree]
2 68 1249 22.8 -32.973
4 182 1238 50.2 -33.9927
8 492 1228 106.4 -34.3552

16 1345 1234 301.2 -34.6413
32 3732 1218 919.1 -34.6803
64 10354 1201 2657.4 -34.685

O(Nx
PW) 0.95 -1.45658

2 129 2865 91.7 -66.0386
4 343 2845 222.2 -67.9512
8 939 2763 533.9 -68.6866

16 2588 2744 1512.6 -69.2541
32 7044 2710 5380.2 -69.3319
64 20303 2732 13533.8 -69.3411

O(Nx
PW) 1.00 -1.45201

2 249 5819 363.3 -132.014
4 679 5635 950.4 -135.968
8 1865 5435 2500.8 -137.448

16 5171 5358 7619.0 -138.586
32 14488 5374 28683.7 -138.73
64 40588 5356 65138.7 -138.76

O(Nx
PW) 1.05 -1.34085

Ecut [Rydberg] Iterationen Laufzeit [s]
2 1.11 1.99
4 1.09 2.12
8 1.07 2.27

16 1.05 2.33
32 1.07 2.48
64 1.08 2.31

Tabelle 5.1:Oben: Das obere Drittel sind die Ergebnisse zur Berechnung einer Elementarzelle, das
mittlere Drittel zu zwei Elementarzelle und das untere zu vier Elementarzellen. Diese Berechnungen
wurden auf einemDual-Pentium IIIRechner mit800MHz ausgef̈uhrt. In den ZeilenO(Nx

PW) ist die
gemessene Ordnung angegeben mit der die Laufzeit des Band-für-Band Verfahren in Abḧangigkeit
der Anzahl der Ebenen-Wellen skaliert und die gemessene Ordnung des relativen Fehlers, wobei
sich dieser auf den WertEtot mit Ecut = 64 bezieht.Unten: Hier sind die an Hand der oberen Tabel-
le berechneten Ordnungen angegeben mit der die Anzahl der Iterationen des Band-für-Band PCG-
Verfahren und die Laufzeit in Abḧangigkeit der Anzahl der Elementarzellen für einen festen Wert
Ecut skalieren.
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Abbildung 5.5:Elementarzelle mit Kantenlänge10.47a.u. eines Gallium-Arsen Kristalls. Die
vier Gallium Kerne sind blau und die vier Arsen Kerne rot gefärbt.
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Zus̈atzlich wurde das implementierte Verfahren mit dem Programmpaket
fhimd96[BKNS97] verglichen. Dieses Programmpaket verwendet statt des Band-
für-Band PCG-Verfahren den gedämpften Joannopoulos Algorithmus [BKNS97].
Auf diesen soll hier jedoch nicht eingegangen werden, da hier nur das imple-
mentierte Progamm validiert werden soll. Dazu werden insbesondere identische
Pseudopotentiale verwendet. Mit dem hier implementierten und demfhi96mdPro-
gramm wurde die Grundzustandsenergie einer Elemntarzelle des GaAs-Kristalls
berechnet, wobei nur derGamma-Punkt betrachtet wurde. Die totale Energie be-
traägt bei beiden Programmen−34.295 Hartree. Derfhi96mdbëotigt eine Lauf-
zeit von61.10s und das Band-f̈ur-Band PCG-Verfahren122.43s. Ein Vorteil des
fhi96md Programm ist, daß es die Symmetrien des Kristalls ausnutzt. Werden
die Koordinatenpositionen leicht gestört, so ben̈otigt das Band-f̈ur-Band-Verfahren
127.03s. Für dasfhi96mdProgramm konnten keine geeigneten Parameter gefunden
werden, um Konvergenz zu erreichen.

5.1.3 Zusammenfassung

Im Rahmen der Ebenen-Wellen Pseudopotentialmethode kommen zur numeri-
schen Berechnung der Grundzustandsenergie auf Grund der hohen Anzahl der
ben̈otigten Ebenen-Wellen nur iterative Methoden, die nicht die explizit aufgestell-
te Hamiltonmatrix ben̈otigen, in betracht. Die hier implementierte Methode der
Band-f̈ur-Band Minimierung mit Hilfe des vorkonditionierten Verfahres der konju-
gierten Gradienten zur Bestimmung des Grundzustandes hat verschiedene günstige
Eigenschaften [TPA89, PTA+92]. Im Gegensatz zur Car-Parrinello Methode wer-
den keine vom Problem abhängende Parameter, wie die Zeitschrittweite oder die
fiktive Masse der Zustände, ben̈otigt. Da

”
Band-f̈ur-Band“ minimiert wird, ist im

Gegensatz zur Verwendung des Gradienten aller Bänder der Speicherverbrauch
geringer und es treten auch für relativ große Systemëublicherweise keine Insta-
bilit äten in der Dichte auf. Auf Grund der Vorkonditionierung ist die Anzahl der
ben̈otiten Iterationen nahezu unabhängig von der Wahl des AbschneideradiusEcut.

5.2 Parallelisierung

Zur Behandlung m̈oglichst großer Systeme ist eine Parallelisierung der Ebene-
Wellen Methode notwendig. In diesem Abschnitt werden daher die wichtigsten
Aspekte zur Prallelisierung einer Ebene-Wellen Pseudopotentialmethode erläutert.
Insbesondere wird nur derΓ-Punkt ber̈ucksichtigt13. Somit k̈onnen die Zusẗande

13Statt einer Berechnung mit mehrerenk-Punkten, kann auch eine Berechnung nur mit demΓ-
Punkt durchgef̈uhrt werden, in dem das GrundgebietΩ̃ als ElementarzelleΩ angesehen wird (vgl.
Abbildung 3.1Links).
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als reelle Funktionenψi(r) angesetzt werden. Damit gilt insbesondere für die Ent-
wicklungskoeffizienten die Beziehungc∗i,G = ci,−G und somit halbiert sich der
ben̈otigte Speicherplatz.

Entscheidend ist die Verteilung der Datenüber die Prozessoren. Eine Möglich-
keit ist, die Zusẗandeüber die Prozesse zu verteilen. Dann kann das FFT-Verfahren
sequentiel durchgeführt werden, jedoch ist die Anzahl der verwendeten Ebenen-
Wellen durch den Speicherplatz eines Prozessors begrenzt. Eine andere Möglich-
keit ist das der diskreten Fouriertransformation zugrundeliegende reziproke Git-
ter und das entsprechende reelle Gitterüber die Prozesse zu verteilen. In diesem
Fall ist die Anzhal der betrachteten Zustände durch den Speicherplatz eines Pro-
zessors begrenzt. Durch Kombination dieser beiden Möglichkeiten, k̈onnen die
jeweiligen Nachteile unterdrückt und die entsprechenden Vorteile genutzt wer-
den. Dazu werden dieNp = Np1Np2 Prozessoren indiziertP(p1,p2). Die Zusẗande
werden entsprechend der ersten Möglichkeit denNp1 disjunkten MengenPp1 =
{P(p1,1), . . . ,P(p1,Np2)} zugeordnet. F̈ur jede MengePp1 wird entsprechend der zwei-
ten Möglichkeit das reziproke Gitter und das entsprechende reelle Gitterüber die
ProzesseP(p1,1), . . . ,P(p1,Np2) verteilt und somit insbesondere die Entwicklungsko-
effizienten derPp1 zugeordneten Zustände. Entsprechend den Zuständen werden
alle Daten, die entsprechend der Zustände indiziert sind, den MengenP1, . . . ,PNp1

zugeordnet. F̈ur jede MengePp1 werden die Daten, die entsprechend des rezi-
proken oder reellen Gitters indiziert sind,über die ProzesseP(p1,1), . . . ,P(p1,Np2)
verteilt. Damit m̈ussen alle Summationen̈uber den Index der Zustände und alle
Summationen̈uber das reziproke oder reelle Gitter parallelisiert werden. Insbe-
sondere muß das 3D-FFT-Verfahren jeweils innerhalb einer MengePp1 parallel
durchgef̈uhrt werden.

5.2.1 Diskrete Fourier-Transformation

Jederx Koordinate des reelen Gitters wird eine sogenannte(y,z)-Ebene des
reelen Gitters zugeordnet14. Die (y,z)-Ebenen werden entsprechend ihrerx-
Koordinate über die ProzessorenP(p1,1), . . . ,P(p1,Np2) der Menge Pp1 verteilt
(vgl. Abbildung 5.6). Jedem Koordinatenpaar(y,z) des reziproken Gitters wird
ein sogenannterx-Stift des reziproken Gitters zugeordnet15. Das reziproke Gitter
wird entsprechend dery-Koordinate und derz-Koordinateüber die Prozessoren
P(p1,1), . . . ,P(p1,Np2) verteilt (vgl. Abbildung 5.7). Nun verschwinden entsprechend

Abschnitt [4.5.1] die Entwicklungskoeffizienten̂f (G) einer mit Ω periodischen
Funktion f̈ur |G| > Gcut (vgl. Abbildung 4.1). Daher sollte die Verteilung unter
dem Gesichtspunkt erfolgen, daß jeder Prozesses möglichst die selbe Anzahl von
nicht verschwindenden Entwicklungskoeffizienten erhält. Eine einfache M̈oglich-
keit diese statische Lastbalancierung durchzuführen ist die(x)-Stifte entsprechend

14Jede(y,z)-Ebene entḧalt alle reellen Gittervektoren mit identischerx-Koordinate.
15Jede (x)-Stift entḧalt alle reziproken Gittervektoren mit identischery-Koordinate undz-

Koordinate.
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Abbildung 5.6:Verteilung der(y,z)-Ebenen des reellen Gittersüber vier Prozessoren. Jede(y,z)-
Ebene ist entsprechend der Durchführung einer sequentiellen 2D-FFT im Arbeitsspeicher angeord-
net.
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Abbildung 5.7:Verteilung der(x)-Stifte des reziproken Gitters̈uber vier Prozessoren. Jeder(x)-
Stift ist entsprechend der Durchführung einer sequentiellen 1D-FFT im Arbeitsspeicher angeordnet.
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ihrer Anzahl von nicht verschwindenden Entwicklungskoeffizienten zu gewichten.
Werden diex-Stifte entsprechend der Gewichtung sortiert, kann derj-te Stift dem
ProzessPpx, j%Npy

zugeordnet werden. Diese Methode ist nicht optimal aber in der
Praxis ausreichend.

Ablauf der diskreten FouriertransformationDFT f w:

1. Durchführung sequntieller 2D-FFT f w für jede(y,z)-Ebene.

2. Durchführung einer lokalen Permutation der Daten entsprechend der Last-
balancierung.

3. Durchführung einerall-to-all-Kommunikation in der MengePpx.

4. Durchführung sequntieller 1D-FFT f w für jeden(x)-Stift.
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Ablauf der inversen TransformationDFT inv:

1. Durchführung sequentieller 1D-FFT f w für jeden(x)-Stift.

2. Durchführung einerall-to-all-Kommunikation in der MengePpx.

3. Durchführung einer lokalen Permutation der Daten entsprechend der Last-
balancierung.

4. Durchführung sequntieller 2D-FFT f w für jede(y,z)-Ebene.

Auf die technischen Details der Implementierung soll hier nicht weiter einge-
gangen werden.

5.2.2 Numerische Ergebnisse

Das Band-f̈ur-Band PCG-Verfahren wurde im Rahemn dieser Arbeit Parallelisiert.
Zur Implementation wurde die Programmiersprache C und dasMessage Passing
Interface(MPI) verwendet. Analog zu Abschnitt [5.1.2] wird ein Gallium-Arsen
Kristall mit einer Elemtarzelle entsprechend Abbildung 5.5 betrachtet. Im Unter-
schied zu Abschnitt [5.1.2] wird die gemittelte Laufzeit, die zur Durchführung ei-
nes Minimierungsschrittes̈uber alle Zusẗande ben̈otigt wird, gemessen. Ein weite-
rer Unterschied zu Abschnitt [5.1.2] ist, daß nur derΓ-Punkt betrachtet wird. Der
AbschneideradiusEcut betr̈agt in allen Rechnungen92Rydberg. Entsprechend Ta-
belle 5.2.2 zeigt sich, daß die Laufzeiten wie erwartet mitO(N3

EZ) skalieren, wobei
NEZ die Anzahl der betrachteten Elemntarzellen ist. Der Kommunikationsaufwand
zur Durchf̈uhrung des parallelen FFT-Verfahren skaliert mitO(Np2), wobei Np2

entsprechend Abschnitt [5.2.1] die Anzahl der an einer FFT beteiligten Prozesse
ist. Jedoch hat der Kommunikationsaufwand bei den betrachteten Größenordnun-
gen kaum Einfluß auf die Laufzeit, denn die Effizienz der Parallelisierung ist na-
hezu1 und f̈allt nur minimal ab (vgl. Abbildung 5.8). Die Lastbalancierung ist
ausreichend aber nicht optimal, denn für NEZ = 16 und Np = 1× 16 ergit sich:
Anzahl der reziproken Gittervektoren 136770
Arithmetisches Mittel 8548.125
Standardabweichung 516.0836
Minimale Anzahl 6550
Maximale Anzahl 8699

5.3 Moleküldynamik und Strukturoptimierung

In diesem Abschnitt soll kurz auf einige Aspekte zur Implemntation der in
Abschnitt [1.2] vorgestellten Car-Parroiinello Moleküldynamik und der Born-
Oppenheimer Molek̈uldynamik eingegangen werden.
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Np = 1Np2 Np2 = 1 Np2 = 2 Np2 = 4 Np2 = 8 Np2 = 16
NEZ = 1 190.648 95.126 47.894 24.028 12.083
NEZ = 2 842.178 420.389 211.695 106.724 53.406
NEZ = 4 2187.787 1088.983 548.918 276.417
NEZ = 8 7531.571 3755.650 1883.624
NEZ = 16 18513.06
O(Nx

EZ) 2.425 2.422 2.630

Np = 2Np2 Np1 = 1 Np2 = 2 Np2 = 4 Np2 = 8 Np2 = 16
NEZ = 1 96.060 47.731 24.102 12.068 6.079
NEZ = 2 413.72 206.2690 104.029 52.505 26.383
NEZ = 4 2027.176 1004.962 501.583 251.991 127.243
NEZ = 8 2984.900 1479.569 750.054
NEZ = 16 11999.03 6113.366
O(Nx

EZ) 2.312 2.473 2.477

Np = 4Np2 Np2 = 1 Np2 = 2 Np2 = 4 Np2 = 8 Np2 = 16
NEZ = 1 48.580 24.154 12.178 6.108 3.096
NEZ = 2 206.926 103.247 52.116 26.244 13.229
NEZ = 4 979.216 482.522 241.083 121.475 61.310
NEZ = 8 1318.215 671.735 327.791
NEZ = 16 4524.503 2256.002
O(Nx

EZ) 2.248 2.374 2.364

Tabelle 5.2:Die Berechnungen wurden auf einer CRAY T3E-1200 durchgeführt.Np = Np1Np2 ent-
spricht der Anzahl der verwendeten Prozessoren (vgl. Abschnitt [5.2.1]). Für die letzten drei Spalten
wurde die Ordnung mit der die Laufzeit skaliert berechnet(logfit). Die Laufzeiten entsprechen der
Durchführung eines Minimierungsschrittesüber alle Zusẗande.
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Abbildung 5.8:Speedup (Speedup(Np) = Laufzeit 1 Prozessor
Laufzeit P Prozessoren) und Effizienz (Effizienz(Np) =

Speedup(Np)
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) der Parallelisierung für Np1 = 1, Np1 = 2 undNp1 = 4.
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5.3.1 Moleküldynamik

Zur Integration der Bewegungsgleichung der Born-Oppenheimer Moleküldynamik
und der Bewegungsgleichungen der Car-Parrinello Moleküldynamik kann der aus
der Molek̈uldynamik bekannte Verlet Algorithmus [Ver67]

x(∆t) = 2x(0)−x(−∆t)+∆t2ẍ(0)

verwendet werden. Wenn∆tBO eine geeignete Zeitschrittweite zur Integration der
Bewegungsgleichung der Born-Oppenheimer Moleküldynamik ist, so hat sich ge-
zeigt, daß∆tCP = ∆tBO

10 eine geeignete Zeitschrittweite zur Integration der Be-
wegungsgleichungen der Car-Parrinello Moleküldynamik ist [MH00]. Allerdings
muß in jedem Zeitschritt der Born-Oppenheimer Moleküldynamik das Energie-
funktional minimiert werden. In der Car-Parrinello Moleküldynamik muß zur
Berechnung des Startzustandes das Energiefunktional minimiert werden. In den
weiteren Zeitschritten muß nur der Gradient der Wellenfunktionen und der Gra-
dient der Kernpositionen berechnet werden. Andererseits können in der Born-
Oppenheimer-Molek̈uldynamik die Zusẗande vorheriger Zeitschritte genutzt wer-
den, um einen geeigneten Startzustand für das Verfahren zur Minimierung des
Energiefunktionals im aktuellen Zeitschritt zu extrapolieren. Somit werden zur
Konvergenz des Band-für-Band PCG-Verfahrens nur einige Iterationenüber alle
Zusẗande ben̈otigt [PTA+92].

Die Born-Oppenheimer und Car-Parrinello Moleküldynamik Methoden sind
somit beide geeignet um im Rahmen der Ebene-Wellen Pseudopotential Methode
angewendet zu werden. Ein Vorteil der Born-Oppenheimer Moleküldynamik Me-
thode ist, daß im wesentlichen der einzige Parameter der vom Problem abhängt,
die zu ẅahlende Zeitschrittweite∆tBO ist. Ein Nachteil der Car-Parrinello Metho-
de ist, daß sie entsprechend Abschnitt 1.2.4 nicht für metallische Systeme geeignet
ist. Auf einnen ausf̈uhrlichen Vergleich dieser Methoden wird in dieser Arbeit ver-
zichtet16.

5.3.2 Strukturoptimierung

Um Bindungsl̈angen oder die equilibrierten Kernpositionen eines Moleküls zu be-
rechnen soll zu einer gegebenen Kernpositionenkonfiguration das nächst liegende
lokale Minimum gefunden werden.

Eine einfache M̈oglichkeit ist eine ged̈ampfte Born-Oppenheimer Moleküldy-
namik Methode zu verwenden. Dazu wird die Born-Oppenheimer Moleküldyna-
mik angewendet, um durch Abkühlen der kinetischen Energie der Kerne ein lokales
Minimum zu erreichen.

16Eine guteÜbersicht ist in [PTA+92] und [MH00] gegeben.



116 5 NUMERISCHEVERFAHREN

Eine zweite M̈oglichkeit ist die Car-Parrinello Moleküldynamik Methode zu
verwenden. F̈ur einen geeigneten Startzustand der Kohn-Shom Orbitale und ge-
gebener Kernpositionen werden die Bewegungsgleichungen (1.52) und (1.51) ge-
nutzt, um durch Abk̈uhlen der fiktiven Temperatur der Orbitale und der kinetischen
Energie der Kerne ein lokales Minimum zu erreichen.

Auf geeignetere Verfahren, welche die Freiheitsgrade der Kerne und der Or-
bitale in

”
geschickterer“ Weise simultan optimieren, wird in dieser Arbeit nicht

eingegangen17.

17Zu allgemeinen Optimierungsverfahren siehe [Gri98].
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Anwendung

Ein Problem des
”
Wasserstoff-Autos“ ist, daß es bis heute noch keinen optima-

le Möglichkeit gibt den Wasserstoff zu speichern. Verschiedene Experimente mit
Kohlenstoff-Nonotubeswurden durchgef̈uhrt. Terry Baker und Nelly Rodriguez
erzielten75% Wasserstoff pro Gewicht. Diese Resultate wurden mit Skepsis be-
trachtet, da mehrere andere Gruppen mitähnlichen Experimenten nur4−5% er-
zielten. Experimente desNational Renewable Energy Laboratoryerzielten10%.
Der genaue Vorgang der Speicherung des Wasserstoffs mit Hilfe von Kohlenstoff-
Nanotubesist bis heute nicht verstanden.1

In diesem Abschnitt sollen zwei einfache numerische Berechnungen zu dieser
Fragestellung durchgeführt werden.

6.1 Kohlenstoff-NanotubeWasserstofftank

Eine Frage ist, ob ein Wasserstoffmolekül durch die Wand eines Kohlenstoff-
Nanotube in diesen eindringen kann. Dazu wird ein periodisch fortgesetzter
(10,0)-Nanotubebetrachtet2. Die entsprechende Elementarzelle enthält 100Koh-
lenstoffatome, ein Wasserstoffmolekül und 201 doppelt angenommene Zustände.
Es wird die Lokale-Dichte-N̈aherung entsprechend Abschnitt [2.3.3] verwendet.
Die Pseudopotentiale wurden mit dem ProgrammpaketfhiPP98[FS99] erstellt. Es
wird ein Abschneideradius vonEcut = 36Rydberg verwendet. Zur Durchführung
des numerischen Experimentes wird das Wasserstoffmolekül entsprechend Abbil-
dung 6.1 Schrittweise bewegt und jeweils die Grundzustandsenergie zu den fixier-
ten Kernpositionen berechnet. Die Berechnungen werden mit dem im Rahmen

1Eine ausf̈uhrliche Darstellung der Theamtik findet sich auf derWeb-Seite
http://www.cem.msu.edu/ cem181h/projects/97/fuelcell/chem1.htm, aus der hier zitiert wurde. All-
gemeines zu Kohlenstoff-Naotubesfindet sich unter http://www.pa.msu.edu/cmp/csc/nanotube.html

2Der Koordinatensatz wurde der Web-Seite http://www.pa.msu.edu/cmp/csc/nanotube.html ent-
nommen.
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dieser Arbeit implementierten parallelen Band-für-Band PCG-Verfahren durch-
geführt3 durchgef̈uhrt. Die numerische Berechnung zeigt, daß die Energieschwelle
ungef̈ahr 10eV betr̈agt (vgl. Abbildung 6.1). In einem weiteren numerischen Ex-
periment wird das Wasserstoffmolekül durch dieÖffnung an einem Ende in diesen
hinein bewegt. Die Energieschwankungen betragen dabei ungerfähr0.5eV.

Mit diesen zwei Experimenten können noch keine genauen Verhersagen ge-
troffen werden, jedoch ist es wohl nicht möglich, daß das Wasserstoff Molekül
durch die Wand des Kohlenstoff-Nanotubein diesen eindringen kann. Im Rahmen
dieser Arbeit sollte nur Aufgezeigt werden, daß solche numerischen Experimente
durchf̈uhrbar sind. Zu genaueren Analyse der verschiedenen Fragestellungen sind
noch weitere numerische Experimente nötig. Insbesondere die Simulation der Mo-
leküldynamik.

3Die Berechnungen wurden auf dem Linux-Culsterparnass2 der Abteilung Wissenschft-
liches Rechnen und Numerische Simulationdes Institut f̈ur Angewandte Mathematik der
Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universität Bonn durchgef̈uhrt. (http://wissrech.iam.uni-
bonn.de/research/projects/parnass2/index.html)
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Abbildung 6.1:Schematische Darstellung des ersten numerischen Experimentes, der entspre-
chende Graph der totalen Energie und ein Ausschnitt der Elementarzelle mit Isoflächen der Elektro-
nendichte.
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Abbildung 6.2:Schematische Darstellung des zweiten numerischen Experimentes, der entspre-
chende Graph der totalen Energie und die Elemantarzelle mit blau gefärbten Wasserstoffatomen und
rot gef̈arbten Kohlenstoffatomen.
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Adaptivit ät

Werden Systeme Betrachtet in denen die Elektronendichte nur in einem relativ
kleinen lokalen Bereich stark variert, so muß die Dichte der Stützstellen rela-
tiv hoch sein, damit die Elektronendichte mit hinreichender Genauigkeit in der
Ebene-Wellen-Basis dargestellt werden kann. Da das reelle Gitter der Stützstellen
ein äquidistantes Gitter ist, kann die Dichte der Stützstellen nicht nur in diesem
lokalen Bereich erḧot werden. Um solche Systeme mit weniger Basisfunktionen
behandeln zu k̈onnen, kann die verallgemeinerte Ebene-Wellen-Basis verwendet
werden [Gyg92, Gyg93].

7.1 Verallgemeinerte Ebene-Wellen-Basis

Die ElementarzelleΩ mit VolumenV kann auf Grund der periodischen Randbe-
dingungen als Torus aufgefaßt werden. Sei nunr → ξ(r) mit ξ = (ξ1,ξ2,ξ3) eine
zweimal stetig differenzierbare Abbildung aufΩ. Mit Hilfe des Riemann-Metrik
Tensors

(gi j ) =

(
3

∑
k=1

∂ξk

∂r i

∂ξk

∂r j

)
= g

und der Jakobi-DeterminantedetJ = det
(

∂r1

∂ξ j

)
= (detg)−

1
2 werden die Funktionen

χ̃G(ξ) =
1√
V

(detJ)
1
2 exp(iGr(ξ))

definiert. Die FunktioneñχG sind entsprechend dem Transformationssatz ortho-
normal

〈χ̃G|χ̃G′〉=
1
V

Z
exp

(
i
(
G′−G

)
r(ξ)

)
detJdξ
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in L2(Ω,dξ) und bilden eine orthonormale Basis desL2(Ω,dξ) 1 Die Zusẗande
können somit in der verallgemeinerten Ebene-Wellen Basis in der Form

ψi(ξ) = ∑
G

ci,Gχ̃G(ξ)

entwickelt werden.

7.2 Bemerkungen

Statt der Ebene-Wellen Basis soll nun die verallgemeinetrte Ebene-Wellen-Basis
im Rahmen der Ebene-Wellen Pseudopotential Methode verwendet werden. Hier
sollen nur einige Teilaspekte dazu erläutert werden, da die Implementation dieser
Methode noch nicht abgeschlossen ist.

Wird Abbildungξ mit NQ vielen Ebenen-Wellen in der Form

ξ(r) = r +∑
Q

ξQ exp(iQr)

angesetzt, wobei die reziproke Gittervektoren hier mitQ bezeichnet sind, k̈onnen
die ξQ zur Optimierung der Basis mit in die Minimierung des Energiefunktionals
E [{ci,G},{ξQ}] zur Bestimmung des Grundzustands einbezogen werden2. Alle
ben̈otigten Berechnungen können analog zur Ebene-Wellen Basis im wesentlichen
mit FFT-Verfahren durchgeführt werden. Jedoch ist die Darstellung des Laplace-
operators in der verallgemeinerten Ebene-Wellen Basis, im Gegensatz zur Darstel-
lung in der Ebene-Wellen-Basis, im allgemeinen nicht diagonal. Die Matrix-Vektor
Multiplikation ∆ψ kann, aber mit FFT-Verfahren durchgeführt werden. Also wird
die Berechnung der kinetischen Anteile etwas aufwendiger. Zur Berechnung des
Hartree-Potentials kann entweder die Poisson Gleichung (4.8) iterativ gelöst wer-
den, oder die Entwicklungskoeffizienten des Hartree-Potentials werden analog zu
den{ξQ} als weitere Freiheitsgrade angesehen.

Diese Methode wurde bisher erfoglreich auf sehr kleine Systeme angewen-
det [Gyg92, Gyg93]. Die Anzahl der benötigten Basisfunktionen vermindert sich
im Gegensatz zur Ebene-Wellen-Basis um den Faktor10− 25. Die Behandlung
von großen Systemen m̈usste noch untersucht werden.

1Die Vollständigkeit folgt nach dem Theorem von Peter und Weyl [PW27, Vil68].
2Analog k̈onnen die{ξQ} als zus̈atzliche Parameter der Langrangefunktion der Car-Parrinello

Methode angesehen werden.
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Schlußbemerkung und Ausblick

Ab-initio-Methoden besitzen ein breites Spektrum von Anwendungen in der Phy-
sik, Chemie und Biologie, weshalb eine große Anzahl verschiedener Ansätze ent-
wickelt wurden. In dieser Arbeit wurden verschiedene Ansätze, die sich in der
Wahl der Elektronen-Struktur-Methode, der Wahl der Basis und in Folge dessen
erheblich in der Implementierung unterscheiden, behandelt. Der Schwerpunkt wur-
de auf die Ebene-Wellen Pseudopotentialmethode im Rahmen der Dichtefunktio-
naltheorie gelegt. Diese Methode, welche ihren Ursprung in der Festkörperphysik
hat, ist im Besonderen für Berechnungen an periodischen Systemen geeignet. Ins-
besondere k̈onnen viele Systeme, die von Interesse für die Physik, Chemie und
Biologie sind, als periodische Systeme aufgefaßt werden1, wie zum Beispiel die
in dieser Arbeit diskutierten Kohlenstoff-Nanotube Gitter zur Speicherung von
Wasserstoff. Jedoch zeigt auch dieses Beispiel einen Nachteil dieser Methode auf.
Zur hinreichend genauen Darstellung von lokalisierten Elektronen werden relativ
viele Ebene-Wellen Basisfunktionen benötigt. Zur Verminderung dieses Nachteils
können generalisierte Ebene-Wellen verwendet werden, allerdings hat dies keinen
Einfluß darauf, daß der Aufwand des Verfahrens in dritter Ordnung mit der System-
größe skaliert. Jedoch lohnt sich bei der noch relativ geringen Größenordnung2

der mit heutigen Rechnern behandelbaren Systemen schon eine Verminderung des
Aufwands um einen konstanten Faktor. Insbesondere ist die Ebene-Wellen Pseudo-
potential Methode zur Behandlung von Systemen, in denen delokalisierte Elektro-
nen auftreten, gut geeignet. Dies gilt auch im Vergleich zu vielenLinear-Scaling-
Ansätzen, da diese meist die Lokalität der Elektronen voraussetzen. Statt verall-
gemeinerte Ebene-Wellen zur verbesserten Darstellung lokalisierter Elektronen zu
verwenden, kann die Ebene-Wellen-Basis mit zusätzlichen lokalisierten Basisfunk-
tionen erweitert werden. Beide Methoden könnten gegebenfalls in einer weiteren
Arbeit genauer untersucht werden.

1Dazu z̈ahlen neben Festkörpern zum Beispiel auch in Wasser gelöste Polymere oder Proteine.
2Je nach geẅunschter Genauigkeit können Systeme mit103−104 Atomen auf Parallelrechnern

behandelt werden.
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Die Genauigkeit und die Effizienz vonab-initio-Berechnungen im Rahmen der
Ebene-Wellen Pseudopotential Methode hängen von vielen Teilaspekten ab. Da-
zu geḧoren zum Beispiel die N̈aherung an das Austausch-Korrelations-Funktional,
die verwendeten Pseudopotentiale, die Verfahren zur Lösung der Kohn-Sham Glei-
chung, die Verfahren zur Strukturoptimierung, die Methoden zur Moleküldynamik
und das betrachtete System. Daher könnten gegebenenfalls in weiteren Arbeiten
einzelne Teilaspekte im Zusammenhang mit speziellen Systemen genauer unter-
sucht werden. Die Ebene-Wellen Pseudopotential Methode wurde in dieser Arbeit
im Zusammenhang mit Verfahren zur Bestimmung des Grundzustands, Verfahren
zur Strukturoptimierung und Verfahren zur Moleküldynamik diskutiert. Oft gen̈ugt
es, nur einen kleinen Teil eines Systems mitab-initio-Verfahren zu behandeln,
da der restliche Teil hinreichend gut mit klassischer Moleküldynamik beschrie-
ben werden kann. Diese Aufteilung des Systems kann sowohl räumlich wie auch
zeitlich sinnvoll sein. Die dazu benötigte Kopplung eines quantenmechanischen
Systems mit einem klassischen System könnte gegebenenfalls in weiteren Arbei-
ten behandelt werden.



Anhang A

Mathematische Praeliminarien

A.1 Spektraltheorie

Definition A.1 (Spektralschar). Eine Familie{Eλ}λ∈R orthogonaler Projektoren
im HilbertraumH wird eineZerlegung der Einheitoder auch eineSpektralschar
genannt, wenn die Bedingungen

Monotonie ∀λ≤ µ : Eλ ≤ Eµ, also〈 f |Eλ〉 ≤ 〈 f |Eλ〉∀ f ∈H

Rechtsstetigkeit ∀ f ∈H ,λ ∈ R : Eλ = limε→0Eλ+ε,ε > 0

Grenzwerte ∀ f ∈H : limλ→−∞ Eλ f = f ∧ limλ→+∞ Eλ f = 0

erfüllt sind.

Der für ein IntervallI = (λ1,λ2] ⊂ R definierte OperatorE(I) = Eλ2 −Eλ1ist
selbstadjungiert und idempotent, also wiederum eine Projektion. Den Zusammen-
hang zwischen Spektralscharen und selbstadjungierten Operatoren bestimmt der

Satz A.2 (Spektraldarstellungen).Zu jedem selbstadjungierten OperatorA exi-
stiert umkehrbar eindeutig eine Zerlegung der Einheit{Eλ}λ∈R. Auf seinem Defi-
nitionsbereich1

D(A) =
{

f ∈H |
Z +∞

−∞
λ2d〈 f |Eλ f 〉< ∞

}

kann der selbstadjungierte OperatorA in der Form2

A f =
Z +∞

−∞
λdEλ f

dargestellt werden.

1Das Integral auf der rechten Seite ist ein Stieltjes-Integral.
2Das Integral auf der rechten Seite ist ein vektorwertiges Stieltjes-Integral.
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126 A M ATHEMATISCHE PRAELIMINARIEN

A.2 Zeitschiebeoperator

Definition A.3 (1-Parametergruppe). Eine stetige 1-Parametergruppe von
unitären Operatorenim HilberraumH ist eine Schar{U(t)}t∈R, welche die Be-
dingungen

1. ∀t ∈ R ist U(t) ein uniẗarer Operator

2. ∀ f H ist die Abbildungt →U(t)( f ) stetig.

3. ∀s, t ∈ R : U(t)◦U(s) = U(s+ t)

erfüllt.

Definition A.4 (Infinitesimaler Erzeuger). Der zu einer 1-Parametergruppe
{U(t)}t∈R durch

D(B) =
{

f ∈H | lim
t→0

U(t) f −U(0) f
t

existiert

}

B f = lim
t→0

U(t) f −U(0) f
t

∀ f ∈ D(B)

gegebene OperatorB, heißtinfinitesimaler Erzeugervon{U(t)}t∈R.

Insbesondere gilt:

1. U(0) = Id

2. A := iB ist selbstadjungiert.

3. d
dt f = B f

Und es gilt der

Satz A.5 (Stone).Sei{U(t)}t∈R eine uniẗare 1-Parametergruppe inH mit dem
infinitesimalen ErzeugerB, dann existiert ein eindeutiger selbstadjungierter Ope-
rator A in H , so daß

U(t) = exp(−itA) , ∀t ∈ R
mit A = iB gilt.
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