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6 1 Einleitung

1 Einleitung

Mitte der Achtziger Jahre[1] des letzten Jahrhunderts ist wiederentdeckt [2] worden,
dass Kohlenstoff in noch viel komplexeren Konfigurationen vorkommt als den be-
kannten Graphit und Diamant. Vorhergesagt als „dreidimensionale Aromate“ in Er-
weiterung der zweidimensionalen Struktur von Benzol fanden Kroto [3] und Kollegen
1985 dasC60-Molekül, welches sie nach Buckminster Fullers Kuppelbauten Fulle-
rene nannten. Eine weitere Art dieser Konfigurationen entdeckteIijima [4] 1991 in
Form von ein- oder mehrlagigen, aufgerollten Graphitplatten. Diese „Nanoröhren“1

— Nanometer dick, aber bis zu Millimeter lang — zeigen nicht nur die gleiche, herr-
lich symmetrische Ästhetik der Kohlenstoffbälle, sonderndarüber hinaus äußerst viel
versprechende Eigenschaften (Popov [5] liefert eine ausführliche Übersicht): Sie sind
sehr stabil[6], haben abhängig von ihrer Windungscharakteristik sowohl Leiter- als
auch Halbleitereigenschaften[7] und scheinen einzig durch die Grenzen der mensch-
lichen Fantasie in ihren zukünftigen Einsatzmöglichkeiten beschränkt. Baughman et
al [8] geben einen knappen und umfassenden Stand der Herstellung und möglicher
Anwendungen: So könnten beispielsweise Feldemitter [9], nanometergroße Transisto-
ren [10], flache Displays [11], chemische Katalysatoren, Wasserstoffspeicherbaustei-
ne zukünftiger Fahrzeuge [12, 13, 14] oder auch winzige Pinzetten mit ihnen gefertigt
werden. Im Bild am Rand aus [15] wurden durch Anlegen einer äußere Spannung zwei
Nanoröhren zu einer Zangenbewegung gebracht. Auch für die Theorie bieten Nano-
röhren eine große Spielwiese: Leitfähigkeiten entsprechen den Vorhersagen des Tun-
nelns in einer Luttinger Flüssigkeit [16]. Wellenvektorensind in Richtung der Sym-
metrieachse kontinuierlich, orthogonal dazu aber diskretisiert. Die Auswirkungen der
geometrischen Struktur auf die Eigenschaften eines Körpers werden hier besonders
deutlich [17].

Nanoröhren bilden dabei einen scheinbar neuen Teil des Spektrums der Natur-
wissenschaften. Die Nanowissenschaft will über chemische, physikalische oder me-
chanische Verfahren Strukturen im Nanometerbereich kontrollieren. Allgemein stel-
len nanometergroße Teilchen die Welt auf den Kopf: Quantenpunkte liefern diskrete
Energiezustände für Laser [18], neue Arten von Solarzellen— so genannte Grätzel-
zellen [19] — lassen sich vielleicht bald wie Farbe aufbringen, durch Magnetfelder in
Vibrationsmoden angeregte Nanoteilchen im Menschen können helfen, Tumorzellen
zu bekämpfen [20].

Nanoröhren sind aber unter diesen ein besonders artenreicher Zoo. Man unter-
scheidet „zigzag“, „armchair“ und gemischte Typen, je nachWindung der Röhre, sie-
he Abb. 1. Gerade dadurch bieten sie so ein reiches Spektrum an Eigenschaften. Zu-
sätzlich lassen sie sich funktionalisieren, beispielsweise durch Einbringen von Sauer-
stoffatomen [21]. Defekte haben gleichermaßen großen Einfluss auf ihre Eigenschaf-
ten [22]. Um sie für zukünftige Anwendungen nutzbar zu machen, müssen sie zunächst
möglichst umfassend klassifiziert, d. h. ihre physikalischen Eigenschaften wie Elasti-
zitätsmodul, Leitereigenschaft, Suszeptibilität oder Stärke der chemischen Bindungen
systematisch erfasst werden. Aber aufgrund ihrer Größe lassen sich diese nicht mit
normalen Messmethoden erhalten, auch wenn sich viele Prinzipien aus der makrosko-
pischen Mechanik als alte Ideen in neuen Gewändern in der Nanowelt wiederfinden.

1engl. nanotube
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Feynmans winzige Hände, die wiederum noch winzigere Hände steuern, die er 1959
in einer wegweisenden Rede [23] als phantastische Idee beschrieb, sind bisher nur in
anfänglichen Formen als Rastertunnel- [24] und Rasterkraftmikroskope [25] Wahrheit
geworden, auch wenn sich mit ihnen gar Kräfte auf Nanopartikel auswirken, sogar
einzelne Atome positionieren [26] lassen. So konnten bisher aus Schlussfolgerungen
aus Wärmeschwingungen [27] und durch Verbiegung von Nanoröhren unter Atomic
Force Microscopy [28] nur Abschätzungen um 1 TPa für das Elastizitätsmodul einer
ein-wandigen Nanoröhre (SWNT)2 geliefert werden.

Es haben sich vielfältige Herstellungsverfahren entwickelt, von denen die folgen-
den drei die wichtigsten sind: Herstellung mittels einer Bogenentladung zwischen ei-
ner Kohlenstoffkathode und -anode nach Iijima und Ebbesen [4, 29, 30], durch Ab-
tragung bzw. Vaporisierung von Graphitstäben durch Laser unter kleinen Mengen von
Nickel und Kobalt nach Smalley [31] und katalytisches Wachsen unter Nanoteilchen
aus Eisen, Nickel oder Kobalt nach Yacaman [32].

Abbildung 1: Schematische Dar-
stellung des „armchair“(A), „zig-
zag“(B) und „chiral“(C) Nano-
röhrentyps.(D) „Tunneling Elec-
tron Microscope“-Aufnahme der
Spiralstruktur einer 1.3 nm-dicken
Nanoröhre.(E) TEM-Aufnahme
eines MWNTs, aus neun inein-
ander verschachtelten SWNTs be-
stehend.(F) Laterale Ansicht ei-
nes Bündels von 1.4 nm-dicken
SWNTs. (G) „Scanning Elec-
tron Microscope“-Aufnahme ei-
nes gezüchteten Nanoröhrenwal-

des. (entnommen [8])

Diese massenweise hergestellten Nanoröhren sind jedoch keineswegs geordnet
und von nur einer Variante. Typischerweise bestehen 60% derproduzierten Kohlen-
stoffformen nicht aus den gewünschten Nanoröhren [8]. Durch verschiedene weitere
Verfahren müssen diese erst von Defektstellen durch Säurebehandlung gereinigt oder
halbleitende von metallischen durch elektrisches Heizen getrennt werden. Diese Tech-
niken verkürzen wiederum deren Längen und verschlechtern die Symmetrie.

Nanopartikel bestehen im Allgemeinen aus hunderten bis tausenden von Atomen. Aber
es stehen uns effiziente numerische Techniken und heutzutage sehr leistungsfähige
Computerarchitekturen zur Verfügung. Sollte der Aufbau und die zeitlich begrenz-
te Durchführung einer solchen Simulation gelingen, so stünde dem systematischen
Durchprobieren von Konfigurationen nichts mehr im Wege. Es ließen sich so sogar
völlig neue Konfigurationen testen, die in der Natur nicht soeinfach durch Bogenent-
ladung, katalytisches Wachsen oder Laserabtragung herzustellen sind. Die Idee ist also
schlicht und ergreifend, den Ansatz von „Deep Blue“ [33] zu übernehmen, der es durch

2engl. Single-Walled Nanotube im Gegensatz zu mehr-wandigen Nanoröhren, engl. Multi-Walled Na-
notube (MWNT)
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das stupide Durchrechnen von Konfigurationen auf einem begrenzten Schachfeld ver-
mochte, den 1996 amtierenden menschlichen Schachweltmeister Gary Kasparov zu
schlagen. Der bisherige Mechanismus im Design neuer Nanostoffe ist immer noch
aus einer kleinen Bibliothek verschiedene Stoffe vergleichbarer Eigenschaft herauszu-
suchen und durch die Zusammensetzung dieser im Sol-Gel-Prozess den neuen Stoff
hinsichtlich der gewünschten Eigenschaften zu optimieren. „Selten wird am Computer
die Substanz in einer Simulation durchgerechnet.“ [34]

Als Modellapproximation der zu lösenden Schrödingergleichung hat sich dieDichte-
funktionaltheorie(DFT) für solche großen Systeme immer mehr durchgesetzt. Basie-
rend auf den Theoremen von Hohenberg und Kohn hängen alle physikalischen Größen
eines Systems einzig von der Elektronendichte ab. Dadurch dass die Vielteilchenwel-
lenfunktion nicht explizit bekannt sein muss, vereinfachtsich der Rechenaufwand er-
heblich. Obwohl die DFT eigentlich eine exakte Theorie ist,lassen sich ihre Gleichun-
gen dennoch nicht exakt lösen, da bis heute keine analytischen Ausdrücke für Funk-
tionale der kinetischen und der Austausch- und Korrelationsenergie bekannt sind. Es
müssen also Näherungen für diese Funktionale verwendet werden.

Hand in Hand mit der DFT geht ihre Darstellung nach Kohn und Sham, die es er-
laubt, die Elektronendichte durch das Lösen eines Systems unabhängiger, nicht-wech-
selwirkender Teilchen zu erhalten. Das Potential, in dem sich die Teilchen befinden,
wird dabei durch ihre eigene Dichte und durch die Atomkerne bestimmt. Die Lösung
der Kohn-Sham-Gleichungenerfolgt deshalb über ein iteratives Verfahren in selbst-
konsistenter Weise.

Gestattet die Kohn-Sham-Darstellung die exakte Angabe deskinetischen Funktio-
nals, so ist das Austausch-Korrelations-Funktional immernoch ein sehr aktives For-
schungsfeld. Kohn und Sham lieferten die erste Approximation, die lokale Dichte-
Näherung(LDA), welche die Austausch-Korrelation durch die eines homogenen Elek-
tronengases ersetzt. Diese Näherung hat vorallem Schwierigkeiten im Außenbereich
von Wellenfunktionen, dort wo sich Orbitale überlappen, weswegen sie Bindungsener-
gien allgemein überschätzt. Verbesserte Verfahren versuchen zusätzlich höhere Ter-
me der Gradientenentwicklung des Funktionals mitzunehmen, welche Hohenberg und
Kohn vorschlugen. Sie heißenAllgemeine Gradientenverfahren(GGA).

Die NMR-Spektroskopie3 wurde in den fünfziger Jahren von zwei unabhängigen Grup-
pen entdeckt und hat sich sehr schnell zu einer äußerst nützlichen Analysemethode in
der Chemie entwickelt.

Die chemische Abschirmung von Kernen ergibt sich aus der Wechselwirkung der
Elektronenhülle mit einem externen Magnetfeld. Dieses Feld induziert Ringströme,
welche stark von der elektronischen Struktur abhängen. Diese Ströme erzeugen wie-
derum eigene Magnetfelder, welche dem externen Feld überlagert sind und das Ge-
samtfeld somit lokal verändern. Besitzt ein Kern ein nicht-verschwindendes magne-
tisches Moment, kann sich dieses im lokalen Feld ausrichten. Durch die mögliche
Ausrichtung parallel oder anti-parallel spalten sich die Energieniveaus des Kerns pro-
portional zur Feldstärke auf. Diese Aufspaltung entspricht einem bestimmten Energie-
unterschied, der sich inhν mit einer Frequenzν ausdrücken lässt. Durch ein Radio-

3Kernspinresonanz, engl. nuclear magnetic resonance
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feld dieser Frequenzν können Übergänge zwischen den beiden Niveaus angeregt wer-
den. Diese Absorption der Feldenergie bildet einen Resonanzpeak in einem Frequenz-
Intensitäts-Diagramm, und deren Gesamtheit das Resonanzspektrum eines gemesse-
nen Moleküls. Da diese Aufspaltung von der lokalen Feldstärke am Kern abhängt,
ergeben sich aber pro Kern unterschiedliche Resonanzfrequenzen abhängig von der
lokalen Elektronendichte, also abhängig von der chemischen Bindung. Diese bezüg-
lich einer Referenz verschobenen Resonanzlinien im Spektrum ergeben diechemische
Verschiebungund lassen genaue Rückschlüsse auf die chemische Struktur zu. Dieses
Resonanzspektrum zu berechnen und damit ein mögliches Verständnis des komplexen
Zusammenwirkens verschiedenster Bindungen in großen Molekülen zu fördern, ist ein
Sinn unserer numerischen Simulation. Sie kann ein erster Schritt auf dem Weg sein, in
Umkehrung der heuten Praxis, aus gemessenen Resonanzspektren allein die Struktur
zu berechnen. Dann wäre sie die vollendete Erweiterung eines herausragenden analy-
tischen Werkzeugs zum Verständnis chemischer Bindungsstrukturen.

Zur Berechnung der magnetische Suszeptibilität und des chemischen Abschirm-
tensor im Rahmen derKernspinresonanz(NMR) benötigen wir die induzierte Strom-
dichte, die aus dem externen Magnetfeld resultiert. Diese lässt sich mittels einer Ana-
logie zur stationären Rayleigh-Schrödinger-Störtheorieangewandt auf die oben be-
schriebene DFT erhalten. Wir werden in erster Ordnung gestörte Wellenfunktionen
bestimmen, deren Energiefunktional von den ungestörten abhängt. Zur effizienteren
Berechnung wird die Störung in sechs Komponenten unterteilt, damit die so gestörten
Wellenfunktionen unabhängig vom Auswertungsort der Stromdichte berechnet wer-
den können. Diese Stromdichte entspricht dann der linearenAntwort der ungestör-
ten Grundzustandsladungsdichte auf das externe magnetische Feld, welches sich auch
als Wirbelfeld eines Vektorpotentials schreiben lässt. Entscheidend ist unter dem Ge-
sichtspunkt einer numerischen Lösung die Eichung dieses Vektorpotentials. Analy-
tisch ist die resultierende Stromdichte eichinvariant, numerisch ist diese Invarianz aber
aufgrund des Problems der Auslöschung bezüglich des dia- und des paramagnetischen
Terms nicht mehr gegeben. Wir werden die „continuous set of gauge transformations
(CSGT)“-Methode verwenden. Sie ermöglicht eine näherungsweise exakte Berech-
nung der Stromdichte über das ganze Molekül und somit auch ein visuelle Interpreta-
tion der induzierten, dauerhaften Ströme.

Aufgrund der notwendigen Diskretisierung auf einem Gittersetzen wir periodi-
sche Randbedingungen an und benutzen eine endliche Anzahl von Ebenen Wellen
als Basis desL2-Teilraums. Numerisch lassen sich dann über schnelle Fouriertrans-
formationen Ableitungen errechnen und die Energiefunktionale über bekannte, nu-
merisch stabile Techniken wie Konjugierte Gradienten minimieren. Die Nebenbedin-
gung der Orthonormalität wird dabei aus dem Funktional ausgegliedert und durch
das Gram-Schmidt-Verfahren sichergestellt. Die Invarianz dieser periodischen Bloch-
Funktionen gegenüber unitären Transformationen werden wir durch Minimierung der
Varianz der Orbitale zuMaximal Lokalisierten Wannier-Funktionen(MLWF) ausnut-
zen. Diese ist notwendig, um den Ortsoperator im Rahmen der Störung anwenden
zu können. Zur Lokalisierung der Wellenfunktionen benötigen wir effektive Diago-
nalisierungstechniken mehrerer Matrizen gleichzeitig. Wir werden eine abgewandelte
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Jacobi-Diagonalisierung nutzen, welche sich leicht auf parallele Rechner erweitern
lässt.

Mittels dieses Formalismus und der dargelegten numerischen Techniken wird es
uns möglich sein, die magnetische Suszeptibilität und chemische Verschiebung für ei-
ne gewählte Nanoröhrenkonfiguration zu bestimmen. Weiterhin können auch Defekte
simuliert und ihre Auswirkungen auf diese Größen erfasst werden.

Besonderer Gesichtpunkt ist dabei die Skalierbarkeit. DieImplementation soll
vollständig für Parallelrechner mit verteiltem Speicher erfolgen. Wir werden dazu das
offene und weit verbreitete „Message Passing Interface“ (MPI) [35] verwenden. Es
gibt bereits andere Simulationsprogramme wie CPMD [36, 37], GAUSSIAN [38] oder
auch FHIMD [39]. Diese verfügen aber entweder nicht über denoben beschriebenen
Funktionsumfang, haben eine andere Basiswahl getroffen oder sind schlicht nur auf
begrenzten Architekturen einsatzfähig. Uns schwebt insbesondere der Einsatz auf ko-
stengünstigen Clustern vor, also Rechnern aus mittlerweile äußerst leistungsfähigen
Massenmarktkomponenten zusammengebaut und über spezielle schnelle Vernetzung
miteinander verschaltet. Dieses verteilte Rechnen muss mit getrennten Speichern erfol-
gen, sollen große Systeme mit vielen Valenzorbitalen auf möglichst hoch aufgelösten
Gittern gerechnet werden.

Wir interessieren uns dafür, unter welchen Gesichtspunkten sich Eigenschaften der Na-
noröhren ändern. Wie wirkt sich eine Biegung oder ein Knick auf die Leitereigenschaft
aus? Wie eine Verjüngung? Welchen Einfluss haben Defekte im Kohlenstoffgitter? Ei-
ne Funktionalisierung durch Sauerstoff kann die Suszeptibilität stark verändern.

Wir können dabei auf die umfangreichen Vorarbeiten von Hamaekers [40] zurück-
greifen, der die Minimierung der ungestörten Wellenfunktionen, einschließlich Gram-
Schmidt-Orthonormalisierung und Fast Fourier Transformation samt notwendiger Spei-
cherstrukturen auf parallelen Rechnern mit verteiltem Speicher als Band-für-Band-
PCG-Verfahren bereits implementierte. Deswegen wollen wir im Folgenden die in
dieser Arbeit durchgeführten Erweiterungen noch einmal stichwortartig zusammen-
fassen:

• Minimierung unbesetzter Zustände im Feld der besetzten

• Diagonalisierung des Kohn-Sham-Hamiltonians zum Erhaltder Eigenwerte zur
näherungsweisen Ermittlung der Bandlücke/Leitereigenschaft

• Parallele Jacobi-Diagonalisierung

• Transformation der Bloch-Funktionen zu Maximal Lokalisierten Wannier-Funk-
tionen

• Minimierung von gestörten Zuständen, welche die Auswirkungen des magneti-
schen Feldes auf das System darstellen

• Stromdichteberechnung und -darstellung aus gestörten Wellenfunktionen

• Berechnung der makroskopischen Suszeptibilitätχ und des chemischen Ab-
schirmtensorsσ aus der Stromdichte
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• Validierung und Berechnung anhand des Wasserstoffmoleküls, einfacher Koh-
lenwasserstoffe, Acetanilid und Nanoröhren

Die Arbeit selbst gliedert sich schließlich in die folgenden vier Kapitel: In Kapi-
tel 2 werden wir die notwendige Theorie behandeln, in Kapitel 3 folgt die Implemen-
tation mit Erläuterung der verwendeten Algorithmen. In Kapitel 4 folgen schließlich
die ersten Rechnungen und Auswertungen. In Kapitel 5 ziehenwir ein Resumé auf die
gefundenen Ergebnisse.



12 2 Theorie

2 Theorie

Zunächst werden wir uns mit den Grundlagen in Form der Quantenmechanik und des
Elektromagnetismus nach Maxwell beschäftigen. Anschließend wird es um das wich-
tige Theorem von Hohenberg und Kohn gehen, welches den Beginn der Dichtefunk-
tionaltheorie darstellt, die von Kohn und Sham in eine selbst-konsistent bestimmba-
re Form gebracht wurde. Schließlich wird die Dichtefunktionaltheorie auf unsere be-
sondere Problemstellung — periodische Randbedingungen, Störtheorie — angewandt
werden.

2.1 Grundlagen

In dem folgenden Abschnitt wollen wir zunächst die grundlegenden Definitionen auf-
stellen. Wir werden mit einer kurzen Einleitung zur Entdeckung der Quantenmechanik
Anfang des 20. Jahrhunderts beginnen und die entscheidendeSchrödingergleichung
und ihre Notationen darlegen. Da wir uns auch mit magnetischen Feldern beschäfti-
gen wollen, ist eine kurze Darstellung des Elektromagnetismus ebenfalls vonnöten.
Wir hegen jedoch keinerlei Anspruch auf Vollständigkeit, wollen uns möglichst kurz
und knapp fassen und verweisen in den einzelnen Unterkapiteln auf weiterführende
Literatur. Dennoch hoffen wir bereits hier deutlich zu machen, dass das Fehlen ana-
lytischer Lösungen zu gegenwärtigen Problemen der Physik nicht im Fehlen grundle-
gender Gleichungssysteme zu suchen ist, sondern vielmehr in der praktischen Lösung
dieser. Es ist stets Ziel, zunächst ein möglichst exaktes mathematisches Modell der
Wirklichkeit zu entwickeln. Dies muss jedoch anschließendmeist durch physikalisch
sinnvolle Näherungen soweit vereinfacht werden, dass es entweder direkt analytisch
lösbar oder zumindest numerisch traktierbar wird. Deshalbwollen wir, nach Einleitung
der Grundlagen, Schritt für Schritt die Näherungen und ihreAusgangsideen darlegen.
Dies wird gleichzeitig der Übergang zum nächsten Kapitel, der Dichtefunktionaltheo-
rie, sein.

2.1.1 Quantenmechanik

In der Einleitung der Quantenmechanik wollen wir uns an [41]halten. Historisch sind
es wie immer in der Physik die Fehler und Unzulänglichkeitender bisherigen Mo-
delle und Theorien, welche den Weg für neue Erkenntnisse undVorstellungen ebnen.
Zu Beginn des 20. Jahrhunderts wurden diese Unzulänglichkeiten immer vielfältiger.
Sie traten in sämtlichen Bereichen auf, jedoch beruhten siestets auf dem unvoll-
ständigen Modell der Elementarteilchen und deren Wechselwirkungen. Struktur und
Anregungsspektren der Atomhülle, Eigenschaften von Elementarteilchen wie Spin,
Drehimpuls, Masse, Kernanregungsspektren und Wechselwirkungen ließen sich nicht
widerspruchsfrei erklären. Diese unvollständige klassische Vorstellung im Gegensatz
zum notwendigen Dualismus — der Gleichzeitigkeit von Teilchen- und Wellencharak-
ter — zeigten einige herausragende Experimente sehr deutlich.
Betrachten wir zunächst die Teilcheneigenschaften elektromagnetischer Wellen. In
Einsteins Erklärung der Planckformel, welche die Strahlung eines schwarzen Körpers
exakt beschreibt — wie an dem durch den Satelliten COBE gemessenen Mikrowel-
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lenhintergrund zu sehen ist4 — zeigt sich diese Quantisierung. Die schwarzen Wände
des Hohlraums können Energie jeweils nur in Vielfachen vonh̄ω, also der Frequenz
des einfallendes Lichts, absorbieren und emittieren. Der photoelektrische Effekt zeigt
noch deutlicher die quantisierte Natur der Strahlung, wennsie beispielsweise auf eine
Metallfolie fällt. Klassisch sollte die Strahlungsenergie 1

8πE2 + H2 ≈ I - proportio-
nal zur IntensitätI - über die Zeit in der Lage sein, einen Strom fließen zu lassen.
Stattdessen ist wieder die Einheith̄ω entscheidend, ob ein, wenn auch geringer, Strom
fließt. Der Compton-Effekt, welcher beispielsweise im mittelbaren Explosionsradius
von Atombomben deutlich wird, wenn harte Gammastrahlung Blitze entstehen lässt,
erklärt sich nur, wenn elektromagnetische Strahlung als Teilchen, Photonen genannt,
aufgefasst wird, die Stoßprozesse mit Hüllenelektronen durchführen.
Aber Teilchen besitzen wiederum auch Welleneigenschaften. So werden Materiestrah-
len beim Durchgang durch einen oder mehrere Spalte gebeugt und zeigen ein Inten-
sitätsmuster, welches typisch wäre für Wellen in einem Hafen, die durch einen engen
Spalt in einer Kaimauer treten. De Broglie stellte 1923 einemutige Hypothese auf,
indem er Materieteilchen eine Wellenlängeλ abhängig von ihrem Impulsp zuordnete:
λ = 2πh̄

p . Die experimentelle Bestätigung erfolgte erst fünf Jahre später.
Die Quantisierung des Strahlungsfeldes - jener große und bedeutende Unterschied zum
klassischen Elektromagnetismus - wirft jedoch weitere Probleme auf. Es treten über-
all dort diskrete Zustände auf, wo Quanten absorbiert und emittiert werden, wie in
Atomhüllen. Thomsons Atommodell ging von negativ geladenen Teilchen, den Elek-
tronen, wie Thomson sie in seinem Kathodenröhrenversuch genutzt hatte, innerhalb ei-
ner positiven Ladungsverteilung aus. Streuexperimente mit Alphateilchen, vollständig
ionisierten Heliumatomen, von Geiger und Marsden zeigten 1908 jedoch, dass dieses
Modell die auftretende Rückwärtsstreuung und Ablenkung bei großen Winkeln nicht
erklären konnte. Rutherfords 1911 vorgestelltes Modell von negativen Elektronen, die
einen positiven Kern, der fast die gesamte Masse trägt, eng umkreisen, vermochte
dies. Jedoch beinhaltet auch diese Vorstellung Unzulänglichkeiten. Die Elektronen be-
wegen sich nach ihr auf gekrümmten Bahnen, sollten also nachder elektromagneti-
schen Vorstellung ständig Strahlung abgeben und müssten nach kürzester Zeit in den
Kern stürzen. Bohr stellte 1913 die kühne Quantisierungsbedingung

H

pdq= 2πh̄nauf.
Damit ließen sich erste Atomspektren wie die Balmer-Serie erklären. Besonders der
Franck-Hertz’ Versuch 1913 — die Stoßionisation von Hüllenelektronen — zeigte die
diskrete Natur der Bahnradien. Stern und Gerlach fanden schließlich auch eine quan-
tisierte Teilcheneigenschaften, den Spin. Silberatome werden in einem inhomogenen
Magnetfeld in nur zwei diskrete Richtungen abgelenkt. Dennoch fehlte die axiomati-
sche Grundlage für all die Postulate. Sie wurde von Heisenberg und Schrödinger um
1926 unter anderem in Form der Unschärferelation und der nicht-relativistischen Wel-
lenmechanik gegeben, und später von Pauli und Dirac zur relativistischen erweitert.
Dies alles zeigt die Bedeutung der Quantenmechanik und auchdie vielfältige Bestä-
tigung, die diese neue Vorstellung erhalten hat. Auf ihr aufbauende Theorien wie die
Quantenelektrodynamik, die Theorie der schwachen Wechselwirkung und die Quan-
tenchromodynamik versuchen — zum sogenannten Standardmodell verwachsen — die

4Der Nobelpreis für Physik 2006 ging an die Amerikaner Matherund Smoot, den Erbauern von
COBE, für die Messung des Spektrums der Reststrahlung aus der Entkopplung von Photonen und Elek-
tronen zu den Urzeiten des Universums
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Kernanregungsspektren, die Massen der Elementarteilchenund ihre Wechselwirkun-
gen in Form von messbaren Wirkungsquerschnitten möglichstexakt vorherzusagen.
Aber auch wenn sie erstaunlich präzise Vorhersagen machen können - wie das gyro-
magnetische Verhältnis des Elektrons „g-2“ - gibt es immer noch offene Fronten wie
die Verbindung mit der Allgemeinen Relativitätstheorie. Im Kleinen spielt die Gravi-
tation keine Rolle. Im Vergleich zu den anderen Kernkräften, welche von der Quan-
tenmechanik und aufbauenden Theorien beschrieben werden,auf großer Skala ist die
Gravitation jedoch die einzige dominante. Eine Verbindungversuchen Stringtheori-
en herzustellen, die von hochdimensionalen Räumen ausgehen, von denen jedoch alle
bis auf die vier uns bekannten aufgewickelt sind und so Platzfür diskrete Schwin-
gungsmodi bieten, die Anregungen erklären sollen. Dies geht jedoch weit über diese
Diplomarbeit hinaus. Wir wollen nur festhalten, dass die theoretischen Grundlagen für
unseren Ansatz weit gediegen sind.

Im Folgenden wollen wir nun einen axiomatischen Ansatz für die Quantenmecha-
nik wiedergeben, den wir [41] entnehmen, und die grundlegende, nicht-relativistische
Gleichung, die Schrödingergleichung angeben. Die relativistische Dirac-Gleichung,
die aus der Forderung nach Eichinvarianz entstand, und die Pauligleichung sind nicht
unser Ziel in ruhenden Festkörpern. Anschließend folgen Definitionen, welche die
verwendete Notation erklären. Abschließend befassen wir uns mit der Kontinuitäts-
gleichung und der mit ihr zusammenhängenden Interpretation der Wellenfunktion als
Wahrscheinlichkeitsdichte und -strom.

Axiome

1. Der Zustand eines Systems wird durch eine Wellenfunktionψ(x) beschrieben.

2. Den Observablen entsprechen hermitesche Operatoren, wobei Funktionen von
Observablen Funktionen von Operatoren entsprechen.

3. Der Erwartungswert einer Observablen mit zugehörigem OperatorA ist im Zu-
standψ durch〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉 gegeben.

4. Die Zeitentwicklung der Zustände wird durch die Schrödingergleichung be-
stimmt:5

ih̄
∂
∂t

ψ = Hψ mit H = − h̄2

2m
∇2 +V(x). (1)

5. Wenn bei Messung vonA der Wertan gefunden wird, so geht die Wellenfunktion
in den Zustandψn über.

Raum, Operatoren und Skalarprodukt

Definition 1 Der Raum L2 ist derRaum aller quadratintegrierbaren
Funktionen f (x) : Ω → C , so dass gilt:

R

Ω | f |2(x)dx< ∞

5m - Teilchenmasse, V - externes Potential, H - Hamiltonian
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Definition 2 Ein UnterraumD des L2 ist dicht, wenn es für jede Funktion f∈ L2

eine Folge{ fn}∞
n=1inD gibt mit fn → f für n→ ∞. Bemerkung: Der HilbertraumH 1

ist ein dichter Unterraum des L2.

Definition 3 Ein Operator A ist eine Abbildungsvorschrift der Form A: D ⊂ L2 →
L2, D dicht:

Aψ(x) = ϕ(x)

mit ψ,ϕ ∈ L2 undψ(x),ϕ(x) ∈ C .

Definition 4 Ein Operator A heißtlinear, wenn mit Aψ1 = ϕ1 und Aψ2 = ϕ2 gilt:

A(c1ψ1 +c2ψ2) = c1ϕ1 +c2ϕ2,

wobei c1, c2 komplexe Zahlen sind.

Definition 5 6 DasSkalarproduktzweier Funktionenψ, ϕ ∈ L2 ist definiert durch

〈ϕ|ψ〉 =
Z

ϕ(x)ψ(x)d3x.

Es besitzt folgende Eigenschaften:

〈ϕ|ψ〉 = 〈ψ|ϕ〉, (2)

〈ϕ|c1ψ1 +c2ψ2〉 = c1〈ϕ|ψ〉+c2〈ϕ|ψ〉, (3)

〈c1ϕ1 +c2ϕ2|ψ〉 = c1〈ϕ1|ψ〉+c2〈ϕ2|ψ〉, (4)

〈ϕ|ϕ〉 ≥ 0 und〈ϕ|ϕ〉 = 0⇔ ϕ ≡ 0. (5)

Für Operatoren gilt:

〈ϕ|Aψ〉 =
Z

ϕ(x)Aψ(x)d3x.

Definition 6 A† heißt zu A hermitesch adjungierter Operator, wenn
gilt

〈A†ϕ|ψ〉 = 〈ϕ|Aψ〉, (6)
Z

(A†ϕ)ψd3x =

Z

ϕAψd3x. (7)

Definition 7 Für eineEigenfunktionψ eines Operators A gilt:

A|ψ〉 = a|ψ〉.

a ist hierbei eine komplexe Zahl, dieEigenwert genannt wird.

Definition 8 Der Operator A heißthermitesch, wenn gilt: A† = A, A : D ⊂ L2 →
L2 und A† : D ⊂ L2 → L2, D dicht. Die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind
reell7 und Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.8

6Wir werden hier direkt die Dirac-Notation aus „Bra“s und „Ket“s verwenden. soll hierbei die kom-
plexe konjugierte Zahl bezeichnen.

7SeiA hermitescher Operator,ψ Eigenfunktion unda der zugehörige Eigenwert.a〈ψ|ψ〉 = 〈ψ|Aψ〉=
〈A†ψ|ψ〉 = a〈ψ|ψ〉 ⇒ a = a⇒ a reell.

8Sei ϕ weitere Eigenfunktion samt Eigenwertb von A. a〈ϕ|ψ〉 = 〈ϕ|Aψ〉 = 〈Aϕ|ψ〉 = b〈ϕ|ψ〉 =
b〈ϕ|ψ〉 ⇒ 0 = 〈ϕ|Aψ〉− 〈Aϕ|ψ〉 = (a− b)〈ϕ|ψ〉. Sind a und b nicht-entartete Eigenwerte, also unter-
schiedlich, muss gelten:〈ϕ|ψ〉 = 0
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Definition 9 Seien A,B Operatoren, dann ist der (Anti-)Kommutator definiert durch

[A,B] = AB−BA, (8)

{A,B} = AB+BA. (9)

Bem: Gilt[A,B] = 0, so haben die Operatoren A und B ein gemeinsames System von Eigenfunk-
tionen: SeiΨ Eigenfunktion zu A mit Eigenwertε, dann gilt: A(BΨ) = BAΨ = BεΨ = ε(BΨ),
also ist auch BΨ Eigenfunktion von A. Umgekehrt, seiΨ Eigenfunktion zu B, dann folgt, dass
AΨ auch Eigenfunktion von B ist. Ergo folgt das Gewünschte.

Wahrscheinlichkeitsdichte, -strom und Kontinuitätsgleichung Die erwähnten Spalt-
experimente mit ihrer wellenähnlichen Intensitätsverteilung induzieren die Interpreta-
tion des Quadrats der Wellenfunktion als Wahrscheinlichkeitsdichte.

Definition 10 DieWahrscheinlichkeitsdichteeiner Wellenfunktionψ ist de-
finiert als:

ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 =

Z

ψ(x, t)ψ(x, t)d3x.

Ihre zeitliche Veränderung wird bestimmt durch die Schrödingergleichung (1).

Definition 11 Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j ist definiert durch

∂ρ(x, t)
∂t

= j(x, t) =
h̄

2mi

[
ψ(∇ψ)− (∇ψ)ψ

]
. (10)

Die Definitionen der Wahrscheinlichkeitsdichte und der -stromdichte liefert die fol-
gendeKontinuitätsgleichung :

∂ρ(x, t)
∂t

+ ∇ · j(x, t) = 0. (11)

Sie besagt, dass die Teilchenzahl innerhalb eines Volumenskonstant ist, d. h. dass die
Norm einer Wellenfunktion erhalten ist.

2.1.2 Zweite Quantisierung

In der Natur gibt es genau zwei Arten von Wellenfunktionen, die völlig symmetri-
schen und die völlig antisymmetrischen, entsprechend zweiTeilchensorten, Bosonen
und Fermionen. Diese beiden Arten bilden unabhängige UnterräumeH a undH s des
HilbertraumsH1 ⊃ Ha ⊗H s. Um Mehrteilchenzustände in diesen Unterräumen oh-
ne aufwendige Summen zu (anti-)symmetrisieren, existiertein einfacher Formalismus
(siehe auch [42], Appendix C). Aufgrund der Analogie zu den Leiteroperatoren bei der
Lösung des harmonischen Oszillators mit den berühmten gequantelten Energieeigen-
wertenh̄(n+ 1

2) wir dieser „zweite Quantisierung“ genannt. Er arbeitet mitFeldopera-
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toren — Erzeugern und Vernichtern, die die Erzeugung und Vernichtung von Teilchen
beschreiben — und Vertauschungsrelationen:

ψ̂(x) = ∑
ν

ψν(x)aν (12)

mit aν =

Z

ψν(x)ψ̂(x)dx

ψ̂†(x) = ∑
ν

ψν(x)a
†
ν (13)

mit a†
ν =

Z

ψν(x)ψ̂†(x)dx

ψν(x) sind hierbei die Koeffizienten der Basis aller Einteilchenzuständeν im Hilber-
traumH1, aν und a†

ν sind Vernichter und Erzeuger dieser Einteilchenzustände.Die
Symmetrierelationen gelangen über (Anti-)Vertauschungsrelationen in den Formalis-
mus. Sie lauten für Bosonen

[ψ̂(x), ψ̂†(x′)] = δ(x−x′)1

[ψ̂(x), ψ̂(x′)] = 0, (14)

und für Fermionen

{ψ̂(x), ψ̂†(x′)} = δ(x−x′)1

{ψ̂(x), ψ̂(x′)} = 0. (15)

2.1.3 Elektromagnetismus

Wir wollen nun kurz auf den Einbau der elektromagnetischen Felder in den Hamil-
tonian der Schrödingergleichung eingehen. Außerdem wird die Invarianz des Vektor-
potentials gegenüber Eichung noch von Bedeutung sein und der Zeeman-Effekt wird
kurz Erwähnung finden.

Maxwellsche Gleichung und Minimale Substitution In der klassischen Elektrody-
namik [43] bestimmen die Maxwellgleichungen das Verhaltender Felder:

∇ ·E =
ρ
ε0

, (16)

∇×B− ∂E
c2∂t

= µ0J, (17)

∇×E+
∂B
∂t

= 0, (18)

∇ ·B = 0. (19)

Maxwell ergänzte dabei im wesentlichen das Gaußsche Gesetz(16), das Ampèresche
Gesetz (17) und das Faradaysche Gesetz um den nach ihm benannten Verschiebungs-
strom (17), so dass diese eine analoge Kontinuitätsgleichung erfüllen (11). Es lassen
sich elektrischesE und magnetisches FeldB durch Potentialeφ undA ausdrücken:

E = −1
c

∂A
∂t

−∇φ undB = ∇×A. (20)
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Mit der Lorentzkraft lässt sich eine einfache Bewegungsgleichung nach dem zweiten
Newton’schen Gesetz aufstellen.

m
dẍ
dt

= e
(
−∇φ− 1

c

∂A
∂t

+ 1
c

(
∇(ẋ·A)− ẋ(∇ ·A)

))

Für die totale Zeitableitungddt gilt dabei:

d
dt

=
∂
∂t

+
dx
dt

·∇ =
∂
∂t

+ ẋ·∇,

und es folgt:

m
dẍ
dt

= ∇
(
−eφ+

e
c

ṙ ·A
)
− e

c
d
dt

A

d
dt

(
mẋ+

e
c
A
)

︸ ︷︷ ︸
kanonischer Impuls

= ∇
(
−eφ+

e
c

ẋ·A
)

.

Damit lässt sich die Lagrangefunktion aufstellen,

L = 1
2mr̈2−e

(
φ+

1
c

ẋ·A
)

(21)

→ p =
∂L
∂ẋ

= mẋ+
e
c

A, (22)

und aus ihr wiederum die Hamiltonfunktion bzw. nach dem Korrespondenzprinzip9

der folgende Hamiltonian. Diese Ersetzung wird auchminimale Substitutiongenannt.

H =
1

2m

(
h̄
i

∇− e
c

A

)2

+eφ+V(x), (23)

wobeiedie Ladung des Elektrons ist,mseine Masse undc die Lichtgeschwindigkeit.
Nun wollen wir keine beliebigen Felder betrachten, sonderninsbesondere räumlich
homogene, zeitlich konstante Magnetfelder. Damit fälltφ aus dem Hamiltonian heraus
undA lässt sich wie folgt schreiben, wie sich durch Einsetzen in (20) leicht verifiziert:

A = −1
2 [r ×B] , (24)

wobeir der Ortsoperator ist.

Eichfreiheit Das Vektorpotential ist aber dennoch nicht eindeutig bestimmt, es kann
wie folgt transformiert werden und führt dennoch zum gleichen magnetischen Feld B,
wie sofort anhand von (20) einzusehen ist.10

A→ A′ = A+ ∇Φ. (25)

9Dies ist eine empirische Ersetzungsregel, welche von der klassichen Hamiltonfunktion mit ihren
Koordinaten zur Operatorform des quantenmechanischen Hamiltonians führt. Es gilt bspw. für den kine-
tischen Impulsp→ h̄

i ∇. Mittlerweile existiert ein rigiderer mathematischer Formalismus.
10Denn∇× (∇φ) = 0 für ein beliebiges Skalarfeldφ.
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Anormaler Zeemann-Effekt Wie schon erwähnt, wollen wir nicht die Pauliglei-
chung lösen, welche den Spin der Elektronen berücksichtigt. Das heißt aber, dass wir
keine Kopplungen zwischen Spin und Magnetfeld erfassen. Wir kennen jedoch den
Einfluss eines äußeren, konstanten Magnetfelds auf den Drehimpuls und den Spin ei-
nes Moleküls, genauer seinen Hamiltonian. Bei einem schwachen äußeren Feld ent-
steht der anormale Zeeman-Effekt

Hzeemann=
e0

2mc
(Lz+2Sz)B, (26)

wobei Lz der Drehimpulsoperator der dritten Komponente ist undSz analog für den
Spin. Damit ergibt sich nach kleiner Rechnung die Aufspaltung

∆Ezeeman= µBgJMJB,

wobei der Landé-FaktorgJ wie folgt gegeben ist:

gJ = 1+
J(J+1)+S(S+1)−L(L+1)

2J(J+1)

Hier gilt J = L+S, undL undSsind die Drehimpuls- und Spinquantenzahlen,µB = e0h̄
mc

das Bohrsche Magneton undMJ nimmt Werte von−J bisJ an.

Notation und Einheiten Mit Ψ wird stets eine Gesamtwellenfunktion gemeint sein,
zugehörig zu einem HamiltonianH, der ein System aus Kernen und Elektronen be-
schreibt.r und R bezeichnen einen Ortsvektoren imR 3 und sind durch einen In-
dex als Komponenter i oderRi gekennzeichnet.ψ bezeichnet eine elektronische Ein-
zelwellenfunktion, meist ein einzelnes Orbital, welches einfach oder doppelt besetzt
und zusätzlich durch einen Index ergänzt sein kann. Der Index 0 markiert jedoch
stets einen Grundzustand, entweder bezüglich einer Wellenfunktion oder einer Dich-
te n. ϕ steht für einen Gradienten, also keine eigentliche Wellenfunktion. Das Til-
de˜ soll eine verwandte oder auch eine abgeleitete Größe wie dieorthonormalisierte
Wellenfunktion kenntlich machen, die aber in direktem Zusammenhang zu der Funk-
tion ohne Tilde steht. Einen Operator werden wir, wenn es sinnvoll oder nötig er-
scheint, durch ein Dacĥ, analog einen Vektor durch einen expliziten Pfeil→ hervor-
heben. Schließlich sollen kalligraphische Buchstaben Funktionale — z. B. Energie-
funktional E — und arabische skalare Größen oder ihre zugehörigen Operatoren —
GesamtenergieE oder HamiltonianH — unterscheidbar machen. Soweit nicht an-
ders erwähnt werden wir außerdem stets atomare Einheiten (e2 = h̄ = h

2π = m = 1,
a0 = 1a.u. = 0.5291772110−10 m, 1Ht = 2Ry= 27.2144eV = 627.5095kcal/mol)
verwenden. Besonders wichtige, grundlegende Formeln odersolche auf die häufig Be-
zug genommen wird, werden durch einen Rahmen hervorgehoben.

2.1.4 Hamiltonian eines Festkörpers

Nun wollen wir die Basis aller späteren Näherungen angeben,den exakten Hamil-
tonian eines Festkörpers. Er besteht aus fünf grundlegenden Teilen, den kinetischen
Energien der Elektronen und der Kerne, den abstoßenden Coulombwechselwirkungen
der Elektronen und der Kerne jeweils untereinander und den anziehenden zwischen
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Kernen und Elektronen. SeiNe die Zahl der Elektronen undNk die Zahl der Kerne.
Außerdem sei alles in natürlichen Einheiten dargestellt, Energie in RydbergRy und
Längen in Bohrradiena0, dann gilt:

H = −
Ne

∑
n=1

1
2∇2−

Nk

∑
n=1

1
2M

∇2 (27)

+1
2

Ne

∑
i< j

1
|r i − r j |

+ 1
2

Nk

∑
i< j

ZiZ j

|Ri −Rj |

−
Ne

∑
i=1

Nk

∑
j=1

Z j

|r i −Rj |
.

2.1.5 Fluch der Dimension und der Skala

Mit dem Hamiltonian des Gesamtsystems und der Schrödingergleichung sind wir grund-
sätzlich in der Lage, alle Zustände des Systems zu bestimmenund mittels dieser lassen
sich alle weiteren Eigenschaften ermitteln. In dem Hamiltonian tauchen jedoch meh-
rere Summen auf, über die Elektronen- und Kernanzahl, und wir wollen den Aufwand
einer Diagonalisierung in einer geeigneten Basis dieses Eigenwertproblems zur Be-
stimmung der Energieeigenwerte abschätzen.

Dabei müssen wir uns aber im Klaren darüber sein, dass mitNe alle Elektronen
und mitNk alle Kerne des makroskopischen Festkörpers gemeint sind - aufgrund der
unendlichen Reichweite des Coulombpotentials müssen alleberücksichtigt werden —
wollen wir wirklich exakt rechnen. Eine sehr typische Zahl zur Abschätzung beider ist
die von Avogadro hypothetisierte und von Loschmidt berechnete Loschmidt-Zahl oder
Avogadro-Konstante von 6.022·1023mol−1, die die Molekülzahl pro Mol eines Stof-
fes angibt. Diese Zahl entspricht ziemlich genau der Anzahlan Sternen im Universum,
welches bei einer geschätzten Masse von 1053kg und einer mittleren Sternmasse von
2 ·1030kg im Mittel 0,5 ·1023 Sterne enthält. Problematisch ist hier schlicht der Ska-
lenunterschied der Dinge, die wir exakt lösen können und jener, die uns im alltäglichen
Leben begegnen. Die typische menschliche Skala ist 1m, diejenige, auf der wir exakte
Lösungen haben, aber 10−10m, die Größe des Wasserstoffatoms samt Elektronenhülle.
Es ist jedenfalls sofort klar, dass eine solche Matrix wederanalytisch noch nume-
risch zu lösen ist. Heutige Supercomputer können≈ 1012 Bytes speichern und 1012

Fließkommarechenoperationen pro Sekunde ausführen. Der Aufwand einer Diagona-
lisierung wäre aber in jedem FalleO(NlogN) ≈ 1024 an Rechenzeit und mindestens
O(N) an Speicher beiN Teilchen — unter der Annahme dünn besetzter Matrizen, was
aufgrund der Wechselwirkungsterme aber ohne Vereinfachung nicht gegeben ist. Eine
numerische Lösung würde also mindestens≈ 105 Jahre benötigen.

Ohne Näherungen geht es also nicht.
Um zu sinnvollen Näherungen zu gelangen, ist es hilfreich, das vorhandene Wissen
über das System einzusetzen. Glücklicherweise ist unser Fundus in dieser Hinsicht
recht groß. Im Folgenden werden wir die unterschiedlichen Massen von Elektronen
und Kernen, den fermionischen Charakter der Elektronenwellenfunktion, die struktu-
relle Periodizität einiger Stoffe, analytische Rechnungen von Elektron-Elektron-Wech-
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selwirkungen und nicht zuletzt den Unterschied zwischen Kern- und Valenzelektronen
ausnutzen können.

2.1.6 Born-Oppenheimer-Näherung

Das Verhältnis von Elektron- zu Protonmasse beträgt1
1820. Da beide eine betragsmä-

ßig gleiche Ladung haben, also ähnlich großen Abstoßungs- und Anziehungskräften
erfahren, werden sich Elektronen sehr viel schneller auf Veränderungen im externen
Potential einstellen als die Kerne, da sie viel größere Beschleunigungen aufgrund ihrer
kleineren Masse erfahren. Die Idee ist also, dass sich die Elektronen an eine Verände-
rung des Potentials durch veränderte Kernpositionen quasiinstantan anpassen werden.
Wir wollen also das Gleichungssystem wie folgt separieren:

Ψgesamt(. . . , r i , . . . ,Rj , . . . , t) = Ψelektronisch
...,Ri ,... (. . . , r j , . . .)Ψkern(. . . ,Ri, . . . , t).

Man erhält zwei Gleichungssysteme: Ein zeitunabhängiges,welches die Elektronen
im Potential der Kerne beschreibt, und ein zeitabhängiges,newtonförmiges, welches
die Bewegung der Kerne bestimmt. Zusätzlich lassen sich dieKerne als klassische
Teilchen nähern. Die Ortsoperatoren werden dabei zu Koordinaten, die Quanteneffekte
treten nur bei den Elektronen auf. Wir werden uns also im Folgenden nur noch mit
einer Lösung des elektronischen Systems auseinandersetzen. Dieses zeitunabhängige,
elektronische Gleichungssystem enthält immer noch viel zuviele Freiheitsgrade, um
numerisch in akzeptabler Zeit behandelbar zu sein.

2.1.7 Andere Näherungsideen

Zwar wollen wir uns mit der Dichtefunktionaltheorie beschäftigen, auf die wir im
nächsten Kapitel 2.2 näher eingehen werden. Zuvor sollen jedoch einige andere Ideen
kurz dargestellt werden. Die grundsätzliche Schwierigkeit ist die Konstruktion einer
Gesamtwellenfunktion, die den Zustand des Systems repräsentiert. Für ein einzelnes
Wasserstoffatom ist eine analytische Angabe der Wellenfunktion möglich (siehe [44]
Abschnitt 2.3), aber wie oben dargelegt ist für ausgedehnteFestkörper eine solche
Angabe völlig unmöglich. Im Folgenden werden wir also verschiedene Ansätze darle-
gen, wie eine solche Gesamtwellenfunktion näherungsweiseaufgebaut werden kann.
Sie alle beruhen auf einem Produktansatz, die Gesamt- aus Einzelwellenfunktionen
darzustellen. Dabei wird auf bekannte Lösungen wie Ebene Wellen (Lösung der frei-
en Schrödingergleichung) oder Gaußfunktionen (ähneln derLösung des Wasserstoffa-
toms) zurückgegriffen.

Hartree- und Hartree-Fock-Gleichung Wir wollen der einführenden Darstellung
von [42] folgen. Zunächst lässt sich die Gesamtwellenfunktion als Produkt ausNψ
oder mehr Einzelwellenfunktionen schreiben. Dies führt zur Hartree-Methode, wel-
che zunächst von einem System nicht-wechselwirkender Teilchen ausgeht. Es muss
jedoch gesichert sein, dass die Gesamtwellenfunktion antisymmetrisch ist, d. h. unter
Vertauschung zweier Elektronen wechselt sie das Vorzeichen,

Ψ(x1,x2,x3, . . . ,xNψ) = −Ψ(x2,x1,x3, . . . ,xNψ),
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wobei im folgendenxi sämtliche Quantenzahlen — Raum, Impuls, innere — eines
Teilchensi bezeichnet. Dies bedeutet gleichzeitig, dass es niemals zwei Fermionen
mit exakt gleichen Quantenzahlen geben kann. Es wird nach seinem EntdeckerPauli-
Ausschlussprinzipgenannt. Die Hartree-Methode verletzt diese Forderung, was zu ent-
sprechend großen Modellfehlern führt.
Ein verbesserter Ansatz ist, die Gesamtwellenfunktion alsantisymmetrisches Produkt
zusammenzusetzen. Der Formalismus wirdSlater-Determinantegenannt:

ΨHF =
1√
Nψ!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1(x1) ψ2(x1) . . . ψNψ(x1)

ψ1(x2) ψ2(x2) . . . ψNψ(x2)
...

... . . .
...

ψ1(xNψ) ψ2(xNψ) . . . ψNψ(xNψ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1√
Nψ!

det[ψ1ψ2 . . .ψNψ ].

Die GesamtwellenfunktionΨHF wird auf 1 normiert und als Energie erhalten wir,

EHF = 〈ΨHF |H|ΨHF〉 =
Nψ

∑
i=1

Hi +
Nψ

∑
i, j=1

(Ji j −Ki j ), (28)

mit Hi =
Z

ψi(x)[−1
2∇2 +v(x)]ψi(x)dx, (29)

Ji j =
ZZ

ψi(x1)ψi(x1)
1

r12
ψ j(x2)ψ j(x2)dx1dx2, (30)

Ki j =

ZZ

ψi(x1)ψ j(x1)
1

r12
ψi(x2)ψ j(x2)dx1dx2, (31)

wobei gilt, dassJii = Kii . Hi ist der Eigenwert der Einzelwellenfunktion,Ji j wird
Coulomb-undKi j Austauschintegral genannt.11 Wird (28) unter gleichzeitiger Ortho-
normalisierungsnebenbedingung minimiert, folgt dieHartree-Fock-Differentialgleichung.

F̂ψi(x) =
Nψ

∑
j=1

εi j ψ j(x), (32)

F̂ = −1
2∇2+v(x)+ ĵ − k̂︸︷︷︸

ĝ

,

ĵ(x1) f (x1) =
Nψ

∑
k=1

Z

ψk(x2)ψk(x2)
1

r12
f (x1)dx2,

k̂(x1) f (x1) =
Nψ

∑
k=1

Z

ψk(x1) f (x1)
1

r12
ψk(x2)dx2,

11Das Coulombintegral ist der Überlapp der (Ladungs)dichte eines Elektrons i im Coulombfeld des
Elektrons j. Das Austauschintegral wird erst im Erzeuger/Vernichterbild der zweiten Quantisierung ver-
ständlicher: Elektron i wird am Ortx1 erzeugt, während j dort vernichtet wird, und gleichzeitig wird i am
Ort x2 vernichtet und j dort erzeugt. Beide tauschen also die Plätze. Da dies nach dem Ausschlussprinzip
ein nicht selbstverständlicher Vorgang ist, muss mit ihm eine Energie zusammenhängen. Je näher die
beiden Elektronen zusammen sind, desto größer ist die abstoßende Wirkung des Prinzips.



2.1 Grundlagen 23

mit einer willkürlichen Funktionf (x) und der hermiteschen Matrixε aus Lagrange-
multiplikatoren, die aus der Nebenbedingung erwachsen.ĝ wird hier kurz Coulomb-
Austausch-Operator genannt. Zu beachten ist, dass der Fock-OperatorF̂ von denψi

abhängt. Das Gleichungssystem ist demnach nicht-linear und kann über dieMethode
des selbst-konsistenten Feldesgelöst werden. Diese wird uns später wieder begegnen.
Für die Hartree-Fock-Gesamtenergie, die stets eine obere Grenze der eigentlichen
Grundzustandsenergie ist, findet sich schließlich,

EHF =
Nψ

∑
i=1

Hi +
1
2

Nψ

∑
i, j=1

(Ji j −Ki j ), (33)

wobei die Energie der Kerne noch nicht einbezogen wurde. Haben wir n Elektronen
in unserem System, so werden die Eigenzustände, die zu den niedrigsten n Energieei-
genwerten gehören, „besetzt“ genannt, während die restlichen „unbesetzte“ oder „vir-
tuelle“ Zustände heißen. Man kann beliebig viele Zustände in die Slaterdeterminan-
te (28) einbeziehen, die Gesamtenergie wird generell immerkleiner werden, bis sie
das Hartree-Fock-Limit erreicht.

CI-Verfahren Wir folgen nun [45], Kapitel 4. Für die Chemie waren die Hartree-
Fock-Gleichungen ein großer Durchbruch, da Bindungsenergien bis zum Prozentbe-
reich genau berechnet werden konnten. Sie versagen jedoch,beispielsweise in der qua-
litativen Vorhersage der Reihenfolge der Ionisierungspotentiale des Stickstoffmoleküls
oder Dissoziierungen vonH2 in 2H. Um die Hartree-Fock-Methode zu verbessern, er-
wuchs dasconfiguration interaction-Verfahren.

Der Ansatz ist, den Hamiltonian in einer Basis ausNψ-Elektronen-Wellenfunk-
tionen zu diagonalisieren. DieNψ niedrigsten Eigenfunktionen, zusammengesetzt als
Slater-Determinante, sind die im variationellen Sinne beste Näherung an die Gesamt-
grundzustandswellenfunktion. Jedoch ist diese nicht die einzige mögliche Determi-
nante, stehenn > Nψ Wellenfunktionen zur Verfügung. Es gibt

(Nψ
n

)
Möglichkeiten,

diese zu kombinieren. Der Ansatz des CI-Verfahrens ist nun,den Hamiltonian in der
Basis k solcher unterschiedlicher Slater-Determinanten darzustellen, die Gesamtwel-
lenfunktion also als Linearkombination vieler einzelner Determinanten.
Seiχi ein solch vollständiger Satz von Funktionen, dann lässt sich jede Funktionφ(x)
in dieser Basis darstellen:

φ(x1) = ∑
i

αiχi(x1).

Hängtφ(x1,x2) von zwei Variablenx1, x2 ab, so geht dies völlig analog. Halten wirx2

fest,
φ(x1,x2) = ∑

i

αi(x2)χi(x1),

und stellen anschließend die vonx2 abhängigenαi(x2) wiederum in der Basis dar,

αi(x2) = ∑
j

bi j χ j(x2),

so erhalten wir,
φ(x1,x2) = ∑

i j
bi j χi(x1)χ j(x2),
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wobei jedoch gelten muss:bi j = −b ji und bii = 0, daφ(x1,x2) antisymmetrisch ist.
Das bedeutet, wir können jede beliebige antisymmetrische Funktion zweier Variablen
in der Basis der Ein-Teilchen-Determinanten darstellen. Dies lässt sich auf beliebig
viele Variablen erweitern. Ergo kann die exakte Grundzustandswellenfunktion desNψ-
Elektronen-Systems aus der Linearkombination aller möglichen Slater-Determinanten
der vollständigen Basis dargestellt werden. Da jede Determinante einer bestimmte An-
regung entspricht, gibt jede eine Konfiguration des Systemsan, daher der Name des
Verfahrens. Diese angeregten Determinanten werden in der Notation als Differenz zur
Hartree-Fock-Determinante geschrieben.

|φ〉 = |ΨHF〉+∑
ra

cr
a|Ψr

a〉+ ∑
a<b,r<s

crs
ab|Ψrs

ab〉+ . . . ,

wobei die oberen Indizies immer für virtuelle, hereingenommene und die unteren für
besetzte, herausgenommene Wellenfunktionen stehen.
In der Theorie wäre dieses Verfahren exakt, wäre eine unendliche Basis wählbar, in
der Praxis ist dies jedoch nicht möglich.
Den Fehler von Hartree-FockEHF zu diesem exakten WertE0 wird als Korrelations-
energie bezeichnet, die wie folgt allgemein anerkannt [46]definiert ist:

Ec = E0−EHF . (34)

Er ist stets negativ, daEHF eine obere Grenze der Grundzustandsenergie darstellt.

Full-CI Es ist wie gesagt in der Praxis unmöglich, in der unendlichenBasis zu
arbeiten. Wird eine endliche Basisn > Nψ genommen, dann bilden die

(Nψ
n

)
unter-

schiedlichen Determinante keine vollständigeNψ-Elektronen-Basis mehr. Wird der
Hamiltonian in dieser endlichen Basis diagonalisiert, folgt eine exakte Lösung für
diesen n-dimensionalen Unterraum der Einzelwellenfunktionen bzw. für den

(Nψ
n

)
-

dimensionalen Unterraum derNψ-Elektronen-Wellenfunktion. Diese Erweiterung wird
full CI genannt. Aufgrund der Fakultäten wird jedoch die Zahl der zubetrachtenden
Determinanten und damit die Dimension des numerischen Problems selbst bei kleinen
Systemen außerordentlich schnell sehr groß. Dennoch stellt „full CI“ für eine gegebe-
ne Ein-Elektron-Basis das exakteste Verfahren dar, an dem sich alle anderen messen
lassen.
In der Praxis wird deswegen versucht, eine Vorgehensweise zu finden, um nur die
wichtigsten angeregten Determinanten in einer endlichen Basis zu vereinen. Ein erster
Ansatz ist, nur Determinanten bis zu einer bestimmten Zahlmvon angeregten Elektro-
nen zu betrachten, also einfach, doppelt, dreifach, . . . angeregte. Daraus entstandsingly
and doubly excited CI(SDCI), bei dem alsom= 2 gewählt wird. Die Zahl der einfach
angeregten ist in Korrelationsenergien üblicherweise vernachlässigbar, weswegen wir
sie hier weglassen (DCI).

|φDCI〉 = |ΨHF〉+ ∑
c<d,t<u

ctu
cd|Ψtu

cd〉.

Die Korrelationsenergie ergibt sich dann wie folgt:

(H −E0)

(
|ΨHF 〉+ ∑

c<d,t<u

ctu
cd|Ψtu

cd〉
)

= Ec

(
|ΨHF 〉+ ∑

c<d,t<u

ctu
cd|Ψtu

cd〉
)

.
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Multiplizieren wir nacheinander mit〈ΨHF | und 〈Ψrs
ab| erhalten wir das DCI-Glei-

chungsystem, welcheEc bestimmt. Wir definieren folgende Matrizen und können dann
ein analoges Matrixgleichungssystem angeben:

(B)rasb = 〈Ψrs
ab|H|ΨHF〉

(D)rasb,tcud = 〈Ψrs
ab|H −E0|Ψtu

cd〉
(c)rasb = crs

ab

⇒
(

0 B†

B D

)(
1
c

)
= Ec

(
1
c

)
.

Die Zahl der doppelt besetzten kann aber wiederum zu groß werden, weswegen mit
Abschätzverfahren versucht wird, die wichtigsten vorher herauszufinden und nur diese
in die Basis einzubeziehen. Dies wird über Störungsbetrachtung erreicht. Wird die
untere Matrixzeile nachc gelöst und in die obere ein eingesetzt, folgt die Gleichung:

Ec = −B†(D−1Ec)
−1B.

Durch Nähern vonD−1Ec ≈D und der Bestimmung der Inversen von D unter der An-
nahme, dass die Matrix diagonal ist, folgt die Abschätzung des Beitrags der einzelnen
|Ψrs

ab〉 zu Ec:

Ec
∼= − ∑

a<b,r<s

〈ΨHF |H|Ψrs
ab〉〈Ψrs

ab|H|ΨHF〉
〈Ψrs

ab|H −E0|Ψrs
ab〉

.

Coupled Cluster Approximation Die configuration interaction-Verfahren — bis
auf full-CI — werden problematisch, sobald es um ausgedehnte Systeme geht. Bei-
spielsweise liefern sie für die Korrelationsenergie einerMinimalbasis von interagie-
rendenH2 Molekülen eine Proportionalität vonN1/2. Während eine lineare Abhän-
gigkeit von der Teilchenanzahl zu erwarten ist, da die Energie eines makroskopischen
Körpers eine thermodynamische Größe ist. Für die Korrelationsenergie pro Atom in
einem Gitter sagt diedoubly excited CI-Methode sogar einen Wert von 0 voraus. Wir
wünschen uns Verfahren, die gleich sinnvolle Vorhersagen für ein Molekül wie für
seine dissozierten Bruchstücke liefern. Sie werdensize consistent(größenkonsistent)
genannt, wenn die Energien mit der Teilchenzahl skalieren.
Die erste Idee ist, zunächst Paare von Elektronen statt einzelner zu betrachten und
zu versuchen, die Korrelationsenergie für Paare anzugeben. Dieses Verfahren wird
„Independent Electron Pair Approximation“ genannt. Dadurch wird dasNψ-Elektron-

Problem auf einNψ(Nψ−1)
2 -Zwei-Elektron- transformiert. Als nächstes wird die Wech-

selwirkung zwischen zwei Paaren hinzu genommen. Dazu müssen vierfach, sechsfach,
. . . angeregte Determinante betrachten werden (Coupled Cluster Doubles). In einem er-
sten Schritt werden die vierfachen Anregungen als Funktionen der zweifachen ausge-
drückt. Sie ergeben näherungsweise ein Produkt der beiden zugehörigen zweifachen
Anregungen — in analoger „Näherung“ der Gesamtwellenfunktion als Produkt der
Einzelwellenfunktionen im Hartree-Modell. Bei dieser Vorgehensweise ergibt sich ein
größenkonsistentes Modell. Die Umwälzung in ein numerischtraktierbares Modell ist
jedoch recht umfangreich, da auch einfach, dreifach, . . . angeregte Determinanten und
deren Paarkopplungen betrachtet werden müssen.
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Der Aufwand und die Komplexität insbesondere hinsichtlichder Zusammenstellung
einer Basis aus Determinanten verschiedener Wellenfunktionen läßt uns nach anderen,
alternativen Verfahren suchen. Es ist bekannt, dass die DFTgegenüber anderen Ver-
fahren im Vorteil ist, wenn viele Elektronen betrachtet werden sollen und gleichzeitig
kein absolutes Höchstmaß an Genauigkeit gefordert wird [47]. Denn die Dichtefunk-
tionaltheorie folgt dem Ansatz, dass sich alle Größen des Grundzustands eines Systems
allein aus der Elektronendichten bestimmen lassen.
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2.2 Dichtefunktionaltheorie

Die grundlegende Idee in diesem Modell geht zunächst auf Thomas und Fermi um
1927 zurück, welche in einer ersten Näherung die Verteilungder Elektronen um ein
Atom als Elektronengas auffassen und daher die folgende Annahme aufstellen [48]:
„Elektronen sind homogen im sechs-dimensionalen Phasenraum verteilt, wobei sich je
zwei Elektronen hinsichtlich des Impulses einh3-Volumen teilen.“ Über rein geome-
trische Überlegungen für die Anzahl der Zustände pro Volumen, die Zustandsdichte,
lässt sich anschließend die totale (kinetische) Energie∆E für eine Anzahl Elektronen
∆N innerhalb einer Zelle durch die Thomas-Fermi-Formel abschätzen.

∆E =
3
5

∆NεF

=
3h2

10m

(
3
8π

)2/3

l3
(

∆N
l3

)5/3

,

wobei l die Kantenlänge des Würfels ist, so dassl3 = ∆V, m die Elektronenmasse
undεF die Fermi-Energie sind. Und schließlich folgt ein Funktional für die kinetische
Energie (in atomaren Einheiten), welches nur von der Dichten(r) am Ortr abhängt.

TTF[n] = CF

Z

n5/3(r)dr (35)

mit CF =
3
10

(
3π2)2/3 ≈ 2.817.

Diese Überlegungen, wenn auch später noch oft modifiziert, hatten jedoch zunächst
reinen Modellcharakter, da das vorgeschlagene Energiefunktional basierend auf die-
ser Dichteverteilung keine Molekülbindungen vorhersagt.1964 bewiesen Hohenberg
und Kohn jedoch zwei entscheidene Theoreme, die nahelegten, dass das Modell von
Thomas und Fermi zunächst nur eine Näherung an eine exakte Theorie darstellte, die
Dichtefunktionaltheorie, die wir in diesem Abschnitt erläutern werden.

Der Aufbau dieses Abschnitts ergibt sich wie folgt: Wir geben zunächst diese beiden
Theoreme wieder und erläutern sie. Anschließend stellen wir kurz das Variationsprin-
zip dar. Dann jedoch folgt die wichtige Erweiterung der Hohenberg-Kohn-Theoreme
durch Kohn und Sham zu einem zu minimierenden Eigenwertgleichungssystem, wel-
ches die exakte Berechnung des kinetischen Funktionals überhaupt erst ermöglichte.
Außerdem liefern sie einen Ansatz für die nicht-klassischeSelbstwechselwirkung der
Elektronen, die lokale Dichtenäherung (LDA). Wir werden sie in der parametrisierten
Form von Perdew und Zunger nach Ceperley und Alder besprechen und auch kurz auf
die Näherungen in zweiter Ordnung eingehen, die verallgemeinerten Gradientenver-
fahren (GGA). Alle bis dahin gemachten Näherungen werden wir dann noch einmal
kurz zusammenfassen. Schließlich wollen wir die Theorie auf unser Problem anwen-
den und den dazu nötigen Formalismus darlegen. Für eine Diskretisierung im Rah-
men numerischen Berechnungen wird die Angabe von Randbedingungen und weiter-
hin auch einer Basis benötigt, in der die Kohn-Sham-Eigenfunktionen approximiert
werden.
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2.2.1 Hohenberg-Kohn-Theoreme

Der elektronische Hamiltonian lässt sich wie folgt schreiben:

H = T +V +U, (36)

mit T = 1
2

Z

Ω
∇ψ(r)∇ψ(r)dr,

V =

Z

Ω
v(r)ψ(r)ψ(r)dr,

U = 1
2

Z

Ω

1
|r − r ′|ψ(r)ψ(r ′)ψ(r ′)ψ(r)drdr′.

Dieser HamiltonianH eines Systems bestimmt mit seinem externen Potenialv sämt-
liche Energiezustände. Den zu ihm gehörenden Grundzustanderhalten wir über die
Minimierung des folgenden Funktionals.Ψ bezeichne hierbei die Gesamtwellenfunk-
tion.

E [Ψ] =
〈Ψ|H|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 . (37)

Ein System, welches genauN Elektronen enthält, ist aber in seinem Hamiltonian durch
v bereits vollständig fixiert, d. h. durch das äußere Potential ist die Grundzustandsdich-
te festgelegt.
Das erste Theorem von Hohenberg und Kohn besagt nun letztlich genau dies, dass
es eine eindeutige Zuordnung von Elektronendichten(r) und externem Potentialv(r)
gibt: [49]

„Wir bemerken, dass die Elektronendichte im Grundzustand offensichtlich ein
Funktional vonv(r) ist. Umgekehrt istv(r) ein eindeutiges Funktional von
n(r), abgesehen von einer trivialen, additiven Konstante.“

Da damit auch der Hamiltonian eindeutig der Grundzustandselektronendichte zuge-
ordnet ist, die wiederum die Energiezustände bestimmt, lässt sich die Grundzustands-
energie des Systems als FunktionalE v[n] einzig von der Dichten(r) schreiben.
Das zweite Theorem besagt, dass nicht beliebigen(r) die Grundzustandsdichten0 re-
präsentieren können, sondern nur jene, die einerseits das Energiefunktional minimie-
ren und andererseitsv-darstellbar12 sind, und außerdem dass für jedesv-darstellbare
n′(r) gelten muss:E [n0] ≤ E [n′]

„E v[n] nimmt seinen Minimalwert für korrektesn(r) an, wenn die zulässigen
Funktionen durch die folgende Bedingung eingeschränkt sind.“

N [n] =

Z

n(r)dr = N

Diese Bedingung der obigenv-Darstellbarkeit findet sich zunächst nicht in dem Theo-
rem, aber in dem von Hohenberg und Kohn gewählten Beweis, welches nur diese Dich-
ten zulässt. Diese Bedingung ist zunächst recht problematisch, da bis heute nicht allge-
mein bewiesen werden kann, ob eine Dichtev-darstellbar ist. Es existieren nur einige

12Eine Dichten(r) ist v-darstellbar, wenn sie sich mittels∑k ψk(r)ψk(r) aus den Wellenfunktionenψk
ergibt, die der Schrödingergleichung des Hamiltonians, abhängig vonv, gehorchen. Nicht alle Dichten
erfüllen dies (für Gegenbeispiele siehe [42], Abschnitt 3.3).
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spezielle Dichten, für die es gezeigt wurde.13 Levy [51] zeigte 1979 jedoch einen an-
dere Beweis, bei dem nur die schwächere Bedingung der N-Darstellbarkeit14 erfüllt
sein muss. Diese kann nach Konstruktion durch beliebige glatte, stetige, orthonormale
Orbitale erfüllt werden ([53] oder [42], Abschnitt 3.3). Diese Beweisidee wollen wir
kurz wiedergeben.

Zu beweisen ist also, dass es eine eindeutige Zuordnung vonv undn0 gibt und dass für
jede beliebige andere Dichten gilt: E v[n0] ≤ E v[n]. Bezeichne hierbeiΨ0 die Grund-
zustandswellenfunktion undn0 die Grundzustandsdichte.
Zunächst ist eine Richtung leicht: IstΨ0 die Grundzustandswellenfunktion, welche (37)
erfüllt, also durchv fixiert ist, so folgt eindeutig durch Quadraturn0(r) = Ψ(r)Ψ(r)
als gesuchtev-darstellbare Grundzustandsdichte. Und diesesn0 erfüllt wegen (37) au-
tomatisch auchE [Ψ0] = E v[n0] ≤ E v[n].
Die andere Richtung ist nicht so trivial. Denn haben wir alsoeine Grundzustandsdichte
n0, so gibt es beliebig viele möglicheΨn0, die in Quadraturn0 ergeben würden. Die
richtige Ψ0 aber finden wir erst durch das Prinzip des minimierten Energiefunktio-
nals und der Definition des Grundzustands als untere Schranke E0 für die Energie des
Systems:

〈Ψn0|H|Ψn0〉 ≥ 〈Ψ0|H|Ψ0〉 = E0. (38)

Mittels (36) lässt sich ein dichteabhängiges Energiefunktional aufstellen:

E v[n] =
Z

Ω
v(r)n(r)dr

︸ ︷︷ ︸
V

+F [n]. (39)

Es ist an dieser Stelle hervorzuheben, dassF [n] ein allgemeines Funktional ist, wel-
ches für jedes elektronische System gilt, da alle Besonderheiten des Hamiltonians im
Potentialv enthalten sind.
DaV also ein reines Funktional der Dichte ist, folgern wir nun, dass unter allen mög-
lichen, nicht-entarteten WellenfunktionenΨn0, die die Dichten0 ergeben, jene die
gesuchte ist, welche den ErwartungswertF [n0] = 〈Ψn0|T +U |Ψn0〉 minimiert. Da-
mit haben wir eine „constrained-search“ Definition für dieses FunktionalF geliefert,
nämlich wie folgt:

F [n0] = MinΨ→n0〈Ψ|T +U |Ψ〉.

Diese Definition gestattet eine Erweiterung der möglichenv-darstellbaren Dichtenn0

— davon waren wir ausgegangen — zu allen N-darstellbaren Dichtenn.

F [n] = MinΨ→n〈Ψ|T +U |Ψ〉
= F [n0].

Wir trennen also die Minimierung des Funktionals zur Findung der Grundzustands-
wellenfunktion in zwei Schritte wie folgt auf: Im Innern suchen wir über alleΨ, die zu

13In [42] finden sich weiterführende Literaturhinweise zu diesem Problem auf dem Gitter: [50].
14Für diese soll nach Gilbert [52] gelten: 1.n(r) ≥ 0, 2.

R

n(r)dr = N und 3.
R |∇n(r)1/2|2dr < ∞.
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einer Dichten gehören. Im äußeren Schritt minimieren wir das Funktional bezüglich
dieser Dichten, umn0 zu finden:

E0 = MinΨ〈Ψ|T +V +U |Ψ〉
= Minn(MinΨ→n [〈Ψ|T +V +U |Ψ〉])

= Minn

(
MinΨ→n

[
〈Ψ|T +U |Ψ〉+

Z

v(r)n(r)dr

])

= Minn

(
F [n]+

Z

v(r)n(r)dr

)

= MinnE [n].

Damit besteht also nun ebenso eine Zuordnung von der Grundzustandsdichten0 zur
WellenfunktionΨ0 und zum Potentialv und das Hohenberg-Kohn-Theorem ist ge-
zeigt.

2.2.2 Variationsprinzip

Durch diese beiden Schritte ist uns ein Rechenschema an die Hand gegeben, mit dem
eine Bestimmung des Grundzustands möglich ist: Wir beginnen mit einer beliebigen
TestwellenfunktionΨ, für die

R

Ω Ψ(r)Ψ(r) = N gilt. Mittels derer und der aus ihr
resultierenden Dichte bestimmen wir die Energie des Systems. Das Variationsprinzip
von Ritz für beliebigesΨ besagt,

〈Ψ|H|Ψ〉 ≥ 〈Ψ0|H|Ψ0〉 = E0,

wobeiΨ0 den Grundzustand mit der EnergieE0 repräsentiert. Um diesen Zustand fest-
zulegen, benötigen wir für das notwendige Kriterium eines Extremums die Definition
die Variationsableitung [44].

Definition 12 ∂F [Ψ]
∂ψk(x)

heißt Funktional- oder Variationsableitung des Funktionals F [Ψ]

mitΨ = (ψ1(x)ψ2(x), . . . ,ψn(x)), wenn die Ableitung des FunktionalsF [Ψ+αφ] nach
α ∈ R für eine beliebige Funktionφ = (ϕ1(x),ϕ2(x), . . . ,ϕn(x)) existiert und sich in
der folgenden Form schreiben lässt.

(
d

dα
F [Ψ+ αφ]

)

α=0
=

Z n

∑
k=1

∂F [Ψ]

∂ψk(x)
ϕk(x)dx.

Mittels dieser Definition lässt sich nun die Grundzustandsdichten0 zum Funktional
E [n0] über das Stationaritätsprinzip unter der Nebenbedingung konstanter Teilchen-
zahl N definieren. Die Nebenbedingung wird dabei durch den Lagrange-Paramterµ,
dem chemischen Potential, eingeführt:

∂
∂n

(E [n]−µN[n])n=n0
= 0. (40)
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2.2.3 Kohn-Sham-Eigenwertgleichungen

Problematisch an der Bestimmung der Grundzustandsdichte ist die eindeutige Zuord-
nung der Dichte und des Potentials. Die Dichte bestimmt das Potential und das Poten-
tial wiederum die Dichte. Doch diese exakten, rein dichteabhängigen Funktionale sind
unbekannt, daher benötigen wir Näherungen.

Da die nun folgenden Funktionale ein entscheidender Punkt in der späteren nume-
rischen Berechnung sein werden, wollen wir sie ausführlichherleiten. Für ein nicht-
wechselwirkendes, homogenes Elektronengas ließen sich für die verschiedene Tei-
le des unbekannten Funktionals Terme angeben: Der kinetische folgt direkt aus den
Überlegungen von Thomas und Fermi (35), die klassische Selbstenergie aus dem Har-
treepotential, und das Kernpotential aus entsprechenden Potentialintegralen. Für ein
reales, wechselwirkendes System lässt sich das kinetischeFunktional und die nicht-
klassische Wechselwirkung nicht so einfach darstellen. Kohn und Sham stellten 1965
eine Möglichkeit vor, die kinetische Energie eines wechselwirkenden Systems durch
Darstellung mit Hilfe eines virtuellen nicht-wechselwirkenden Systems exakt zu be-
rechnen [54].
Wir werden hier der Herleitung von [44] folgen. Zunächst spalten wir das Funktio-
nal (39) weiter auf.

E [n] = Ts[n]+
Z

Ω
v(r)n(r)dr +EH [n]+E xc[n], (41)

wobeiE xc[n] sich analog zu (34) über die anderen vier Terme definiert.
Wir betrachten nun die Variationsableitung dieses Funktionals (40):

∂
∂n(r)

[
E [n]−µ

Z

Ω
n(r ′)d3r ′

︸ ︷︷ ︸
=N

]
= 0. (42)

Einsetzen des Funktionals liefert folgende Ausdrücke,

∂Ts[n]

∂n(r)
+v(r)+vH [n](r)+vXC[n](r)−µ= 0 (43)

mit vH [n](r) =
∂EH [n]

∂n(r)
=

∂
∂n(r)

1
2

Z

Ω

n(r)n(r ′)
|r − r ′| d3r ′ =

Z

Ω

n(r ′)
|r − r ′|d

3r ′ (44)

vxc[n](r) =
∂EXC[n]

∂n(r)
, (45)

wobei (44) das Hartree und (45) das Austausch-Korrelationspotential sind.

Obwohl es von der zu bestimmenden, unbekannten Dichten abhängt, nehmen wir nun
an, dass das Einteilchenpotential

U(r) = v(r)+vH [n](r)+vXC[n](r)

bekannt sei. Dann lässt sich die Schrödingergleichung des mittelsU aufgestellten Ha-
miltonians

H =
N

∑
j=1

[
−1

2∇2
j +U(r j)

]

über einen ProduktansatzΨ = ∏ j ψ j(r j) separieren und wir erhalten eine zu lösende
Einteilchengleichung — dieKohn-Sham-Gleichung:
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[
−1

2∇2 +U(r)
]

ψ j(r) = ε jψ j(r) (46)

mit
Z

ψ j(r
′)ψ j(r

′)d3r ′ = 1

Die GrundzustandsenergieE0 ergibt sich dabei über die Besetzung der unterstenN
Niveaus und analog die Grundzustandsdichte.
Wir haben also einmal den Hamiltonian des wechselwirkendenN-Elektronensystems (36)
mit Hohenberg-Kohn-Funktional und nun einen zweiten Hamiltonian (abhängig von
der unbekannte Dichten), für den ebenfalls das Hohenberg-Kohn-Theorem gelten
muss. Wir stellen das Funktional auf

Ẽ [ñ] = Ts[ñ]+
Z

Ω
U(r)ñ(r)d3r = E0 =

besetzt

∑
j

ε j (47)

und bilden wieder die Variationsableitung,

∂
∂ñ(r)

[
Ẽ [ñ]−µ

Z

Ω
ñ(r ′)d3r ′

︸ ︷︷ ︸
=N

]
= 0. (48)

Wir wollen kurz den Stand zusammenfassen. Beide Variationsableitungen (42) und (48)
ergeben identische Ausdrücke, d. h. nach dem Stationaritätsprinzip sind die Grundzu-
standsdichtenn und ñ identisch.

Ẽ [ñ] = Ts[n]+

Z

Ω
U(r)n(r)d3r =

besetzt

∑
j

ε j . (49)

Einsetzen vonU liefert eine Definition fürTs[n], die kinetische Energie von N wech-
selwirkenden Elektronen, und damit erhalten wir das endgültige Funktional wie folgt:

E [n] =
besetzt

∑
j

ε j −EH [n]−
Z

Ω
vXC[n](r)n(r)d3r +EXC[n]. (50)

Die besondere Idee von Kohn und Sham [54] war also die Einführung von wechselwir-
kungsfreien Eigenwertgleichungen, also dem Einschub von Wellenfunktionen in den
iterativen Prozess der Grundzustandsfindung. Dies war schon durch unsere Art der
Darstellung der „constrained-search“ Definition nahegelegt, jedoch hatten Kohn und
Sham diese Idee bereits 14 Jahre vor dem Beweis durch Levy. Diese Eigenwertglei-
chungen können durch dieMethode des selbst-konsistenten Feldes15 gelöst werden,
die uns schon in der Behandlung der Hartree-Fock-Methode begegnete.

Das Funktional (50) lässt sich auch in eine andere Form bringen, zu deren Auswertung

15Aufgrund der wechselseitigen Abhängigkeit muss, beginnend mit einer Startdichte, zunächst die
Kohn-Sham-Gleichungen gelöst werden, deren Quadratur bestimmt dann die neue Dichte. Für diese wird
wiederum die Gleichung gelöst. Und immer so weiter bis sich die Dichte nicht mehr wesentlich ändert.
Dies beschreibt das selbst-konsistente Verfahren.
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die Kohn-Sham-Gleichungen nicht explizit gelöst werden müssen. Werden diese (46)
mit ψ j(r) multipliziert, integriert und über die besetzten Zuständesummiert, erhalten
wir wiederE0. Gleichsetzen mit (49) liefert einen Ausdruck für die kinetische Energie.

Ts[n] = −1
2

besetzt

∑
j

Z

Ω
ψ j(r)∇2ψ j(r)d

3r.

Setzen wir ihn stattdessen in (41) ein, erhalten wir das analoge Funktional abhängig
von den Einteilchenfunktionen, mitn(r) = ∑besetzt

j ψ j(r)ψ j (r).

E [n] = −1
2

besetzt

∑
j

Z

Ω
ψ j(r)∇2ψ j(r)d

3r +

Z

Ω
v(r)n(r)d3r +EH [n]+EXC[n]

(51)

Die Variationsableitung nachψ j(r) führt wieder zu den Kohn-Sham-Gleichungen (46).
Hierzu mussten wir jedoch annehmen, dass dieψ j(r) Lösungen der Kohn-Sham-Glei-
chung sind. Bei der Lösung des alternativen Funktionals istalso zu beachten, dass
durch die gewählten Wellenfunktionen der gleiche Unterraum des Hilbertraums wie
durch die Kohn-Sham-Eigenfunktionen aufgespannt wird. Jedoch ist es so nicht nötig,
die Kohn-Sham-Gleichungen explizit zu lösen.

Wir wollen einige Dinge hervorheben: Die Darstellung der Dichtefunktionaltheorie
durch ein System nicht-wechselwirkender Teilchen ist immer noch exakt. Im Gegen-
satz zu dem gekoppelten System der Schrödingergleichung ist es viel einfacher zu
lösen und es ist wohl definiert. Der große Vorteil gegenüber einem Funktional aus den
Überlegungen von Thomas und Fermi ist die exakte Behandlungder kinetischen Ener-
gie. Einziger Makel ist das immer noch unbekannte Austausch-Korrelations-Funktional.

2.2.4 Austausch- und Korrelationsfunktional

Betrachten wir die drei Teile des Hamiltonians (36), so können wir mittels der Kohn-
Sham-Gleichungen die kinetische EnergieT exakt bestimmen,V lässt sich allein mit-
tels der Dichtendarstellen. Es fehlt ein Funktional für den Selbstwechselwirkungsterm
U . Für diesen ist bis heute kein exakter Ausdruck bekannt, undalle Bemühungen, die
DFT zu verbessern, konzentrieren sich stets darauf, eine bessere Näherung zu finden
als die Lokale Dichtenäherung, die Kohn und Sham 1964 vorschlugen [54].
Zunächst wollen wir aber eine exakte, analytische Form herleiten, um die folgenden
Näherungen im Rahmen numerischer Rechnungen besser bewerten und ihre Mängel
einschätzen zu können; wir folgen hierbei [44]. Dazu müssenwir U im Teilchenzahl-
formalismus der zweiten Quantisierung betrachten:16

U = 1
2

±1
2

∑
σ,σ′

ZZ

ψ̂+
σ (r)ψ̂+

σ′(r ′)
1

|r − r ′| ψ̂σ′(r ′)ψ̂σ(r)d3rd3r ′.

16Wir verwenden stetŝ , um die Operatoreigenschaft kenntlich zu machen.
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Mit Hilfe der Antivertauschungsrelationen (15) und dem wiefolgt definierten Dichte-

operator̂n(r) = ∑
±1

2
σ ψ̂+

σ (r)ψ̂σ′(r) erhalten wir,

±1
2

∑
σ,σ′

ψ̂+
σ (r)ψ̂+

σ′(r ′)ψ̂σ′(r ′)ψ̂σ(r) = n̂(r)n̂(r ′)−∂(r − r ′)n̂(r),

so dass wir den OperatorU leicht mittels Dichteoperatoren umschreiben können.
Wir nehmen im Folgenden|Ψ〉 als einen nicht-entarteten Grundzustand an und erhal-
ten die Grundzustandsdichten(r) = 〈Ψ|n̂(r)|Ψ〉. Wegen (37) und (41) können wir das
Austausch-Korrelations-FunktionalEXC wie folgt schreiben:

EXC[n] = 〈Ψ|U |Ψ〉−EH [n]

= 1
2

Z

n(r)nXC[n](r, r ′)
|r − r ′| d3rd3r ′

mit n(r)nXC[n](r, r ′) = 〈Ψ|(n̂(r)−n(r)1)(n̂(r ′)−n(r ′)1)−∂(r − r ′)n(r)1|Ψ〉.

Wenn wir den zweiten Ausdruckn(r)nXC[n](r, r ′) mit der Austausch-Korrelations-
LochdichtenXC[n] überd3r ′ integrieren,

Z

n(r)nXC[n](r, r ′)d3r ′ = n(r)
Z

nXC[n](r, r ′)d3r ′

= 〈Ψ|
[
n̂(r)−n(r)1

]
· (N̂−N)︸ ︷︷ ︸

=0

|Ψ〉− 〈Ψ|n(r)1|Ψ〉

= −n(r)〈Ψ|1|Ψ〉,

wobeiN̂ =
R

n̂d3r der Teilchenzahloperator ist, welcher angewandt〈Ψ|N̂|Ψ〉 die Teil-
chenzahlN liefert, dann erhalten wir die folgende Summenregel:

Z

nXC[n](r, r ′)d3r ′ = −1. (52)

Aufgrund des Vorzeichens beschreibtnXC[n] die Verdrängung anderer Elektronen aus
dem Umfeld eines Aufpunktelektrons am Ortr, es ist eine Lochdichte. Mit dieser In-
terpretation folgt sogleich das asymptotische Verhalten (53). Da diese Regel für jeden
Aufpunkt r gelten muss, muss die Lochdichte für große Abstände verschwinden.

lim
|r−r ′|→∞

nXC[n](r, r ′) → 0. (53)

Daraus folgt mit (52) für die Asymptotik der Austausch-Korrelations-Energie (54),

EXC(r → ∞) = −1
2

Z

n(r)
|r| d3r. (54)

Schließlich lässt sich noch eine Paarkorrelationsfunktion g[n] definieren,

nXC[n](r, r ′) = n(r ′)(g[n](r, r ′)−1). (55)

Mit ihr lässt sich der Erwartungswert der Selbstwechselwirkung leicht schreiben

〈Ψ|U |Ψ〉 = 1
2

Z

n(r)n(r ′)
|r − r ′| g[n](r, r ′)
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und verstehen, denn sie gibt die Korrelation der Ladungsdichte mit sich selbst an.
Gleichzeitig ergibt sich eine Symmetriebedindung, die diePaarkorrelationsfunktion
erfüllen muss:

g[n](r, r ′) = g[n](r ′, r). (56)

Sämtliche folgende Näherungen beruhen allerdings nun nicht auf den obigen, exakten
Gleichungen, sondern auf einer als konvergent angenommenen Taylorentwicklung von
Hohenberg und Kohn. Sie lassen sich jedoch auf die analytische Form zurückführen
und hinsichtlich der genannten Bedingungen überprüfen.

Hohenberg und Kohn [49] untersuchen ein Elektronengas sichlangsam ändernder
Dichte, indem also die Dichten in der Formn(r) = ϕ(r/r0) mit r0 → ∞ geschrieben
werden kann. Unter dieser Voraussetzung vermuten sie, dasssich für großer0 das
Austausch-Korrelations-Funktional in einer Reihe entwickeln lässt. Alle Näherungen
beruhen dann wie üblich auf dem Weglassen Terme höherer Ordnung.
Wir definieren zunächst das Austausch-Korrelationsfunktional wie folgt:17

EXC[n] =
Z

ε[n]dr. (57)

ε[n] ist dabei nicht einzigartig, dennEXC[n] bleibt invariant unter Transformationen
folgender Art,

ε[n] → ε[n]+
3

∑
i=1

∂
∂r i

h(i)
r [n], (58)

Anschließend entwickeln wir die Energiedichteε[n] lokal um den Ort r,

ε[n] = ε0(n(r))

+
3

∑
i=1

εi(n(r)) ·∇in(r)

+
3

∑
i, j=1

[
ε(1,1)

i, j (n(r)) ·∇in(r)∇ jn(r)+ ε(2)
i, j (n(r)) ·∇i∇ jn(r)

]
, (59)

wobei in den dichteabhängigen Funktionenεi, εi, j der Index oben die Ordnung der
Entwicklung im jeweilige Index repräsentiert. Obwohl weder ein Beweis für die Exi-
stenz der Reihe, noch für seine Konvergenz vorliegt, hofften Hohenberg und Kohn im
asymptotischen Sinne für großer0 dennoch, dass sie einen Nutzen hat - diese Recht-
fertigung erlangte sie jedoch erst durch spätere Rechnungen.
Wir wollen annehmen, dass der lokale Teilε0(n(r)) nicht vom Ort r abhängt. Da
EXC[n] Teil des allgemeinen FunktionalsF [n] ist, welches nicht vom jeweiligen Sy-
stem und seinem symmetriebrechenden Potentialv abhängt, bedeutet dies, dassε[n]
invariant unter Drehungen sein muss. Dies vereinfacht die Reihenentwicklung enorm.
Zusätzlich können wir die Invarianz (58) nutzen, um eine Divergenz zu eliminieren:

ε[n] = ε0(n(r))+ ε(2)
2 (n(r))∇n(r) ·∇n(r)︸ ︷︷ ︸

=|∇n|2

. (60)

17In [49] wird das Funktional mitG[n] bezeichnet und beinhaltet auch die unbekannte kinetische Ener-
gie.
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Im Folgenden wird es ausschließlich um die beiden Funktionen ε0(n) und ε2(n) ge-
hen, wie sich geeignete Näherungen und Parametrisierungenfür sie finden lassen. Wir
werden sie von nun an außerdem mit dem Subskriptum „X“, „C“ bzw. „XC“ führen.

Local Density Approximation Die einfachste Art die Gradientenreihe (59) zu ap-
proximieren, ist

E LDA
XC [n] =

Z

n(r)(εX(n(r))+ εC(n(r))︸ ︷︷ ︸
εXC(n)

+O (|∇n|2))dr, (61)

d. .h. Austausch- und Korrelationsenergie hängen nur von der lokalen Dichten(r) am
Ort r ab. Zur Herleitung der beiden Terme wird das System betrachtet, für welches
die Näherung exakt gilt: Ein homogenes Elektronengas, umgeben von einem gleich-
großen, aber positiven Potential wegen der Ladungsneutralität. Eine hinreichende Be-
trachtung liefert [42], Appendix E. Als typische Skala für die Dichte wird der Wigner-
Seitz-Radius definiert, welcher den Radius einer Sphäre mitgleichgroßer, homogener
Dichten beschreibt.

rs =

(
3

4πn

) 1
3

. (62)

Kohn und Sham lieferten in [54] diesen ersten Ansatz zur Berechnung der nicht-
klassischen Wechselwirkung, die lokale Dichtenäherung (LDA). Sie führen weiter aus,
dass diese Näherung in dem von Hohenberg und Kohn betrachteten System sich lang-
sam ändernder Dichters/r0 ≪ 1 bis zur Ordnung|∇2| richtig ist. Dass sie selbst im
Bereich hoher Dichters/a0 ≪1 gültig ist, beruht auf der Herausnahme des kinetischen
Teils durch ihre gewählte Darstellung über einem System nicht-wechselwirkender Teil-
chen, wobeia0 der Bohr-Radius, die typische Ausdehnung der Wasserstoffelektronen-
hülle ist. Denn dieser Term führt zu einer unendlichen Dichte im Bereich des Atom-
kerns. Die Annahme — dass sich die Dichten(r) nur langsam ändert — ist dort nicht
mehr gegeben, denken wir beispielsweise an die starke Lokalisierung des S-Orbitals
beim Wasserstoffatom. Jedoch wird hier die Austausch-Korrelations-Energie gegen-
über der kinetischen um den Faktorrs/a0 vernachlässigbar.

Die Austauschenergie des homogenen Elektronengases ergibt sich exakt aus der
Lösung des Fock-Integrals (31) mit einer Slaterdeterminante zu

εX(n) = −3
4

(
3
π

)1/3

n1/3. (63)

Und für die Korrelationsenergie verwenden wir die Ergebnisse von Ceperley und Al-
der [55]. Sie verwendeten eine Bijl-Jastrow-Slater-Testwellenfunktion und 100 Sy-
steme aus variationeller Monte-Carlo-Rechnung, um stochastisch die Eigenwerte des
Hamiltonians des homogenen Elektronengases zu bestimmen.Wir verwenden ihre Er-
gebnisse in der sehr verbreiteten Parametrisierung von Perdew und Zunger [56] mit
dem Wigner-Seitz-Radiusrs.

εC =





−0,1423︸ ︷︷ ︸
γ

·(1+1,0529︸ ︷︷ ︸
β1

√
rs+0,3334︸ ︷︷ ︸

β2

rs)
−1 , rs ≥ 1

−0,0480︸ ︷︷ ︸
B

+0,0311︸ ︷︷ ︸
A

ln(rs)−0,0116︸ ︷︷ ︸
D

rs+0,0020︸ ︷︷ ︸
C

rs ln(rs) , rs < 1





(64)
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Die Unvollkommenheit der LDA wird im Vergleich zur exakten Form deutlich

1
2

Z

nXC[n](r, r ′)
|r − r ′| d3r ′ = εXC(n(r))

Die asymptotische Form (53) kann sie offensichtlich nicht erfüllen. Dies führt beson-
ders zu Fehlern im Außenbereich der Wellenfunktionen, dortwo sie für Bindungen in
Atomen - also bei der Überlappung - entscheidend ist. Die Symmetriebedingung der
Paarkorrelationsfunktion (56) erfüllt sie ebenso nicht. Die Summenregel (52) kann ein-
gehalten werden, wenn die LDA kugelsymmetrisch ist, wie nach einer Transformation
von nXC[n] in Kugelkoordinaten zur Auswertung von (52) klar wird [44].

Local Spin Density Approximation Wird die diskrete Spinorientierungσ der Elek-
tronen berücksichtigt, so erhalten die Wellenfunktionenψσ den Spin als zusätzliche
Quantenzahlσ und die zugehörige Gesamtdichte trennt sich in die zwei Anteile n↑
und n↓ auf, einen mit Orientierung „SpinUp“ — mit der Quantenzahlσ↑ = +1

2 be-
zeichnet — und der andere mit „SpinDown“ —σ↓ = −1

2 — und wir definieren die
Polarisationζ als den Unterschied der beiden Dichten im Verhältnis zur Gesamtdichte
n = n↑ +n↓:

ζ(r) =
n↑(r)−n↓(r)

n(r)
. (65)

Um den Spin als zusätzlichen Parameter in die Austausch-Korrelationsenergie ein-
zubauen, verfahren wir wie folgt. Für den vollständig polarisierten(ζ = 1) und den
vollständig unpolarisierten Fall(ζ = 0) werden Parametrisierungen gefunden und die
dazwischenliegenden Werte vonζ über die folgenden Formeln interpoliert:

εX(n,ζ) =





−3
4

(
3
π
)1/3

n1/3 ,ζ = 0

2
1
3 εX(n,0) ,ζ = 1

−3
8

(
3n
π
) 1

3
[
(1+ ζ)

4
3 +(1−ζ)

4
3

]
,0 < ζ < 1

(66)

εc(n,ζ) = εc(n,0)+ [εc(n,1)− εc(n,0)] f (ζ), (67)

mit f (ζ) =
1

2
4
3 −2

[
(1+ ζ)

4
3 +(1−ζ)

4
3 −2

]
. (68)

Die Lokale Spindichtennäherung (LSDA) hat die gleichen Einschränkungen wie auch
die LDA: Sie liefert sehr gute Werte für molekulare Geometrien, Vibrationsfrequen-
zen und Einteilcheneigenschaften, aber verschätzt sich teils deutlich bei den Bindungs-
energien [57]. Sie werden dennoch im Allgemeinen von der L(S)DA sehr viel besser
wiedergegeben als von Hartree-Fock [58]. Generell ist sie das „Arbeitspferd“ in quan-
tenchemischen DFT-Anwendungen, weil Ableitungen der obigen Funktionale leicht
zu bestimmen sind, entscheidend für Potentiale, Kräfte undStörtheorie und im Gegen-
satz zu den folgenden Erweiterungen. Außerdem ist sie sehr robust und verhält sich in
ihren Resultaten über einen breiten Anwendungsbereich stabil.
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Generalized Gradient Approximation Die Lokale (Spin) Dichtenäherung weist
einen systematischen Fehler in der Bestimmung der Korrelationsenergie von einem
Faktor 2 auf [57]. Dieser erklärt sich aus einer Doppelzählung, da die Korrelationsloch-
dichte des homogenen Elektronengases teilweise langwellige Oszillationen in der Aus-
tauschlochdichte kompensiert. In der L(S)DA werden diese beiden künstlich getrennt,
wodurch ein Artefakt in beiden Komponenten entsteht, welches zu der Überschätzung
der Bindungsenergien führt [59]. Mit diesen bekannten Problemen der L(S)DA lassen
sich anhand der vereinfachten Reihenentwicklung (60) leicht bessere Parametrisierun-
gen für das Austausch-Korrelations-Funktional finden. Wirnehmen also die nächste
Ordnung mit und schreiben für eine zunächst beliebige, Dichte-abhängige Funktionf :

EXC[n] = E LDA
XC [n]+

Z

f (n(r),ζ)
|∇n(r)|2
n4/3(r)

d3r, (69)

wobei der Gradient|∇n(r)|2 durch den zusätzlichen Faktor dimensionslos geschrie-
ben wird. Aufbauend auf der Arbeit zur Korrektur der Korrelationsselbstwechselwir-
kung von Stoll, Pavlidou und Preuss [59], die die obige Doppelzählung der L(S)DA
entdeckten, konnten Becke 1985 und folgend Ziegler durch Spindichtegradienten die
Bindungsenergievorhersagen deutlich verbessern [60]. Eine erste Forderung ist dabei
natürlich die Einhaltung des gewünschten asymptotischen Verhaltens (54). Becke [57]
schlug das unter (70) angegebene Funktional vor, welches zunächst nur die Austau-
schenergie korrigierte, nicht den dynamischen Korrelationsteil. Es benötigt lediglich
einen zusätzlichen Parameterb= 0,0042 Ht, der aus Wertefits an exakte Hartree-Fock-
Austauschenergien der Edelgase bestimmt wurde.

EXC[n] = E LSDA
XC [n]−b∑

σ

Z

n4/3
σ

x2
σ

(1+6bxσ sinh−1xσ)
d3r, (70)

wobeixσ = |∇n(r)|
n4/3(r)

obiger dimensionsloser, Spin-abhängiger Gradient ist. Perdew und
Wang schlugen eine andere Gradientennäherung vor - basierend auf derRandom Phase
Approximationund Untersuchungen derζ-Abhängigkeit vonεC von Vosko, Wilk und
Nusair - die ebenso eine Korrektur der Korrelationsenergiebeinhaltet [61]:

εc(rs,ζ) = εc(rs,0)+ αc(rs)
f (ζ)

f ′′(0)
(1−ζ4)+ [εc(rs,1)− εc(rs,0)] f (ζ)ζ4, (71)

wobei f (ζ) hier wie in (68) definiert ist. Die Erweiterung von (67) ist offensichtlich.
Anstatt komplexer, analytischer Ausdrücke fürεc(rs,0), εc(rs,1) und αc(rs), setzten
sie folgende, einfachere Form an,

G(rs,A,α1,β1,β2,β3,β4, p) = −2A(1+ α1rs) · . . .

. . . · ln
(

1+
1

2A(β1r1/2
s + β2rs+ β3r

3/2
s + β4r p+1

s )

)
,

die aus Betrachtungen einer Entwicklung für große Dichte herrührt. Die ParameterA,
α1 undβ1 bisβ4 bestimmten sie mittels quadratischer Fehlerminimierung.Perdew und
Wang geben tabellierte Werte an, erhalten aus den Daten von Ceperley und Alder [55].
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Der Parameterp wiederum beschreibt das Verhalten bei geringer Dichte. Wenig gefäl-
lig sind hier die komplizierte analytische Form, die lange Herleitung, zu viele Parame-
ter, verfälschendes Wackeln im Austausch-Korrelations-Potential und eine schlechtere
Beschreibung der Dichteänderung innerhalb derLinear Responsemittels LDA [62].

Es existieren noch eine ganze Reihe weitere Gradientennäherungen, die aufgrund
des Aufbaus auf (69)Allgemeine Gradientennäherungen(GGA) genannt werden. Sie
haben teils empirischen, teils theoretischen Ursprung undeignen sich eher für Berech-
nungen in der theoretischen Chemie — wie Bindungswinkel und-geometrien — oder
der Festkörperphysik. Die derzeit am häufigsten verwendeteallgemeine Gradienten-
näherung ist die von Perdew, Burke und Ernzerhof [62] (kurzPBE-GGA), da sie be-
sonders mit Bedacht auf möglichst breite Verwendbarkeit und Einfachheit entwickelt
wurde. Ihre Besonderheiten sind, dass alle Parameter fundamentale Konstanten sind,
ihre Herleitung sich auf sieben sinnvollen, physikalischen Bedingungen gründet und
sie gleichwertig gute Vorhersagen wie Perdew und Wang [61] liefert:

E PBE
XC [n↑,n↓] =

Z

d3rn
[
εLSDA

C (rs,ζ)+H(rs,ζ, t)+ εLSDA
X (rs,ζ)Fx(s)

]
, (72)

H =
e2

a0
γφ3 ln

{
1+

β
γ

t2
[

1+At2

a+At2+A2t4

]}

mit A =
B
γ

[
exp− εLDA

C

(γφ3e2/a0)

]−1

,

Fx(s) = 1+ κ− κ
1+ µs2

κ

,

wobei ζ die Spinpolarisation (65),t = |∇n|
2φksn

der dimensionslose Gradientenparameter

mit dem Spinskalierungsfaktorφ(ζ) = [(1+ζ)2/3+(1−ζ)2/3]
2 und der Thomas-Fermi Ab-

schirmwellenzahlks =
√

4kf

πa0
, β ≈ 0,066725,γ = (1−ln2)

π2 ≈ 0,031091,κ = 0,804 und

µ= β(π2/3) ≈ 0,21951 ist.18

Eine aktuelle Einschätzung der Perdew-Burke-Ernzerhof Gradientennäherung findet
sich in [58].

Wir werden uns im Rahmen dieser Arbeit zunächst als ersten Schritt auf die LDA be-
schränken. Einerseits aufgrund der obigen Kommentare einer möglichen Verschlech-
terung der linearen Antwort auf ein äußeres Magnetfeld, aber auch wegen der deutlich
größeren Komplexität in der Bestimmung nötiger Ableitungen der Energiefunktionale.

2.2.5 Basis

Im Rahmen der Diskretisierung und zur Lösung der Kohn-Sham-Gleichungen müssen
wir eine Basis wählen, in der wir die Einteilchenwellenfunktionen entwickeln. Diese
Wahl sollte angepasst an unser physikalisches Problem erfolgen.

Es gibt hier verschiedene Möglichkeiten, die gebräuchlichsten sind Slater-, Gauß-
funktionen oder Ebene Wellen.
Die Idee der ersten beiden ist Basiswellenfunktionen zu nutzen, die denen von Was-
serstofforbitalen entsprechen. Es ist das einzige System,von dem wir eine analytisch

18e ist die Elementarladung,a0 = h̄2

e2m der Bohr-Radius. In atomaren Einheiten sind beide gleich 1
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exakte Lösung angeben können. Wir werden diese nur ganz knapp erwähnen, [40]
folgend. DieSlater-Orbitale,

S(ζ,n, l ,m, r,θ,ϕ) = Nrn−1exp(−ζr)Ylm(θ,ϕ), (73)

wobeiN die Normierungskonstante,ζ die effektive Kernladung undYlm die Kugelflä-
chenfunktionen mit den Quantenzahlenn, l , msind, sind zentriert an den Kernpositio-
nen. Da das Integral der SelbstwechselwirkungU über vier Zentren sehr aufwendig zu
berechnen ist, vgl. (36), können stattdessenGauß-Orbitale

G(α,n, l ,m,x,y,z) = Nxl ymzn exp(−αr2), (74)

wobeir =
√

x2 +y2 +z2 undN wieder die Normierungskonstante ist, verwendet wer-
den oder die Slater-Orbitale durch Linearkombinationen von Gauß-Orbitalen (soge-
nanntenKontraktionen) angenähert werden. Dies verringert den Rechenaufwand er-
heblich, da das Produkt zweier Gauß-Orbitale wieder als Gauß-Orbital darstellbar ist.
Es existieren Techniken, mit denen sich der Aufwand durch Verwendung dünner Ma-
trizen und Baumtechniken vonO (M4) der Slater-Orbitale aufO (M logM) reduzieren
lässt19. Für diese Art der Implementation siehe Wildenhues [63].

Da zur Einschränkung des erwähnten Dimensionsfluchs besonders die Periodizi-
tät von Festkörpern hilfreich ist, wollen wir periodische Randbedingungen ansetzen.
Als Raum haben wir somit einen Torus imL2, den wir auf den Raum der komplexen
ZahlenC abbilden wollen.Ebene Wellen, als Lösungen der freien Schrödingerglei-
chung für ein Teilchen imH 1, sind keine Funktion im ganzenL2, sondern nur einge-
schränkt auf einem kompakten Unterraum normierbar. Sie bilden also hervorragende
Basisfunktionen für die gesuchten Abbildungen als orthonormale Eigenfunktionen des
Laplace-Operators und ihre Koeffizienten ergeben sich leicht aus Fouriertransforma-
tion auf dem Torus. Mit Hilfe der Fouriertransformation istes möglich, die Kohn-
Sham-Gleichungen zu lösen, ohne explizit den Hamiltonoperator als Matrix aufstellen
zu müssen. Nachteilig ist jedoch die große Anzahl, welche zur Darstellung stark loka-
lisierter Funktionen wie der Ladungsdichte in Kernnähe nötig ist. Deswegen werden
wir nur die Valenzelektronen betrachten und die Rumpfelektronen mit dem Potential
der Kerne mittelsPseudopotentialenapproximieren.

Wir beginnen zunächst mit notwendigen Definitionen für Zelle, Volumina und Ba-
sisvektoren aufgrund der periodischen Randbedingungen. Entscheidend ist in diesem
Zusammenhang auch das Bloch Theorem. Anschließend folgt die eigentliche Defini-
tion der Ebenen Wellen, Pseudopotentiale und das Verfahrender Ewaldsummierung,
um von der endlichen Reichweite des Zellvolumens auf das unendlich reichweitige
Coulombpotential innerhalb des makroskopischen Körpers zu schließen.

Periodische Zellen Zunächst wollen wir die Begrifflichkeiten festlegen, mit denen
wir periodische Zellen beschreiben werden. Eine sehr gute Einführung mit ausführli-
chen Beispielen zu fundamentalen Gitterarten, Kristallstrukturen und ihren Brillouin-
Zonen liefert Kittel [64].

19Hierbei sollM die Anzahl der Orbitale bezeichnen.
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SeiΩ das periodische Gebiet im dreidimensionalen Ortsraum. Ausden Basisvek-
toren des realen Gitters

a1 = (a11,a12,a13),

a2 = (a21,a22,a23),

a3 = (a31,a32,a33), (75)

folgt das Volumen dieser „primitiven Gitterzelle“ mittelsdes Spatprodukts, das sich
über die obigen Koeffizienten wie eine Determinante schreiben lässt:

V = (a1,a2,a3) =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
. (76)

Wir definieren den GittervektorR, der vom Ursprung zum Aufpunkt einer beliebigen
Zelle zeigt, als

R= n1a1 +n2a2 +n3a3, (77)

mit ganze Zahlenn1, n2 undn3. Außerdem definieren wir ein reziprokes Gitter — die
ersteBrillouin-Zone— mit Basisvektoren, die sich aus denen des realen ergeben,

b j = 2π
ε jkl ak×al

V
, (78)

wobeiε jkl , das Levi-Civita-Symbol, der vollständig antisymmetrische Tensor ist. Aus
den Eigenschaften des Kreuzprodukts folgt sofort:a j ·bk = 2πδ jk. Das von den rezi-

proken Basisvektoren aufgespannte Volumen ergibt sich zu(b1,b2,b3) = 8π2

V . Analog
zu (77) lässt sich ein reziproker GittervektorG = g1b1 +g2b2 +g3b3 aufstellen und es
gilt sofort aus der obigen Eigenschaft:

b j ·R= 2πn j ,

a j ·G = 2πg j ,

R·G = 2π(n1g1 +n2g2 +n3g3) = 2πg mit g∈ Z . (79)

Bloch Theorem Mittels des Bloch Theorems können wir eine allgemeine Aussage
über die Lösung des Hamiltonians unter periodischen Randbedingungen treffen — wir
folgen hierzu [65]. SeiH der Hilbert-RaumH1 der über dem endlichen Zellvolumen
Ω quadratisch integrierbarer Funktionen, wennf (r) ∈ H, so heißtf (r) Ω-periodisch,
wenn gilt:

f (r +R) = f (r) für alle Gittervektoren R. (80)

Unter periodischen Randbedingungen muss insbesondere dasexterne PotentialΩ-
periodisch sein:V(r + R) = V(r). Damit ist auch der HamiltonianH = −1

2∇2 +V(r)
Ω-periodisch. Dies lässt sich mit dem TranslationsoperatorT(R) f (r) = f (r +R) dar-
stellen. Über den ParameterR bilden diese Operatoren eine abelsche Gruppe20. Es
folgt, dassH undT kommutieren,

[H,T(R)] = 0,

20Es gilt: T(R1)T(R2) f (r) = f (r +R1 +R2) = f (r +R2 +R1) = T(R2)T(R1) f (r)
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also haben sie nach (8) ein gemeinsames System von Eigenfunktionen ψ(r), wobei
λ(R) der Eigenwert zum Translationsoperator ist, mitT(R)ψ(r) = ψ(r +R) = λ(R)ψ(r).
Aus

T(R1)T(R2) = T(R1 +R2),

λ(R1)λ(R2) = λ(R1 +R2),

lnλ(R1)+ lnλ(R2) = lnλ(R1 +R2)

folgt als eindeutige Lösung für die Eigenwerte: lnλ(R) = ik ·R, wobeik ein beliebiger,
reeller Vektor ist21. Wir schreiben die Eigenwertgleichung um und erhalten dasBloch
Theorem:

T(R)ψ(r) = ψ(r +R) = exp(ik ·R)ψ(r). (81)

Damit lässt sich eine beliebige Wellenfunktion unter periodischen Randbedingungen
zum HamiltonianH in einen periodischen Teiluk(r) — Bloch-Funktiongenannt —
und einen Phasenfaktor exp(ik ·R) aufspalten:ψk(r) = exp(ik ·R)uk(r). Und es folgt
nach dem Bloch Theorem (81), dassuk(r) Ω-periodisch sein muss.

Setzen wir eine solche Bloch-Funktionun,k(r) in die Einteilchen-Schrödingerglei-
chung

(
−1

2∇2 +V(r)
)
ψn = Enψn ein, erhalten wir mit Produkt- und Kettenregel fol-

gende Eigenwertgleichung für festen Wellenvektork:

(
−1

2∇2+k(−i∇)+
k2

2
+V(r)

)
un,k(r) = En,kun,k(r). (82)

Der Wellenvektork beschreibt also verschiedene Zuständeun,k und EigenwerteEn,k zu
einem Bandindexn. Dak in einem ausgedehnten Festkörper eine quasi-kontinuierliche
Variable ist, gibt es zu jedemn ein Energieintervall, in dem die EigenwerteEn(k)
liegen. DieseEnergiebänderkönnen durch Lücken getrennt sein oder sich überlappen
und bestimmen dadurch die Leitungseigenschaften eines Festkörpers.

Ebene Wellen Die Ebenen Wellen

ϕG(r) =
1√
V

exp(iG · r), (83)

sind die Lösung der freien, stationären Schrödingergleichung−1
2∇2ϕ = εϕ, insbeson-

dere Eigenfunktionen des Laplace-Operators, wobeiG der Wellenvektor — oder rezi-
proke Gittervektor — in Ausbreitungsrichtung mit Energieε = G2

2 ist. Sie haben eine
räumlich homogene Wahrscheinlichkeitsdichte (s. [41] Kapitel 2.3, 2.4 und 2.10.1.).
Lokalisierte Zustände, wie wir sie zur Beschreibung von Bindungsorbitalen benötigen,
erhalten wir jedoch durch Superposition von Ebenen Wellen.Denn da sie die Ortho-
normalitätsbeziehung fürG undG′ erfüllen,

Z

Ω
ϕ(G, r)ϕ(G′, r)d3r = δg1,g′1

δg2,g′2
δg3,g′3

, (84)

21denn|ψ(r +R)|2 muss fürR→ ∞ beschränkt sein
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und ein vollständiges Orthonormalsystem bilden,

δ(x−x′) = 〈x|x′〉

=
Z

〈x|p〉〈p|x′〉dp

=
Z

ϕp(x)ϕp(x
′)dp

=
1
2π

Z

exp(ip · (x−x′))dp

= δx,x′ ,

eignet sich eine unendliche Schar von Ebenen Wellen eine lokalisierte Funktion darzu-
stellen. Mit Hilfe einer endlichen Schar können wir eine solche Funktion also abhängig
von der Größe dieser Basis approximieren.

Sie sindΩ-periodisch (80), denn seiR ein beliebiger realer undG ein beliebiger
reziproker Gittervektor, dann folgt:

T(R)exp(iG · r) = exp(iG · (r +R))

= exp(iG · r) ·exp(iG ·R︸︷︷︸
=2πk

)

= exp(iG · r) ·1
= exp(iG · r),

mit ganzer Zahlk = n1g1+n2g2+n3g3 nach (79). Das Hartree-Potential und die kine-
tische Energie in Ebenen Wellen sind leicht auszuwertende Ausdrücke. Damit eignen
sie sich hervorragend als Basis, um den periodischen Teilun,k(r) der Lösung des Ha-
miltoniansH unter periodischen Randbedingungen wie folgt zu entwickeln:

un,k(r) = ∑
G

cn,k,G exp(iG · r). (85)

Schließlich erhalten wir die Koeffizientencn,k,G zu einer gegebenen Wellenfunktion
ψn,k(r) leicht durch inverse Fourier-Transformation:

cn,k,G =
1√
Ω

Z

Ω
d3r ψn,k(r) exp(−iG ·R). (86)

Symmetrieeigenschaft der Koeffizienten Im weiteren Verlauf werden wir die Be-
dingung an die Wellenfunktion stellen, dass sie entweder rein reell oder rein imaginär
sei. Daraus folgen Bedingungen an die Koeffizienten der Wellenfunktionen, die es er-
möglichen, den Speicherbedarf der Wellenfunktionen insgesamt zu halbieren. Dies ist
aber nur für denGamma-Punkt(k = 0) möglich. Hierbei soll−G stets bedeuten, dass
alle Komponenten vonG negiert werden. Dazu wird eine Hälfte der reziproken Gitter-
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vektoren so ausgewählt, dass sich durch Negieren die andereHälfte ergibt. Wir fordern
für rein reelleϕn,k(r):

ci,k,−G = cl ,k,G, (87)

denn: ϕl ,k(r) = ∑
G

cl ,k,G exp(iG · r)

= ∑
G≥0

cl ,k,G exp(iG · r)+ ∑
G<0

cl ,k,G exp(iG · r)

= ∑
G≥0

cl ,k,G exp(iG · r)+ ∑
G>0

ci,k,−G exp(i(−G) · r)

= ∑
G≥0

cl ,k,G exp(iG · r)+ ∑
G>0

cl ,k,G exp(−iG · r)

=

[

∑
G≥0

cl ,k,G exp(iG · r)+c.c.

]
∈ R .

Analog muss für rein imaginäreϕn,k(r) gelten:

ci,k,−G = −cl ,k,G, (88)

denn: ϕl ,k(r) = ∑
G

cl ,k,G exp(iG · r)

=

[

∑
G≥0

cl ,k,G exp(iG · r)−c.c.

]
∈ I .

Zu beachten ist, dass hierbei für den jeweils letzten Schritt der Real- bzw. der Imginär-
teil von ci,k,0 null sein muss und „c.c.“ bezeichnet den komplex konjugierten Term.

Wir wollen kurz die Auswirkungen der „rellen Symmetrie“ aufdas Skalarprodukt
aufzeigen. Insbesondere soll hier|G| die obige, ausgewählten Hälfte der reziproken
Gittervektoren bezeichnen.22 ψ und ψ̃ seien dabei zwei beliebige, rein reelle Wellen-

22Nicht zu verwechseln mit rein positiven Gittervektoren, die nur ein Achtel des G-Raums ausmachen.
Außerdem ist zu beachten, dass dieG genau auf dieser Spiegelachse „G= 0“ gesondert und nicht doppelt
behandelt werden müssen! Eine doppelte Summierung dieser Koeffizienten kann durch einen Faktor 1/2
in der G = 0-Komponente oder innerhalb der Summierungsroutine selbst berücksichtigt werden. In der
obigen Rechnung wurde darauf aus Gründen der Übersichtlichkeit nicht eingegangen.
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funktionen,(cG,r ,cG,i) und (c̃G,r , c̃G,i) ihre jeweiligen reellen und imaginären Koeffi-
zienten.

〈ψ|ψ̃〉

=

Z

Ω
∑
G

(cG,r − icG,i)exp(−iG · r)∑
G′

(c̃G′,r + ic̃G′,i)exp(iG′ · r)dr

= ∑
G,G′

(cG,r − icG,i)(c̃G′,r + ic̃G′,i)

Z

Ω
exp(−iG · r)exp(iG′ · r)dr

︸ ︷︷ ︸
=δ(G−G′)

=∑
G

(cG,r − icG,i)(c̃G,r + ic̃G,i)

=∑
|G|

[(cG,r − icG,i)(c̃G,r + ic̃G,i)+ (c−G,r − ic−G,i)(c̃−G,r + ic̃−G,i)]

=∑
|G|

[(cG,r − icG,i)(c̃G,r + ic̃G,i)+ (cG,r + icG,i)(c̃G,r − ic̃G,i)]

=∑
|G|

[
cG,r c̃G,r +cG,i c̃G,i + i(cG,r c̃G,i −cG,i c̃G,r )

+cG,r c̃G,r +cG,i c̃G,i + i(−cG,r c̃G,i +cG,i c̃G,r)
]

=2∑
|G|

[
cG,r c̃G,r +cG,i c̃G,i

]
.

(89)

Die Halbierung des Speicheraufwandes birgt leider darüberhinaus noch einigen
weiteren Aufwand an Überlegungen, die angestellt werden müssen, um Rechnungen
insbesondere mit dem Impulsoperator korrekt zu halten. Diese Darlegung verschieben
wir jedoch auf Anhang A.6, da die Problematik rein technischer und nicht analytischer
Natur ist.

Unveränderliche Ionen und Pseudopotentiale Als freie Lösung eignen sich die
Ebenen Wellen schlecht, um die elektronische Wellenfunktion in Kernnähe abzubil-
den, da dort sehr viele von ihnen benötigt würden, um die starke Lokalisierung wie-
derzugeben. Da wir im Rahmen der DFT besonders an Bindungen zwischen Molekü-
len und an dem Verhalten von Festkörpern interessiert sind,genügt es, ausschließlich
die Valenzelektronen in Betracht zu ziehen, da beobachtet wurde, dass sich die Rump-
felektronen bei Bindungsvorgängen nur wenig ändern. Die Idee ist also, das Poten-
tial der Rumpfelektronen mit dem Potential des Kerns zu verschmelzen. Dies ist die
Näherung der unveränderlichen Ionen23. Für eine genauere Darstellung möchten wir
auf [44] Kapitel 9.4f, insbesondere auf [40] und [66] verweisen, dessen Pseudopoten-
tialgenerator wir verwenden.

Diese Näherung erfordert einige formeltechnische Umstellung und Aufspaltung
der Gleichungen. Insbesondere das Austausch-Korrelations-Funktional erfährt durch
die Aufspaltung der Gesamtelektronen-n(r) in Rumpf-nR(r) und ValenzdichtenV(r)
einen Korrekturterm∆EXC[n] = EXC

[
∑M

I=1 nR
I +nV

]
−EXC

[
∑M

I=1 nR
I

]
−EXC[nV ], der

sich aus dem Vergleich der jeweiligen Kohn-Sham-Gleichungen ergibt. Zusätzlich be-
stimmt dieses effektive Potential zwar eindeutig die Energien und Zustände der Valen-

23engl.frozen core approximation



46 2 Theorie

zelektronen, aber im Umkehrschluss ergibt sich eine Nicht-Eindeutigkeit des Potenti-
als. Dies sei kurz nachfolgend dargestellt.
SeiH der Hilbert-Raum der Einteilchen-Kohn-Sham-Zustände, unterteilt in den Unter-
raum der Rumpfzuständeφ j ∈HR und den der Valenzzuständeϕi ∈HV: H = HR⊗HV.
Wir definieren einen Projektionsoperator auf die Rumpfzustände,

PR =
Rump f

∑
j=1

|φ j〉〈φ j |, (90)

und nutzen ihn, um zu einem Valenzzustandϕi die Rumpfzustände hinzuzufügen:ψi =
ϕi −PRϕi. Setzen wirψi in die Kohn-Sham-Gleichung (46) ein, erhalten wir

[
−1

2∇2 +U − (−1
2∇2+U)PR]ϕi = εiϕi − εiP

Rϕi

⇐⇒
[
−1

2∇2+UPs
i

]
ϕi = εiϕi (91)

mit UPs
i = U +

Rump f

∑
j

(εi − εR
j )|φR

j 〉〈φR
j |,

(91) ist dabei die Gleichung des Pseudoatoms mit dem PseudopotentialUPs
i . Wird statt

UPs
i eine Linearkombination vonUPs

i undUPs
k verwendet, führt dies zu sogenannten

Geisterzuständen, also unphysikalischen Energieeigenwerten zusätzlich zu den Valen-
zenergien.

Wurden die Pseudopotentiale zunächst rein empirisch eingeführt, werden sie mitt-
lerweile zur numerischen Vereinfachung genutzt. Das Energiefunktional (50) bzw. (51)
hängt nur implizit über die Eigenwerteε j und Dichten(r) vom effektiven ionischen
Potential ab. Wir können also die obige Freiheit der Nicht-Eindeutigkeit verwenden,
um die bei der Entwicklung nach Ebenen Wellen auftretenden,starken Valenzoszil-
lationen im Rumpfbereich zu vermeiden und so die Singularität und starken Schwan-
kungen des wahren ionischen Potentials am KernortRzu umgehen. Dabei muss jedoch
die Bedingung derÜbertragbarkeiterfüllt sein, d. h. an die Konstruktion solchernor-
merhaltender Potentialewerden vier Bedingungen gestellt:

1. Die Eigenwerte der Valenzelektronen sollen beim Pseudoatom mit denen der
Gesamtelektronenrechnung übereinstimmen.

2. Die Eigenfunktionen der Valenzelektronen sollen beim Pseudoatom mit denen
der Gesamtelektronenrechnung außerhalb des Rumpfbereichs r > rR überein-
stimmen.

3. Die Integrale von 0 bisr > rR der Ladungsdichte des Pseudoatoms sollen mit
denen der Gesamtelektronenrechnung übereinstimmen.

4. Die logarithmischen Ableitungen der Eigenfunktionen und ihre erste Ableitung
nach der Energie sollen beim Pseudoatom mit denen der Gesamtelektronenrech-
nung fürr > rR übereinstimmen.

Hierbei soll der RumpfradiusrR so klein sein, dass sich die Rumpfzustände unter che-
mischen Bindungen nicht überlappen. Zugrundeliegende Motivation dieser vier Be-
dingungen ist die Normerhaltung der Ladungsdichte. Insbesondere die vierte Bedin-
gungen ist ein hinreichender Test für die genannte Übertragbarkeit [67].
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Die Pseudopotentiale enthalten konkret sowohl einen attraktiven Coulombterm als
auch einen kurzreichweitigen Term, welcher Kern-Valenz-Orthogonalität, Coulomb-
wechselwirkungen zwischen Kern und Valenzelektronen, Austausch- und Korrelation-
effekte widerspiegeln soll. Die Normerhaltung bedeutet, dass unter Pseudopotentialen
nicht nur die Valenzwellenfunktion außerhalb des Kerns einer Gesamtelektronenlö-
sung entsprechen soll, sondern auch dass innerhalb die gleiche Ladungsmenge vor-
handen sein muss. Dies wird durch nicht-lokale Pseudopotentiale erreicht [68]:

VI (r) = V loc
I (r)+

lmax

∑
l=0

Vnl
I ,l (r)P l .

P l = ∑+l
m=−l |l ,m〉〈l ,m| ist hierbei der Drehimpulsprojektor zum Drehimpulsoperator

L24.

Ewaldsumme Durch die Einführung der unveränderlichen Ionen, der Aufspaltung
der Gesamtelektronendichte und durch die Pseudopotentiale verändern sich die Selbst-
wechselwirkungsenergien, wie wir sie bisher eingeführt haben. Aber auch die periodi-
schen Randbedingungen verändern die Art der Gesamtenergieberechnung. Denn um
die Energie der langreichweitigen Coulombwechselwirkungder Ionen an OrtenrI und
rJ zu erfassen, darf nicht nur über die betrachtete periodische Zelle summiert werden.
Die Summation muss auch über alle Bildzellen des makroskopischen Körpers erfol-
gen, deren Ursprung durch den AufpunktvektorRgegeben ist, dessen drei ganzzahlige
Komponenten wir im Indexn zusammenfassen:

V = 1
2

′
∑
n

[
N

∑
I=1

N

∑
J=1

qI qJ

|rI − rJ−R|

]
. (92)

Hier soll ′ deutlich machen, dass nicht über|rI − rJ −R| = 0 summiert wird. Die-
ser Ausdruck konvergiert einerseits nur sehr langsam für|R| → ∞. Vorallem aber ist er
nicht absolut konvergent und somit nicht wohldefiniert. Dies wird mit Hilfe der Ewald-
Methode unter Reorganisation der Summanden behoben, und zwar in einer Zuordnung
dieser zu sphärischen Schalen unter Annahme von Ladungsneutralität. Dazu werden zu
den Punktladungen gaußförmige Abschirmladungen addiert.Sie wirken wie eine io-
nische Atmosphäre und machen die Wechselwirkung kurzreichweichtig. D. h. es wird
ein AbschneideradiusRcut gewählt und bis zu diesem aufsummiert. Zur Kompensation
der Abschirmladungen werden entsprechende Ladungen mit umgekehrtem Vorzeichen
eingeführt. Diese sind kontinuierlich und im reziproken, fouriertransformierten Raum
daher leicht aufzuaddieren. Eine anschließende inverse Fouriertransformation führt die
Kompensationsladungen wieder in den Realraum.
Formeltechnisch gründen wir uns vollständig auf die Darlegung in [40], und verweisen
außerdem auf Kleinman und Bylander, die eine gute Zusammenfassung in [69] liefern
und deren dort vorgestellte Methode verwendet wird, um die Anzahl der benötigen
Integrale und damit den Aufwand vonmn(n+1)/2 aufmn zu reduzieren.25

24l,m sind Eigenwerte vonL2 undL3
25n ist die Anzahl der Ebenen Wellen,mn die Zahl der Gitterpunkte in der Brillouin-Zone.
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2.2.6 Zusammenfassung der gemachten Näherungen

Wir wollen die gemachten Näherungen noch einmal kurz zusammenfassen.
Zuerst ersetzen wir das unbekannte exakte Austausch-Korrelations-Funktional durch

das des homogenen Elektronengases, die lokale Dichtenäherung (LDA). Sie versagt
teilweise bei der Vorhersage von Bindungsenergien aufgrund der angesprochenen Pro-
bleme mit der fehlenden Asymptotik, stellt im Allgemeinen aber eine sehr robuste
Näherung dar.

Die zweite Näherung war die Annahme periodischer Randbedingungen. Diese sind
in Kristallen gegeben, insofern stellen sie dort keine Näherung dar. Betrachten wir je-
doch amorphe Körper oder Gase, so werden wir statistisch mitteln. Die uns interes-
sierenden Nanoröhren wiederum lassen sich entweder als aufeiner Achse periodisch
fortgesetzt betrachten oder einzeln abschnittsweise in eine entsprechend große Zelle
einschließen.

Die letzte Näherung war die der unverändlicher Ionen. Sie betrifft die Rumpfelek-
tronen, welche in chemischen Bindungen aufgrund des praktisch nicht vorhandenen
Überlapps keine Rolle spielen. Es ergibt also physikalischSinn, wenn auch nicht rigo-
ros, sie aus den Berechnungen zu entfernen, indem ein effektives, ionisches Potential
zusammen mit dem Feld der Kernladung bestimmt wird. Dies führt zu einer Reihe
von weiteren Problemen mit möglichen Geisterzuständen, notwendigen Korrekturen
zur Austausch-Korrelations-Energie und Verfälschungen durch die Glättung der Dich-
te in Kernnähe. Gleichzeitig beinhaltet es jedoch auch die Freiheit, Schwierigkeiten in
Kernnähe durch Ebene Wellen, die für gebundene Systeme eigentlich nicht geeignet
sind, zu beseitigen. Innerhalb dieser Näherung steckt auchdie Ewald-Summierung,
welche die langsam konvergente Reihe der klassischen, aberunendlich reichweitigen
Coulombwechselwirkung in zwei konvergierende Teile umschreibt. Sie benötigt je-
doch einen Abschneideradius, also wieder eine Näherung.

Dies sind die physikalisch motivierten Näherungen an das eigentlich exakte Sy-
stem. Weitere werden mit der notwendigen Diskretisierung folgen. Neben der Ewald-
Summierung wird auch für die Koeffizientenentwicklung der Wellenfunktion in Ebe-
nen Wellen eine Abschneidebedingung benötigt. Um Fouriertransformationen benut-
zen zu können, ist eine Ortsdiskretisierung nötig, so dass der dreidimensionale Raum
in diskreten Gitterpunkten genähert wird. Auf all das werden wir in Kapitel 3 zu spre-
chen kommen.

2.2.7 Zusammenfassung der Formeln

Bevor wir zur eigentlichen Anwendung der Dichtefunktionaltheorie kommen, wollen
wir den bisher hergeleiteten Formalismus so knapp wie möglich und dennoch so voll-
ständig wie nötig darstellen. Wir entnehmen sämtliche Formeln aus [40].

Wellenfunktion und Dichte Die Entwicklung der Wellenfunktion und der Dichte
ist wie folgt

ψn,k(r) = exp(ik · r)un,k(r) =
1√
V

∑
G

cn,k,G exp(i(k+G) · r), (93)

n(r) =
1
V ∑

n
fn,k|ψn,k(r)(r)|2, (94)
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wobein der Index der Wellenfunktion,k undG Wellenvektoren,fn,k die Besetzungs-
zahl desn-ten Orbitals undV das Volumen der ZelleΩ ist.

Totale Energie Die totale Energie der Valenzzustände — herbei soll˜ die Umstel-
lung aufgrund der Pseudopotentiale andeuten —

Etotal = Ekin + Ẽps,lokal + Ẽps,nl +EXC+EH [ñ]+ ẼK−K (95)

besteht aus folgenden Anteilen: der kinetischen Energie

Ekin = 1
2 ∑

n
fn,k∑

G

|G+k|2|cn,k,G|2, (96)

der Energie des lokalen Pseudopotentials

Eps,lokal = V ∑
G

∑
Is

SIs(G)φps,lokal
Is (G)

︸ ︷︷ ︸
V ps,lokal(G)

n̂(G), (97)

mit SIs(G) = ∑
Ia

exp(iG ·RIs,Ia)

und φps,lokal
Is (G) =

4
π

Z ∞

0
r2 j0(r|G|)

(
νlokal

Is (r)+
ZIs

r
erfc

(
r

rGauß
Is

))
dr,

sowie n̂(G) =
1
V

Z

Ω
n(r)exp(−iG · r)dr,

wobei SIs Strukturfaktor des IonsIs, summiert über die IonenIa mit Abstandsvektor
RIs,Ia = RIs −RIa, undφps,lokal

Is Formfaktor heißen und̂n(G) die Dichte im reziproken
Raum ist. Außerdem istj l die l -te Besselfunktion underf(x) = 2√

π
R x

0 exp(−x′2)dx′ die

Gaußsche Fehlerfunktion,erfc(x) die dazu komplementäre,ZIs die Kernladung,rGauß
Is

des IonsIs, νlokal
Is (r) schließlich ist der Radialanteil der Kleinman-Bylander-Form.

Weiterer Anteil ist die Energie des nicht-lokalen Pseudopotentials

Eps,nl = ∑
n

fn,k ∑
Is,Ia

∑
l ,m

|∑
G

exp(−i(G+k)RIs,Ia)φps,nl
Is,l ,m

(G+k)cl ,k,G

︸ ︷︷ ︸
f nl
n,Is,Ia,l ,m(k)

|2, (98)

mit φps,nl
Is,l ,m

(G) =

√
4π

2l +1

Z ∞

0
r2 j l (r|G|)∆νnl

Is,l (r)RIs,l (r)ylm(ϑG,ϕG)dr,

wobei ylm(ϑ,ϕ) =





1√
2
(Ylm(ϑ,ϕ)+ (−1)mYl ,−m(ϑ,ϕ) für m> 0

Yl ,0(ϑ,ϕ) für m= 0
1√
2
(Ylm(ϑ,ϕ)− (−1)mYl ,−m(ϑ,ϕ) für m< 0





und wnl
Is,l =

4π
V

(2l +1)

(
Z ∞

0
r2RIs,l (r)∆νnl

Is,l RIs,l (r)dr

)
,

wobei l , mQuantenzahlen zu den DrehimpulsoperatorenL2 undL3, f nl
n,Is,Ia,l ,m

(k) nicht-

lokale Formfaktoren,Ylm die Kugelflächenfunktion sind, sowie∆νnl
Is,l

(r) = νIs,l (r)−
νloc

Is,l
(r) der nicht-lokale Radialanteil der Kleinman-Bylander-Form, ϑG und ϕG die

Winkel des reziproken GittervektorsG in Radialdarstellung.
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Weiterhin Anteil hat die Austausch-Korrelations-Energie,

EXC =

Z

Ω
(n(r)+npc(r)︸ ︷︷ ︸

ñpc

)εLDA
XC (n(r)+npc(r))dr = V ∑

G

ε̂LDA
XC (G)̂̃n

pc
(G)

(99)

mit npc(r) = ∑
G

exp(iG · r)∑
Is

S(G)φpc
Is (G)

︸ ︷︷ ︸
n̂pc(G)

,

wobei φpc
Is (G) =

4π
V

Z ∞

0
r2 j0(r|G|)npc

Is (r)dr

und npc
Is (r) =

{
nc,AE

Is (r) für r ≥ r pc
Is

g(r) = c0 + ∑6
i=3 cir i für r < r pc

Is

}
,

wobei npc die Partial-Rumpfdichte ist, undg(r) als glattes Polynom gewählt inner-
halb des Kernradiusr pc

Is wird, und ebenso die elektrostatischen Energie, die sich aus
klassicher Hartree-, Kern-Kern- und Selbstwechselwirkung zusammensetzt,

EES= 2πV ∑
G6=0

|n̂(G)+ n̂Gauß(G)|2
|G|2 − ∑

Is,Ia

1√
2π

Z2
Is

rGauß
Is

+ 1
2 ∑

L
∑

(Is,Ia,Js,Ja)

ZIsZIa

|RIs,Ia −RJs,Ja −L|erfc


 |RIs,Ia −RJs,Ja −L|√

rGauß
Is + rGauß

Js


 , (100)

mit n̂Gauß(G) = ∑
Is

SIs(G)φGauß
Is (G),

wobei φGauß
Is = −ZIs

V
exp

(
−1

4
(rGauß

Is )2|G|2
)

,

wobein̂Gauß(G) die zusätzliche Gauß-Dichte aus den Abschirmladungen im reziproken
Raum mit den jeweiligen GaußradienrGauß

Is des IonsIs ist.

Kohn-Sham-Gleichung Zur Lösung der Kohn-Sham-Gleichung
[
−1

2∇2 +vps,lokal(r)+vps,nl(r)+vH(r)+vXC(r)
]

ψn,k(r) = εn,kψn,k(r) (101)

innerhalb eines Minimierungsverfahrens benötigen wir denGradienten der Wellen-
funktion

∂E tot[{Ψ j}
∂Ψ j

=
(
−1

2∇2+vKS)
︸ ︷︷ ︸

HKS

Ψi. (102)

Die verschiedenen Anteile von〈χk+G|T +VH +V ps,lokal +VXC
︸ ︷︷ ︸

V lokal

+V ps,nl |ψn,k〉 werden

im Folgenden angegeben.

Kinetischer Gradient

〈χk+G|T|ψn,k〉 =
1
2
|G+k|2cn,k,G. (103)
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Lokale Potentiale

〈χk+G|vlokal|ψn,k〉 =
1
V

Z

Ω
V lokal exp(−iG · r)dr, (104)

mit V lokal = ∑
G

(
VH +V ps,lokal(G)

)
exp(iG · r)+VXC(r)

und V ps,lokal = ∑
Is

SIs(G)φps,loc
Is (G),

wobei VH =
4π
|G|2(n̂(G)+ n̂Gauß(G),

sowie VXC = εLDA
XC (n(r))+

(
dεLDA

XC (n)

dn

)

n=n(r)
n(r).

Nicht-lokales Potential

〈χk+G|V ps,nl|ψn,k〉 = ∑
Is,Ia

∑
l ,m

wnl
Is,l f nl

n,Is,Ia,l ,m(k)exp(iG ·RIs,Ia)φ
ps,nl
Is,l ,m

(G+k). (105)
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2.3 Anwendungen der Dichtefunktionaltheorie

In den folgenden beiden Abschnitten soll es um konkrete Berechnungen mittels der
oben niedergelegten Dichtefunktionaltheorie und die Behandlung der dabei auftreten-
den Schwierigkeiten gehen. Mit dem zuvor dargestellten Formalismus können wir die
Grundzustandsenergie eines Systems berechnen. Würden wirauch die Newtonsche
Bewegungsgleichungen für die Kerne lösen, so ließe sich Moleküldynamik oder Struk-
turoptimierung - Finden einer stabilen Struktur unter bestimmten Randbedindungen -
betreiben, siehe [40]. Unsere Zielsetzung ist jedoch das Berechnen elektromagneti-
scher Eigenschaften.
Wir wollen kurz die folgenden Anwendungen und ihre Problemebeschreiben: Die
Kohn-Sham-Eigenwerte sind zunächst unphysikalisch, bis auf den größten. Mit ihm
und einem zusätzlich eingeführten, unbesetzten Orbital lässt sich näherungsweise die
Bandlückenenergie bestimmen, welche zur Klassifikation der Halbleiter-/Isolatorei-
genschaft dient. Mittels Störtheorie wollen wir anschließend ein äußeres, homogenes,
magnetisches Feld anlegen. Diese Störung benötigt jedoch die Anwendung des Orts-
operators, der unter periodischen Randbedingungen nicht wohldefiniert ist. Mit Hilfe
maximal lokalisierter Wannierfunktionen und einer Umdefinition wird seine Anwen-
dung jedoch möglich sein. Zur Anwendungen der Störung werden weitere Orbitale
hinzukommen, welche die gestörten Wellenfunktionen in erster Ordnung repräsentie-
ren, mittels derer wir die elektronische Stromdichte bestimmen können. Sie entsteht
durch das Einwirken des äußeren Feldes und bedingt wiederumein induziertes Ma-
gnetfeld, dessen Verhältnis zum äußeren angelegten den chemischen Abschirmtensor
und die magnetische Suszeptibilität bestimmt. Diese werden wir im Rahmen der ab-
schließenden Ausführungen zur Kernspinresonanz definieren.

2.3.1 Leitereigenschaft

Wir folgen Kittel [64] in diesem Abschnitt. Um festzulegen,ob ein Material elektrisch
leitend ist, dient die BandlückeEg als Maßstab. Diese beschreibt die Ausdehnung ei-
nes Bereichs, in dem keine elektronischen Zustände erlaubtsind. Als grobe Grenze
wird 3 eV gewählt, um zwischen Leitern (Eg < 0 eV), Halbleitern (0> Eg > 3 eV)
und Isolatoren (Eg > 3 eV) zu unterscheiden. Besonders Halbleiter bieten interessante
Anwendungsmöglichkeiten, da sie als Einwegleiter oder alsSchalter verwendet wer-
den können. Entscheidend ist zunächst die Anzahl der freienElektronen im Medium,
die nicht an Gitteratome gebunden sind - die Leitfähigkeit.Durch Dotierung26 des
Halbleiters mit drei- oder fünfwertigen Akzeptor- und Donatorelementen kann diese
gesteigert werden. An der Grenzschicht zweier unterschiedlich dotierter Halbleiter bil-
det sich eine ladungsfreie Zone, da freie Ladungsträger ausdem einen Medium durch
diese Schicht in das jeweilige andere wandern und dortige neutralisieren. Es bildet
sich unter Gleichgewichtsbedingungen ein elektrisches Feld in Höhe der Bandlücke,
durch das der kurzfristige Ladungsfluss versiegt. Durch Anbringen eines äußeren Fel-
des kann diese Raumladungszone jedoch entweder so weit verkleinert werden, dass

26Das ist die Einbringung von Fremdatomen in das Gitter des Halbleiters mit einer „Verunreinigung“ in
der Größenordnung von 10−10. Bei den bedeutenden, vierwertigen Halbleitern Germaniumund Silizium
wird mit den Stoffen Bor, Indium, Aluminium oder Gallium bzw. den fünfwertigen Elementen Phosphor,
Arsen oder Antimon dotiert. Gemischte drei-fünfwertige Halbleiter wie Galliumarsenid werden wieder-
um mit vierwertigen Stoffen wie Kohlenstoff, Silizium oderGold verunreinigt.
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wieder ein Strom fließt, oder so vergrößert, dass nur noch eine verschwindend gerin-
ge Ladung durch Wärmediffusion den Weg durch das Material findet. Dies beschreibt
in einfachen Worten den Vorgang innerhalb ein pn-Diode, einem Einwegleiter. Für
einen Transistor werden drei Schichten mit wechselnder Dotierung verwendet. Durch
Anlegung einer Spannung zwischen mittlerem und einem äußeren Block kann wieder
die Raumladungszone so verkleinert werden, dass anschließend ein Strom durch den
gesamten Transistor fließt. Heutzutage können Schalter in 65nm-Größe durch lithogra-
phische Prozesse gefertigt werden und ermöglichen dadurchauch die verschwenderi-
sche Rechenkapazität dieser bescheidenen numerischen Arbeit.

Im Folgenden wollen wir darlegen, wie wir die Bandlücke mittels der im letzten Ab-
schnitt 2.2 hergeleiteten Dichtefunktionaltheorie näherungsweise berechnen wollen.
Dazu beginnen wir mit der Definition der Bandlücke aus Valenz- und Leitungsban-
denergien. Diese muss jedoch zunächst genähert werden, da wir keine ionischen Sy-
steme berechnen können, was uns zur HOMO-LUMO-Gap führt, der Bandlücke in
Molekülen. Mittels einer einfachen Vorstellung eines freien Elektrons im Feld der vor-
handenen Elektronen werden wir schließlich eine einfach zuberechnende Näherung
an die Bandlücke finden.

Bandlücke Wir folgen zunächst [70] und betrachten ein System nicht-wechselwir-
kender Elektronen mit aufsteigendem Energiespektrumε1, ε2, . . ., wobei der Abstand
wie O (M−p) — M Elektronenzahl,p sei ein positiver Bruchteil von 1 — abfallen soll.
Generell soll das System groß sein, alsoM → ∞. Der Isolator soll eine Lücke der
Größeεg zwischenεN undεN+1 mit Abstand der OrdnungO (1) haben,

εg = εN+1− εN.

Die GrundzustandsdichtenM(r) von M Elektronen ergibt sich aus dem Stationaritäts-

prinzip (40): ∂Ts,M
∂n +V = µM. Für das chemische Potential giltµM = εM +O (M−p). Es

ist wohldefiniert außer fürµN, dieses liegt irgendwo zwischenεN und εN+1. Betrach-
ten wir nun die beiden Grenzwerte von obenM → N+1 und von untenM → N, dann
erhalten wir:

εg =
∂Ts
∂n+

− ∂Ts
∂n−

,

wobei
∂Ts
∂n±

= lim
M→N+1,N

∂Ts
∂n

. (106)

Die Bandlücke entspricht also einer Unstetigkeit im kinetischen Funktional. Hartree-
und elektrostatischer Teil sind stetig, da rein dichteabhängig. Für ein wechselwirken-
des System kommt zusätzlich eine Unstetigkeit im Austausch-Korrelations-Funktional
hinzu.

Die Bandlücke kann nun rigoros aus den Einteilchenanregungsenergien definiert
werden [71]. Es ist die Differenz zwischen dem niedrigsten Leitungsbandεc und dem
höchst besetzten Valenzbandεv:

εc = EN+1−EN, (107)

εv = EN −EN−1, (108)

Eg = εc− εv. (109)
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Hierbei bezeichnetEN die Gesamtenergie des N-Teilchen-Grundzustands.

HOMO-LUMO In unserem DFT-Kontext sind die GrößenEN+1 und EN−1 jedoch
nicht ermittelbar, deswegen wollen wir stattdessen versuchen,Eg in Beziehung zu den
in (46) definierten Kohn-Sham-Eigenwerten zu setzen.ε j(M) bezeichnet hier den j-ten
Kohn-Sham-Eigenwert eines M-Elektron-Grundzustands.

Wir wollen zeigen, dass sich Leitungs- und Valenzenergie auch wie folgt schreiben
lassen [70]:

εc = εN+1(N+1), (110)

εv = εN(N). (111)

Denn wird folgende DichtenM(N) = ∑M
j=1 |ψ j(N)|2 definiert, d. h. als die Summe über

die Einzeldichte der ersten M Wellenfunktionen eines N-Elektron-Systems, dann läßt
sich (108) wie folgt umschreiben:

εv = E[nN(N)]−E[nN−1(N−1)].

nN−1(N−1) ist nun immer noch nicht zugänglich, eine Näherung durchnN−1(N) hat
jedoch nur einen Fehler vonO(N−1). Wir fassen also die Valenzenergieεv als die
Differenz der Energiefunktionale eines N-Elektronensystems mit der obig definierten
DichteNN und eines N-Elektronensystems mit der DichteNN−1 auf:

εv ≈ E [nN(N)]−E [nN−1(N)] =
Z ∂E

∂nN
nN(N)d3r −

Z ∂E
∂nN

nN−1(N)d3r

=

Z ∂E
∂nN

|ψN(N)|2d3r

=
Z

〈ψN(N)| ∂E
∂nN

|ψN(N)〉d3r

= εN(N).

Die letzte Äquivalenz folgt aus der obigen Stationaritätsbedingung für eine Grund-
zustandsdichtenM(r) und der Kohn-Sham-Gleichung (46). Wir erhalten also (111),
ähnlich folgt (110). Somit folgt für die Bandlücke

εg ≈ εN+1(N+1)− εN(N) = εN+1(N)− εN(N)+ ∆XC. (112)

Den Unterschied∆XC besteht in den schon erwähnten fehlenden Austausch-Korrelations-
Korrekturen. In [70] leiten Sham und Schlüter für die Unstetigkeit einen exakten Aus-
druck her. Wie zu sehen ist, liegt dies sehr nahe an der „naiven“ Definition der Band-
lücke als Differenz zwischen dem obersten besetzten und demuntersten unbesetzten
Orbital. Diese wird auch als HOMO-LUMO-Gap27 bezeichnet. Man kann diese naive
Definition wie folgt interpretieren: Die Kohn-Sham-Eigenwerte haben keine physika-
lische Bedeutung bis auf den oberstenεN(N), welcher der Einfach-Ionisationsenergie
entspricht [72]. Gleichzeitig istεN+1(N) die Energie desN + 1-ten Elektrons, wel-
ches sich im Feld derN Valenzelektronen bewegt, ohne dieses Feld zu beeinflussen.

27„highest occupied molecular orbit“, „lowest unoccupied molecular orbit“
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Also im Sinne eines freien Elektrons im Medium. Der Zusatzterm ∆XC muss jedoch
entstehen, da dieses Elektron immer noch dem Pauliprinzip gehorchen muss und dy-
namische Korrelationen bewirkt.

Über diesen dargestellten Ansatz ist jedoch eine näherungsweise Bestimmung der
Bandlücke mühelos möglich, indem ein zusätzliches unbesetztes Orbital orthogonal
zu den übrigen in die Rechnung eingebracht wird, dessen Eigenwert in Abhängigkeit
der besetzten Dichte minimiert wird. Wir erhalten also im unbesetzten Fall folgendes
Energiefunktional mitNψ der Zahl der besetzten Zustände.

E unbesetzt[{ψi}Nψ+1
]
= 〈ψNψ+1|− 1

2∇2 +Vion + 1
2VH [nbesetzt]+ εXC[nbesetzt]|ψNψ+1〉.

(113)

2.3.2 Dichtefunktionalstörtheorie

In den drei folgenden Abschnitten wird es darum gehen, wie das magnetische Feld
im Rahmen der Dichtefunktionalstörtheorie in den Hamiltonian (36) einzubauen, die
gestörten Wellenfunktionen und Dichten zu berechnen und aus ihnen die Stromdich-
te zu erhalten sind. Mit ihr kommen wir zur eigentlichen zweiten Anwendung, der
Kernresonanz-Spektroskopie und den damit verbundenen Größen, dem chemischen
Abschirmtensor und nebenbei der magnetischen Suszeptibilität.
Zunächst wollen wir jedoch mit einer allgemeinen Einführung anhand der Rayleigh-
Schrödinger-Störtheorie beginnen, anschließend mittelsdieser klären, ob das magneti-
sche Feld überhaupt als kleine Störung der zuvor berechneten Grundzustände betrach-
tet werden darf, d. h. die Energiezustandsverschiebungen durch das störende Magnet-
feld klein sind, und schließlich die Dichtefunktionalstörtheorie herleiten und auf unser
Problem anwenden.

Rayleigh-Schrödinger Störtheorie Der HamiltonianHHK (siehe (36)) lässt sich in
zwei Anteile aufspalten - wir folgen in diesem Paragraphen der Darstellung in [41],
Kapitel 11.1:

H = H(0) + λH(1). (114)

λ wird Störparameter genannt und koppelt die StörungH(1) an das ungestörte Sy-
stem, repräsentiert durchH(0) = HHK . Wir nehmen an, dass wir dessen Eigenfunktio-
nen|Ψ(0)

n 〉 und -werteε(0)
n exakt kennen:H(0)|Ψ(0)

n 〉 = ε(0)
n |Ψ(0)

n 〉. Wir suchen nun die
stationären ZuständeH|Ψn〉 = εn|Ψn〉. Da die Störung klein sein soll, wird um den
Parameterλ in folgenden Reihen entwickelt.

εn = ε(0)
n + λε(1)

n + λ2ε(2)
n + . . . ,

|Ψn〉 = |Ψ(0)
n 〉+ λ|Ψ(1)

n 〉+ λ2|Ψ(2)
n 〉+ . . . . (115)

Wir wollen der Einfachheit halber zusätzlich annehmen, dass die Grundzustände|Ψ(0)
n 〉

nicht entartet sind, es gilt alsoε(0)
i 6= ε(0)

j für paarweise ungleiche Indizes(i, j). Ein-
setzen in (114),

(H(0) + λH(1) + . . .)(|Ψ(0)
n 〉+ λ|Ψ(1)

n 〉+ λ2|Ψ(2)
n 〉+ . . .)

= (ε(0)
n + λε(1)

n + λ2ε(2)
n + . . .)(|Ψ(0)

n 〉+ λ|Ψ(1)
n 〉+ λ2|Ψ(2)

n 〉+ . . .),
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und anschließendes Sortieren bis zur zweiten Ordnung des Parametersλ liefert drei
Gleichungen:

H(0)|Ψ(0)
n 〉 = ε(0)

n |Ψ(0)
n 〉,

H(0)|Ψ(1)
n 〉+H(1)|Ψ(0)

n 〉 = ε(0)
n |Ψ(1)

n 〉+ ε(1)
n |Ψ(0)

n 〉,
H(0)|Ψ(2)

n 〉+H(1)|Ψ(1)
n 〉 = ε(0)

n |Ψ(2)
n 〉+ ε(1)

n |Ψ(1)
n 〉+ ε(2)

n |Ψ(0)
n 〉.

Zunächst müssen wir noch eine Normierung der gestörten zu den ungestörten Zustän-
den festlegen:〈Ψ(0)

n |Ψn〉 = 1 = 〈Ψ(0)
n |Ψ(i=0)

n 〉︸ ︷︷ ︸
=1

+〈Ψ(0)
n |Ψ(i 6=0)

n 〉︸ ︷︷ ︸
=0

. Anschließend multipli-

zieren wir mit〈Ψ(0)
n | und erhalten die ungestörte Energie und Störkorrekturen, wobei

jeweils die niedrigeren Energieterme in jene der höheren Ordnungen eingesetzt werden
müssen:

ε(0)
n = 〈Ψ(0)

n |H(0)|Ψ(0)
n 〉,

ε(1)
n = 〈Ψ(0)

n |H(1)|Ψ(0)
n 〉,

ε(2)
n = 〈Ψ(0)

n |H(1)|Ψ(1)
n 〉 =

m6=n

∑
m

|〈Ψ(0)
m |H(1)|Ψ(0)

n 〉|2

ε(0)
n − ε(0)

m

.

Folgendes lässt sich anhand obiger Formeln feststellen:

1. Für den Grundzustandε(0)
0 ist die Verschiebung zweiter Ordnungε(2)

n negativ.

Da ε(0)
0 < ε(0)

m6=0, weil ε(0)
0 Grundzustand ist.

2. Falls die Matrixelemente vonH(1) von vergleichbarer Größe sind, liefern räum-
lich benachbarte Niveaus einen größeren Beitrag in der zweiten Ordnung Stö-
rungstheorie als entfernte - offensichtlich aufgrund des größeren Überlapps.

3. Falls ein wichtiges (großes Matrixelement, kleiner Abstand) Niveau vonε(0)
m

oberhalb vonε(0)
n liegt, so wirdεn nach unten undεm nach oben verschoben: Die

Niveaus stoßen sich ab.

Störungsformalismus Unser bisheriger Kohn-Sham-Hamiltonian (46) schließt so-
weit noch keine elektromagnetischen Felder ein. Im Abschnitt 2.1.3 haben wir jedoch
bereits hergeleitet, wie durch „minimale Substitution“ diese zu integrieren sind, wir
erhalten dabei zwei Zusatzterme:

H(1) = 1
2(p·A(r)+A(r) · p),

= (A(r) · p), (116)

H(2) = 1
2A(r) ·A(r). (117)

Denn es gilt mit dem vollständig antisymmetrischen Tensorεi jk :

[p,A] = [−i∇,−1
2r ×B]

= − i
2

[
εi jk∇ir jBk− εi jkr jBk∇i

]

= 0.
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Damit erhalten wir das Störfunktional.

E p = ∑
k

〈ϕk|H(1) +H(2)|ϕk〉. (118)

Störtheoretische Abschätzung Bevor wir die Störungstheorie im folgenden Ab-
schnitt 2.3.4 anwenden, müssen wir erst kontrollieren, dass die Voraussetzungen er-
füllt sind, d. h. die Störung klein ist - wir folgen wieder [41], Kapitel 7.2 und benutzen
hier Gaußsche Einheiten.Ψ sei eine beliebige Wellenfunktion. Zunächst stellen wir
den ersten Störterm (116) durch das VektorfeldA mittels des Drehimpulsoperators
L = h̄

i r ×∇ dar.

ih̄e
mc

A ·∇Ψ =
ih̄e
mc

(
−1

2

)
(r ×B) ·∇Ψ =

ih̄e
2mc

(r ×∇) ·BΨ = − e
2mc

L ·∇Ψ.

Der zweite Term (117) lässt sich wie folgt umformen, wir wählen dabei ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit, dass das B-Feld parallel zurz-Achse sei, und nutzen
die Darstellung (24)

e2

2mc2 A2Ψ =
e2

8mc2 (r ×B)2Ψ =
e2

8mc2 (r2B2− (r ·B)2)Ψ =
e2B2

z

8mc2 (r2
x + r2

y)Ψ.

Ein Vergleich der Größenordnungen des ersten mit dem zweiten Term und des
ersten Term mit der Coulomb-Wechselwirkung zeigt nun - mit typischen Laborfeldern
auf der Erde bis zu einer Größenordnung von 105 Gauss oder 101 Tesla,

(
e2

8mc2

)
(x2 +y2)B2

z

|−
(

e
2mc

)
〈Ψ|Lz|Ψ〉Bz|

≈ e2
0

4h̄c
Bz

e0/a2 = 1,1×10−11 ·B[Gauß],

dass der zweite Term vernachlässigbar gegenüber dem erstenund

−
(

e
2mc

)
〈Ψ|Lz|Ψ〉Bz

e2

a

≈ a2αBz

2e0
= 2×10−10 ·B[Gauß],

dass der erste wirklich nur eine kleine Störung gegenüber der Coulombenergie des Sy-
stems darstellt. Hierbei istα = e2

2e0hc ≈ 1
137 die Feinstrukturkonstante,e

2

a die typische

Stärke des Coulombpotentials,a = e0h̄2

me2 der Bohrsche Atomradius,e0 die Dielektrizi-
tätskonstante des Vakuums,mdie Elektronenmasse,̄h das Planck’sche Wirkungsquant
undc die Lichtgeschwindigkeit. In der Natur können jedoch weit größere Feldstärken
vorkommen. In Neutronensternen z. B. können Magnetfelder bis 1012 Gauß auftreten,
weswegen dort eine einfache Störungsrechnung nicht mehr gerechtfertigt wäre und ei-
ne vollständige Entwicklungsreihe gerechnet werden muss,wie für obigen besonderen
Fall durch Garcke [73] oder auch in [74], die sich allgemein mit Dichtefunktionalen in
starken Magnetfeldern beschäftigen.

Dichtefunktionalstörungstheorie Analog zur Rayleigh-Schrödinger-Störungstheo-
rie wollen wir nun die Dichtefunktionaltheorie aus Abschnitt 2.2 störungstheoretisch
erweitern - wir halten uns herbei an [68] bzw. [75]. Ausgangspunkt ist das Kohn-Sham-
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Funktional (41). Wir gehen zunächst allgemein von nicht-orthogonalen Orbitalen aus,
weswegen wir das Funktional mittels der Dichtematrix

ρ(r, r ′) = ∑
i, j

ψi(r)S
−1
i j ψ j(r

′)

schreiben werden, wobeiS−1 die Inverse der ÜberlappmatrixSi j = 〈ψi |ψ j〉 und n =
ρ(r, r) die Dichte ist.

E [ρ(r, r ′)] = 1
2

Z

dr
Z

dr′∂(r − r ′)∇2
r ρ(r, r ′)

+ 1
2

Z

dr
|ρ(r, r ′)|2
|r − r ′| +EXC[n]+

Z

v(r)n(r)dr.

Das Minimum dieses FunktionalsE liefert die GrundzustandsenergieE(0), wobei wir

annehmen, dass die Orbitale im Minimum orthogonal aufeinander stehen,〈ψ(0)
i |ψ(0)

j 〉=
δi j . Zu diesem Funktional addieren wir nun ein beliebiges StörfunktionalE p wieder
mittels eines kleinen Parametersλ:

Egesamt[{|ψi〉}] = E [{|ψi〉}]+ λE p[{|ψi〉}]. (119)

Klassisch wäre zu erwarten, dass sich nur bei Einschalten der Störung ein kurzer Strom
ergibt, der dann versiegt. Diese zerfallen auf mesoskopischer28 Skala jedoch nicht,
sondern bilden sogenannte „persistent currents“, also stationäre, kohärente Zustände
mit entsprechend verschobener Energie. Aufgrund dieser Stationarität besitzt dieses
FunktionalEgesamtnach Hohenberg-Kohn wieder ein Minimum, diesmal angewandt
auf den kompletten HamiltonianH(0) + H(1) + H(2) und der zugehörigen Grundzu-
standsgesamtwellenfunktionΨ. Wir entwickeln Energie und Wellenfunktionen analog
zu (115) nach dem Störparameter. Setzen wir diese Entwicklung in die Definition der
Dichte (94) ein, ergibt sich eine analoge Entwicklungsreihe für diese:

n = n(0) + λn(1) + . . . , (120)

insbesondere mit der Dichte erster Ordnung

n(1) =
N

∑
i=1

ψ(0)
i (r)ψ(1)

i (r)+ ψ(1)
i (r)ψ(0)

i (r). (121)

28Dies ist der Bereich zwischen einem Bohr-Radius und der Kohärenzlänge der Elektronen des Sy-
stems, typisch von wenigen Nanometern bis Mikrometern.
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Anschließend schreiben wir Funktional (119) in einer Taylorentwicklung29 um |ψ(0)〉
bis zur ersten Ordnung inψ:

Egesamt= EKS

[
|ψ(0)〉+ λ|ψ(1)〉

]
+ λE p

[
|ψ(0)〉+ λ|ψ(1)〉

]

= EKS[|ψ(0)〉]+ λE p[|ψ(0)〉]

+ λ
Nψ

∑
i

(
∂EKS[|ψ(0)〉]

∂|ψ(0)
i 〉

|ψ(1)
i 〉+ 〈ψ(1)

i |∂EKS[|ψ(0)〉]
∂〈ψ(0)

i |

)

+ λ2
Nψ

∑
i

(
∂E p[|ψ(0)〉]

∂|ψ(0)
i 〉

|ψ(1)
i 〉+ 〈ψ(1)

i |∂E p[|ψ(0)〉]
∂〈ψ(0)

i |

)

+ 1
2λ2

Nψ

∑
i j

( ∂2EKS[|ψ(0)〉]
∂|ψ(0)

i 〉∂|ψ(0)
j 〉

|ψ(1)
i 〉|ψ(1)

j 〉+ 〈ψ(1)
j | ∂2EKS[|ψ(0)〉]

∂〈ψ(0)
j |∂|ψ(0)

i 〉
|ψ(1)

i 〉+ . . .

. . .+ 〈ψ(1)
i | ∂2EKS[|ψ(0)〉]

∂|ψ(0)
j 〉∂〈ψ(0)

i |
|ψ(1)

j 〉+ 〈ψ(1)
j |〈ψ(1)

i | ∂2EKS[|ψ(0)〉]
∂〈ψ(0)

i |∂〈ψ(1)
j |

)

+O(λ3).

Die Terme in erster Ordnungλ verschwinden aufgrund der Stationaritätsbedingung (40),
wie oben gefordert und wir erhalten:

E gesamt= E
(0)
KS

[
{|ψ(0)

i 〉}
]
+ λE p

[
{|ψ(0)

i 〉}
]

+ 1
2λ2

Nψ

∑
i, j=1

{
〈ψ(1)

i |〈ψ(1)
j | ∂2E

(0)
KS

∂〈ψ(0)
i |∂〈ψ(0)

j |
+ 〈ψ(1)

j | ∂2E
(0)
KS

∂〈ψ(0)
j |∂|ψ(0)

i 〉
|ψ(1)

i 〉+ . . .

. . .+ 〈ψ(1)
i | ∂2E

(0)
KS

∂|ψ(0)
j 〉∂〈ψ(0)

i |
|ψ(1)

j 〉+ ∂2E
(0)
KS

∂|ψ(0)
i 〉∂|ψ(0)

j 〉
|ψ(1)

i 〉|ψ(1)
j 〉
}

+ λ2
Nψ

∑
i=1

{
〈ψ(1)

i | ∂E p

∂〈ψ(0)
i |

+
∂E p

∂|ψ(0)
i 〉

|ψ(1)
i 〉
}

+O(λ3).

Wir ordnen wieder die Energiekorrekturterme entsprechenden Ordnungen des Störpa-
rameters zu. Im Einzelnen wollen wir nun die gestörte Energie in zweiter Ordnung
E(2) bestimmen, da erst diese variationell gegenüber den gestörten Wellenfunktionen
|ψ(1)〉 ist. Über die Minimierung dieses Ausdrucks können wir die Grundzustands-
wellenfunktionen und damit die -dichte des gestörten Energiefunktionals (119) finden.
Wir wollen kurz mittels des Kohn-Sham-Energiefunktionals(51) folgende Gleichheit
zeigen. Die Identitäten (44), (45) und∂

∂〈ψ(0)
i |

= ∂
∂n

∂n

∂〈ψ(0)
i |

= |ψ(0)
i 〉 ∂

∂n helfen dabei.

∂E (0)
KS

∂〈ψ(0)
i |

=
∂Ts

∂〈ψ(0)
i |

+
∂

∂〈ψ(0)
i |

(Z

v(n)n(r)dr +EH [n]+EXC[n]
)

= −1
2∇2|ψ(0)

i 〉+v(n)|ψ(0)
i 〉+vH(n)|ψ(0)

i 〉+VXC(n)|ψ(0)
i 〉

= H(0)|ψ(0)
i 〉.

(122)

29Wir entwickeln hier also analog wie bei einer Funktion f:f (x0 + λx1) ≈ f (x0) + λ f ′(x0)(x1) +
1
2λ2 f ′′(x0)(x1)

2, nur mittels entsprechender Variationsableitungen.
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Die Auswertung der Ableitungen, in obigem Ausdruck zweiterOrdnung, verein-
facht sich nach [75] sehr im Falle orthogonaler OrbitaleSi j = δi j . Diese Annahme ist

gerechtfertigt, da dieψ(0)
i unter entsprechender Nebenbedingung ja bereits minimiert

wurden. Wir erhalten folgenden Ausdruck:

E(2) = ∑
i

[
〈ψ(1)

i |∂E p[|ψ(0)〉]
∂〈ψ(0)

i |
+

∂E p[|ψ(0)〉]
∂|ψ(0)

i 〉
|ψ(1)

i 〉
]

(123)

+∑
i j

〈ψ(1)
i |H(0)∂i j −〈ψ(0)

i |H(0)|ψ(0)
j 〉

︸ ︷︷ ︸
=λi j

|ψ(1)
j 〉

+ 1
2

Z

d3rd3r ′
∂2EXC[n(0)]

∂n(r)∂n(r)
n(1)(r ′)n(1)(r ′),

mit H(0) = HKS.

Wieder benötigen wir eine Orthogonalitätsbedingung der Gesamtwellenfunktion, wir
fordern:

〈ψ(0)
i |ψ(1)

i 〉+ 〈ψ(1)
i |ψ(0)

i 〉 = 0 ∀i.

Noch allgemeiner setzen wir aber die folgende Bedindung an,denn dadurch verschwin-
det die integrierte Störungsladungq(1) =

R

d3r n(1)(r) = 0 (siehe (121). Die Gesamt-
ladung muss unter Störung erhalten bleiben).

〈ψ(0)
i |ψ(1)

j 〉 = 0 ∀i, j. (124)

Die Wellenfunktionenψ(0)
i können rein reell gewählt werden, da das Hohenberg-

Kohn-Funktional (39) nur von der reellen Dichte abhängt. Betrachten wir aber die
Matrixdarstellung des StörhamiltoniansH(1),

〈r|H(1)|r ′〉 = i 1
2∂3(r − r ′)(r −R)×B ·∇,

wobei R ein beliebiger Aufpunkt sei, so ist diese rein imaginär. DasStörfunktio-
nal (123) steht über (118) in direkten Zusammenhang mit dem obigen Störhamiltonian.
Da E(2) und dieψ(0)

i also rein reell sind, folgt aber somit, dass dieψ(1)
i rein imaginär

sein müssen. Damit verschwindet die Dichte erster Ordnung (121), denn beide Sum-
manden heben sich gegenseitig auf. Dadurch vereinfacht sich das Störfunktional (123)
zu folgendem Ausdruck, wobei wirH(2) in (118), aus den weiter oben erwähnten Ab-
schätzungen, vernachlässigen:

E(2) = ∑
k

[
〈ψ(1)|H(1)|ψ(0)〉+ 〈ψ(0)|H(1)|ψ(1)〉

]
+∑

kl

〈ψ(1)|H(0)∂kl −λkl|ψ(1)〉.

(125)

Für die gestörten Wellenfunktionen|ψ(1)〉 erhalten wir über das Variationsprinzip wie-
der eine Stationaritätsbedingung:

∂E(2)

∂〈ψ(1)| =
∂E p[|ψ〉]
∂〈ψ(1)

k |
+∑

l

(H(0)∂kl −λkl)|ψ(1)
l 〉

= 0. (126)
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2.3.3 Homogenes Magnetfeld unter periodischen Randbedingungen

Der Störhamiltonian (116) enthält das VektorpotentialA(r), dieses wiederum, nach
der besonderen Darstellung (24), den Ortsoperator:A=−1

2[r×B]. Unter periodischen
Randbedingungen ist dieser jedoch nicht wohldefiniert. DerGesamthamiltonian muss
aber periodisch sein, damit sich korrekte Lösungen unter den geforderten Randbedin-
gungen ergeben. Wir benötigen also einen periodischen Störhamiltonian.

Mauri und Louie haben in [76] Rechnungen unternommen, bei denen das magne-
tische Feld mit einem endlichen Wellenvektorq räumlich moduliert wird.

B(r) = B0

(
0,0,

√
2cos(q· r)

)
= ∇×A

→ H(1) = p·A =
√

2
sin(q· r)

q
pyB0.

Dadurch ist also der gestörte Hamiltonian ebenfallsq-periodisch und somit wohlde-
finiert für ein ausgedehntes System. Die gesuchten Resultate für B(r) = B0 werden
durch numerische Extrapolationq→ 0 erhalten. Dies ist numerisch jedoch relativ kost-
spielig. Einerseits muss stets für mehrere Werte von q gerechnet werden. Andererseits
darf nicht mehr nur im Gamma-Punkt gerechnet werden, sondern über viele Zellen, da
|q−1| meist nicht in dem diskreten, reziproken Gitterbereich liegt.
In [68] wird eine Alternative angeboten, die auf den besonderen Eigenschaften der
Wannier-Orbitale basiert. Sie werden aufgrund ihres exponentiellen Abfalls als isoliert
betrachtet. Deswegen werden die Orbitale in virtuelle Zellen30 eingesperrt. Sebastia-
ni [68] schlägt weiterhin vor, auf diesen einen neuen Ortsoperator zu definieren, der
linear von−L/2 bisL/2 ansteigt und am Rand (sanft)31 vonL/2 nach−L/2 abfällt, in
der Form eines Sägezahns über den relevanten Bereich der Wellenfunktion. Problema-
tisch an diesem Operator ist seine unphysikalische Natur im„Sprungbereich“, der aber
der Theorie nach dort erfolgt, wo die Wellenfunktion verschwindet. Die Transforma-
tion mittels eines „Sägezahns“ ist aber weniger aufgrund von resultierenden Fluktua-
tionen durch nachfolgende Fouriertransformationen notwendig. Die analytische Säge-
zahnform,

f (x) : x→ 2·
N

∑
j=1

(−1) j+1 sin( j ·x)
j

, (127)

blieb in der visualisierten Stromdichte in Form von Treppen, auch für großeN, deutlich
erkennbar. Dabei sollte sie sich unter einer FFT ausgezeichnet verhalten. Stattdessen
ist es die Unstetigkeitsstelle am Rand. Im Zusammenspiel mit den zu ermittelnden
Wannierzentren und der Translation dorthin führt sie zu einer extrem großen Anfäl-

ligkeit der gestörtenψ(r×p)
l gegen Schwankungen in der Zentrumsbestimmung. Dem

Problem zugrunde liegt die Konvention des nächsten Bildpunktes. Der Abstand zweier
VektorenR und r in der Zelle soll mittels eines Gittervektors (77) so gewählt werden,
dass|R− r +Rgitter| minimal ist.

Betrachten wir nebenstehende Abbildung des Ortsoperatorsf (x) = x entlang einer
Koordinatex in blau. Sei ein ZentrumRl für dasl -te Orbital bestimmt und die Mitte

30In ihrem Randbereich soll die Wellenfunktion nahe bei Null bzw. die Länge der Zelle größer als die
Abklinglänge des exponentiellen Verlaufs sein.

31um hohe Frequenzen durch plötzliche Änderungen zu meiden
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der Zelle dorthin verschoben, dann befinden sich eine gewisse Anzahl von Gitterpunk-
ten genau auf dem Rand dieser virtuellen Zelle, also jeweilsin der entsprechenden
Abstandsvektorkomponente eine halbe KantenlängeL von Rl entfernt. Fluktuiert jetzt
Rl in den einzelnen Komponenten um ein sehr kleinesδ, verschiebt sich die Zelle da-
durch so, dass die Punkte aufgrund der Konvention plötzlicham gegenüberliegenden
Rand der Zelle liegen. Und folglich erfahren sie einen Vorzeichenwechsel, wenn ein
linear ansteigender Ortsoperatorf (x) angewandt wird, nämlich vonL nach−L. Rot
und grün sind nun zwei Sinuskurven, welche die Unstetigkeitsstelle beseitigen. Ohne
sie würde ein am rechten Rand liegender Gitterpunkt aufgrund der obigen Konvention
bei einer Schwankung um ein positivesδ an den linken Rand verschoben. Mit ihnen
ist der Ortsoperator stetig und periodisch. Wir wählten also folgende Formulierung,
wobei der Parameters= 0.01 sehr viel kleiner ist als in der Abbildung dargestellt:

f (x) : x→





−L
2 ·sin

(
x

s·L · π
2

)
,0 < x < s·L

(x−s·L) · 1
1−2s− L

2 ,s·L ≤ x < (1−s) ·L
L
2 ·cos

(
x−(1−s)·L

s·L · π
2

)
,(1−s) ·L < x < L





. (128)

Noch zu erwähnen ist, dass die zweite Einschränkung dieser Vorgehensweise die
zusätzlich notwendige exponentielle Abklingforderung ist, welche Metalle wegen ih-
rer delokalisierten Orbitale und rein algebraischen Abfalls ausschließt.

Wir wollen nun zunächst eine Invarianz der Bloch-Wellenfunktionen aufzeigen. An-
schließend werden wir das Ortsoperatorproblem genauer darlegen und es mit dieser
Invarianz lösen können. Dies führt uns zu den sogenanntenMaximal Lokalisierten
Wannier-Funktionen

Varianz Die Bloch-Orbitale, welche sich als Lösungen aus der Minimierung des pe-
riodischen Hamiltonians ergeben, sind nicht eindeutig. Sie sind invariant gegenüber
einer allgemein unitären Transformation. Eindeutige Orbitale erhalten wir, wenn ge-
fordert wird, dass die Varianz, das zweite Moment der k-ten Wellenfunktion,

σ2
k = 〈ψk|r̂2|ψk〉− 〈ψk|r̂ |ψk〉2, (129)

in der Summe über alle Orbitale minimal ist. Es ist offensichtlich, dass die Varianz
unter einer unitären Transformation aufgrund der Nicht-Linearität nicht erhalten bleibt,
die Dichte und Eigenwerte des Hamiltonians aber sind invariant. Die resultierenden
Orbitale werden Wannier-Orbitale genannt. Diese Technik ist in der Quantenchemie
wohl bekannt, wodurch Bindungswinkel und -längen erst bestimmbar werden.

Ortsoperatorproblem Wir wollen dieses Problem kurz ausführlicher darstellen und
verweisen auf Abbildung 2 auf Seite 64. Wir stellen jeweils elektronische Wahrschein-
lichkeitsdichten von Galliumarsenid in Sicht auf die XZ-Ebene dar. Im ersten Bild se-
hen wir ein typisches Orbitalψi nach der Minimierung. Es ist über die ganze Zelle
ausgebreitet und nicht lokalisiert, da im Rahmen der DFT einzig die Gesamtdichte
entscheidend ist, nicht die einzelne Wellenfunktion. EineAnwendung des Ortsopera-
tors〈ψi |r̂ |ψi〉 = ∑r ci(r)r̂ci(r) liefert kein sinnvolles Zentrum. Die Dichte, von der der
HamiltonianH nach Hohenberg-Kohn im Grundzustand einzig abhängt, ist invariant
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gegenüber einer unitären Transformation der Wellenfunktion. Wir können also, bild-
lich gesprochen, die einzelnen Anteile der Wellenfunktionen untereinander tauschen,
bei äquivalenter Gesamtdichte, bis jedes einzelne Orbitallokalisiert ist. Das Ergebnis
für ein solches Orbital ist im zweiten Bild zu sehen. Optischlässt sich nun ein Zentrum
bestimmen, eine naive Anwendung des obigen Ortsoperators liefert jedoch wegen des
eventuellen Übertritts am Rand der Zelle ein falsches Zentrum. Es liegt stets zu weit in-
nen, da der angewandte Operator nichts anderes als die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
gewichtet mit einer nicht-periodischen Koordinate ist. Dies ist in Bild drei zu sehen -
„X“ markiert das wahre, „O“ das berechnete Zentrum. Ein spezieller, periodischer und
unter diesen Randbedingungen wohldefinierter Ortsoperator liefert jedoch das richtige
Zentrum. Haben wir dies einmal bestimmt, können wir jedes Orbital für sich in die
Mitte einer virtuellen Zelle verschieben, siehe Bild vier.Dann kann auch der naive
Ortsoperator angewendet werden und liefert wohldefinierteWerte, solange das Orbital
die exponentielle Abklingforderung erfüllt.

Die Nicht-Periodizität des OrtsoperatorsX̂ ist leicht am TranslationsoperatorL̂(R)=
exp(R·∇) zu sehen, mit dem er nicht kommutiert. Daher ist er in der obigen Form
unter periodischen Randbedingungen nicht mehr gültig. Resta [77] schlägt eine offen-
sichtliche Erweiterung vor, mit der sich dennoch ein sinnvoller Erwartungswert des
OperatorŝX ergibt:

〈X〉=
L
2π

ℑ(ln〈ψk|ei 2π
L X̂|ψk〉). (130)

Mit dieser Definition des Ortsoperators ist eine Auswertungdes Varianzausdrucks
möglich. Außerdem ist er offensichtlich L-periodisch, d. h. damit können wir das wah-
re Zentrum einmalig innerhalb der Lokalisierung der ungestörten Orbitale berechnen
und dieses anschließend zur Translation nutzen, damit der naive Ortsoperator wieder
Gültigkeit innerhalb seiner virtuellen Zelle hat.

Maximal lokalisierte Wannierfunktionen Allgemein gibt es nun zwei Möglich-
keiten eine unitäre Transformation zu berechnen, mittels derer sich die Varianz der
Orbitale minimieren lässt.

Der erste Weg geht über die Potenzen antisymmetrischer Matrizen exp(A) (sie-
he [78] für eine Übersicht und rigorosere Varianzdefinition). Aufgrund der größeren
Einfachheit und Parallelisierbarkeit verwenden wir aber einen anderen.

Dieser verläuft nämlich ähnlich dem Jacobi-Algorithmus zur Diagonalisierung ei-
ner symmetrischen Matrix - wir folgen hierbei der Darstellung von Gygi et al [79].
Diese Problemstellung der Diagonalisierung ergibt sich aufgrund folgender Überle-
gung. SeîA dabei ein beliebiger selbst-adjungierter Operator. SeiendannA,B∈ C

NxN,
deren Matrixeinträge wie folgt definiert sind:

ai j = 〈ψi |Â|ψ j〉,
bi j = 〈ψi |Â2|ψ j〉.

Dann lässt sich die Varianz (129) wie folgt schreiben, wobeiU die gesuchte Transfor-
mationψi →Uψi undU† die komplex konjugierte, transponierte ist:

σ2
A,B = ∑

k

σ2
k = Sp(U†BU)−

N

∑
i=1

(U†AU)2
ii . (131)
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Abbildung 2: Von links oben im Uhrzeigersinn: 1) Zunächst ein einzelnes der 16 Valenzorbita-
le von Galliumarsenid, wie sie typisch nach der Minimierungvorkommen. 2) Anschließend ein
Orbital nachdem die Varianz über alle Orbitale minimiert wurde. Deutlich ist die Lokalisierung
zu sehen, aber auch typisches Überlappen am periodischen Rand. 3) Angewandter Ortsopera-
tor: „x“ markiert das wahre, „o“ das durch naiven Ortsoperator berechnete Zentrum. 4) Ein
lokalisiertes Orbital, welches durch Translation in die Mitte der virtuellen Zelle verschoben

wurde. Der naive Ortsoperator liefert das richtig Zentrum.
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Somit reduziert sich die Minimierung der Varianz auf die Maximierung des zweiten
Terms bzw. auf Minimierung von∑i 6= j |(U†AU)i j |2, denn die Frobenius-Norm||A||2F
ist invariant unter unitärer Transformation.

N

∑
i=1

(U†AU︸ ︷︷ ︸
=Ã

)2
ii

= Sp(Ã†Ã)

= ||Ã||2F
= ∑

i
∑

j
|ãi j |2.

Der zweite Term von (131) ist also dann am größten, wenn unterunitärer Transfor-
mation möglichst viele Elemente zu 0 und die verbleibenden maximiert werden. Da
der volle Rang erhalten bleiben muss, heißt das, die Nicht-Diagonalelemente müssen
minimiert, also die Matrix A diagonalisiert werden.

2.3.4 Kernresonanz-Spektroskopie

Die Kernresonanz-Spektroskopie wurde zunächst 1945 von zwei unabhängigen Grup-
pen [80, 81] entdeckt und dann sehr schnell zu einem Verfahren entwickelt, das groß-
artige Einblicke in chemische Struktur eines Moleküls ermöglicht. Um die folgenden
Zusammenhänge zu verstehen, wollen wir zunächst die physikalischen Grundlagen
erklären - wir folgen der schönen Darstellung in [82], Kapitel 1 und 2.

Diese Wechselwirkung eines magnetischen Kernmoments mit einem äußeren Ma-
gnetfeldB0 wurde 1926 von Stern und Gerlach in ihrem berühmten Versuch entdeckt.
Sie schickten einen Strahl aus Silberatomen - Gesamtmomentvon J = 1

2 - durch ein
inhomogenes Magnetfeld, woraufhin sie eine Richtungsquantelung feststellten. Der
Strahl spaltete sich in zwei Teilstrahlen auf, je nachdem obdas Moment parallel oder
antiparallel stand und das Atom somit durch den Feldgradienten eine anziehende oder
abstoßende Kraft erfuhr. Dies ist in Abbildung 3 a) zu sehen.Allgemein ist von Stoffen
bekannt, dass sie sich in einem Magnetfeld entweder para-, diamagnetisch oder auch
(anti-)ferromagnetisch verhalten.

Abbildung 3: a) Schematische Darstellung des Stern-Gerlach-Versuchs,b) Verhalten para-
und diamagnetischer Teilchen im Magnetfeld. Der Pfeil gibtdie Kraftrichtung an (entnommen

aus [82])
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Da die Kerne nur in diskreten Energieeigenzuständen existieren können, muss die-
se Wechselwirkung des magnetischen Kernmoments mit einem MagnetfeldB0 also zu
einer Niveauaufspaltung führen. Ein Hochfrequenzfeld kann wiederum Anregungen
zwischen diesen Niveaus verursachen. Die Absorption der Feldenergie hat die Form
eines Resonanzsignals, dessen Frequenz nachhν = ∆E dem Energieunterschied beider
Niveaus entspricht (siehe Abbildung 4).

Abbildung 4: Niveauaufspaltung durch ein externes Magnetfeld und Resonanz bei Absorption
der Energiehν in Form eines Quants der Frequenzν (aus [82])

Solch ein Spektrum ergibt sich jedoch nur für Kerne, die ein von Null verschiede-
nes magnetisches Kernmoment haben. Dies sind nur solche mitungerader Massen-32

oder Ordnungszahl33. So ist beispielsweise für12C ein solches Spektrum nicht mög-
lich, nur für das Isotop13C, dessen natürliches Vorkommen aber nur 1,1% beträgt.
Dies erschwert besonders Messungen im Rahmen der organischen Chemie. Da stets
das Magnetfeld am Ort eines Kerns relevant ist, wird diese Messmethode als13C- oder
auch1H-Kernresonanz-Spektroskopie bezeichnet.

Die Resonanzsignale haben dabei folgende Eigenschaften:

1. Die Resonanzfrequenzν ist typisch für das jeweilige Element.

2. Die Fläche des Signals ist proportional zur Zahl der Protonen.

3. Nicht alle Kerne liefern einfache Signale - Singuletts - sondern auch Tripletts
oder Quartetts sind möglich, die aus der Spin-Spin-Kopplung resultieren. Dies
sind Wechselwirkungen der Momente der Kerne untereinander.

Die genaueResonanzbedingungergibt sich aus dem Kernmomentµz = γPz = γh̄mI und
der potentiellen Energie eines Dipols in einem Magnetfeld∆E = 2µzB0. Hierbei istPz

das Kernmoment in Z-Richtung mit der MagnetquantenzahlmI . γ wird gyromagneti-
sches Verhältnis genannt und hängt vom jeweiligen Element ab.

hν0 = 2µzB0 = γh̄B0

→ ν0 = γB0 (132)

Damit ließe sich die Anzahl der Elemente anhand der Signalhöhen ermitteln. Dies
kann jedoch durch Massenspektroskopie und andere Verfahren sehr viel effizienter ge-
schehen, denn die NMR-Spektroskopie braucht große Magnetfelder im Bereich von

32Anzahl an Nukleonen oder Kernteilchen
33Anzahl Protonen
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einigen Tesla, da die zu detektierenden Signale sehr schwach sind.

Interessant wurde die Kernresonanz als Spektroskopieverfahren deshalb erst, als be-
merkt wurde, dass die Resonanzfrequenz der einzelnen Kernedurch die Elektronen-
hülle der chemischen Verbindungen beeinflusst wird. Durch das Magnetfeld wird in
der Hülle von Atomen ein Kreisstrom induziert, der ein entgegengesetzt gerichtetes
Magnetfeld erzeugt. In Molekülen ist der Sachverhalt komplizierter, da hier die Stö-
rung der sphärischen Symmetrie durch die Gegenwart andererAtome diesen diama-
gnetischen Effekt herabsetzt. Dieser kann entsprechend durch einen paramagnetischen
Termin beschrieben werden. [82]

D. h. die wahre Feldstärke kann lokal niedriger (diamagnetisch) oder höher (pa-
ramagnetisch) sein34: Blokal = B0(1−σ). σ heißt Abschirmkonstante. Damit liegt die
Resonanz scheinbar erst bei einer höheren bzw. niedrigerenFeldstärke, also ist auch
die Resonanzfrequenz kleiner bzw. größer, da die Aufspaltung linear von der Feldstär-
ke abhängt. Man spricht von einer „chemischen Verschiebung“. Die eigentliche Reso-
nanzfrequenz des Elements - sie liegt im Mhz-Bereich - wird um einige Hz verschoben.
Mit Hilfe einer genauen Messung dieser verschobenen Peaks in Frequenz-Intensitäts-
Diagrammen lassen sich fundierte Aussagen über die Bindungdes jeweiligen Mole-
küls treffen, da diese von der lokalen Bindungsladungswolke abhängen. Aufgrund des
Skalenunterschiedes zwischen eigentlicher und verschobener Resonanzfrequenz und
ihrer Abhängigkeit von der Stärke des äußeren Magnetfeldeswird die chemische Ver-
schiebung nicht absolut, sondern als dimensionslose Größeδ in „ppm“35 angegeben.
Als absoluter Standard für1H-, 13C- und 29Si-Spektroskopie wird Tetramethylsilan
(TMS) verwendet. In Abbildung 5 auf der nächsten Seite findetsich eine typische
Messung von Benzylactet, die an TMS geeicht wurde und somit eine Angabe der Ver-
schiebungen unabhängig von der Magnetfeldstärke ermöglicht.

δ[ppm] =
νmessung−νstandard

νmess f requenz

Die Abschirmkonstanteσ setzt sich aus drei Teilen zusammen:

1. Diamagnetismus am betrachteten Kern:σdia
lokal

2. Paramagnetismus am betrachteten Kern:σdia
lokal

3. Der kombinierte dia- und paramagnetische Effekt benachbarter Atome:σ′

Da Protonen nur s- und keine p-Orbitale haben, haben sie keinen paramagnetischen
Anteil, weswegen die chemische Verschiebung allgemein um 15ppm liegt, während
sie bei anderen Molekülen zwischen 100 und 1000ppm variieren kann.

Aufgrund der drei möglichen Basisrichtungen für das Magnetfeld spreizt sich diese
Abschirmkonstante zu einem Rang-2-Tensor auf. Eine Komponente ist die jeweilige
Basisrichtung des angelegten äußeren Feldes, die zweite jene des induzierten. Eine
genauere Definition folgt weiter unten.

34In der Summe beider Effekte wird ein Stoff entweder zu einem Magnetfeld hingezogen oder abge-
stoßen, wodurch sich Abb. 3 auf Seite 65 erklärt.

35parts per million = 1 Millionstel
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Abbildung 5: 1H-NMR-Messung von Benzylacetat, geeicht mit Tetramethylsilan (TMS)
(aus [82]).

Im Folgenden werden wir nun herleiten, wir wir mittels der inden Abschnit-
ten 2.3.2 und 2.3.3 dargestellten Störformalismen zunächst die induzierte Stromdichte
in den jeweiligen Elektronenhüllen und daraus den Abschirmtensor und die makrosko-
pische Suszeptibilität des Stoffes bestimmen können.

Stromdichtetensor und abgeleitete Größen Zur Berechnung des Stroms muss der
entsprechende Operator

ĵr ′ =
1
2

[
π|r ′〉〈r ′ + |r ′〉〈r ′|π

]
(133)

angewandt werden36. Wir wenden nun die Störtheorie an und entwickeln obigen Aus-
druck in Ordnungen des Störparameters. Da die Wellenfunktion nullter Ordnung rein
reell ist, verschwindet, wie erwartet, die Stromdichte nullter Ordnung überall. Auf-
grund der imaginären Natur des Störhamiltonians muss auch die Wellenfunktion er-
ster Ordnung rein imaginär sein, wie weiter oben im Abschnitt 2.3.2 dargelegt. Damit
ergibt sich folgender, vereinfachter Ausdruck für die Stromdichte [68]:

jk(r
′) = 1

2〈ψk|
[
π|r ′〉〈r ′ + |r ′〉〈r|π

]
|ψk〉

= 1
2A(r ′)|ψ(0)

k |2
︸ ︷︷ ︸

jdk (r ′)

+ i
[
〈ψ(1)

k |∇|ψ(0)
k 〉− 〈ψ(0)

k |∇|ψ(1)
k 〉
]

︸ ︷︷ ︸
j p
k (r ′)

. (134)

Dieser Strom am Ortr ′, welcher aus der linearen Wirkung des Magnetfelds auf das
Orbital |ψk〉 entsteht, lässt sich wie in (134) angegeben in einen dia-jdk(r ′) und einen
paramagnetischen Teilj p

k (r ′) aufspalten.

Das Eichursprungsproblem Die Freiheit in der Wahl der Eichung des externen Fel-
des, wie in Abschnitt 2.1.3, Paragraph „Eichfreiheit“, gezeigt, ist analytisch gerecht-
fertigt. Die exakte Lösung sollte unabhängig von der Wahl des EichursprungsRg, den
wir mittels eines Skalarfeldesφ wie folgt definieren:

φ = 1
2 r ·Rg×B.

36Hierbei istπ = p−eAder verallgemeinerte kinetische Impulsoperator.
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Mit dieser Wahl lässt sich der Ursprung des Vektorpotentials A verschieben, das trans-
formierte Feld wird zu (135):

A(r) → A(r) = −1
2(r −Rg)×B. (135)

Betrachten wir aber noch einmal die beiden Anteile des Stroms jk(r ′). Die Strom-
dichte ist eichinvariant, die einzelnen Terme sind es nicht. Denn es gilt offensichtlich
jdk(r ′) ∝ A(r) ∝ Rg. Der diamagnetische Teil hängt demzufolge linear vom Eichur-
sprung ab,j p

k (r ′) muss dies kompensieren, um die Eichinvarianz vonjk zu sichern.
Bei großen Abständen|r −Rg| und entsprechend großen Beträgen in beiden Teilen,
die sich gegenseitig aufheben müssen, ist diese Invarianz numerisch wegen des Pro-
blems der Auslöschung nicht länger gesichert. Näherungslösungen können also sehr
empfindlich von der Wahl dieses Eichursprungs abhängen [83]. Es haben sich hier
verschiedene Ansätze entwickelt, um dennoch sinnvolle Werte berechnen zu können:

GaugeIncluding Atomic Orbitals: Für den EichursprungRg wird die Position der
Kerne verwendet, nach Ditchfield [84].

Individual Gauges forLocalizedOrbitals: Der EichursprungRg wird in den Ladungs-
schwerpunkt der Endwellenfunktionen verschoben. Diese Eichung geht voral-
lem auf Kutzelnigg [85] und Schindler [86] zurück.

Individual Gauge for Atoms In Molecules: Der Eichursprung wird in jedes Atom
eines Moleküls gelegt und diese nacheinander einzeln berechnet, nach Keith
und Bader [87].

ContinuousSet of GaugeTransformations: Der EichursprungRg hängt von dem
Ort r ′ ab, wo der induzierte Strom berechnet werden soll, nach Keith und Ba-
der [88].

Die letzte Form der Eichung verwenden wir, es gilt stets:Rg = r ′, nach Sebastiani
und Parrinello [89, 68]. Der Grund ist, dass sie eine einerseits effizientere Berechnung
ermöglicht, aber vorallem eine relativ exakte Bestimmung,Darstellung und Analyse
der dreidimensionalen induzierten Stromdichte erlaubt [88]. D. h. wir erhoffen uns
eine Einsicht in die Topologie der Stromdichte und dem Entstehen der daraus abge-
leiteten Größen. Vorallem aber hat diese Eichvariante den Vorteil, dass sich durch
die „Rg = r ′“-Eichung (CGST) die Auslöschung umgehen lässt. Anhand von(135)
und (134) ist zu sehen, dassjdk(r ′) überall verschwindet.

Stromberechnung Die Berechnung des Stroms geschieht aber nicht mittels (134).
ÜberH(1) = p·A(r) hängt die gestörte Wellenfunktion|ψ(1)〉 vom Auswertungsortr ′

der Stromdichtej(r ′) ab. Dieser numerische Aufwand macht eine genaue Berechnung
der Stromdichte unmöglich. Stattdessen formen wir diese umzu:

jk(r
′) = 〈ψ(0)

k |
(

p|r ′〉〈r ′|+ |r ′〉〈r ′|p
)[

|ψ(r×p)
k 〉− r ′×|ψ(p)

k 〉
]
·B, (136)

wobei
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|ψ(r×p)〉 → H(1) = r × p,

|ψ(p)〉 → H(1) = p, (137)

die mit dem jeweiligen neuen StörhamiltonianH(1) gestörten Wellenfunktionen erster
Ordnung sind. Diese Art der Berechnung geht auf Stevens et al[90] zurück.

Wir wollen diesen Ausdruck für den Strom kurz herleiten. Dazu benötigen wir die
Green’s Funktion (138), wie sie in [68] gegeben ist, mit der sich eine durch einen
OperatorA gestörte Wellenfunktion in der Basis der ungestörten schreiben läßt.

G kl = −
(

H(0)∂kl −〈φ(0)
k |H(0)|φ(0)

l 〉
)−1

, (138)

|φ(A)
k 〉 = ∑

l

G klA|φ(0)
l . (139)

Wir schreiben (136) mittels der Green’s Funktion als

jk(r
′)=∑

l

〈ψ(0)|
(

p|r ′〉〈r ′|+ |r ′〉〈r ′|p
)[
G kl(r−dl )× p|ψ(0)

l 〉−G kl(r
′−dl )× p|ψ(0)

l 〉
]
·B.

(140)
In dieser Formulierung wird deutlich, wie die Wannierzentren dl zu benutzen sind.
Denn offensichtlich kann eine Translation der Ortsoperatoren mit diesen Zentren durch-
geführt werden, ohne dass sich der Strom dadurch ändert. So können wir auch den
nicht-periodischen Ortsoperator anwenden, siehe Abschnitt 2.3.3, Paragraph „Ortsope-
ratorproblem“. Der zweite Term kann nun folgendermaßen umgeschrieben werden.

∑
l

〈ψ(0)
k |
(

p|r ′〉〈r ′|+ |r ′〉〈r ′|p
)
G kl(r

′−dl )× p|ψ(0)
l 〉 ·B

= ∑
l

〈ψ(0)
k |
(

p|r ′〉〈r ′|+ |r ′〉〈r ′|p
)
(r ′−dk)×G kl p|ψ(0)

l 〉 ·B+ ∆ jk(r
′)

mit ∆ jk(r
′) = ∑

l

〈ψ(0)
k |
(

p|r ′〉〈r ′|+ |r ′〉〈r ′|p
)
G kl(dk−dl )× p|ψ(0)

l 〉 ·B

In den meisten Fällen kann jedoch∆ jk(r ′) vernachlässigt werden, denn∆ jk(r ′) be-

schreibt die lokale Auswirkung der Störung einer Wellenfunktion ψ(0)
l auf eine zwei-

te Wellenfunktionψ(0)
k . Entscheidend ist hier jedoch, wiedk−dl unter periodischen

Randbedingungen aufzufassen ist. Es kann nur modulo einem GittervektorR zu ver-
stehen sein. Weswegen die Distanzdk − dl so zu definieren ist, dass|dk−dl +RL|
minimal ist. Haben unter dieser Definition die Wellenfunktionen nun einen verschwin-
denden Überlapp, so ist der Erwartungswert null. In der Praxis ist dies vorallem ein
Effekt bei sich überlappendenπ-Orbitalen [68], dem durch Gleichsetzen der verschie-
denendl begegnet werden kann.

Kehren wir zurück zum Ausdruck für den Strom.
Betrachten wir den Unterschied zwischen dem paramagnetischen Teil von (134)

und (136), so ist zu erkennen, dass sich|ψ(1)
k 〉 als Linearkombination wie folgt schrei-

ben lassen muss: Zu beachten ist, dass die Koeffizienten Vektoren sind37, da auch die

37Dies sollen die Pfeile über ihnen verdeutlichen.
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gestörten Entwicklungsfunktionen|ψ(r×p)
k 〉 und|ψ(p)

k 〉 in ihren einzelnen Koeffizienten
vektorwertig sind.

|ψ(1)
k 〉 =

→
c1 |ψ(r×p)

k 〉+ →
c2 |ψ(p)

k 〉.
Aufgrund der Orthogonalität vonp und r × p folgt, dass die sechs Wellenfunktionen
linear unabhängig sind. Diese Entwicklung geht auf Stevens[90] zurück.

Wir leiten nun Ausdrücke für die Koeffizientenvektoren
→
c1 und

→
c2 her:

|ψ(1)
k 〉 =

→
c1 ∑

l

G kl(r × p)|ψ(0)
k 〉+ →

c2 ∑
l

G kl(p)|ψ(0)
k 〉

= ∑
l

G kl [
→
c1 (r × p)|ψ(0)

k 〉+ →
c2 (p)|ψ(0)

k 〉]

= ∑
l

G kl [
→
c1 (r × p)+

→
c2 (p)︸ ︷︷ ︸

!
=H(1)

]|ψ(0)
k 〉.

Es muss also der StöroperatorH(1) = p·A(r) auf folgende Weise zerlegt werden kön-
nen:

H(1) = i∇︸︷︷︸
p

·[−1
2(r −RG)×B

︸ ︷︷ ︸
A

]

= −1
2 i[∇ · (−RG×B)+ ∇ · (r ×B)]

= 1
2[(−RG×B)︸ ︷︷ ︸

→
c2

·p+(r × p) · (−B)︸ ︷︷ ︸
→
c1

]. (141)

Zu bedenken ist noch, dass später nicht(−RG×B) · |ψ(p)
k 〉 sondern(RG×|ψ(p)

k 〉) ·B
berechnet wird. Durch die zyklische Vertauschung einerseits und die Vertauschung im
Kreuzprodukt andererseits taucht ein zusätzliches Minuszeichen auf.

Diese Ersetzung von|ψ(1)
k 〉 durch |ψ(r×p)

k 〉 und |ψ(p)
k 〉 benötigt dementsprechend

sechs Minimierungen (zweimal je drei Komponenten) statt nur einer. Diese Mehrar-
beit ist sehr sinnvoll. Wir betrachten (136) und erkennen, dass die beiden gestörten
Wellenfunktionen nun nicht mehr vom Auswertungsortr ′ abhängen, welches durch
die CGST-Eichung resultierte. Wir brauchen also nur einmaldie gestörten Wellen-

funktionen|ψ(r×p)
k 〉 und|ψ(p)

k 〉 zu berechnen, danach können wir die Stromdichtej(r ′)
überall mit verhältnismäßig geringem Aufwand auswerten - dies sind, wie wir in Ab-
schnitt 3.3.2 noch zeigen werden, achtundzwanzig Fouriertransformationen pro Orbi-
tal, alsoO (N).

Wie gleich anhand der Definitionen klar werden wird, hängen sowohl der chemische
Abschirmtensorσ als auch die magnetische Suszeptiblitätχ von der Stromdichte abge-
leitet nach dem externen FeldBext ab. Da Differentiation und Integration vertauschen,
ist es sinnvoll, folgenden Stromdichtetensor (142) zu definieren und ihn direkt anstelle
der Stromdichtej i zu berechnen:

Ji j (r
′) =

∂ j i(r ′)
∂Bext

j
(142)

=
e
m
〈ψ(0)

k |
(
pi |r ′〉〈r ′ + |r ′〉〈r ′|pi

)[
ψ(r×p)

k 〉− r ′×|ψ(p)
k 〉
]

j
.
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Chemischer Abschirmtensor Bevor wir nun die Definition des chemischen Ab-
schirmtensors nachreichen, müssen wir zunächst den Unterschied zwischen absoluter
chemischer Abschirmung und relativer chemischer Verschiebung erklären. Die Ver-
schiebungδ ist der Unterschied in der Abschirmung des Kerns eines Elementsσs und
des selben Kerns innerhalb eines Referenzmolekülsσre f

δ[ppm] = 106 · σre f −σs

1−σre f
≈ 106 · (σre f −σs). (143)

Die Näherung gilt, weilσre f eine sehr kleine Größe ist. Der „absolute“ Abschirmten-
sor ist Experimenten unzugänglich und kann nur theoretischbzw. über entsprechende
numerische Rechnungen bestimmt werden. Experimentelle Werte und Theorie mitein-
ander in Einklang zu bringen, ist keine Trivialität. Wir verweisen besonders auf Jame-
son [91] und Raynes [92] für eine Eichskala im Rahmen der Kohlenstoffabschirmung
bzw. [93] für die Siliziumabschirmung.

Nach dieser Vorbemerkung definiert sich zunächst die Abschirmkonstante als Ab-
schwächungsfaktor des lokalen FeldesBlokal = Bext−Bind an einem Punkt R gegenüber
dem äußeren FeldBext (nach [82]):

Blokal(R) = Bext(R)(1−σ). (144)

Somit ist der Abschirmtensor also der Proportionalitätsfaktor zwischen dem induzier-
ten Bind und dem externen FeldBext an den KernpositionenR. Das induzierte Feld
erhalten wir dabei aus der Stromdichte über das Gesetz von Biot-Savart

Bind(r) =
µ0

4π

Z

Ω

r − r ′

|r − r ′|3 × j(r ′)d3r ′. (145)

Damit ergibt sich der Abschirmtensor wie folgt:

σi j (R) =
∂Bind

i (R)

∂Bext
j

=
µ0

4π

Z

d3r ′
(

εilm

(
r ′−R
|r ′−R|3

)

l
Jm j(r

′)

)
, (146)

wobei εklm - das Levi-Civita-Symbol - der vollständig antisymmetrische Tensor mit
Einsteinscher Summmenkonvention38, Jm j diem-te Stromkomponente des obigen Strom-
dichtetensors undµ0 die Permeabilität des Vakuums39 ist. Das Integral ist problema-
tisch in der Auswertung wegen des Pols beir ′ = R. Jedoch verschwindet auch die
elektronische Stromdichte an den KernortenR. Numerisch ergeben sich besondere
Schwierigkeiten wegen des zugrunde liegenden Gitters, diees abzufangen gilt. Fällt
die Kernposition zufällig genau auf einen Gitterpunkt, so würde durch exakt 0 geteilt
werden. Dies führt zu „NaN“40, welches fortführend die gesamte Integration invali-
diert und das Ergebnis unbrauchbar macht.

38über doppelt auftretende Indizes wird summiert
39In atomaren Einheiten ergibt sie sich wie folgt:µ0 = 12.566370614·10−7NA−2 = 12.566370614·

10−7 8.2387225·10−8

(6.62361782·10−3)2 = 6.691762527·10−4 h̄
e2Eha0

, Werte entnommen von [94]
40Not a number, ungültige Zahl
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Dieses numerische Problem lässt sich umgehen, wenn die Stromdichte im rezipro-
ken Raum benutzt wird. Eine Herleitung für den Abschirmtensor im reziproken Raum
findet sich in [68], Anhang B. Die entscheidenden Idee ist dieAusnutzung folgender
Identitäten:

r ′− r
|r ′− r|3 =

∂
∂r

1
|r ′− r| ,

Z

d3τ
1
τ

exp(iG · τ) → lim
α→0

Z

d3τ
1
τ

exp(−ατ)exp(iG · τ)

=

Z

dφd(cosΘτ)dττ21
τ

exp(−ατ)exp(iGτcosΘτ)

=
4π

α2 +G2 .

Nach kurzer Rechnung folgt (147) mit der reziproken Stromdichte j(G):

Bind(G 6= 0) = µ0i
G
|G|2 × j(G). (147)

Magnetische Suszeptibilität Der Suszeptiblitätstensorχi j ergibt sich en passant bei
obiger Fouriertransformation. Die KomponenteBind(G = 0) ist eine makroskopische
Größe. Sie ist durch die Form der Probe bestimmt. Dies drücktsich in einem Faktorκ
aus, den [68] für eine sphärische Probe in einer gesondertenRechnung zu 2/3 angibt.

Bind(G = 0) = µ0κχ (148)

Als Ausdruck für die Suszeptibilität erhalten wir schließlich:

χi j =
µ0

2Ω
∂

∂Bext
j

Z

Ω
d3εilmr l jm(r)

=
µ0

2Ω

Z

Ω
d3εilmr l Jm j(r). (149)

Wir halten fest, dassσ und χ nicht von der tatsächlichen Stärke des äußeren Ma-
gnetfeldes abhängen, sondern sie ergeben sich durch die induzierte Stromdichte in
erster Ordnung Störtheorie als „lineare Antwort“ auf dieses Feld.
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3 Implementierung

Die zugrunde liegende Theorie des Minimums des Energiefunktionals zur Findung
des Grundzustands ist im Kapitel 2 vollständig dargelegt, die eigentliche numerische
Implementation birgt jedoch ganz eigene Hürden.

Dabei möchten wir uns im nun folgenden Kapitel an den gleichen Aufbau hal-
ten wie im letzten. Zunächst werden wir allgemeine Problemeder Numerik erörtern
und schließlich einige bekannte Verfahren kurz erklären - Orthonormalisierung, nu-
merische Integration, Fouriertransformation - die wir in der Implementation benutzen.
Daran werden sich die gleichen Abschnitte wie auch in Kapitel 2 anschließen: Dich-
tefunktionaltheorie und deren Anwendungen. Darin werden wir den Ablauf erklären,
mit dem die Grundzustandswellenfunktion und deren -dichtegefunden werden. Dar-
auf aufbauend folgen die Anwendungen „Bandlücke“ und „Kernspinresonanz“, die die
vorherigen Techniken nutzen und auch neue benötigen - einfache Interpolation, paral-
lele Jacobi-Diagonalisierung - die sich im Theorieteil schon angedeutet haben und die
wir dann in diesen Abschnitten darlegen werden.

Zunächst möchten wir jedoch auf die grundlegenden Problemebeim Übergang von
der „unendlichen Analytik“ zur „endlichen Numerik“ eingehen.

3.1 Numerik und allgemeine Verfahren

Hinsichtlich des Gesamtverfahrens ergeben sich folgende Fragestellungen, die in Tei-
len auch die einzelnen Algorithmen betreffen:

Genauigkeit der Diskretisierung Bei der Abbildung der Funktionen auf ein diskre-
tes Gitter muss verlangt werden, dass der Fehler im Grenzwert kleiner Maschen-
weite verschwindet.

Aufwand des Verfahrens Mit welcher Potenz geht die Dimension der Eingangsfrei-
heitsgrade - z. B. die Anzahl der Wellenfunktionen oder der Gitterpunkte - in
die nötige Zeit zur Lösung ein. Zusätzlich interessant wäredabei eine Kosten-
/Nutzen-Abschätzung: Wieviel Zeit wird benötigt, um eine bestimmte Genauig-
keit zu erreichen.

Konvergenzsicherheit Wir müssen verlangen, dass die eingesetzten Näherungsver-
fahren für beliebige Startwerte konvergieren und dem wahren Minimum belie-
big nahe kommen. „Näherungsverfahren“ kann sich dabei einerseits auf eine
schrittweise Erhöhung der Maschenweite, und damit der Gitterpunkte, bezie-
hen, als auch ein echtes schrittweises Minimierungsverfahren meinen, wie wir
sie zur Grundzustandsberechnung brauchen.

Problem der Auslöschung Bei der Aufsummierung von Zahlen kommt es zu Auslö-
schung bei Summanden mit unterschiedlichen Vorzeichen, sodass der relative
Fehler extrem ansteigen kann. Ein zweites, häufiges Problemist die Aufsum-
mierung vieler betragsmäßig sehr kleiner neben einiger großer Zahlen. Unter
falscher Reihenfolge können die kleinen Zahlen aufgrund der endlichen Nach-
kommastellen reeller Zahlen im Computer wegfallen, obwohlsie „sortiert“ sum-
miert eine Rolle spielen würden. Hierbei geht es vorallem darum, dass diese
Probleme bekannt sind und berücksichtigt werden.
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Kontrollmöglichkeiten Das physikalische Problem gibt uns Kontrollmöglichkeiten
an die Hand, mittels derer wir die Implementationsteile testen können. Um nur
einige zu nennen:

• Das Skalarprodukt über eine normierte Wellenfunktion muss 1 sein, über
verschiedene orthogonale entsprechend 0.41

• Elektrische Ströme können nicht in Richtung des induzierenden Magnet-
felds fließen.

• Der über die Zelle integrierte Strom muss verschwinden.

• Die Gesamtelektronenzahl muss erhalten bleiben.

• Eine Fourier- und die folgende inverse Fouriertransformation muss die
gleiche Wellenfunktion oder Dichte liefern.

Anhand dieser Fragestellungen lässt sich klären, ob ein gewähltes Verfahren „nume-
risch stabil“ und „konvergent“ ist. Um diese „Stabilität“ und „Konvergenz“ von Al-
gorithmen in exakte Begriffe zu fassen, benötigen wir zunächst einige Definitionen -
diese entnehmen wir [95], ähnliche Begriffsdefinitionen finden sich in [96].

Definition 13 (akzeptabel) Eine Näherungỹ für das exakte Resultat y=p(x) heißt
akzeptabel bzgl. Ux, wenn gilt:

• streng:ỹ∈Vy,

• schwächer:∃y′ ∈Vy : ||ỹ−y|| ≤ O (εmasch)||ỹ||.

hierbei ist mitεmaschdie Maschinengenauigkeit gemeint und Vy ist die Menge gleich-
berechtigter Lösungen.

Definition 14 (numerisch stabil) Algorithmus A zur Lösung eines Problems p heißt
numerisch stabil (gutartig), wenn er für alle zulässigen Eingabedaten x un-
ter Einfluss von Verfahrens- und Rundungsfehlern Näherungslösungeñy = pA(x) von
y = p(x) produziert, die akzeptabel sind für Eingabefehler in der Größenordnung der
Rechengenauigkeit, d. h. sie erfüllen Definition 13 mit Ux = {x′ ∈ D : ||x′ − x|| ≤
O (εmasch)||x||}. ∀x∈ D ∃x′ ∈ D : x′ ∈Ux und pA(x) ∈Upa(x), d. h.:

||x′−x|| ≤ O (εmasch)||pa(x)|| und ||pa(x′)− pa(x)|| ≤ O (εmasch)||pa(x)||.

Definition 14 bezieht sich also bereits auf die erwähnten Probleme der Auslöschung
und der Reihenfolge von Summanden, aber auch auf den Diskretisierungsfehler, wel-
cher die Maschinengenauigkeit bestimmt.

Definition 15 (Iterationsverfahren) Seiφ eine lineare Abbildungφ : C n×C n → C n.
Die Folgenglieder (Iteration), die durch xi+1 = φ(xi ,b) aus x0 (Startwert) erzeugt wer-
den, seien mit xm = xm(x0,b) bezeichnet.φ heißtIterationsverfahren, wenn
gilt:

xm+1(x0,b) := φ(xm(x0,b),b) m≥ 0,

x0(x0,b) = x0.

41Hiermit ist natürlich numerisch null und eins gemeint, alsoein Abstand kleiner als die Maschinen-
genauigkeitεmasch.
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Definition 16 (Konsistenz) Das Verfahrenφ heißtkonsistent zum linearen Glei-
chungssystem Ax= b, welches gelöst werden soll, falls∀b∈ C n : Jede Lösung dieses
LGS ist Fixpunkt vonφ zu b.

Definition 17 (Konvergenz) Ein Verfahrenφ heißtkonvergent, wenn∀b∈ C n ein
vom Startwert x0 unabhängiger Grenzwertx(b) der Iteration xm existiert.

Definition 17 spricht die Konvergenzsicherheit an und fordert gleichzeitig auch für
die Diskretisierung eine Konvergenz gegen die analytischeLösung bei gegen Null ge-
hender Maschenweite. Konvergente Verfahren sind startwertunabhängige, konsistente
Verfahren und besitzen einen gesuchten Fixpunkt, entsprechend der Lösung des Pro-
blems. Darunter wollen wir sichere Konvergenz verstehen.

Die Kosten drücken sich in nötigen Schritten und Rechenzyklen pro Iterations-
schritt aus, die für eine bestimmte relative Genauigkeit||ỹ−y||/||ỹ|| benötigt werden.

Diese Sachverhalte werden uns jedoch in dieser Vollständigkeit erst wieder im
Abschnitt 4 begegnen, wo die Implementation hinsichtlich der genannten Forderungen
getestet wird.

Nach diesem Überblick über die Probleme der Numerik folgt nun ein kurzer Abriss
der Themen dieses Abschnitts.

Wir werden uns zuerst mit der Diskretisierung der Zelle zu einem periodischen Git-
ter beschäftigen. Anschließend kommen wir zu Wellenfunktionen, bei denen wir Sym-
metrien zur Koeffizientenersparnis benutzen und die Orthonormalität mit dem Gram-
Schmidt-Algorithmus herstellen. Im gleichen Rahmen behandeln wir auch die Dichte,
die wir aus der Wellenfunktionsquadratur erhalten. Zwei folgende, wichtige Punkte
sind einerseits die diskrete Integration mittels Trapezregel oder Simpsonsumme und
andererseits besonders die schnelle Fouriertransformation, da der kinetische und der
Hartree-Teil des Hamiltonians im reziproken Raum der Wellenvektoren sehr viel ein-
facher auszuwerten sind als mittels Ableitungen - beispielsweise finiten Differenzen -
im realen Raum. Sobald wir den Hamiltonian sinnvoll auswerten können, haben wir
einen Gradienten, der uns eine Abstiegsrichtung gen Minimum weist. D. h. wir kön-
nen beginnen, über effektive Techniken der mehrdimensionalen Minimierung und der
eindimensionalen Liniensuche zu sprechen. Anschließend legen wir den Wannieralgo-
rithmus dar, bei dem es hauptsächlich darum gehen wird, sechs Matrizen gleichzei-
tig mit einer unitären Transformation bestmöglich zu diagonalisieren. Ein besonderer
Gesichtspunkt im Rahmen der Minimierung ist die Konvergenz. Dass ein Minimum
existiert, ist dank Hohenberg-Kohn gesichert. Dieses jedoch numerisch auch gesichert
zu finden, ist eine besondere Schwierigkeit. Wir weisen außerdem darauf hin, dass
sämtliche Formeln, die für Minimumsfindung innerhalb der drei Problemteile „Grund-
zustandsenergie“, „Bandlücke“ und „Stromdichte“ nötig sind, aus Gründen der Über-
sichtlichkeit in den Anhang ausgegliedert wurden.
Wir möchten an dieser Stelle außerdem auch noch einmal gesondert hervorheben,
dass ein überwiegender Großteil der folgenden Implementation auf der großen Ar-
beit von [40] beruht.

Beschleunigungstechniken werden immer wieder innerhalb dieses Kapitels auftau-
chen. Die Implementation erfolgt vollständig parallel, sodass wir also eine große Zahl
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N mit einer größeren Anzahl an Prozessen kontern können, um dennoch in erträgli-
cher Rechenzeit zu verbleiben. Diese Parallelisierung betrifft insbesondere den Gram-
Schmidt-Algorithmus, die schnelle Fouriertransformation, die Minimierung und die
Jacobi-Diagonalisierung, aber bedingt auch eine aufgeteilte Abspeicherung von Wel-
lenfunktionen und/oder -koeffizienten, also einer Partition des Gitters.

3.1.1 Diskretisierung

In einem Computer können die Werte einer Funktion aufgrund des endlichen Speicher-
platzes nicht kontinuierlich, sondern nur diskret auf Gitterpunkten gespeichert werden.
Wir benötigen also zwei drei-dimensionale Gitter für den Phasenraum, eines über die
realen GittervektorenR, siehe (77), und eines über die reziproken GittervektorenG,
wobei sich Funktionen auf dem einen Gitter jeweils durch Fouriertransformation über
das andere ergeben — aus diesem Grund wählten wir Ebene Wellen als Basisfunktio-
nen, siehe Abschnitt 2.2.5.

Wir benutzen eine nicht-adaptive, Multi-Level-Diskretisierung zur Darstellung der
Wellenfunktionen und Lösung des Differentialgleichungssystems. Die Möglichkeit ei-
nes adaptiven42 Gitters mit einer verallgemeinerten Ebene-Wellen-Basis wird in [40],
Kapitel 7, bzw. [97] und [98] näher erläutert.

Die Anzahl an Ebenen-Wellen-Basisfunktionen bzw. die Anzahl der reziproken
Gitterpunkte ergibt sich durch eine fest gewählte Abschneidebedingung, welche die
Grenzen der Genauigkeit der Rechnung grundlegend bestimmt. Sie ist hier durch eine
AbschneideenergieEcut festgelegt:

1
2|k+G|2 ≤ Ecut → NEW

k=0≈ V
2π2 E

3
2
cut. (150)

In großen, nichtmetallischen Systemen reicht es aus nur einen spezifischen Wertk = 0
für den Wellenvektor zu betrachten, den sogenanntenGamma-Punkt. Wir werden uns
auf diesen beschränken und setzen im folgenden also stetsk = 0. Durch Erweiterung
der gerechneten Zelle auf mehrere kann jederzeit (wenn auchunter Mehraufwand)
das analoge Ergebnis für mehrere von null verschiedenek-Vektoren zurückgewonnen
werden.

Diese Abschneidebedingung (150) beschreibt eine Kugel im reziproken Raum. Sie
muss vollständig innerhalb des WürfelsΩG des reziproken Gitters liegen, d. h.∀G∈
ΓΩG ist (150) nicht erfüllt, wie in Abbildung 6 auf der nächsten Seite zu sehen. Der
Überschuss an Koeffizienten — der Würfel ist stets größer alsdie Sphäre — wird
durch Nullsetzen der außerhalb liegenden gekontert. Dies bedingt im Folgenden eine
Lastbalancierung der FFT.

In Tabelle 1 wollen wir nun kurz noch die Bezeichnungen der verschiedenen Zah-
len im Rahmen der Diskretisierung festlegen.

3.1.2 Multi-Level-Struktur und Gitterpartitionierung

Gitterverfeinerung Das Auffinden des Energieminimums kann aus zwei Gründen
sehr viel Zeit in Anspruch nehmen. Einerseits weil für die Kohn-Sham-Funktionen zu-

42Adaptivität bedeutet die lokale Anpassung des Gitterabstands/der Maschenweite an den zu erwar-
tenden Fehler, entweder a-priori oder dynamisch.
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FT

FT−1

EC

R-Gitter G-Gitter

Abbildung 6: Links: 5x5 Gitter im R-Raum.Rechts:Korrespondierendes 5x5-Gitter im G-
Raum, nur Koeffizienten von Gitterpunkten innerhalb des Kreises sind ungleich null.

Variable Bedeutung
n Anzahl an Raumdimensionen, hier n=3
Nψ Anzahl Wellenfunktionen oder Orbitale
NEW Anzahl Ebene-Wellen-Basisfunktionen
NG Anzahl Punkte des reziproken Gitters
NR Anzahl Punkte realen Gitters

Tabelle 1:Definition der verschiedenen benötigten Anzahlen durch dieDiskretisierung

fällig ein Startwert genommen wurde, der vom Minimum weit entfernt ist. Anderseits
weil ein sehr feines Gitter verwendet wird und deswegen sowohl die Berechnung eines
einzelnen Minimierungsschritts sehr zeitaufwendig, als auch die Anzahl der Schritte
sehr groß ist. Eine Möglichkeit dieses Problem einzugrenzen ist, mit verschieden fei-
nen Gittern zu rechnen. Zunächst wird mit randomisierten Anfangswerten auf einem
groben Gitter begonnen, es folgt eine erste Minimumssuche.Die Wellenfunktionsko-
effizienten werden anschließend auf ein feineres Gitter hochgerechnet und mit dieser
groben Näherung an das Minimum als Startwert beginnt eine weitere Minimumssuche.
Dies kann beliebig oft verschachtelt werden, im Allgemeinen ist aber eine Iteration
ausreichend.

Es bleibt zu erwähnen, dass der zusätzliche Aufwand für allegröberen Gitterstufen
maximal so groß sein kann wie der für das feinste Gitter, ausgehend von einer Halbie-
rung der Gitterpunktzahl pro Achse. Durch den sehr viel besseren Startwert verringert
sich jedoch die benötigte Rechenzeit im feinsten Level deutlich, da wesentliche Teile
des Programms wie die Berechnung von Skalarprodukten, Fouriertransformierten aus
Schleifen über die realen und reziproken Gitterpunkten bestehen. Soll nämlich der Git-
terabstand halbiert werden, steigt der Aufwand bei einer einfachen Schleife über alle
Punkte entsprechend um das Achtfache.

Partitionierung Ein naheliegender Ansatz, um den Ablauf der erwähnten Schleifen
zu beschleunigen, ist die Aufteilung der Koeffizienten des Gitters auf mehrere Pro-
zesse, die gleichzeitig am Problem arbeiten. Dies bedeutetaber, dass die Fouriertrans-
formationen auf dem Gitter ebenso parallel ausgeführt werden müssen wie die Be-
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rechnung sämtlicher anderer Integrale. Hierauf werden wirnäher im Abschnitt 3.1.5
eingehen.

3.1.3 Wellenfunktionen und Dichte

Wellenfunktionen Wir benötigen die Kohn-Sham-Funktionen zur exakten Berech-
nung des kinetischen Funktionals, sie werden in Ebenen Wellen dargestellt, jedoch
mit einer endlichen, also nicht mehr vollständigen Basis. Die Darstellung ist dabei
nach (85) gegeben. Da wir nur nicht-metallische Stoffe betrachten wollen und es somit
genügt, im Gammapunkt zu rechnen, können die Wellenfunktionen rein reell angesetzt
werden. Es ergibt sich die Symmetriebedingung (87) an die Wellenfunktion und es ge-
nügt, die Hälfte der Koeffizienten zu speichern43.
Neben der Aufteilung der Koeffizienten auf mehrere Prozessekönnen auch die einzel-
nen Wellenfunktionen verschiedenen Prozessgruppen zugeteilt werden. Dies hat den
Vorteil, dass somit die Anzahl an Wellenfunktionen nicht mehr vom Speicher eines
Prozesses begrenzt ist. Es bedingt aber, dass die Minimierung nun parallel durchge-
führt werden muss, wobei der jeweilige Prozess annehmen muss, dass die nicht lokal
gespeicherten Wellenfunktionen während der Minimierung konstant bleiben. Dadurch
wird diese einerseits beschleunigt, andererseits ist die Annahme natürlich nicht kor-
rekt. In der Praxis zeigt sich jedoch, dass eine sinnvolle Minimierung aufgrund der
Orthonormalität der Wellenfunktionen (und des Gradienten) möglich ist.

Um sowohl die Koeffizienten als auch die Wellenfunktionen selbst unter einer Pro-
zessormengeNP = NP1 ·NP2 aufzuteilen, wird jeder Prozess dieser Menge zunächst
mit P(P 1,P 2) indexiert. Anschließend werden die Zustände denNP1 disjunkten Men-
genPP 1 =

{
PP 1,1,PP 1,2, . . . ,PP 1,NP 2

}
zugeordnet. Das reelle und reziproke Gitter wird

anschließend für jede MengePP 1 über deren ProzesseP(P 1,1), . . . ,P(P 1,NP 2) aufgeteilt,
also insbesondere die Entwicklungskoeffizienten der Wellenfunktionen. Abbildung 7
veranschaulicht diese Unterteilung. Wir nehmen an, wir haben drei Wellenfunktionen
Ψ1, . . . ,Ψ3 und das reziproke Gitter sei in drei GruppenG1, . . . ,G3 unterteilt. Dann
erhält die ProzessgruppePP 1 =

{
PP 1,1,PP 1,2,PP 1,3

}
- rot eingerahmt - den Zustand

Ψ1, die drei Prozesse dieser Gruppe erhalten je ein Drittel derKoeffizienten dieses
Zustands.

Ψi=1 Ψi=2 Ψi=3

ci,G1 P1,1 P2,1 P3,1

ci,G2 P1,2 P2,2 P3,2

ci,G3 P1,3 P2,3 P3,3

Abbildung 7: Veranschaulichung der Aufteilung der Koeffizientenci,G j und Wellenfunktionen
Ψi auf die ProzessePi, j

Orthonormalität der Wellenfunktionen Die Energiefunktionale müssen stets unter
der Nebenbedingung der Orthonormalität gelöst werden. Diese Tatsache verkompli-

43Es werden darüberhinaus nur die Reziproken gespeichert, die Reellen ergeben sich jederzeit durch
eine Fouriertransformation und werden nur im Rahmen der Dichteberechnungen gebraucht.



80 3 Implementierung

ziert vorallem die Bildung des Gradienten, da hierbei zusätzlich die Koeffizienten aller
anderen Wellenfunktionen aufsummiert werden müssten. Deswegen wird die Neben-
bedingung nicht mittels Lagrange-Multiplikatoren dem Funktional hinzugefügt, son-
dern herausgenommen und getrennt davon sichergestellt. Wir schränken das Problem
also von vorneherein auf Testwellenfunktionen ein, die orthogonal aufeinander ste-
hen. Gleichzeitig wird durch die Art der Minimierung sichergestellt, dass diese Or-
thonormalität nach jedem Minimierungschritt weiterhin gilt. Darauf werden wir im
Abschnitt 3.1.7 noch genauer eingehen.

Da diese Orthonormalisierung wie erwähnt ebenso parallel implementiert ist, wol-
len wir sie kurz darlegen. Wir verwenden das Gram-Schmidt-Verfahren, da es sehr
leicht zu implementieren ist und einen Aufwand vonO (N2

ψ) hat. Sie wird einmalig
zu Beginn einer Minimumsuche und wahlweise nach jedem Übergang zur nächsten
lokalen Wellenfunktion durchgeführt - letzteres sichert die Eingrenzung numerischer
Rundungsfehler, welche die Orthonormalität über die Zeit ruinieren.

Seriell beschreibt sich dieses Verfahren sehr leicht: Die Wellenfunktionen werden
fortlaufend indexiert, beginnend bei der ersten. Bei jedemSchritt wird die Projek-
tion dieser Wellenfunktion auf alle vorherigen, bereits orthogonalisierten, berechnet
und anschließend von der aktuellen abgezogen. Dadurch ist diese orthogonal zu allen
vorherigen. NachNψ Schritten mit in jeweils zwischen 0 undNψ − 1 Rückschritten
gebildeten Skalarprodukten sind alle Wellenfunktionen orthogonal zueinander.
In Algorithmus 1 auf der nächsten Seite findet sich das Flussdiagramm zur parallelen
Implementation. Es ist zu beachten, dass die Aufteilung desGitters nicht stört. Da jede
Basisfunktion zu allen anderen orthogonal ist, muss hierüber kein Austausch stattfin-
den. Die Skalarprodukte im Diagramm gehen also jeweils nur über den entsprechenden
Teil des Gitters.

Dichte Mit Kenntnis der Wellenfunktionen ist die Dichte leicht durch Quadratur zu
erhalten. Da die Dichte über alle Wellenfunktionenngesamt für Hartree-Fock-, Aus-
tausch-Korrelations-Funktional und die Pseudopotentiale benötigt wird, wird sie stän-
dig effizient aktuell gehalten. Wir verwenden zwei Routinen. Eine initialisiertngesamt,
indem sie die Einzeldichten aller Wellenfunktionen aufsummiert. Die zweite aktuali-
siertngesamt, indem sie die aktuelle Dichte vonngesamtabzieht, diese anschließend auf-
grund der durch den Minimierungsschritt veränderten Wellenfunktion neu berechnet
und wieder aufsummiert. Diese Vorgehensweise macht ausO (Nϕ) nunO (1) hinsicht-
lich der nötigen FFTs.

Die Dichtengesamtist jedoch noch nicht vollständig, schließlich sind in ihr nur die
Valenzdichten erfasst, nicht die der Kernelektronen. D. h.wir benötigen eine zweite
Dichte, die die Kernwellenfunktionen im Rahmen der Pseudopotential-Methode um-
fasst.

Wir haben uns außerdem bereits mit der Multi-Level-Struktur der Implementation
befasst. Diese geht soweit, dass die Dichte immer auf dem nächsthöheren Level gehal-
ten wird. Der Grund liegt darin, dass so die Fouriertransformation von den reziproken
Koeffizienten der Wellenfunktionen zu denen der Dichte im Realraum exakt wird. Dies
wollen wir kurz erläutern.
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Algorithm 1 : Paralleles Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren

Start: i=0

|Ψi〉 orthogonal?

Nehmej = i −1

Letztes|Ψ j〉: j < 0?

|Ψi〉 lokal, |Ψ j〉 nicht?

Sende|Ψi〉 an Rest vonPP 1

|Ψ j〉 lokal,|Ψi〉 nicht?

Empfange|Ψi〉

|Ψ j〉 lokal, |Ψi〉 lokal?

Berechne−〈Ψi |Ψ j〉|Ψ j〉

|Ψi〉 lokal?

Empfange Projektionen Sende Projektionen

subtrahiere von|Ψi〉

Nächstes|Ψ j〉: j- -

Normiert?

Berechne〈Ψi |Ψi〉, teile

Letztes|Ψi〉: i ≥ Nψ? Ende

Nächstes|Ψi〉: i++

ja

nein
ja

ja

nein

nein

ja

nein

ja

nein

ja

nein

ja

nein

nein ja
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SeiEcut = maxG∈G |G| der Abschneideradius für die reziproken Gittervektoren mit
G entsprechend der Bedingung (150) gegeben. Betrachten wir folgende Gleichungen
der Dichte im realen und reziproken Raum.

n(r) =
1
V ∑

i

fi,k ∑
1
2 |k+G|2≤Ecut

∑
1
2 |k+G′|2≤Ecut

ci,k,G′ci,k,G exp(i(G′−G)r, (151)

n(G) =
1
V ∑

i

fi,k ∑
G′

∑
G′′

ci,k,G′′ci,k,G′
1
V

Z

Ω
exp(i(G′−G′′−G)r

︸ ︷︷ ︸
δG′ ,(G+G′′)

=
1
V ∑

i
fi,k ∑

G′′
ci,k,G′′ci,k,G+G′′ .

Die Summe zweier reziproker GittervektorenG und G′′, je innerhalb einer Kugel
mit RadiusECut, kann maximal 2Ecut auseinanderliegen liegen. Also werden|G| <
2Ecut Gittervektoren für eine exakte Transformation benötigt. Bei der Erweiterung des
Raumes beim Übergang vom Level der Wellenfunktionen zu dem der Dichten gilt also
die größere Abschneidebedingung, so wie sie in in Abbildung8 zu sehen ist. Somit er-
halten wir zusätzlich eine Bedingung, wie sich die Zahl der Gittervektoren vom einem
zum nächsten Level verhalten muss.

FT

FT−1

2Ecut Ecut

R̃-Gitter G̃-Gitter

Abbildung 8: Erweiterung des Gitters zum nächsthöheren Level. Im R-Raumergibt sich
dadurch eine Verfeinerung des Gitters, angedeutet durch das gepunktete Untergitter zum
neuenR̃-Gesamtgitter. Der G-Raum wird hingegen wegen der neuen Abschneidebedingung
|G| < 2Ecut erweitert zumG̃-Gesamtgitter, worin das ursprüngliche G-Gitter im Abschneide-

kreis|G| < Ecut enthalten ist.

Nun ist auch das Verfahren erkennbar, wie wir die Wellenfunktionen auf dem jeweils
nächstfeineren Gitter erhalten. Zunächst werden aus den Wellenfunktionen die Einzel-
dichten berechnet, durch obigen Ansatz liegen sie automatisch auf dem feineren Level.
Durch inverse Transformation erhalten wir wieder reziproke Koeffizienten, welche uns
die neuen Wellenfunktionen liefern. Wir möchten hierbei anden „constrained search“-
Beweis des Hohenberg-Kohn-Theorems aus Abschnitt 2.2.1 erinnern. Das Problem
dort war, dass die Gesamtdichte zwar eindeutig aus den Wellenfunktionen erhältlich
ist, es jedoch viele mögliche Wellenfunktionen für eine einzige Gesamtdichte gibt.
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D. h. wir müssen anschließend eine neue Minimierung durchführen, um zu gewährlei-
sten, dass die Dichte dieser Wellenfunktionen die Grundzustandsdichte repräsentiert.
Natürlich transformieren wir nicht die Gesamt-, sondern die Einzeldichten. Aber da
wir sie aus einer Wellenfunktion, welche auf einem gröberenGitter dargestellt wur-
de, erhalten, können sie aufgrund der gestiegenen Zahl an Freiheitsgraden auf dem
feineren Gitter nicht eindeutig sein. Eine nachfolgende Minimierung ist also stets not-
wendig, um die zentrale Eigenschaft des Grundzustands zu gewährleisten.

3.1.4 Integration auf dem Gitter

Integrale in den Formeln der Theorie werden durch die Diskretisierung zu Summen
über die vorhandenen Gitterpunkte. Sie tauchen vorallem bei der Auswertung von Po-
tentialen auf. Rigoros sind Integrale über Riemannsummen definiert. Dabei wird der zu
integrierende BereichΩ diskretisiert, indem er inN Abschnitte aufgeteilt wird, auf de-
nen die Funktionf (x) jeweils auf bestimmte Weise44 interpoliert wird. Der Grenzwert
N → ∞ liefert dann das korrekte Integral. Die numerische Integration folgt diesem na-
türlichen Ansatz. Da der Grenzwertgang jedoch auf dem Rechner nicht durchführbar
ist, gilt es eine Fehlerabschätzung durchzuführen, die jedoch stets von der Differen-
zierbarkeit vonf abhängt. Jede Regel hat dabei eine mehr oder wenige gute Fehler-
ordnung.

Wir verwenden die Simpson-SummeS(h), hierbei seih= 1
N die Maschenweite des

Gitters unda undb die (eindimensionalen) Grenzen des BereichsΩ:

S(h) =
h
3
[ f (a)+4 f (a+h)+2( f a+2h)+4 f (a+3h)

+2 f (b−2h)+4 f (b−h)+ f (b)], (152)

∆Sh = S(h)−
Z b

a
f (x)dx=

b−a
180

h4 · f (4)(ξ), ξ ∈ (a,b). (153)

Sie hat mitO (N) fast den gleichen Aufwand wie die Trapezregel ist aber von der Feh-
lerordnungh4 statt nurh2. Zu beachten ist natürlich, dassh < 1 gelten sollte, anson-
sten würde der Fehler∆Sh für h→ 0 nicht konvergieren. Ein großes Gebiet muss also
stets entsprechend partitioniert werden, wodurch die Simpson-Regel erst zur Simpson-
Summe (152) wird. Natürlich gibt es genauere Quadraturverfahren — eine Auswahl
findet sich in [99], eine Übersicht in [96] oder [95]. Die Genauigkeit des Simpson-
Verfahren ist jedoch für unsere Zwecke völlig ausreichend,da die Genauigkeit viel
wesentlicher durch die endliche Basis und die Diskretisierung des Gitters bestimmt
ist. Zusätzlich hat es den geringstmöglichen Aufwand, wennjeder Punkt des Raums
ΩR berücksichtigt werden soll.

Diskretisierte Funktionen wie die Wellenfunktionen und Dichten, also insbesonde-
re bei der Berechnung von Skalarprodukten, werden nicht mittels obiger Simpson-
Summe integriert, sondern schlicht summiert, wobei jedochauf den Vorfaktor zu ach-

44Im ursprünglichen Sinne der Riemann-Summe wirdf (x) als konstant auf dem jeweiligen Abschnitt
angenommen. Eine Verbesserung stellt die Trapezregel dar,eine lineare Interpolation zwischen den Rand-
werten. Von noch bessererer Konvergenzordnung ist die Simpsonregel, eine quadratische Interpolation.
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ten ist. Seif (x) die kontinuierliche und̂f (xi) die aufN Punkten diskretisierte Funktion,
dann gilt:

Z b

a
f (x)dx≈ (b−a)

N

N

∑
i

f̂ (xi).

Für ein mehrdimensionales Integral über ein GebietΩ wird der Vorfaktor entsprechend
zu V

N , wobei V das Volumen vonΩ ist und N hier alle diskreten Gitterpunkte des
Gebiets meint.

3.1.5 Fouriertransformationen

Die analytische Fouriertransformation ist eine Integraltransformation, die eine Funkti-
on ihrer Fouriertransformierten zuordnet. Wir definieren sie wie folgt45.

Definition 18 (Fouriertransformierte) Sei f(x) :R 3→ C und bezeichnêf (k) :R 3 →
C ihre Fouriertransformierte.

f̂ (k) =

Z

Ω
f (x)exp(ik ·x)dnx,

f (x) =
1

(2π)n

Z

Ω
f (k)exp(−ik ·x)dnk.

Die Parselvalsche Formel sichert dabei den Erhalt der Norm unter der Fouriertransfor-
mation.

Lemma 1 (Lemma von Parseval)Sei f(x) auf dem GebietΩ integrierbar und es exi-
stiert ihre Fouriertransformiertêf (k) auf dem Gebiet̃Ω, dann gilt:

Z

Ω
| f (x)|2dnx =

1
(2π)n

Z

Ω̃
| f̂ (k)|2dnk. (154)

Sie folgt direkt aus der zweiseitigen Faltung des Quadrats der Funktion und des Qua-
drats der Fouriertransformierten.

Diskrete Fourier Transformation Numerisch ist die Fouriertransformation nichts
weiter als eine komplexe, trigonometrische Interpolationbestehend aus Synthese und
Analyse.

Definition 19 Sei durch den Index j∈ {0, . . . ,NG} ein realer bzw. reziproker Gitter-
punkt xj bzw. Gj festgelegt. Dann ist
Synthese: f(x j) = 1

NG
∑NG

k exp(iGk ·x j) f̂ (Gk),

Analyse: f̂ (G j) = ∑NR
k exp(−iG j ·xk) f (xk).

Damit dieses aber wirklich jeweils inverse Transformationen zueinander sind, muss
die Anzahl an Gitterpunkten jeweils gleich sein. Wird eine Darstellung vonr und G
in den realen und reziproken Gittervektorena und b, sowie die Eigenschaftai ·b j =
δi j verwendet und gleichzeitig keine sphärische Abschneidebedingung (150), sondern
eine kubische benutzt, so lässt sich dies analytisch zeigen[68], Anhang A.

Wichtig in diesem Zusammenhang ist auch das Sampling-Theorem [99].

45Es gibt Unterschiede hinsichtlich der Normierung der Transformation, gebräuchlich ist neben der

von uns gewählten Form auch der Vorfaktor
√

1
(2π)n bei jeweils beiden Transformationen.
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Lemma 2 (Sampling Theorem) Sei f(x) eineΩ-periodische Funktion mit der Fou-
riertransformierten f̂ , die f̂ (g) = 0 für |G| < Gcut erfüllt. Dann ist die Funktion f
vollständig durch die Funktionswerte an den Stützstellen,die durch die Menge

R=
{

R∈ Ω,R= n1a1 +n2a2 +n3a3,ni ∈ N ,0≤ ni < Ni, i = 1,2,3
}

gegeben ist, definiert. Hierbei sind ai die Gitterbasisvektoren(75), bi die Vektoren des
reziproken Gitters und Ni sei die fest gewählte Anzahl an Gitterpunkten pro Achse mit
Ni ≥ 2max(|Gi |,∀G∈ Z 3, |G1b1 +G2b2 +G3| ≤ Gcut)+1.

Fast Fourier Transformation Die naive Synthese und Analyse hat jeweils den Auf-
wandO (NR ·NG)) = O (N2). Dies lässt sich durch rekursive Auftrennung und Rekom-
bination von geraden und ungeraden Anteilen aufO (NRlogNR) reduzieren. Wir werden
die Reduktion kurz für den eindimensionalen Fall erläutern- siehe [95].

Lemma 3 Sei N= 2M, M ∈ N . Zunächst definieren wir:ωk = exp(i2kπ/N). Und es
folgt: ω2 j

k = exp(i2 j ·2kπ/N) = ω j
2k. Damit lässt sich die Aufspaltung zeigen. Dabei

seien fk = f (xk) die realen undβ j die reziproken Fourierkoeffizienten.

fk =
N−1

∑
j=0

β jw
j
k

=
M−1

∑
j=0

β2 jω
2 j
k +

M−1

∑
j=0

β2 j+1ω2 j+1
k

=
M−1

∑
j=0

β2 jω
j
2k + ωk ·

M−1

∑
j=0

β2 j+1ω2k
j

= f g
2k + ωk · f u

2k.

Analog folgt: fk+M = f g
2k + ωk+M · f u

2k = f g
2k−ωk · f u

2k wegenexp(i2πM/N) = −1.

Die diskrete Fourier Transformation wird also jetzt stattdessen auff g
2 k und f u

2 k an-
gewandt. Durch Wiederverwenden der Zwischenergebnisse — statt N ωk müssen nur
noch M aufgestellt werden — halbiert sich der nötige Aufwand. Es entstehen aber
Zusatzkosten für die Kombination des Ergebnisses zufk und fk+M .

Sei nunN = 2m, dann lässt sich Lemma 3 rekursiv anwenden. Es entstehen jetzt
nur noch die Zusatzkosten, die verbleibenden Transformationen sind reine Identitäten.
Daraus ergibt sich der neue AufwandO (N · logN). Der Algorithmus besteht aus zwei
Teilen: Zunächst erfolgt ein rekursives Umsortieren der Koeffizientenβk, dann ein
rekursives Kombinieren zu den neuen Koeffizientenfk.

FFT auf dem Gitter Die dreidimensionale FFT folgt dem gleichen Algorithmus.
Zusätzlich muss jedoch das Gitter in einzelne Segmente aufgeteilt werden, die je-
weils die einzelnen Prozessen erhalten, und die resultierenden Koeffizienten müssen
anschließend wieder rekombiniert werden. Dies bedingt eine entsprechende Teilbar-
keit der Koeffizientenanzahl pro Achse. Bei der normalen Transformation wird das
Gitter in YZ-Ebenen aufgeteilt, bei der inversen in einzelneX-Stifte. Aufgrund der
sphärischen Abschneidebedingung der inversen Koeffizienten sind viele Einträge von
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Stiften am Rande der Zelle 0. Zur Lastbalancierung wird deswegen jeder einzelne mit
einem Gewicht versehen und diese so verteilt, dass jeder Prozess einen gleichgewich-
tigen Teil der FFT berechnet. Eine genauere Darstellung steht in [40], Kapitel 5.2.1. Es
wird das FFTW-Paket für die eindimensionalen Transformationen verwendet [100].

Es verbleibt anzumerken, dass aufgrund der Parallelisierung der Aufwand in Teilen
der FFT wegen einer notwendigen Transposition aufO (N2) steigt. Diese Ordnung
wird die obere Grenze unserer Implementation sein. Außerdem taucht aufgrund der
diskreten Integration bei der FFT ein Vorfaktor von 1/NR auf.

3.1.6 Minimierungstechniken

Wir benötigen mehrdimensionale Minimierungsverfahren, um mit Hilfe der Kohn-
Sham-Wellenfunktionen den Grundzustand des durch den Hamiltonian gegebenen Sy-
stems zu finden. In diesem Abschnitt wollen wir mehrere klassische Verfahren der Rei-
he nach evaluieren und uns schließlich für das effizientesteentscheiden. Aufgrund der
Tatsache, dass der Gradient in unserem Problem der Anwendung des Hamiltonians auf
eine bestimmte der Wellenfunktionen entspricht, werden wir nur Gradientenverfahren
betrachten. Im Zuge der notwendigen Auswertung des vollständigen Energiefunktio-
nals erhalten wir diesen Gradienten nämlich ohne besonderen zusätzlichen Aufwand.
Alle angesprochenen Verfahren finden sich in [95, 96, 99] wieder.

Alle hier erwähnten Gradientenverfahren beinhalten das zusätzliche Problem der
eindimensionalen Liniensuche. Ihre Fähigkeit ist lediglich die Reduktion des mehrdi-
mensionalen Minimierungsproblems auf ein eindimensionales. Algorithmen zur Lö-
sung dieser beschäftigen uns im nächsten Abschnitt.

Diagonalisierung des Hamiltonian Ein Verfahren ohne Gradientenbestimmung wä-
re die Diagonalisierung des Hamiltonians in der gewählten,endlichen Ebene-Wellen-
Basis. Bekannte Techniken sind die LR- bzw. Cholesky- oder QR-Zerlegung. Sie ska-
lieren jedoch mitO (N3

R), also der Anzahl an Gitterpunkten bzw. Ebene-Wellen-Basis-
funktionen, die leicht≈ 106 betragen kann. Das Verfahren ist also denkbar ungünstig
für die Suche des Minimums. Wir erwähnen es vorallem deshalb, weil wir die al-
ternative Formulierung des Kohn-Sham-Funktionals (51) verwenden, so dass wir die
Eigenwerte nicht explizit berechnen müssen. Wir benötigensie jedoch für die Band-
lückenbestimmung, wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben wird. Deswegen wird nach ei-
ner erfolgten Minimierung eine Diagonalisierung des Hamiltonians — jedoch in der
Basis der Kohn-Sham-Wellenfunktionen — durchgeführt. Wirverwenden dazu Algo-
rithmen für komplexe Matrizen aus der „Gnu Scientific Library“ (GSL) [101].

Gradientenverfahren Allgemein gehen alle Gradientenverfahren von einem qua-
dratischen Funktional aus:f (x) = 1

2xTAx−bTx+c. Der erste Term lässt sich leicht als
Energienorm verstehen,A wäre beispielsweise der Hamiltonian des Systems. Da die
Minimierung des Kohn-Sham-Funktionals (41) gleichbedeutend mit der Minimierung
der Kohn-Sham-Eigenwerte ist, ist dieser Ansatz vernünftig. Bei der Beschreibung der
Verfahren werden wir uns jedoch an eine beliebige MatrixA und Problemvektorb
halten.

Das iterative Grundprinzip wollen wir kurz festhalten. Seienk der Iterationsschritt
undN die Dimension des Problems.
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1. Führe eindimensionale Liniensuche entlang der Suchrichtung durch:αk ∈ C ,

2. Setzexk+1 = xk + αkdk,

3. Bestimmeβk,

4. Bestimme neue Suchrichtung:dk+1 = −∇ f (xk+1)+ βkdk.

Alle folgenden Ansätze beschäftigen sich zunächst damit, eine optimale Suchrich-
tungdk und Parameterβk zu finden.

Steilster Abstieg Lokal optimal ist das Verfahren des steilsten Abstiegs. DieSuch-
richtung istdk =−∇ f (xk), alsoβk = 0. Die Idee ist schlicht die, dass der Gradient stets
die Richtung des steilsten Abstiegs vorgibt. Problematisch ist eine mögliche schlech-
te Konditionierung der Matrix46 A. Ihr kann durch eine Vorkonditionierung begegnet
werden.

Konjugierte Gradienten Ein - im Falle eines quadratischen Funktionals - besseres
Verfahren ist das derkonjugierten Gradienten47. Es ist eigentlich kein iteratives Ver-
fahren mehr, sondern exakt inN Schritten im Minimum. Der steilste Abstieg braucht
umso länger, je größer die Konditionszahl ist. Das liegt daran, dass das Verfahren unter
schlechten Umständen sogar im Zickzack ständig vor und zurück geht und sich dabei
nur wenig dem eigentlichen Minimum nähert. Die folgerichtige Idee ist, die Suchrich-
tungen orthogonal48 zueinander zu gestalten. Da die Dimension des ProblemsN ist,
sollte das Verfahren nachN Schritten perfekt konvergieren, wenn die eindimensio-
nale Liniensuche ebenso perfekt das Minimum entlang der Suchrichtung findet. Eine
perfekte Liniensuche ist in den meisten Fällen viel zu teuer, da eine Invertierung der
lokalen Hamiltonians nötig ist. Deswegen wird auch das Verfahren der konjugierten
Gradienten zu einem iterativen Näherungsverfahren.

Unter den CG-Verfahren gibt es nun wiederum verschiedene Varianten -Fletcher-
Reeves[102], Polak-Ribière[103] undBroyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno[104, 105,
106, 107] sind die bekanntesten - die sich jeweils in der Bestimmung des Koeffizienten
βk unterscheiden.

Angewandtes Verfahren Wir verwenden den Fletcher-Reeves-Algorithmus 2 auf
der nächsten Seite. Zur Konvergenzbeschleunigung ist eineVorkonditionierung des
Verfahrens sinnvoll.M ist hierbei eine positiv definite Matrix. Die Konvergenzrate
bestimmt sich aus der Konvergenzzahl zu

√
κ+1√
κ−1

. Die allgemeine Funktionf (x) ist

hierbei durch das jeweilige zu minimierende FunktionalE [{ψi}] zu ersetzen.

46D. h. die Konditionzahlsκ(A) =
min||A||
max||A|| ≫ 1 mit

{
max
min

}
||A||=

{
max
min

}

||x||=1
||Ax||, x∈ C N

47engl. Conjugate Gradient
48Orthogonal bedeutet hier:〈dk|A|dk+1〉 = 0 ∀k∈ {0,1, . . .}
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Algorithm 2 : Vorkonditioniertes konjugiertes-Gradienten-Verfahren nach
Fletcher-Reeves, aus [40]

Vorbedingung: f zweimal stetig differenzierbar und Menge
W(x(0)) = {x∈ R n| f (x) < f (x(0))} beschränkt

Data: x(0)inR n gegeben,m= 0, M Vorkonditionierungsmatrix
Result: ∇ f (x(m)) = 0 nach endlich vielen Schritten oder im

limm→∞ ||∇ f (x(m))|| = 0, [95]

d(0) = −∇ f (x(0));
while −∇ f (x(0)) 6= 0 do

Liniensuche:f ((m)+αmd(m)) = minαin R f ((m)+αd(m));
x(m+1) = x(m) + αmd(m);
g(m+1) = ∇ f (x(m+1));
h(m+1) = M−1g(m+1);

βm = g(m+1)T h(m+1)

g(m+1)T h(m+1)
;

d(m+1) = −h(m+1) + βmd(m);
m = m + 1;

3.1.7 Verfahren zur Liniensuche

Ist die mehrdimensionale Minimierung eines Funktionals auf eine eindimensionale
Liniensuche im Unterraum{αmd(m)}αm∈R eingeschränkt, muss als nächstes der Para-
meterαm bestimmt werden. Auch hierbei gibt es wieder verschiedene Lösungsansätze.
Sie unterscheiden sich darin, ob sie die Ableitungen des Funktionals verwenden oder
nicht. Generell gilt, dass wir stets das Minimum des Funktionals eingeschränkt auf die
gefundene Suchrichtung erhalten wollen. Dies lässt sich umformulieren als das Finden
des Nulldurchgangs der ersten Ableitung.

Wie leicht einzusehen ist, gibt es kein allgemein bestes Verfahren. Um die Ent-
scheidung für ein bestimmtes Verfahren zu treffen, muss eine Abwägung zwischen
Nutzen (möglichst wenige Schritte bis zum Minimum) und den Kosten (Aufwand pro
Schritt) erfolgen. Die Kosten sind in unserem Fall durch diebenötigten Fouriertrans-
formationen zur Auswertung des Energiefunktionals in jedem Fall hoch, selbst für die

Ableitung des Funktionals nach einem Parameter∂E
∂αi

∣∣∣
αi=α

. Es sollten also möglichst

wenig Schritte erfolgen. Einfache Verfahren wie die Bisektion haben leider nur einen
geringen Nutzen, bessere wie Armijo leiden unter einem benötigten Schrittweitenpa-
rameter. Beide benötigen also relativ viele Auswertungen.Besser ist daher ein schritt-
weitenloses, an die Problemstellung angepasstes Verfahren, welches die Potentialform
approximiert und in einem Schritt direkt ein genähertes Minimum bestimmt. Zunächst
wollen wir jedoch noch kurz die einfacheren Verfahren darstellen.

Bisektion und Varianten Die Bisektionbeginnt mit zwei gegegeben Startpunkten
a,b. Die Auswertung der Funktionalableitung an diesen beiden Stellen muss unter-
schiedliche Vorzeichen liefern, denn dann muss sich aufgrund der Stetigkeit der Funk-
tionalableitung eine Nullstelle in dem Intervall[a,b] befinden. Ein Schritt besteht dar-
in, die Funktionalableitung in der Mitte zwischen beiden Punkten auszuwerten und je
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nach Vorzeichen denjenigen der beiden vorherigen Randpunkte mit gleichem Vorzei-
chen durch diesen zu ersetzen. Wir erhalten somit eine Intervallschachtelung.

Anstatt den Mittelpunkt des Intervalls zu nehmen, wird bei der Regula Falsider
Nulldurchgang der Sekante, welche sich aus den beiden Randpunkten und Funktiona-
bleitungswerten definiert, genommen. Mit einer zusätzlichen Modifikation - halbiere
den ersten oder zweiten Funktionsableitungswert nach jedem außer dem ersten Schritt
- erhalten wir denIllinois-Algorithmus.

Newton-Verfahren Newton-Verfahren ergeben sich aus der Umkehrung der bei ei-
ner bestimmten Ordnung abgeschnittenen Taylor-Entwicklung der Funktion. Sie sind
jedoch zunächst nur lokal konvergent und werden erst durch Dämpfung und andere
Modifikationen global anwendbar.

Armijo-Verfahren Die Armijo-Regel zum Ermitteln der Schrittweite in der Linien-
suche ist eine solche Modifikation. Sie findet sich in Algorithmus 3 wieder. Nachteilig
ist die benötigte Anfangsschrittweite, welche zu bestimmen wäre, und die häufig nöti-
gen Auswertungen des Energiefunktionals, die teuer sind.

Algorithm 3 : Armijo-Liniensuche

Data: x(k) aktueller Punkt,σ0 Anfangsschrittweite,α Parameter,d
Suchrichtung,f (x) zu minimierende Funktion

Result: σ gefundene Schrittweite

σ = σ0;
x(k+1) = x(k) + σ ·d;
if f (x(k+1)) ≤ f (x(k))+ σα∇ f (x(k))Td then

while f (x(k+1)) ≤ f (x(k))+ σα∇ f (x(k))Td do
σ = 2·σ;
x(k+1) = x(k) + σ ·d

else
while f (x(k+1)) > f (x(k))+ σα∇ f (x(k))Td do

σ = 0.5·σ;
x(k+1) = x(k) + σ ·d

Angewandtes Verfahren Da die Potentialformen von der Problemstellung abhän-
gen, ist die Festlegung einer Anfangsschrittweite sehr schwierig. Wir wollen deshalb
die Besonderheiten des Funktionals nutzen und aus dem Wert des Funktionals, sowie
dessen erster und zweiter Ableitung eine Approximation an die Form des Funktio-
nals abhängig von einem ParameterΘ suchen. Dieser stellt den Mischungswinkel der
Wellenfunktion mit der konjugierten Gradientenrichtung dar. Die Approximation ent-
spricht also einer Taylorentwicklung umψl bzw. Θ = 0 bis zur zweiten Ordnung,
wobei gilt:

ψl → cosΘ ·ψl +sinΘ · ϕ̃l .
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Dies hat offensichtliche Vorteile. Zunächst bleibtψl orthonormal -〈ψi |ψl 〉 = δil∀i
unter der Voraussetzung, dass die Suchrichtungϕ̃l - 〈ψi |ϕ̃l 〉 = 0∀i und 〈ϕ̃l |ϕ̃l 〉 = 1 -
orthonormal ist49:

||ψl ||2 = cos2Θ||ψl ||2 +sin2 Θ||ϕ̃l ||2 = 1.

Die Approximation des FunktionalsE [{ψ1, . . . ,cosΘ ·ψl + sinΘ · ϕ̃l , . . . ,ψN}] =
E(Θ) hat dann die Gestalt (155):

E (Θ) ≈ Ẽ (Θ) = A+Bcos2Θ+Csin2Θ. (155)

A,B und C können hierbei durch folgende drei Gleichungen festgelegt werden.

Ẽ (0) = E (0),

∂Ẽ
∂Θ

∣∣∣
Θ=0

=
∂E
∂Θ

∣∣∣
Θ=0

,

∂2Ẽ

∂Θ2

∣∣∣
Θ=0

=
∂2E

∂Θ2

∣∣∣
Θ=0

.

Es werden also das Funktional und seine ersten beiden Ableitungen in Abhängigkeit
des ParametersΘ benötigt. Die notwendigen Formeln für die drei verschiedenen Mi-
nimierungen - ungestörte, unbesetzte, gestörte - geben wirin Anhang A.2 bis A.5 an.

Auflösen nach den drei Bestimmungsgleichungen liefert die unbekannten Kon-
stanten.

A = E (0)−B, (156)

B = −1
4

∂2E

∂Θ2

∣∣∣
Θ=0

, (157)

C = 1
2

∂E
∂Θ

∣∣∣
Θ=0

. (158)

Damit der gesuchte ParameterΘmin ein Minimum beschreibt, fordern wir notwendig
∂Ẽ
∂Θ (Θmin) = 0 und hinreichend∂

2Ẽ
∂Θ2 (Θmin) > 0. Damit erhalten wir einen Bestimmungs-

ausdruck für den Liniensuchparameter:

Θmin = 1
2 tan−1


−

1
2

∂E
∂Θ

∣∣∣
Θ=0

1
2

∂2E
∂Θ2

∣∣∣
Θ=0


. (159)

Weiterer Vorteil dieses Verfahrens sind die geringen Kosten. Das Energiefunktio-
nal muss ohnehin mit der veränderten Wellenfunktion ausgewertet werden, die Terme
der beiden Ableitungen erhalten wir dabei aus der Bestimmung dieser Auswertung und
der ebenso nötigen Gradientenberechnung praktisch kostenfrei.

Die obige Exaktheit der Minimumsbestimmung hängt jedoch von der lokalen Güte
der Approximation des Funktionals an die wahre Form ab. Sie kann also wiederum
nur iterativ gesteigert werden, wenn mehrmals die Liniensuche mit neu bestimmten
Gradienten und Gesamtenergie auf die gleiche Wellenfunktion angewandt wird, bis
eine gewisse untere Schranke in der Änderung der Gesamtenergie unterschritten ist.
Im folgenden Abschnitt wird uns dies als „Minimierungsschritt“ begegnen. Eine feste
Zahl von 3 hat sich dabei ( [40], Abschnitt 5.1) als sinnvoll herausgestellt.

49Es kann jedoch aus numerischen Gründen dennoch vorteilhaftoder gar notwendig sein, eine zusätz-
liche Orthonormierung nachzuschalten.
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3.2 Numerische DFT

Nachdem wir die notwendigen Algorithmen dargelegt haben, werden wir in diesem
Abschnitt kurz beschreiben, wie die Grundzustandsdichte nun explizit numerisch ge-
funden wird. Die Minimierung des Funktionals soll dabei unter der Nebenbedingung
orthonormaler Kohn-Sham-Wellenfunktionen erfolgen.

In der Vorgehensweise halten wir uns vollständig an [40], die wir in Algorithmus 4
wiedergeben.

Algorithm 4 : Grundzustandsfindung

1. Initialisiere dieNψ Startzuständeψ(0)
i

2. Orthonormalisiere die Startzustände nach Algorithmus 1auf Seite 81

3. Wellenfunktion i = 0, Minimierungsschritt m = 0

4. Berechne GesamtenergieEtot nach Funktional (51), den Gradienten (122), die
verschiedenen Dichten (lokale, Spin-, Gesamt-, Rumpfelektronendichten)

5. Berechne Vorfaktoren der Potentiale

6. Führe einen Minimierungsschritt mit Funktional (51) durch, nach dem
Gradientenalgorithmus 2 auf Seite 88

(a) Berechne GesamtenergieE(0), aktualisiere die geänderten Teile der
Dichten und Vorfaktoren

(b) Berechne die steilste Abstiegsrichtungζ(m)
i , daraus die orthonormalisierte

ζ̃(m)
i = ζ(m)

i −∑
Nψ
j 6=i〈ψ j |ζ(m)

i 〉ψ j , wieder über Algorithmus 1, und mittels
der MatrixMG,G′ aus (161) die vorkonditionierte, die wieder

orthonormalisiert wurde:̃η(m)
i . Die konjugierte Richtung ergibt ich

schließlich in der Form

ϕ(m)
i =





η̃(m)
i für m= 0

η̃(m)
i +

〈η̃(m)
i |ζ̃(m)

i 〉
〈η̃(m−1)

i |ζ̃(m−1)
i 〉

für m 6= 0
(160)

Nach Orthonormalisierung erhalten wir die endgültige Richtung ϕ̃(m)
i .

(c) Liniensuche aus Abschnitt 3.1.7 auf Seite 89

(d) Ist ψ(m)
i konvergent? Wenn nein, dannm++ und gehe zu 6a. Wenn ja,

gehe zu 7.

7. Ist die Gesamtenergie minimal? Wenn nein, gehe zur nächsten Kohn-Sham-
Wellenfunktioni = (i +1) moduloNψ, m= 0 und zu 6a. Wenn ja, Ende.
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Eine geeignete Vorkonditionierungsmatrix M für Schritt 6bfanden [108] und ge-
ben sie in der Form (161) an,

MG,G′ = δG,G′
27+18x+12x2 +8x3

27+18x+12x2 +8x3 +16x4 (161)

mit x =
〈χG|− 1

2∇2|χG〉
〈ψ(m)

i |− 1
2∇2|ψ(m)

i 〉

wobei χg = exp(iGr) Ebene-Wellen-Basiszustände angeben. Sinnvoll ist diese Vor-
konditionierung vorallem wegen der zunehmenden Diagonaldominanz des Hamilto-
nians für Basiszustände mit großen|G|, wodurch die Terme der potentiellen Energie
gegen den kinetischen Term verschwindend klein werden. Dies liegt vorallem auch
daran, dass die Abschneideenergie der Ebenen Wellen-Basisfür eine gute Approxima-
tion deutlich größer als die typischen Bindungsenergien gewählt werden muss.

3.3 Numerische Anwendungen der DFT

Nach der Minimierung des Kohn-Sham-Funktionals befinden sich die Kohn-Sham-
Wellenfunktionen näherungsweise in einer Darstellung derGrundzustandsdichte. Mit
diesen minimierten, besetzten, ungestörten Orbitalen können nun das erste unbesetzte
und die gestörten Orbitale zur Bestimmung der Bandlücke undder Stromdichte be-
rechnet werden.

3.3.1 Bandlückenbestimmung

Die Minimierung der unbesetzten Wellenfunktionen verläuft analog zur Abfolge in
Abschnitt 3.2. Einzige Unterschiede sind das andere Energiefunktional (113), welches
zu minimieren ist, und die damit einhergehenden unterschiedlichen Ableitungen für
die Liniensuche, diese geben wir in Abschnitt A auf Seite 139wieder. Außerdem müs-
sen die Dichten nicht neu berechnet werden, da die unbesetzten Orbitale gemäß dem
Ansatz diese nicht beeinflussen.

3.3.2 Stromdichteberechnung

Auch die Minimierung der gestörten Orbitale verläuft nach dem gleichen Schema aus
Abschnitt 3.2. Das zu minimierende Funktional ist diesmal (125), wieder finden sich
die Ableitungen in Abschnitt A auf Seite 139. Zu beachten ist, dass sechs Minimie-
rungen für die jeweils drei Komponenten der beiden Störoperatoren (137) notwendig
sind.

Außerdem wird eine andere Vorkonditionierungsmatrix verwendet, wir folgen [75]
in der Herleitung. Um das Funktional (125) zu minimieren, benötigen wir eine Inverse
von H(0)δi j − 〈ϕ(0)

i |H(0)|ϕ(0)
j 〉. Dazu ersetzen wir den zweiten Term durch die Spur

des Hamiltonians, wodurch der Operator für jedes Orbital einzeln bestimmbar wird.
Ähnlich zu (161) besteht eine Diagonaldominanz für großeG. Wir nähern den ersten
Term durch1

2|G|2 +V(G). Um abschließend zu verhindern, dass die Inverse zu klein
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wird, führen wir eine Konstanteγ ein und erhalten (162) als Vorkonditionierungsmatrix
M:

Mi j =

1
2
|G|2 +V(G)− 1

Nψ
Tr(H(0))

(
1
2
|G|2 +V(G)− 1

Nψ
Tr(H(0))

)
+ γ2

δi j . (162)

Sobald die sechs Minimierungen durchgeführt sind, sind dienotwendigen Wellen-
funktionenψ(0)

i , ψ(p)
i undψ(r×p)

i bekannt, um die Stromdichte nach (136) zu ermitteln.
Zu deren Auswertung im Realraum mittels Wellenfunktionen,deren Koeffizienten im
reziproken Raum abgespeichert sind, sind eine Reihe von Fouriertransformationen not-
wendig. Glücklicherweise sind diese unabhängig vom Auswertungsort der Stromdich-
te r ′ anwendbar und müssen somit nur jeweils einmal pro Wellenfunkion ψ(0)

i ange-
wandt werden. In Tabelle 2 findet sich die Aufzählung.

〈ψ(0)
i |r ′〉 1

〈ψ(0)
i |p|r ′〉 1·3

〈r ′|ψ(r×p)
i 〉 1·3

〈r ′|p|ψ(r×p)
i 〉 3·3

r ′×〈r ′|ψ(p)
i 〉 1·3

r ′×〈r ′|p|ψ(p)
i 〉 3·3

insgesamt 28

Tabelle 2: Aufzählung der notwendigen Fouriertransformationen zur Auswertung von (136)
pro Wellenfunktionψ j , i ∈ {0, . . . ,Nψ −1}.

Wie bereits erwähnt wird nicht die Stromdichte, sondern direkt der für folgende
Berechnungen notwendige Stromdichtetensor (142) ermittelt. Mit ihm können dann
der chemische Abschirmtensor und die magnetische Suszeptibilität bestimmt werden.

Magnetische Suszeptibilität Zur Auswertung von (149) muss über das reale Gitter
integriert werden. Dies bedeutet, dass das ausgewertete Kreuzprodukt von Aufpunkt-
vektor r ′ und StromdichtetensorJ(r ′) an jedem Gitterpunkt unter Berücksichtigung
des Vorfaktors (154) aufsummiert wird.

Anschließend erhalten wir den Rang-2-Tensor mit neun Einträgenχi j , der sich in
die Summe eines Rang-0-, eines antisymmetrischen Rang-1- und eines symmetrischen
Rang-2-Tensors aufspalten lässt.

χ =




χxx χxy χxz

χyx χyy χyz

χzx χzy χzz


= χiso




1 0 0
0 1 0
0 0 1


+




0 χA
xy χA

xz

χA
yx 0 χA

yz

χA
xz χA

zy 0


+




χS
xx χS

xy χS
xz

χS
yx χS

yy χS
yz

χS
zx χS

zy χS
zz


 .

(163)
Experimentell bedeutend ist vorallemχiso, welches wir auch zur Validierung be-

nutzen werden. Es lassen sich jedoch noch eine Reihe weiterer interessanter Parameter
definieren. Notwendig ist zunächst eine Transformation in das Hauptachsensystem50,

50engl. „Principal Axis System“
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in dem der symmetrische Tensor Diagonalgestalt hat und der antisymmetrische ver-
schwindet.

χ = χiso




1 0 0
0 1 0
0 0 1


+




χPAS
11 0 0
0 χPAS

22 0
0 0 χPAS

33


 , (164)

Es soll dabei gelten, dass die WerteχPAS
µµ sortiert sind:χPAS

33 ≥ χPAS
22 ≥ χPAS

11 . Wir fassen
alle Parameter in Tabelle 3 zusammen.

isotropische Suszeptiblität χiso = 1
3(χxx+ χyy+ χzz)

antisymmetrischer Tensor χA
µν = 1

2(χνµ−χνµ)

symmetrischer Tensor χS
µν = 1

2(χνµ+ χνµ−2χiso)

Anisotropie ∆χ = χPAS
33 − 1

2(χPAS
11 + χPAS

22 )

Asymmetrie η =
χPAS

22 −χPAS
11

χPAS
33 −χiso

Span χPAS
33 −χPAS

11

Skew 3 χiso−χPAS
22

χPAS
33 −χPAS

11

S S2 = (δχ)2(1+ 1
3η2)

A A2 = (χA
12)

2 +(χA
13)

2 +(χA
23)

2

Tabelle 3: Tensoreinträge und Parameter, die aus dem Suszeptibilitätstensorχ bestimmt wer-
den können. Identische Definitionen gelten für den Abschirmtensorσ.

Chemische Abschirmung Der Abschirmtensor lässt sich auf zwei verschiedene Ar-
ten bestimmen.

Einerseits lässt sich die Gleichung (146) numerisch integrieren. Hierbei muss je-
doch auf die Polstelle achtgegeben werden. Es ist bei diesemWeg abzusehen, dass die
Gitterdiskretisierung deutliche Schwankungen in der Konvergenz der Tensoreinträge
induziert. Je abhängig davon, ob ein Gitterpunkt gerade unglücklich in die Nähe einer
Kernposition fällt oder nicht.

Bei der zweiten Art wird Gleichung (147) benutzt, um die chemische Abschirmung
im reziproken Raum zu bestimmen. Dazu wird der Stromdichtetensor fouriertransfor-
miert, so dass er als TensorJ(G) im reziproken Raum vorliegt. Wird er dann in obige
Gleichung eingesetzt, die Abschirmung rücktransformiertund an der KernpositionR
ausgewertet, liefert dies gleichfalls die chemische Abschirmung σ̃ für diesen Kern.

Da die Abschirmung̃σ jedoch nur diskret vorliegt, muss sie an der Kernposition
R aus den acht umliegenden Gitterpunkten interpoliert werden. Eine einfache, lineare
Interpolation der Art (165) genügt dabei und empfiehlt sich durch den geringen Auf-
wand. Wir summieren über die acht angrenzenden Gitterpunkte Rk, welche überk in
beliebiger Reihenfolge indexiert seien, jeweils mit einemGewichtungsfaktorwk.

x
y

z

Rk

Rz
k

Rx
k Ry

k
Rb

Sei Rk ein beliebiger Gitterpunkt. Dann hat dieser drei direkt gegenüberliegende
nächste Nachbarn, je einen pro Achse, die mitRx

k, Ry
k undRz

k bezeichnet seien, entspre-
chend nebenstehender Abbildung. SeiRi die Projektion des InterpolationsortesR auf
die Verbindungslinie zwischenRk undRi

k. Dann ergibt sich der Gewichtungsfaktor zu
wk = 1

h3 |Rx
k−Rx| · |Ry

k−Ry| · |Rz
k−Rz|.
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σ(R) = ∑
k

wk · σ̃(Rk) (165)

mit wk =
1
h3 ∏

i

xi
k.

Es muss hierbei gelten, dass die Summe über alle Gewichtungsfaktoren 1 ergibt.

∑
k

1
h3 ∏

i=1...3
xi

k = 1.

Das ist leicht einzusehen. IstRk wieder ein beliebiger Gitterpunkt undRx
k sein näch-

ster Nachbar, so giltxx
k = |Rx

k −Rx|. Umgekehrt sei nunRx
k der beliebige Gitterpunkt

und dementsprechendRk sein nächster Nachbar entlang der X-Achse, so ergibt sich
der Abstand natürlich durchh−xx

k mit der Maschenweiteh des Gitters. Da acht Sum-
manden auftreten, lassen sich je die Hälfte zusammenfassenund nacheinander für jede
Achse obige Eigenschaft ausnutzen, wodurch stets einer derdrei Faktoren vonwk zu
h wird. Es verbleibth

3

h3 = 1.

Die zweite Variante ist zu empfehlen, da bei der Berechnung der Fouriertransformier-
ten die Polstelle analytisch berücksichtigt wurde. Es ist generell ein stabileres Ver-
halten in der Konvergenz zu erwarten. Dazu sind zehn Fouriertransformationen nötig,
einmal je eine für jede Komponente des Stromdichtetensors und zweitens eine weitere
zur Rücktransformation des Gitters des induzierten Magnetfeldes abgeleitet nach dem
äußeren Feld.

Analog zu (163) lässt sich auch der Abschirmtensor aufspalten, ins Hauptachensy-
stem transformieren und die entsprechenden Parameter erhalten. Wieder ist die isotro-
pische Abschirmungσiso die für die Validierung verwendete.

3.3.3 Wannierfunktionsalgorithmus

Zur Lösung des Ortsoperatorproblems muss die Varianz, wie in Abschnitt 2.3.3, Para-
graph „Maximal lokalisierte Wannierfunktionen“ gezeigt,minimiert werden. Die Va-
rianz berechnet sich dabei aus den Matrizen der drei verschiedenen Ortsoperatoren
x̂, ŷ und ẑ angewandt auf die Zuständeψ(0)

i . Wegen der periodischen Randbedingun-
gen benötigten wir einen andere Form des Ortsoperators, dieperiodisch ist. Es ist of-
fensichtlich, dass dieser (130) zu folgenden sechs selbst-adjungierten Operatoren̂A(k)

äquivalent ist.

Â(1) = Ĉx = cos
2π
Lx

x, (166a)

Â(2) = Ŝx = sin
2π
Lx

x, (166b)

Â(3) = Ĉy = cos
2π
Ly

y, (166c)

Â(4) = Ŝy = sin
2π
Ly

y, (166d)
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Â(5) = Ĉz = cos
2π
Lz

z, (166e)

Â(6) = Ŝz = sin
2π
Lz

z. (166f)

Im Falle mehrerer Matrizen, die gleichzeitig zu minimierensind und nicht notwendi-
gerweise kommutieren müssen, schlugen [79] den Cardoso-Souloumniac-Algorithmus
aus der Signalbearbeitung vor, der mittels elementarer Drehungen — ähnlich der Jacobi-
Diagonalisierung — die Varianz (129) unter gleichzeitigerDiagonalisierung aller Ma-
trixdarstellungen der Operatoren minimiert. Diese Varianz für mehrere Operatoren er-
weitert sich dabei von (131) natürlich zu

σ2
{A(k)}({ϕi}) =

N

∑
k=1

σ2
{A(k)}({ϕi}) (167)

Die iterative Berechnung dieser elementaren Rotationen ist in Algorithmus 5 auf
der nächsten Seite dargestellt,m ist der Iterationsschritt

Die Jacobi-Diagonalisierung ist anderen Verfahren wie derQR-Zerlegung zwar
unterlegen. Jedoch eignet sie sich hervorragend zur Parallelisierung. Betrachten wir
den Algorithmus, so ist leicht einzusehen, dass die Rotation, welche inc unds steckt,
für N/2 Indexpaare gleichzeitig berechnet werden kann. Trennen wir die Matrix spal-
tenweise auf und ordnen jeweils jene zwei Spalten, die zum Indexpaar (i,j) gehören,
einem Prozess alleine zu, so kann dieser unabhängig von den anderen die Rotation
berechnen und die Transformationen der Spalten durchführen. Einzig für die Transfor-
mation der jeweiligen lokalen Zeileneinträge müssen die berechneten Rotationen aller
anderen Prozesse bekannt sein, die Reihenfolge der Anwendung ist jedoch wieder un-
abhängig, da die einzelnen Rotationen voneinander unabhängige Elemente betreffen.

Wir wollen im folgenden Abschnitt die genaue Art der von uns gewählten Paral-
lelisierung darlegen. Sie stellt das aus unserer Sicht optimal Mögliche dar — abgese-
hen von der Abfolge des „Ringelspiels“, hier ließe sich nocheine sinnvolle Pivotisie-
rung finden, so dass die elementaren Rotationen zuerst mit den Indizes zu den größten
Nicht-Diagonalelemente durchgeführt werden.

3.3.4 Parallele Jacobi-Diagonalisierung

Folgende Probleme müssen gelöst werden. Zunächst müssen die Indexpaare generiert
werden. Anschließend muss beantwortet werden, was in dem Fall passiert, dass nur
p < Nψ/2 Prozesse zur Verfügung stehen. Schließlich wollen wir dieArt der Kom-
munikation erklären, mit der die Winkel und Spalten ausgetauscht werden. Wir halten
uns hierbei an die vorzügliche Beschreibung in [109] S. 450,wandeln diese jedoch
unseren Bedürfnissen gemäß ab und erweitern ihn. Da wir das „Message Parsing Inter-
face“ [110, 35] verwenden, welches effektive All-to-All-Kommunikation bietet, lohnt
es sich nicht, die Winkel wie dort beschrieben in einer Ringzirkulation auszutauschen.

Indexpaargeneration Das Problem der vollständigen Generation der(n− 1) · n/2
möglichen Indexpaare ist als Schachtournier vorstellbar,bei dem untern Gegnern jeder
mit jedem genau einmal spielen soll. Dies können wir uns, wiein Abbildung 9 auf
Seite 98 zu sehen ist, sehr leicht bildlich klar machen.
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Algorithm 5 : Wannierlokalisierung

1. Berechne die reellen, symmetrischen Matrizen〈ψi |A(k)|ψ j〉a

2. Für jedes Indexpaar (i,j), wobeii < j wegen Symmetrie:

(a) Bilde die 2x2-MatrixG = ℜ
(

∑k ht(A(k))h(A(k))
)

mit h(A) =

(
aii −a j j

ai j +a ji

)

(b) Finde deren Eigenwerte und Eigenvektoren.

(c) Setze

(
x
y

)
gleich dem Eigenvektor zum größten Eigenwert, mitx≥ 0.

(d) Berechne die Matrixelemente (ii), (ij), (ji), (jj) abweichend von der Ein-

heitsmatrix der RotationsmatrixR(m) mittelsR(m)(c,s) =

(
c −s
s c

)
, wobei

r =
√

x2 +y2, c =
√

x+r
2r unds= y√

2r(x+r)

(e) Führe die ÄhnlichkeitstransformationA(k) → R(m)A(k)R(m) durch.

(f) Sammle die Transformationen inU (m+1) = R(m)U (m), wobeiU (1) mit der
Einheitsmatrix initialisiert wurde.

3. Berechne die Gesamtvarianzσ2
{A(k)}

4. Prüfe, ob die Änderung in der Varianz kleiner als ein gegebener Toleranzwert
ist, wenn nicht, gehe wieder zu Schritt 2.

5. Wende die gefundene Transformation U auf die Wellenfunktionen an:|ψi〉 =

∑ j Ui j |ψ j〉

6. Wahlweise berechne Wannierzentren

Rx
i =

L
2π

·ℑ(ln(A(1)
ii + iA(2)

ii ))

Ry
i =

L
2π

·ℑ(ln(A(3)
ii + iA(4)

ii ))

Rz
i =

L
2π

·ℑ(ln(A(5)
ii + iA(6)

ii ))

(168)

und die Einzelvarianz deri-ten Wellenfunktion aus den entstandenen Diagonal-
elementen mittels (131).

aDa die Sinus- und Kosinuswerte nur an den diskreten Punkten benötigt werden, lässt sich die Be-
rechnung durch Verwendung einer Lookup-Tabelle der entsprechenden Werte erheblich beschleunigen.



98 3 Implementierung

1

2

3

4

5

6

7

8

1

4

2

6

3

8

5

7

1

6

4

8

2

7

3

5

1

8

6

7

4

5

2

3

1

7

8

5

6

3

4

2

1

5

7

3

8

2

6

4

1

3

5

2

7

4

8

6

Abbildung 9: Beispiel der „Ringelspiel“-Indexgeneration fürNψ = 8. In jeder Spalte findet
sich jeweils das Indexpaar (i,j),Nψ/2 = 4 Paare können gleichzeitig und unabhängig vonein-
ander bearbeitet werden. Die Abbildung oben links zeigt denVerlauf des Ringelspiels, rechts
oben ist die Ausgangssituation. Jeweils von links nach rechts und oben nach unten folgen alle

weiteren Schritte einer Runde.
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In den beiden Zeilen befinden sich jeweils die beiden Kontrahenten bzw. Spalten
zu einem Indexpaar (i,j). Die Pfeile geben die Richtung des Ringelspiels an. Spieler 1
kann immer sitzenbleiben, der Rest wechselt von Platz zu Platz. Nach 7 Runden hat
jeder einmal gegen jeden anderen gespielt bzw. wir haben alle sieben verschiedenen
Indexpaare erzeugt. Algorithmus 6 vollführt jeweils eine Runde im Ringelspiel.top[k]
und bot[k] sind zwei Arrays, welche die obere bzw. untere Zeile der vierSpalten in
unserem Beispiel enthalten, also je einen der beiden Teilendes Indexpaars(i, j).

Algorithm 6 : Ringelspiel, aus [109]

Führt eine Rotation der beiden Indexgruppen top und bot durch, m= Nψ/2.
Hin- und Herkopieren der Indexarrays wird hier nicht ausgeführt.
for k = 0: m-1do

if k == 1 then
newtop[k] = bot[1]

else ifk > 1 then
newtop[k] = top[k-1]

if k==m then
newbot[k] = top[k]

else
newbot[k] = bot[k+1]

Ist N ungerade, so lässt sich dies durch Einfügen einer Nullspalte und -zeile in die
Operatormatrizen beheben.

Ringprozedur Die nun folgende Idee der parallelen Diagonalisierung der Matrix ist
ein Ring ausNψ/2 Prozessen. Jeder Prozess besitzt lokal die beiden Spalten, die zu
einem Indexpaar (i,j) gehören, berechnetc unds und wendet diese Rotationen auf die
lokalen Spalten an. Anschließend wird jeder Winkel in einemRing reihum weiterge-
geben und dieser auf die jeweiligen Zeileneinträge angewandt. Anschließend müssen
Index- und Spaltenpaare analog zu Algorithmus 6 weitergedreht und entsprechend aus-
getauscht werden. Zur Implementation auf einem Loop Systemsiehe auch [111].

Mehrere Rotationen pro Schritt Im Fall von nurp< Nψ/2 Prozessen müssen meh-
rere Rotationen, also mehrere Index- und Spaltenpaare pro Prozess, bearbeitet wer-
den. Wir benötigen also stets eine Anzahl Prozesse die ganzer Teiler vonNψ/2 sind51.
Mehrere Rotationen seriell zu bearbeiten, kann vorteilhaft sein. Das Austauschen der
Spalten und Winkel benötigt Zeit, die im Falle einer seriellen Diagonalisierung nicht
gebraucht wird. Es zeigt sich, dass erst bei großen Matrizendie Parallelisierung wirkt.
Gerade große Matrizen mitNψ > 100 interessieren uns bei der Berechnung von Na-
noröhren besonders. Hier lohnt sich die Parallelisierung des Algorithmus außerordent-
lich. Der vollständige Ablauf der Ringprozedur mit mehreren Rotationen pro Schritt
findet sich in Algorithmus 7 auf der nächsten Seite. Er verwendet den Algorithmus 8
auf Seite 101 zum Austausch der Spalten unter den Prozessen.

51Es ließe sich hierbei entweder eine eigene MPI-Gruppe generieren oder auf die vorhandene Gesamt-
NP bzw.NP1

undNP2
-Gruppen zurückgreifen. Letzteres ist ausreichend.
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Algorithm 7 : Parallele Jacobi Diagonalisierung, basiert auf [109]
Data: set ist die Runde im Ringelspiel,round die lokale Rotation
Result: Matrix A, aufgeteilt in Spalten Aloc pro Prozess, wird diagonalisiert.
Vorbedingung: (Num % 2) == 0, (Num/2)% ProcNum == 0

Verschaltung der Prozessnachbarbeziehung ;
repeat

for set = 0 : Num-1do
for round = 0: maxroundsdo

start = ProcRank * maxrounds + round;
i = top[start] < bot[start] ? top[start] : bot[start];
iloc = top[start] < bot[start] ? 0 : 1;
j = top[start] > bot[start] ? top[start] : bot[start];
jloc = top[start] > bot[start] ? 0 : 1;
Berechne c, s für (i,j), erzeuge Vsmall ;
Uloc[2· round] = Uloc[2 · round] * Vsmall;
Aloc[2 · round] = Aloc[2 · round] * Vsmall;

Allgather(c, maxrounds);
Allgather(s, maxrounds);
for l = 0 : Num/2do

i = top[l] < bot[l] ? top[l] : bot[l];
iloc = top[l] < bot[l] ? 0 : 1;
j = top[l] > bot[l] ? top[l] : bot[l];
jloc = top[l] > bot[l] ? 0 : 1;
for m = 0: maxroundsdo

Aloc[2 ·m][i,j] = VsmallT Aloc[2 ·m][i,j]

Spaltenaustausch ;
Ringelspiel ;

until ∆ spread < tol;

Ein Beispiel: Wir habenNψ = 400 Spalten undp = 8 Prozesse. D. h. jeder Pro-
zess führt lokal 50 Spalten und 25 Rotationen durch. Die Anwendung der acht paral-
lelen Rotationen lokal auf die Spalten mit jeweils 400 Einträgen erfolgt gleichzeitig.
Nach 25 Rotationen müssen lediglich 6-mal vier und 2-mal je zwei Spalten52 getauscht
werden. Durch geschickte Verwendung von Zeigern brauchen bei der prozessinternen
Indexrotation keine Speicherbereiche umkopiert, sondernnur die Zeiger ausgetauscht
zu werden. Alle 200 Winkel werden durch effektive All-to-All-Kommunikation in al-
len Prozessen zusammengeführt. Die Drehungen der Zeileneinträgen erfolgt wiederum
gleichzeitig. Diese sind lokal aufgrund der Aufteilung nur50 Einträge lang. Der Aus-
tausch der Spalten geschieht direkt von einem Prozess zum jeweils benachbarten. Es
ist leicht einzusehen, dass die Geschwindigkeitssteigerung in diesem Normalfall sehr
gut ist und der Overhead durch den notwendigen Austausch wenig ins Gewicht fällt.
Einen ähnlichen Ansatz entwickelten Tervola und Yeung [112] auf einem Transputer
Netzwerk und geben Zeitmessungen samt Berechnungen an.

52Die „Randprozesse“, also Prozess 0 und Prozess 7 in unserem Beispiel, tauschen jeweils nur zwei
Spalten, da ihnen der jeweils andere Nachbar fehlt und eine Inxdexrotation hier intern erfolgt.
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Algorithm 8 : Spaltenaustausch

if ProcRank == 0then
if maxrounds > 1then

Abuffer1 = Aloc[2· (maxrounds−1)]
Abuffer1 = Aloc[1] Sende blockadefrei( Abuffer1) ;
for l = 2· (maxrounds−1) : 3; l-=2 do Aloc[l] = Aloc[l-2];
if maxrounds > 1then

Aloc[2] = Aloc[1]
for l = 1 : 2·maxrounds−1, l+=2 do Aloc[l] = Aloc[l+2];
Aloc[2 ·maxrounds−1] = Abuffer1,Empfange blockadefrei( Abuffer1) ;

else ifProcRank == ProcNum - 1then
Abuffer2 = Aloc[1], Sende blockadefrei( Abuffer2) ;
for l = 1 : 2·maxrounds−1, l+=2 do Aloc[l] = Aloc[l+2];
Aloc[2 ·maxrounds−1] = Aloc[2 · (maxrounds−1)];
for l = 2· (maxrounds−1) : 1; l-=2 do Aloc[l] = Aloc[l-2];
Aloc[0] = Abuffer2, Empfange blockadefrei( Abuffer2) ;

else
Sende blockadefrei( Aloc[2· (maxrounds−1)] ) , Abuffer1 =
Aloc[2 · (maxrounds−1)];
Sende blockadefrei( Aloc[1]) , Abuffer1 = Aloc[1];
for l = 2· (maxrounds−1) : 1; l-=2 do Aloc[l] = Aloc[l-2];
for l = 1 : 2·maxrounds−1, l+=2 do Aloc[l] = Aloc[l+2];
Aloc[0] = Abuffer1, Empfange blockadefrei( Aloc[0]) ;
Aloc[2 · (maxrounds−1)] = Abuffer2, Empfange
blockadefrei( Aloc[2· (maxrounds−1)] ) ;

if ProcRank != ProcNum - 1then
Warte auf Bestätigung( Send1) ;
Warte auf Bestätigung( Receive1) ;

if ProcRank != 0then
Warte auf Bestätigung( Send2) ;
Warte auf Bestätigung( Receive2) ;
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4 Anwendungen

Nachdem der Formalismus hergeleitet ist und seine Implementation erklärt, können
nun erste Atomkonfigurationen betrachtet werden. Bevor wiruns jedoch größeren Sy-
stemen zuwenden, muss die Implementation an kleinen Systemen mit bekanntem Ver-
halten und Größen wie der Suszeptibilität validiert werden. Dabei ist es notwendig,
sich zunächst Schritt für Schritt von einfacheren zu komplizierten Systemen vorzuar-
beiten. So sind die Algorithmen zwar einzeln gut beherrsch-und vorallem kontrollier-
bar, aber die Gesamtfunktionsweise kann erst ganz am Ende überprüft werden, wenn
die Rechnungen in einem experimentell messbaren Endwert resultieren. Die Glieder
in der Kette dazwischen aus Wellenfunktionsminimierung verschiedener Gruppen, Zu-
sammensetzung zur gestörten Wellenfunktion erster Ordnung, Bildung der Stromdich-
te und schließlich der Berechnung den Endwerte sind direkten, einzelnen Tests nur
schwer zugänglich.

Aus diesem Grund betrachten wir zunächst das einfachst mögliche System: Ein
Wasserstoffmolekül. An ihm lassen sich die Stromdichte bilder sehr gut verstehen,
so dass die Kette bis dahin validiert werden kann. Anschließend werden wir einfa-
che Kohlenwasserstoffe isoliert innerhalb eines so genannten Superzellenansatzes in
der gasförmigen Phase untersuchen. Anhand dieser können die Suszeptibilität und der
Abschirmtensor überprüft werden.

Aus dieser Validierung werden wir auch versuchen, eine Fehlerabschätzung zu ge-
winnen. Indem die Koordinaten der Atomkerne, der Startwertdes Zufallszahlengene-
rators und das Zellvolumen variiert werden, erhalten wir leicht unterschiedliche Werte.
Aus dem Maße der Schwankungen wollen wir abschätzen, welchen Fehler wir aus der
numerischen Berechnung erwarten können.

Anschließend werden wir zunächst Acetanilid als größeres asymmetrisches Mole-
kül betrachten. Hier möchten wir die von uns ermittelten Verschiebungen mit einem
gemessenen Resonanzspektrum vergleichen. Danach können größere Moleküle wie
Nanoröhren gerechnet werden. Diese werden so in eine Zelle eingesperrt, dass sie
entlang der Symmetrieachse periodisch fortgesetzt sind. Es lassen sich dabei mehrere
Einheitszellen in eine periodische Zelle sperren, sollen Defektstellen simuliert werden.

Eines müssen wir als Vorbemerkung erwähnen: Obwohl in den folgenden Abbil-
dungen stets die Stromdichte abgeleitet nach dem äußeren Feld zu sehen sein wird —
nämlich der in (142) definierte Stromdichtetensor — wollen wir dennoch von einer
Stromdichte sprechen. Denn das externe Feld beeinflusst nurdie Stärke, nicht aber die
dreidimensionale Gestalt der Stromdichte, wie offensichtlich anhand von (136) einzu-
sehen ist.

4.1 Validierung

4.1.1 Wasserstoffmolekül

Das Wasserstoffmolekül ist das einfachst mögliche Molekül. Es besteht aus zwei Pro-
tonen im Abstand von 1.4 a.u., ausgerichtet entlang der Y-Achse, verbunden durch ein
einzelnes, doppelt besetztes Valenzorbital. Daher folgt eine Lokalisation der Ladung
längs zwischen den Protonen und drehsymmetrisch um die durch die beiden Atome
definierte Achse (siehe Abbildung 10 auf der nächsten Seite).
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Abbildung 10: Drei Isoflächen der Ladungsdichte des Wasserstoffmoleküls. Links in Sicht auf
die YZ-Ebene, rechts auf die XZ-Ebene zur Verdeutlichung der Drehsymmetrie. Das Molekül

ist entlang der Y-Achse ausgerichtet.

Für eine lokalisierte, punktförmige Ladungsverteilung erwarten wir klassisch bei
Anschalten eines externen Magnetfelds eine ringförmige, für eine ausgedehnte Vertei-
lung entsprechend eine torusförmige Stromdichte. Die Flächen des Torus sind dabei
Flächen gleicher Stromflussstärke. Ist diese Ladungsverteilung nicht sphärisch, son-
dern in eine Richtung gestreckt, so sollte sich für Feldrichtungen orthogonal dazu ein
elliptischer Torus ausbilden. Die Stärke des Flusses ist dabei einerseits proportional
zum magnetischen Fluss, welcher die vom Ringstrom eingeschlossene Fläche durch-
strömt, anderseits proportional zur lokalen Ladungsdichte.

Nach dieser Vorbemerkung wollen wir Abbildung 11 auf der nächsten Seite be-
trachten. Hier ist in drei Spalten, entsprechend äußeren Feldrichtungen X, Y, Z, jeweils
eine Schnittebene zentriert auf den Schwerpunkt zwischen den Protonen dargestellt.
Grün symbolisiert hier eine starke, bläulich eine schwachebis keine Stromdichte. Es
ist jeweils deutlich eine kreisförmige bzw. elliptische Struktur zu erkennen, ganz im
Einklang mit der Erwartung. In der untersten Zeile befindet sich schließlich eine per-
spektivische Darstellung dreier Isoflächen, welche die erwartete, gestreckte Torusge-
stalt haben. Zur Verdeutlichung des Stromflusses verweisenwir auf Abbildung 12 auf
Seite 105. Hier ist in einer Schnittebene senkrecht zur Y-Achse und mittig zwischen
den beiden Protonen jeweils der Stromvektor, eingeschränkt auf die Ebene, an jedem
diskreten Gitterpunkt dargestellt. Das Feld steht hierbeiebenfalls in Y-Richtung. Wir
haben außerdem zusätzlich den Stromvektor jeweils in die beiden Komponenten des
Stroms (136) resultierend aus den beiden Störoperatoren (137) aufgespalten.

Für diesen einfachen Fall erhalten wir also qualitativ korrekte Stromdichten.

4.1.2 Einfache Kohlenwasserstoffe

Anhand einiger einfacher Kohlenwasserstoffe (siehe Tabelle 11 mit Strukturdarstellun-
gen im Anhang B) wollen wir nun quantitativ die Minimierung überprüfen. Zusätzlich
wird Tetramethylsilan (Si(CH3)4 oder auchMe4Si) berechnet, da dieses Molekül in
experimentellen Messungen als Referenz dient und wir es somit zur Eichung der Wer-
te der Kohlenwasserstoffe benötigen. Eine Reihe von Näherungen, die ihren Ursprung
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Abbildung 11: Von links nach rechts: Angelegtes äußeres Feld in X-, Y- und Z-Richtung. Von
oben nach unten: Aufsicht auf Schnittebene durch Stromdichte, mittig zwischen dem Wasser-
stoffmolekül zentriert, orthogonal zu X-, Y- und Z-Achse. Die unterste Zeile zeigt eine per-
spektische Aufsicht auf drei ausgewählte Isoflächen der Stromdichte zur Verdeutlichung der

Torusstruktur. Das Molekül ist entlang der Y-Achse ausgerichtet.
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XZ-Gesamtstromvektor
p-Komponente

r × p-Komponente

11.51110.5109.598.5
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Abbildung 12: Stromvektorfeld auf der Schnittebene orthogonal zur Y-Achse, mittig zwi-
schen den H-Atomen an(10, . . . ,10), aufgespalten in̂p und r̂ × p̂-Komponente. Die Vektoren
wurden mit dem Faktor 2 skaliert. Äquivalent zu Abb. 11, mittlere Spalte, zweites Bild. Das

eingezeichnete Gitter entspricht dem für die Rechnung verwendeten.

einerseits in der Diskretisierung, andererseits in der Systematik haben, müssen kon-
trolliert werden.

1. Endlichkeit der Basisfunktionen bzw. der Gitterpunkte,Abhängigkeit von
√

Ecut,

2. Endlichkeit des Superzellvolumens, Abhängigkeit von der KantenlängeL,

3. Beliebiger Anfangswert der Gradienten- und Liniensuchberechnung,

4. Genauigkeit der KonfigurationskoordinatenR.

Diese vier Punkte, welche schon in der Einleitung zu Kapitels 3 angesprochen wur-
den, wollen wir nun in den folgenden Paragraphen einzeln behandeln. Dabei richten
wir unser Augenmerk auf folgende Liste von Ergebniswerten,wobei wir die letzten
beiden unter dem Begriff „Endwerte“ zusammenfassen werden, da wir nur sie mit ex-
perimentellen Daten vergleichen werden:

• Gesamtenergie des SystemsE(0),

• Auswertung des Störenergiefunktionals zweiter OrdnungE (2) für die je drei
Komponenten der beiden Operatoren (137),

• Isotropische magnetische Suszeptibilitätχiso,

• Isotropischer chemischer Verschiebungstensorσiso für jedes Element, gemittelt
im Falle mehrerer Atome.

Vor der nun folgenden Betrachtung des Konvergenzverhaltens müssen wir noch
einige Konventionen hinsichtlich der Analyse festlegen:

• Die gewählten Konfigurationen sind prinzipiell symmetrisch, d. h. sie sollten
ebenso eine symmetrische Abschirmung aufweisen. Auf Abweichungen wer-
den wir im Einzelnen eingehen. Deswegen wird der Abschirmtensor σiso über
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alle Atome eines Elements gemittelt. Dazu definieren wir denarithmetischen
Mittelwert

σ̃ = 1
N

N

∑
i

σi (169)

überN Atome, und die Standardabweichung

∆σ =

√
1

N−1

N

∑
i

(σi − σ̃)2 (170)

unter der Annahme einer Normalverteilung. Diese werden wirstets als Fehler-
balken in den Graphen verwenden und mit diesem Fehler die einzelnen Werte in
Fits wichten. Für die Suszeptibilität ist dies natürlich nicht möglich, da sie eine
makroskopische Größe ist, weswegen sie auch keine Fehlerbalken aus solchen
Mittelungen erhält.

• Interessieren wir uns einzig für den Fehler einer Konvergenz, so werden die
Werte in diesen Mittelwert verschoben und mit einem sinnvollen Vergleichsfeh-
ler skaliert dargestellt. In diesem Fall werden wir auf einegesonderte Angabe
der Mittelwerte verzichten, sondern nur den absoluten Fehler zusätzlich zum
relativen in den Diagrammen dargestellen Fehler festhalten.

• Die in den folgenden Diagrammen dieses Unterkapitels dargestellten Werte sind
Rohdaten, wie sie die Implementation liefert. Die Zahlen wurden hinsichtlich
des Fehlers auf sinnvolle Stellen gekürzt, aber sind sonst weder skaliert noch
physikalisch sinnvoll geeicht. Diese Betrachtung erfolgtim Abschnitt 4.1.4 „Er-
gebnisse“, wo wir den Vergleich zu experimentellen Daten ziehen.

Koordinatenabhängigkeit Aufgrund des Pseudopotentialansatzes muss das Poten-
tial innerhalb des Kernbereichs nicht mehr die exakte Form haben, deswegen können
die Abstände unter den Atomen eines Moleküls leicht veränderte Minima haben. Wir
verwendeten stets experimentelle Geometrien, deren Bindungslängen, -winkel und
Quelle wir in Tabelle 11 im Anhang B vermerken. Wir möchten kurz darstellen, dass
falsche Bindungslängen nicht nur in der Gesamtenergie, sondern auch im minimierten
Fehler auffallen. Dazu wurden zwei verschiedene Koordinatensätze „set 1“ und „set 2“
berechnet. Beim ersten wurde die Umrechnungsfaktor 1.8897261 von Angstrom (Å) in
atomare Einheiten (a. u. ) weggelassen, ein Fehler, der beimBenutzen experimenteller
Geometrien in Angstrom gegenüber den atomaren Einheiten inder ab-initio Simula-
tion leicht vorkommen kann. Wir bemerken anhand Abb. 13 auf der nächsten Seite
den deutlich größeren Fehler des falschen Koordinatensatzes „set 1“, wodurch solche
fehlerhaften Geometrien auffallen. Im Folgenden wollen wir besonderes Augenmerk
darauf legen, dass die Koordinatensätze der verschiedenenMoleküle alle eine ähn-
liche Güte hinsichlich des Konvergenzfehlers aufweisen. Grundsätzlich ist aber eine
Strukturoptimierung aufgrund des Pseudopotentialansatzes empfehlenswert.

Konvergenz für Ecut → ∞: Anhand von Formel (150) ist zu erkennen, dass die Ma-
schenweite der Diskretisierung wie

√
Ecut geht, den wir deswegen fortan verwenden
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Abbildung 13: Abhängigkeit des Konvergenzfehlers des ungestörten Energiefunktionals von
der Güte des Koordinatensatzes anhand von Tetramethylsilan. In „set 1“ wurden die Bindungs-

längen fälschlich mit 1 a. u./1 Å skaliert.

und die Abhängigkeit der Werte von diesem bestimmen. Aus denWerten für diese end-
liche Diskretisierung wollen wir auf den Konvergenzwert mittels Extrapolation schlie-
ßen. Da eine solche Extrapolation für

√
Ecut → ∞ schwer zu bestimmen ist, wird statt-

dessen Konvergenz für 1/
√

Ecut → 0 betrachtet. Dieser Term wird im Folgenden mit
„Diskretisierungsparameter“ bezeichnet und wir verwenden ihn ohne Angabe einer
Einheit in den Diagrammen.

Da anhand des gewählten Diskretisierungsparameters in denfolgenden Diagram-
men weder die Abschneideenergien noch die Knotenanzahl proAchse erkennbar sind,
wollen wir sie kurz in Tabelle 4 zusammenfassen. Wir wähltendabei eine Kantenlänge
der Zelle von 20 a. u.. Diese Wahl werden wir erst später rechtfertigen können.

Ecut[Ht] 3 6 9 12 18 24
1/
√

Ecut 0.58 0.41 0.33 0.29 0.24 0.20
Knotenzahl X-Achse 32 48 64 64 80 96
Knotenzahl Y-Achse 32 48 64 64 80 96
Knotenzahl Z-Achse 32 64 64 64 96 96
Anzahl Ebener Wellen 2640 5631 8934 15367 26451 38476
Ecut[Ht] 30 40 50 78 112
1/
√

Ecut 0.18 0.16 0.14 0.11 0.09
Knotenzahl X-Achse 112 128 128 160 192
Knotenzahl Y-Achse 112 128 128 160 192
Knotenzahl Z-Achse 128 128 128 160 192
Anzahl Ebener Wellen 54031 84043 123921 245842 425980

Tabelle 4: Gewählte Abschneideenergien und sich daraus ergebende Knoten- und Ebene-
Wellen-Anzahlen bei einer Kantenlänge der Zelle von 20 a.u.

Da wir das Koordinatengitter im Rahmen dieses Validierungsabschnitts stets unter
vier Prozessen aufteilten, die Wellenfunktion jedoch nicht, ergibt sich aufgrund der
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Teilbarkeiten im Rahmen der parallelen FFT nur unter bestimmten Abschneideenergi-
en eine homogene Unterteilung in allen drei Achsen.

Die ungestörte Gesamtenergie (95) ist in Abbildung 14 gegendiesen Diskretisierungs-
parameter dargestellt. Als Fehler∆E(0) wurde der Abstand der GesamtenergieE(0)

gegen den extrapolierten WertE(0)
1

Ecut=0
bei einer bestimmen AbschneideenergieEcut

genommen. Den extrapolierten Wert erhielten wir dabei aus einem kubischen Spline-
fit, ausgewertet an der Stelle 0. Dieser verwendet also nur die letzten drei Werte, was
wir aufgrund der Asymptotik für sinnvoll halten. Die extrapolierten Werte werden in
der Tabelle neben der Abbildung dargestellt. Es ist dabei zubeachten, dass aufgrund
der Pseudopotentialnäherung die Gesamtenergie nur relative Aussagekraft besitzt. Wie
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Abbildung 14: Links: GesamtenergieE(0) gegen Diskretisierungsparameter 1/
√

Ecut, doppelt

logarithmisch. Rechts: Absolute, extrapolierteE(0)
1

Ecut=0
. Die eingeklammerte Stelle gibt die

Unsicherheit an, deren Größe wir dem Plot mit 10−3 entnehmen.

wir sehen, haben alle Koordinatensätze die gleiche Fehlerordnung von 10−3 ab 50 Ht.
Wir betrachten sie also als alle von annähernd gleicher Qualität hinsichtlich der im
Paragraphen „Koordinatenabhängigkeit“ gemachten Bemerkungen.

Ein Vergleich der Konvergenz der Werte der gestörten EnergiefunktionaleE(2) nach
den sechs Störoperatorkomponenten (137) findet sich in Abbildung 15 ( 15.1 bis 15.4
auf der nächsten Seite) auf Seite 109. Wir haben hier auf einegesonderte Angabe der
extrapolierten Werte und somit auch auf einen Fit verzichtet, da die Werte keinerlei
gesonderte Bedeutung haben, sondern einzig deren Konvergenz interessant ist. Au-
ßerdem erfolgt die Darstellung nicht mehr logarithmisch, da der Fehler durch leichtes
Schwanken der Werte das Vorzeichen wechselt. Generell erwarten wir eine schlechtere
Konvergenz als bei den ungestörten Zuständen, da die gestörten direkt von deren Güte
abhängen. Sollten Schwankungen auftreten, so muss aber gefordert werden, dass die
Einhüllende eine abklingende Form hat.

Allgemein ist ein Schwanken in denr × p-Komponenten zu bemerken, diep-
Komponenten verhalten sich stabil. Dies ist jedoch aufgrund der Einfachheit des Stör-
operatorsp im reziproken Raum auch nicht anders zu erwarten. Derr × p-Operator
hingegen hängt vom realen Ort ab und seine Anwendung muss deswegen innerhalb
zweier aufeinander folgender Fouriertransformationen geschehen. Hier können Fehler
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15.2: C2H6
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15.3: CH4
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Abbildung 15: Konvergenz der gestörten EnergiefunktionaleE (2) für jedes der Kohlenwas-
serstoffe gegen Diskretisierung 1/

√
Ecut.

aufgrund des diskreten Gitters auftreten und sich verstärken. Wir erahnen zwar eine
leicht abklingende Tendenz, erwarten ähnliche Schwankungen aber auch in den resul-
tierenden Werte der Suszeptibilität und des Abschirmtensors. Es gilt jedoch auch, dass
die Minimierung des gestörten Energiefunktionals nur ein Maß für den verbleiben-
den Fehler in der Minimierung der einzelnen gestörten Wellenfunktionen ist. Für die
Konvergenz der Endwerte ist nicht die der Gesamtenergie, sondern die jeder einzelnen
Wellenfunktion entscheidend.

In der folgenden Abbildung 16.1 auf der nächsten Seite findenwir nun einen Vergleich
der ermittelten, ungeeichten isotropischen Suszeptibilitäten der ausgewählten Kohlen-
wasserstoffe. Hierzu wurde aus den Diagonalkomponenten der gefundenen Suszeptibi-
litätstensoren (149) der isotropische Wertχiso nach Tabelle 3 auf Seite 94 bestimmt und
für alle Kohlenwasserstoffe gegen den Diskretisierungsparameter aufgetragen. Deren
Konvergenz hängt als drittes Glied in einer Kette von der Güte der ungestörten und der
sechs gestörten Wellenfunktionen gemeinsam ab, die allesamt in die Stromdichte (136)
Eingang finden. Die schlechteste Komponente bestimmt also das Bild. Dennoch er-
scheinen die Werte erstaunlich stabil, auch wenn das Schwanken aus der Minimierung
des Funktionals anχiso weitergegeben wurde.

Hier wurden einfache Geraden für den Fit benutzt. Da die Werte ab 18 Ht nur noch
lineare Konvergenz zeigen, haben wir nur Werte größerer Energie in den Fit einbezo-
gen. Wir protokollieren die gefundenen Werte in Tabelle 5 auf Seite 111. Wir bemer-
ken, dass der Fehler aus dem Fit allgemein im Bereich von 1% liegt.

Abschließend folgt nun die Konvergenz für die gemittelte, ungeeichte isotropische Ab-
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Ecut.
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Molekül χiso| 1
Ecut=0

[10−3] σiso
H | 1

Ecut=0
[10−6] σiso

C | 1
Ecut=0

[10−6]

C2H2 −3.12±0.02 −29.13±0.06 61.8±0.6
C2H6 −4.15±0.02 −30.7±0.3 27±3
CH4 −3.022±0.09 −31±0.1 3.8±7
TMS −10.6±0.1 −29.68±0.04 1±3

Tabelle 5: Absolute, extrapolierte, ungeeichte Werte der magnetischen Suszeptibilität
χiso| 1

Ecut=0
, des Wasserstoff-σiso

H | 1
Ecut=0

und des Kohlenstoffabschirmtensorsσiso
C | 1

Ecut=0
und

Fehler aus den in Abb. 16 eingezeichneten Geradenfits.

schirmung der Wasserstoffatome in Abb. 16.2 und Kohlenstoffatome in Abb. 16.3 auf
der vorherigen Seite. Der Übergang zu einer nur noch linearen Konvergenz tritt beiσH

früher ein, um 24 Ht, beiσC ab 30 Ht. Wir haben deswegen nur Werte größer dieser
Abschneideenergie in den Fit einbezogen (siehe Tabelle 5) und halten wieder fest, dass
der Fehler aus dem Fit allgemein im Bereich von 10−7, zwei Ordnungen unter dem ei-
gentlichen Wert, liegt. Auffällig sind die noch recht großen Fehler beiC2H6, TMSund
CH4 für σiso

C . Dies sind gerade die geometrisch komplexeren Strukturen,die nicht auf
eine Gerade eingeschränkt sind. Da die Kohlenstoffatome hier stets zentraler im Mo-
lekül als die Wasserstoffatome liegen, wäre hier vermutlich eine Strukturoptimierung
notwendig, um die verschiedene Bindungslängen ins Minimumder Pseudopotentiale
zu bringen.

Abschließend stellen wir fest, dass sich die Werte fürχiso, σiso
H und σiso

C ähnlich
stabil verhalten wie die Energien selbst. Die relativen Konvergenzfehler liegen bei
ein bis fünf Prozent. Allgemein sind im Verlauf der Konvergenz des Abschirmtensors
qualitativ drei Phasen erkennbar, deren Ursachen wir wie folgt vermuten:

1. In der Anfangsphase reicht die Zahl der Ebenen Wellen nicht aus, um überhaupt
die Stromdichtestruktur im Einzelnen sinnvoll wiederzugeben. Eine Konvergenz
ist fast noch gar nicht zu erkennen. Dies ist insbesondere anden geometrisch
schwierigeren FormenCH4, C2H6 undSi(CH3)4 zu erkennen. Hier tritt die Kon-
vergenz erst später aus dem Plateau heraus.

2. In der mittleren Phase geht die Konvergenz fast exponentiell wie es für eine
Approximation mit Ebenen Wellen zu erwarten ist.

3. Sie geht dann allerdings über in die letzte Phase, wo die Konvergenz nur noch
linear verläuft. Hier treffen wir auf das Problem der Approximation der Singula-
rität in Kernnähe in der Abschirmtensorformel (146), welche die Ebenen Wellen
nur denkbar schlecht darstellen können, weswegen die Konvergenz nicht mehr
exponentiell, sondern nur noch algebraisch verläuft. Daher rechtfertigt sich der
rein lineare Fit.

Hier könnte jedoch eine genauere, analytische Untersuchung der Konvergenz interes-
sant sein.

Konvergenz für L → ∞: Auch wenn wir in diesem Abschnitt die Moleküle isoliert
betrachten wollen, so wird weiterhin mit periodischen Randbedingungen und dadurch
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entstehenden Spiegelmolekülen gerechnet. Zusätzlich werden die Wannier-Orbitale in
virtuelle Zellen eingesperrt, deren Rand ein endliches Abschneidekriterium für den ex-
ponentiellen Abfall darstellt. Durch diesen endlichen Abstand entsteht ein Randfehler.
Wir wollen den reziproken Wert der KantenlängeL der periodischen Zelle analog zum
vorherigen Paragraphen gegen null gehen lassen und untersuchen, ob und ab welcher
Zellgröße dieser Randfehler ausreichend klein geworden ist. Diese dabei gefundene
KantenlängeL wird die vorherige Wahl im Rahmen der Betrachtungen zur Konvergenz
des Diskretisierungsparameters rechtfertigen, da die gewählten organischen Moleküle
allesamt ähnlich große Ausdehnungen haben. Dabei halten wir die Abschneideenergie
bei Ecut = 50 Ht fixiert.
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17.1:C2H2, Endwerte
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17.2:TMS, Endwerte

Abbildung 17: Konvergenz des Randfehlers in den Endwerten mit der reziproken Kantenlänge
1/L, aufgefasst als Standardabweichung zum ermittelten Mittelwert. Diese Abweichung wurde

jeweils in Relation zum Konvergenzfehler der Diskretisierung gesetzt.

Da uns hier nur der Fehler interessiert, wollen wir einen Vergleich der Konvergenz
des Randfehlers und des Konvergenzfehlers für den Diskretisierungsparameter ziehen.
Im Nachhinein rechtfertigen wir jetzt die Wahl von 20 a.u. als Kantenlänge, die wir
in obigem Paragraphen verwenden, da ab diesem Wert der Randfehler nur noch im
Prozentbereich liegt. Ein Verdopplung der Kantenlänge, entsprechend einer Veracht-
fachung des Rechenaufwands, bringt nur eine relative Annäherung an den wahren Wert
um ca. 1%. Die Werte davor hingegen weisen noch eine recht große Konvergenzlücke
auf. Deswegen sehen wir unsere Wahl als richtig an und beziehen nur Werte größer
20 a.u. in den folgenden Fit einer einfachen Konstanten.
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Da wir nun annehmen, dass der Randfehler ab 20 a.u. konvergiert ist, betrach-
ten wir die Diskrepanzen als Ausreisser im Rahmen einer Normalverteilung und be-
stimmen wieder Schwerpunkt und Standardabweichung. Die Kurven in den Diagram-
men der Endwerte gegen die reziproke Kantenlänge fürC2H2 (Abb. 17.1) undTMS
(Abb. 17.2) wurden in diesen Schwerpunkt versetzt und so skaliert, dass sie in Relation
zum Fehler aus der im letzten Abschnitt betrachteten Konvergenz gegen den Diskreti-
sierungsparameter stehen. Diese halten wir beide in Tabellen neben den Abbildungen
fest.

Allgemein sind die Fehler kleiner als die des Diskretisierungsparameters. Anσiso
H

von TMSsehen wir den konvergenten Verlauf des Randfehlers. Da die Wasserstoffa-
tome die am weitesten außen liegenden Atome in TMS sind, sindsie Nachbaratomen
in Spiegelzellen gleichzeitig am nächsten. Sie spüren alsoals erstes den Einfluss der
Orbitale in den Nachbarzellen, obwohl wir das Molekül jeweils als isoliert betrachten
wollen. Je größer wie die Zelle machen, desto größer wird auch der Abstand zwischen
diesen und desto geringer dieser Randfehler. Die großen Fehlerbalken fürσiso

H ergeben
sich, weilTMSrelativ zu den Wasserstoffatomen nicht symmetrisch ist. Hier gibt es
drei verschiedene Positionen, entsprechend drei verschiedenen Werten für jedes der
Wasserstoffatome in den(CH3)-Liganden. Die Mittelung ist also insofern unsinnig, da
es die geforderte Symmetrie nicht gibt, und dennoch sinnvoll, weil es sich gemittelt
über diese drei Wasserstoffatome wieder symmetrisch verhält. Es ist zu erkennen, dass
die Fehlerbalken für größeres Volumen kürzer werden. Der Fehler von σiso

H ist grö-
ßer als der im Rahmen der Konvergenz mit dem Diskretisierungsparameter bestimmte
Fehler, aber liegt im Bereich der anderen Moleküle, die hiernicht untersucht wurden.
Wir betrachten deswegen 20 a.u. weiterhin als sinnvolle Kantenlänge der Einheitszelle.

Verschiedene Startwerte: Zur Validierung der Gradientenberechnung wollen wir
die Resultate für verschiedene Startwerte des Zufallsgenerators, „Seeds“, betrachten,
um abschließend feststellen zu können, dass die Minimierung startwertunabhängig ist.
Wir wollen aufgrund der vorherigen Resultate wieder einerseits C2H2, welches sehr
kleine Fehler aufweist, und andererseitsTMS, welches zu den geometrisch komplexe-
ren Strukturen gehört und für die Eichung entscheidend ist,für diesen Test verwenden.

In diesem Fall erwarten wir keine Konvergenz, sondern uns interessiert die Streu-
ung der Ergebnisse — hier nur vonχiso, σiso

C undσiso
H — besonders im Vergleich zum

Fehler aus der Konvergenz mit dem Diskretisierungsparameter. In Abbildung 18.1
und 18.2 auf der nächsten Seite sind für verschiedene Startwerte die Abweichungen
von den drei Endwerten bei festemEcut = 24 Ht und KantenlängeL = 20 a.u. darge-
stellt. Für eine Normalverteilung sollten 68% der Werte um 1liegen, der Rest außer-
halb. Wir geben Fehler aus der vorherigen Konvergenzbetrachtung∆Ecut, mit dem wir
vergleichen, und den Fehler aus der Fitgeraden∆seed jeweils in der Tabelle neben den
Abbildungen an. Wir befinden den auf diese Weise bestimmten Fehler in den Tabellen
besonders fürC2H2 als etwas zu klein, wie an den Graphen ersichtlich ist. Die Ord-
nung wird jedoch richtig wiedergegeben. Sie liegt im Rahmendes Konvergenzfehlers
∆Ecut. Dieser entspricht also dem allgemeinen Fehler des numerischen Verfahrens.

4.1.3 Fehlerabschätzung

Wir betrachten nun die drei verschiedenen Fehler:
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18.1:C2H2, Startwertschwankung
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18.2:TMS, Startwertschwankung

Abbildung 18: Links: Schwankung, relativ zum Konvergenzfehler der Diskretisierung, der
Magnetischen Suszeptibilitätχiso, chemischen Abschirmungσiso

C undσiso
H gegen Startwert der

Zufallsgenerators. Rechts: Tabellierte Werte aus den Konstantenfits, welche die Standardab-
weichung vom ermittelten Schwerpunkt der Streuung widergeben.

1. Konvergenzfehler∆Ecut,

2. Randfehler∆L,

3. Startwertschwankung∆seed.

Aus diesen ermittelten Schwankungen wollen wir nun einen Gesamtfehler für die drei
Endwerte festlegen. Da eine exakte Berechnung mittels Gaußscher-Fehlerfortpflanzung
nicht möglich ist, wollen wir eine Abschätzung geben. Die Startwertschwankung ist
bereits im Konvergenzfehler enthalten, da die verschiedenen Abschneideenergien ei-
ne unterschiedliche Anzahl an Gitterpunkten bewirken, diebei gleichem Startwert des
Zufallsgenerators in unterschiedlichen Anfangswerten resultieren. Der Fehler aus dem
endlichen Volumen muss jedoch gesondert berücksichtigt werden. In Tabelle 6 auf der
nächsten Seite ist diese Abschätzung zusammengefasst. Wirnehmen jeweils die größ-
ten relativen Fehler53 über die betrachteten Kohlenwasserstoffe und summieren die
Fehler aus den verschiedenen Diskretisierungen. Diese betrachten wie als den resul-
tierenden Gesamtfehler des numerischen Verfahrens.

53Aufgrund der Unsinnigkeit des relativen Fehlers beiσiso
C geben wir einen geschätzten relativen Fehler

an.
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χiso σiso
H σiso

C
∆Ecut 0.03 0.01 0.1
∆L 0.01 0.005 0.01
Gesamtfehler 0.04 0.02 0.1

Tabelle 6: Abschätzung des relativen Gesamtfehlers auf Basis der ermittelten Standardabwei-
chungen hinsichtlich der Konvergenz der verschiedenen Diskretisierungsparameter.

4.1.4 Numerische Ergebnisse und Schlussfolgerungen

Abschließend wollen wir nun die Rohdaten anhand von Tetramethylsilan bzw. Was-
serstoff eichen und die Werte mit experimentellen Daten einerseits und numerisch be-
rechneten Werten anderer Gruppen andererseits vergleichen.

Zur Eichung der magnetischen Suszeptibilität verwenden wir den Wert von Was-
serstoff, weil sich diese aus einer Integration über das Zellvolumen bestimmt und
das Wasserstoffmolekül die einfachste Konfiguration, für die außerdem genaue ex-
perimentelle Werte vorliegen. Dazu bestimmen wir analog den extrapolierten Wert
für 1/

√
Ecut → 0 aus einem Geradenfit. Wir erhalten als Schnittpunkt mit derAchse:

(−6.239±0.005) ·10−4. Die Suszeptibilität vonH2 nach [113] beträgt im gasförmigen
Zustand−1.98·10−6cm3/g, entsprechend−3.96·10−6cm3/mol. Wir erhalten einen
Eichfaktor von: 157.56± 0.13cm3/mol. Die mit diesem Faktor skalierten Werte der
Kohlenwasserstoffe in der Einheit−10−6cm3/mol finden sich in Tabelle 7 auf der
nächsten Seite, zusammen mit den Daten anderer Gruppen und experimentellen Wer-
ten aus [113]. In der letzten Zeile geben wir den jeweiligen Fehler der Methode an,
insofern die einzelnen Gruppen diesen angeben.

Zur Eichung der Abschirmtensoren wird die Skala von [91] benutzt, welche die
13C-Verschiebung vonTMSmit 188.1 ppm angeben. Aufgrund der Pseudopotential-
methode fehlen die Kernelektronen in der Berechnung der Stromdichte. Diese tragen
jedoch, gerade weil sie stark um den Kern lokalisiert sind, sehr wohl zur Stromdich-
te bei. In Falle von Kohlenstoffatomen und da die Kernelektronenwellenfunktion von
Bindungen relativ unbeeinflusst bleibt, ist es jedoch möglich dies durch eine additive
Konstante zu korrigieren. Diese hängt jedoch von der Art desPseudopotentials und
dem Element ab. Anstatt die Konstante anzugeben, werden wiralle Werteσiso

C so ver-
schieben, dass der Wert fürTMSauf den obigen experimentell bestimmten Wert fällt.
Die Ergebnisse sind in der Einheitppm in Tabelle 9 auf Seite 117 festgehalten. Auf-
grund der fehlenden Kernelektronen bei Wasserstoff mussσiso

H nicht geeicht werden.
Wir finden hier direkt die Rohdaten mit der Einheitppmin Tabelle 8 auf der nächsten
Seite wieder.

Die einzelnen theoretischen Gruppen verwenden jeweils unterschiedliche Metho-
den. Die drei Hauptgesichtspunkte sind das Modell (Hartree-Fock oder Dichtefunktio-
naltheorie), die Basis (Ebene Wellen, Gauß- oder Slater-Orbitale) und die verwende-
te Eichung. Schindler und Kutzelnigg [83, 114] lösen die gekoppelten Hartree-Fock-
Gleichungen und benutzen die IGLO-Eichung. Höller und Lischka [115] benutzen
ebenfalls Hartree-Fock, aber in der GIAO-Eichung. Keith und Bader [88] schließ-
lich verwenden die CSGT-Methode. Sie bauen alle auf der Methode von Ditchfield
et al [84] auf, die GAUSSIAN benutzen. Hansen und Bouman [116] nutzen hinge-
hen eine eichfreie Darstellung im Rahmen der Random Phase Approximation. Mau-
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ri et al [117] verwenden DFT-LDA, ebenfalls mit Ebenen-Wellen-Basis. Sebastia-
ni [68] schließlich verwendet CPMD mit PBE-GGA und Ebenen Wellen in der CSGT-
Eichung. Die letzten beiden Methoden sind also mit der von uns gewählten vergleich-
bar, die Vergleiche mit den Hartree-Fock-Methoden sollen den Unterschied zu einem
anderen Ansatz aufzeigen.

Molekül exp. [113] [68]a [88]b [83, 114]c [115]d vorliegende Arbeit
C2H2 20.8 21.7 24.0 23.3 24.3 19.8±0.1
C2H6 26.8 27.2 29.0 35.7 32.9 26.3±0.1
CH4 17.4 17.2 18.0 20.8 19.3 19.18±0.6
TMS 74.8 —- —- 95.2 —- 67.3±0.6
Fehler ±1 — ±1 ±1

aDie Daten mussten mangels Tabelle den Diagrammen entnommenwerden. Wir nehmen∆ j = 0, da
dies unseren Rechnung entspricht.

bfür d{r} wird die Formel (17) (CSDGT) verwendet, Basissatz S
cWir vergleichen mit „IGLO DZ“ bzw. „Basis II“.
d10s6p und 6s Basis für C, Wert aus Komponenten gemittelt

Tabelle 7:Magnetische Suszeptibilität in−10−6cm3/mol einiger einfacher Kohlenwasserstof-
fe. In der ersten Spalten finden sich die experimentellen Daten, anschließend folgen die nume-

rischen Resultate.

Molekül exp. [68] [117] [83, 114]a [115] vorliegende Arbeit
C2H2 (29.3) [118] 29.6 28.6 26.6 29.9 29.1±0.06
C2H6 (29,9) [119] 30.4 29.7 30.5 30.6 30.7±0.3
CH4 (30,6) [120] 30.9 30.7 — 31.4 31.0±0.1
TMS (30.8) [119] —- —- 30.9 —- 29.7±0.04
Fehler ±2 ±2 ±0.1 — ±1 ±1

a„IGLO DZ“, VerwendetCH4 zur Eichung.

Tabelle 8: Negative1H NMR chemische Verschiebung inppm. In der ersten Spalten finden
sich die experimentellen Daten, anschließend folgen die numerischen Resultate.

Der Vergleich zeigt, dass unsere Ergebnisse im Rahmen der anderen Methoden
liegen. Der absolute Fehler in der Bestimmung der magnetischen Suszeptibilität liegt
bei 1 ppm (TMS betrachten wir aufgrund des Siliziumatoms alsAusreisser), der Was-
serstoffabschirmung ebenfalls bei 1 ppm und der Kohlenstoffabschirmung bei 10 ppm
gegenüber experimentellen Werten. Zu erkennen ist, dass die Werte der Kohlenstof-
fabschirmung noch größere Ungenauigkeiten, auch bei Sebastiani, gegenüber den zum
Vergleich herangezogenen Hartree-Fock-Ergebnissen aufweisen. Dies liegt einerseits
an dem weggelassenen Stromdichteterm∆ jk (siehe Abschnitt 2.3.4, Abschnitt „Strom-
berechnung“) als auch an der Pseudopotentialmethode. Eineeinfache additive Kon-
stante vermag die komplexeren Strukturen der Kernelektronen nur näherungsweise zu
parametrisieren. Die Suszeptibilität und die Wasserstoffabschirmung werden von un-
seren Rechnungen jedoch sehr gut widergegeben.

Mit einigen wenigen Molekülen hatten wir Schwierigkeiten hinsichtlich des resul-
tierendenσiso

C , nämlich BenzolC6H6 und EthinC2H4. Beide haben eine planare Struk-
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Molekül exp. [91] [68] [83, 114]a [116](B) [115] vorliegende Arbeit
CH4 195,1 173 196.2 196 195.8 183±7
C2H6 180,9 160 185.2 184 186.2 160±3
C2H2 117,2 138 118.7 127 119.1 125.3±0.6
Fehler ±0,1 ±2 — ±5 — ±1

a„IGLO DZ“, VerwendetCH4 zur Eichung.

Tabelle 9: 13C NMR chemische Verschiebung inppm, geeicht anTMS. In der ersten Spalten
finden sich die experimentellen Daten, anschließend folgendie numerischen Resultate.

tur und besitzen Doppelbindungen54. Wir vermuten hier Probleme mit der Eichvari-
anteRG = r ′ der verwendeten CSGT-Methode. Die CSDGT55 liefert nach Keith und
Bader[88] fürσC „dramatisch bessere“ Werte. Aus Zeitmangel war eine Implementati-
on und Auswertung jedoch nicht mehr möglich. Das Zusammenlegen von Wannierzen-
trendk = dl ∀k, l – wie Sebastiani es fürπ-Orbitale vorschlägt, wodurch∆ jk = 0 folgt –
liefert bei unseren Rechnungen nur unsinnige Stromdichten, bei denen die individuelle
Stromflussstruktur der Atome völlig verloren geht. Diese Schwierigkeiten sind inso-
fern noch rätselhaft, da die qualitative Stromdichte mit individuellen Wannierzentren
dk mit der aus anderen Berechnungen [88, 121] übereinstimmt, wie wir im nächsten
Abschnitt noch näher erläutern werden. Da nur die Kohlenstoffabschirmung abwich,
vermuten wir den Unterschied einerseits in der Art des Pseudopotentials. Sebastiani
verwendet hier einen sehr geschickt parametrisierten Typ [122]. Die von uns gewähl-
te Kleinman-Bylander-Form ist gerade im Realraum nicht optimal. Andererseits ist
nicht gesichert, ob innerhalb der numerischen Bestimmung die analytische gesicher-
te Translationsinvarianz (140) korrekt ist. Schließlich ergeben sich die Probleme der
gesamten Eichung erst beim Übergang von der Analytik zu numerischen Lösungen.
Dass die verschiedenen Eichungen aber durchaus sehr unterschiedliche Stromdichten
und somit auch Werte produzieren, werden wir ebenfalls nochim nächsten Abschnitt
ausführen.

4.1.5 Stromdichten

Die CSGT-Eichung bietet im Gegensatz zu anderen Eichmethoden den Vorteil annä-
hernd exakter Berechnung der Stromdichte innerhalb der betrachteten Zelle. Wir wol-
len in diesem Abschnitt die Stromdichten darstellen und mitdenen von Keith und
Bader [88, 121] vergleichen, auf die die CGST-Eichung zurückgeht.

Zunächst betrachten wir Abbildungen 19, 20 und 21. Wir habenjeweils links die
Isoflächen der Stromstärke und rechts den Stromfluss als Vektorfeld eingschränkt auf
eine geeignete Schnittebene dargestellt. Hier ist deutlich das unterschiedliche Vorzei-
chen vonσiso

H undσiso
C zu sehen, entsprechend dia- und paramagnetischem Fluss, deren

umgebende Ströme im Uhrzeiger- bzw. im Gegenuhrzeigersinndrehen und dadurch in

54Die Ringstuktur des Benzols im Rahmen der Mesomerie verwandelt sich in der Wannierzentrums-
bestimmung zu abwechselnd einfachen und doppelten Bindungen.

55ContinuousSet of DampedGaugeTransformations:d{r} = r sumΩ(r −RΩ)exp(−αΩ(r −RΩ)4)
mit αΩ = 2, Ω ist der Atomindex.
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der gegebenen Feldrichtung ein lokal abgeschwächtes bzw. verstärktes Magnetfeld in-
duzieren.

19.1:C2H2, Isofläche 19.2:C2H2, Stromvektorfeld

Abbildung 19: Isoflächen (0.01 bis 0.1 in 0.01-Schritten, dann 0.1 bis 0.6 in 0.1-Schritten) der
Stromdichte vonC2H2, berechnet beiEcut = 78 Ht, a = 20 a.u., Maschenweite 0.125 a.u. und
die Ausdehnung des Plots rechts beträgt 4 a.u. in X- und 8 a.u.in Y-Richtung. Es liegen hierbei

alle Atome in der Schnittebene.

Nach dieser Vorbetrachtung wollen wir die von uns berechneten Isoflächen eini-
ger Moleküle mit Darstellungen von Keith und Bader vergleichen. Dazu haben wir in
Abbildung 22, 23 und 24 auf Seite 122 diese jeweils nebeneinander gestellt. Zunächst
ist deutlich die überstimmende Struktur zu erkennen. In Abbildung 24 haben wir zu-
sätzlich die mit anderen Eichungursprüngen berechneten Varianten des Benzolrings
von [88] aufgeführt. In 24.4 ist der Vorläufer zur CSGT-Methode IGAIM zu erken-
nen, welcher lokal am Ort des betrachteten Kohlenstoffatoms, welches ganz links liegt,
übereinstimmende Ergebnisse liefert, jedoch andernorts Abweichungen und Singulari-
täten. In 24.3 wurde ein einziger Punkt als Eichursprung gewählt, die Symmetriemitte
des Rings. Sie gibt den außerhalb fließenden diamagnetischen und den innerhalb flie-
ßenden paramagnetischen Strom korrekt wider, bleibt sonstaber lokal ungenau. Im
Gegensatz zur CSGDT-Methode in 24.2, welche global akkurate Ströme berechnet.
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20.1:C2H6, Isofläche 20.2:C2H6, Stromvektorfeld

Abbildung 20: Isoflächen (0.01 bis 0.1 in 0.01-Schritten, dann 0.1 bis 0.3 in 0.02-Schritten) der
Stromdichte vonC2H6, berechnet beiEcut = 78 Ht, a = 20 a.u., Maschenweite 0.125 a.u. und
die Ausdehnung des Plots rechts beträgt 6 a.u. in X- und 7 a.u.in Y-Richtung. Die Schnittebene

wurde hier so gelegt, dass die Kohlenstoffatome und zwei dersechs Protonen in ihr liegen.

21.1:TMS, Isofläche 21.2:TMS, Stromvektorfeld

Abbildung 21: Isoflächen (0.01 bis 0.1 in 0.01-Schritten, dann 0.1 bis 0.3 in 0.02-Schritten)
der Stromdichte vonTMS, berechnet beiEcut = 78 Ht, a = 20 a.u., Maschenweite 0.125 a.u.
und die Ausdehnung des Plots rechts beträgt 8 a.u. in jede Richtung. Die Schnittebene wurde
0.1 Åunterhalb des Silizumatoms in Richtung der Ebene, welche drei der vier Kohlenstoffato-

me enthält, verschoben.
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Wir erkennen, dass unsere Berechnung in 24.1 mit denen der CSGDT-Methode global
übereinstimmt. Unterschiede ergeben sich vorallem in der Nähe der Kohlenstoffatome,
wo der von uns berechnete Strom überproportioniert erscheint. Da wirRg = r ′ verwen-
den, welchesd{r}= r in [88] entspricht und dort als „dramatisch ungenauer“ in Bezug
auf den Strom in Kernnähe beschrieben wird, vermuten wir dieUrsache darin.

22.1: Isoflächen der berechneten Stromdichte 22.2: Berechnetes Stromvektorfeld

22.3: Stromdichte mit Niveaulinien aus [121]

Abbildung 22: Stromdichte vonCH4 in einer Schnittebene mit C Kern und zwei Protonen.
Links: Isofläche (0.01 bis 0.2 in 0.01-Schritten) unserer Berechnung beiEcut = 78 Ht, a =

20, a.u.. Rechts: Stromdichtekarte von Keith und Bader.

4.2 Rechenzeitanalyse

In der Analyse der nötigen Rechenzeitentrun wollen wir in drei Schritten vorgehen.
Als erstes werden wir getrennt die Vor- und Nachteile der beiden Aufteilungsarten —
nach den Wellenfunktionen und nach den Gitter- bzw. Basiskoeffizienten — anhand
einzelner Programmteile betrachten. Der unterschiedlichbenötigte Speicherplatz pro
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23.1: Isoflächen der berechneten Stromdichte 23.2: Berechnetes Stromvektorfeld

23.3: Stromdichte mit Niveaulinien aus [121]

Abbildung 23: Stromdichte vonC2H4 in einer Schnittebene mit beiden C Kernen und allen vier
Protonen. Links: Isofläche (0.01 bis 0.2 in 0.01-Schritten)unserer Berechnung beiEcut = 78 Ht,

a = 20 a.u.. Rechts: Stromdichtekarte von Keith und Bader.
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24.1: Isoflächen der berechneten Stromdichte
mit unterlegtem Stromvektorfeld

24.2: Stromdichte mit Niveaulinien, CSDGT aus [88]

24.3: Stromdichte mit Niveaulinien, symmetriezentriert
aus [88]

24.4: Stromdichte mit Niveaulinien, IGAIM aus [88]

Abbildung 24: Stromdichte vonC6H6 in einer Schnittebene mit allen sechs C Kern und allen
sechs Protonen, quer zur Symmetriachse. Links: Isofläche (0.01 bis 0.2 in 0.01-Schritten) un-
serer Berechnung beiEcut = 78 Ht,a= 20 a.u.. Rechts: Stromdichtekarte von Keith und Bader.
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Prozess je nach Aufteilungsart soll uns hierbei nicht interessieren. Wir wollen hier-
bei qualitativ überprüfen, inwieweit die implementiertenAlgorithmen effektiv sind.
Anschließend soll der (fixed size) „speed-up“S betrachtet werden. Dieser (bei fester
ProblemgrößeN) gibt Auskunft, inwieweit sich der Programmablauf durch eine Ver-
dopplung der Prozesszahl beschleunigt. Optimal ist stets ein linearer Zusammenhang
und eine Steigung dieser Gerade von 1, welche aber außer bei vollständig paralleli-
sierbaren Problemen56 nicht erreichbar ist. Eine geringere Steigung weist auf nicht
parallelisierbare Programmteile hin, eine nicht nicht-lineare Steigung auf geringere
Effektivität durch notwendige Kommunikation und Lastbalance zwischen Prozessen,
z. B. im Rahmen einer All-to-All-Kommunikation.

Die Skalierbarkeit des Codes mit der Problemgröße liefert der skalierte „speed-up“
Sscale. Hier wird gleichfalls auf einen linearen Zusammenhang gehofft, dass also ein
NPE ·N größeres Problem vonNPE Prozesseinheiten immer noch in der gleichen Zeit
erledigt werden kann wie ein Problem der GrößeN von einem Prozess. Diesen haben
wir aber nicht gesondert betrachtet, da er ähnliche Zusammenhänge wie der Speed-Up
liefern sollte.

S=
trun(N,1)

trun(N,NPE
, (171a)

Sscale=
NPE · trun(N,1)

trun(N ·NPE,NPE
. (171b)

Wir werden in diesem Abschnitt die Durchlaufzeit der Simulation für TMS mit
verschiedenen Prozesszahlen betrachten und daraus den Speed-Up nach (171a) gewin-
nen. Tetramethylsilan hat 16 Valenzorbitale, weswegen wireins, zwei, vier und acht
Prozesse betrachten wollen. Als Abschneideenergie wählenwir 50 Ht, da dies eine
durch 16 teilbare Gitterknotenanzahl pro Achse liefert (s.Tabelle 4). Das Gitter und
die Basis sind somit gleich groß in jedem berechneten Fall.

Folgende Programmteile werden wir nun einzeln betrachten:

• Stromdichte: Innerhalb der Stromdichteberechnungen wird über die einzelnen
Wellenfunktionen summiert die Stromdichte (136) pro Gitterpunkt berechnet.
Hier wird vorallem die parallele FFT-Routine benutzt, um die Impulsoperatoren
anzuwenden. Zu erwarten ist eine lineare Beschleunigung imFalle aufgeteilter
Wellenfunktionen, da die einzelnen Teile des Stromsjk zur Wellenfunktionψk

unabhängig voneinander sind. Jedoch müssen die Einzelstromdichte von allen
Prozessen zur Gesamtstromdichte gesammelt werden. Für einaufgeteiltes Git-
ter wiederum kann die Bestimmung des Stroms an mehreren Auswertungsorten
gleichzeitig erfolgen, gleichzeitig wird die FFT beschleunigt. Hier bleiben die
Teile des Gitters unabhängig, weswegen keine abschließende Sammlung not-
wendig ist. Für diese Routine erwarten wir also einen linearen Zusammenhang
mit großer Steigung in beiden Fällen, etwas besser im Falle der aufgeteilten Ko-
effizienten.

• Dichte: Die Dichteberechnung (151) ist der obigen Routine ähnlich.Auch hier
werden vorallem die FFT-Routinen benutzt, um aus den reziproken Koeffizi-

56Beispielsweise Monte-Carlo-Simulationen, wo Auswertungen durch das statistische Mitteln zufälli-
ger Würfe erfolgt.
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enten der Wellenfunktionen reale Koeffizienten zu machen, die durch Quadra-
tur und anschließende Summierung zur Gesamtdichte angesammelt werden. Im
Falle aufgeteilter Wellenfunktionen können mehrere Einzeldichten parallel be-
rechnet werden, im Falle aufgeteilter Koeffizienten wird die Transformation be-
schleunigt. Problematisch ist die Summierung zur Gesamtdichte, die immer er-
folgen muss, auch wenn sich nur eine Einzeldichte aufgrund einer Minimierung
verändert hat. Wir erwarten also eine deutlich größere Steigung bei einem auf-
geteilten Gitter.

• Gram-Schmidt: Bei der Gram-Schmidt-Orthornormalisierung (siehe Algorith-
mus 1) müssen Skalarprodukte bestimmt werden. Sind die Wellenfunktion auf-
geteilt, also nicht alle lokal einem Prozess zugänglich, werden sich Wartezeiten
durch den notwendigen Austausch der Koeffizienten einstellen. Und zwar weil
sowohl lokale gesendet, als auch nicht-lokale empfangen werden müssen. Die-
se Routine wird also unter Aufteilung der Wellenfunktionenlangsamer werden,
nicht schneller. Wird hingegen das Gitter aufgeteilt, kannaufgrund der linearen
Unabhängigkeit der einzelnen Koeffizienten der Basisfunktionen, die Berech-
nung des Skalarproduktes vollständig parallel ablaufen, ebenso die Subtraktion
der projezierten Wellenfunktion. Im Falle aufgeteilter Koeffizienten erwarten
wir also eine lineare, große Steigung.

• Wannier: Die Routine zur Erzeugung der Maximal Lokalisierten Wannier-Funk-
tionen (siehe Algorithmus 5) ist schließlich die komplexeste der ausgewähl-
ten. Zunächst muss die Matrixdarstellung der Ortsoperatoren berechnet werden.
Ähnlich zu Gram-Schmidt wird diese langsamer im Falle aufgeteilter Wellen-
funktionen, schneller im Falle aufgeteilter Koeffizienten. Anschließend werden
diese Matrizen diagonalisiert (siehe Algorithmus 7). Hierspielt die Art der Auf-
teilung keine Rolle, sondern einzig die Anzahl parallel arbeitender Prozesse, auf
die die Spalten der Matrizen aufgeteilt werden. Durch den notwendigen Spal-
tenaustausch untereinander sollte sich anfangs eine lineare Steigung ergeben,
die aber abknickt, wenn schließlich auf jeden Prozess nur noch ein Spaltenpaar
pro Matrix entfällt. Hier fällt irgendwann der Kommunikationsverlust durch den
Spaltenaustausch gegenüber dem Gewinn aus paralleler Berechnung und An-
wendung der Rotationswinkel ins Gewicht. Zusätzlich ist TMS ein sehr kleines
System. Eine 16x16-Matrix kann auch auf einem Prozess in kürzester Zeit dia-
gonalisiert werden. Die parallele Jacobi-Diagonalisierung wird erst bei großen
Systemen ab 50 und mehr Valenzorbitalen entscheidend. Abschließend muss die
Transformation der Wellenfunktionen durchgeführt werden. Analog zu Gram-
Schmidt leidet sie unter aufgeteilten Wellenfunktionen und profitiert von aufge-
teilten Koeffizienten.

Aufteilung der Wellenfunktionen Generell müssen wir zunächst darauf hinweisen,
dass bei einer Aufteilung der Wellenfunktion die Minimumssuche parallel erfolgen
muss, wobei jeder Prozess aber annimmt, dass die anderen Wellenfunktionen dabei
konstant bleiben, um ein vernünftiges Minimum bestimmen zukönnen. Generell soll-
te daher die Anzahl an Prozessen, welche sich die Wellenfunktionen teilen, gegen-
über der Zahl an Wellenfunktionen klein sein. Ansonsten schwankt das gerade aktuelle
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Energieminimum immer stärker gegenüber den Einzelapproximationen, bis eine ver-
nünftigte Bestimmung nicht mehr möglich ist, weil die Annahme der Konstanz nicht
mehr gegeben ist.
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Abbildung 25: Der Speed-UpS vier ausgewählter Programmteile und des Gesamtablaufs in
der Simulation von Tetramethylsilan bei einer Aufteilung der Wellenfunktionen auf 1, 2, 4 oder

8 Prozesse.

Unter den maximal acht Prozessen werden nun jeweils die 16 Wellenfunktionen aufge-
teilt und dazu betrachten wir Abbildung 25. Hier ist der Speed-Up der vier verschiede-
nen Programmteile und zusätzlich der der Gesamtlaufzeit der Minimierung („Speed-
Up“) gegen die Anzahl der Prozesse dargestellt. Wie erwartet ist der Speed-Up der
Stromdichte sehr gut. Wannier gewinnt zunächst noch durch die parallele Rotation,
dann überwiegt der größer werdende Kommunikationsverlust. Gram-Schmidt verhält
sich wie beschrieben. Die Dichte schließlich verliert anfangs, steigt dann aber wieder
an. Wir vermuten den Effekt in zwei Ursachen. Einerseits wird die Dichteinitalisierung
durch die parallelen Einzeldichteberechnungen linear beschleunigt, andererseits wird
die Aktualisierung weniger häufig aufgerufen und damit die Summation zur Gesamt-
dichte effektiver, weil aufgrund der gleichzeitigen Minimierungen weniger Schritte
insgesamt bis zum Minimum notwendig sind (rund 3900 bei einem Prozess, 800 bei
acht Prozessen).

Insgesamt ist zu sehen, dass gerade dieser letzte Effekt entscheidend ist. Die Strom-
dichteberechnung ist recht effektiv und trägt nur im Prozentbereich zur Gesamtlauf-
zeit bei, analog für die Wannierbestimmung. Entscheidender sind Gram–Schmidt, die
Dichteberechnung und insbesondere die parallel verlaufenden Minimierungen. Den-
noch scheint sich eine Aufteilung der Wellenfunktionen allein unter dem Aspekt des
Speed-Up nicht zu lohnen.

Aufteilung der Koeffizienten Die Aufteilung des Gitters ist sicherlich der effizi-
entere Fall. Integrationen über das Gitter können vollständig parallel ablaufen. Wir
betrachten Abbildung 26 auf der nächsten Seite. Dies ist sowohl an der Stromdichte-
berechnung, als auch der Gram-Schmidt-Orthonormalisierung und der Wannierfunkti-
onsbestimmung ersichtlich. Gram-Schmidt hinkt etwas zurück, wenn nur auf wenige
Prozesse aufgeteilt wird. Da hier für jede Wellenfunktion bis zu Nψ Skalarproduk-
te ausgetauscht werden müssen, scheint die dazu notwendigeSynchronisierung, den
Vorteil der Aufteilung anfangs zu schlucken. Vielleicht ließe sich hier durch nicht-
blockierendes Senden/Empfangen noch eine Beschleunigungerreichen. Bei Wannier
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Abbildung 26: Der Speed-Up vier ausgewählter Programmteile und des Gesamtablaufs in
der Simulation von Tetramethylsilan bei einer Aufteilung der Koeffizienten auf 1, 2, 4 oder 8

Prozesse.

ist das Einknicken ab vier Prozessen deutlich, welches im Falle der aufgeteilten Wel-
lenfunktionen durch die Verluste in der Matrixberechnung und Transformation ver-
deckt wurde. Die zu diagonalisierenden Matrizen sind bei TMS zu klein, so dass der
Austauschverlust den lineare Verlauf bei acht Prozessen wie angedeutet dämpft.
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27.1: Speed-Up, Konturplot
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27.2: Speed-Up, 3D-Plot

Abbildung 27: Die benötigte Laufzeit unter verschiedentlicht Prozesszahlen der Simulation
von Tetramethylsilan als dreidimensionaler Plot, in X-Richtung aufgeteilt nach Koeffizien-
ten (Gamma), in Y-Richtung aufgeteilt nach Wellenfunktionen (Psi). Der Speed-Up-Faktor ist

links als Konturlinien, rechts in Z-Richtung aufgetragen.

Vergleich beider Varianten Zwar scheint die Aufteilung des Gitters gegenüber der
Aufteilung der Wellenfunktionen klar vorzuziehen zu sein,jedoch muss auch der Spei-
cherverbrauch und die Anzahl der notwendigen Minimierungsschritte bei einer sol-
chen Entscheidung berücksichtigt werden. TMS ist hier sicherlich ein zu kleines Sy-
stem, um darüber genauere Rückschlüsse zu geben. Auch die Größe des Gitters spielt
eine Rolle. Das mit 50 Ht betrachtete ist das drittgrößte undfavorisiert damit automa-
tisch eine Aufteilung der Koeffizienten. Außerdem haben wirbisher nicht untersucht,
wie sich der Mischfall beider Aufteilungen gleichzeitig verhält. Dazu wollen wir uns
Abbildung 27 zuwenden. Hier wurden die beiden obigen Fälle kombininiert berech-
net. Es wurden also sowohl zur Aufteilung der Koeffizienten (x-Koordinate) als auch
zur Aufteilung der Wellenfunktionen (y-Koordinate) bis zuacht Prozesse benutzt und
der Speed-Up (z-Koordinate) dieser (x,y)-Aufteilung ermittelt. Wir haben einerseits
einen Konturplot des Speed-Ups und eine dreidimensionale Ansicht erstellt. Generell
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ist zu sehen, dass sich eine Kombination lohnen kann. Betrachten wir die Steigungen
für jeweils festes „Proc Gamma’“, also feste Anzahl an Prozessen für die Aufteilung
des Gitters, sehen wir, dass diese mit zunehmendem „Proc Gamma“ größer wird. An-
dererseits ist die Einbuchtung der Steigungen für festes „Proc Psi“ deutlich. Schuld
daran trägt die Gram-Schmidt-Routine, die bei einer (8,2)-Aufteilung mehr als dop-
pelt so schnell wie bei einer (8,4)-Aufteilung ist und deswegen den Speed-Up nach
unten drückt. Jedoch werden auch diese Geraden steiler für größeres „Proc Psi“. Bei
großen Abschneideenergien sollte also immer zunächst eineAufteilung des Gitters fa-
vorisiert werden. Erst im Falle vieler Wellenfunktionen lohnt sich die Aufteilung dieser
zur Steigerung der Geschwindigkeit der Minimierung.

4.3 Halbleiter

In diesem Abschnitt wollen wir die Bandlücken einiger Halbleiter bestimmen. Wir
wählten folgende: GaAs, GaP, GaSb, InSb. Die verwendeten Geometrien finden sich
im Anhang B in Tabelle 12. Hierbei wurden zunächst die unbesetzten Zustände mini-
miert, anschließend durch Diagonalisierung des Hamiltonian in der Basis der Kohn-
Sham-Zustände die Eigenwerte bestimmt und schließlich dieDifferenz des energetisch
tiefsten unbesetzten und des energetisch höchsten besetzten Eigenwerts genommen. In
Abbildung 28 sind die extrapolierten Bandlücken gegen den Diskretisierungsparame-
ter aufgetragen. Wir haben eine Konstante an die Werte größer 60Ht gefittet und die
Werte in der nebenstehenden Tabelle festgehalten, wo so mitexperimentellen Werten
verglichen werden.
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Bandlücke num. [eV] exp. [eV]
GaAs 1.57 1.35
GaSb 0.26 0.67
GaP 1.83 2.24
InSb 0.50 0.165

Abbildung 28: Links: Konvergenz der Bandlücke gegen Diskretisierungsparameter 1/
√

Ecut,
Rechts: Tabelle der extrapolierten Bandlücken in eV im Vergleich mit experimentellen Werten.
Die Zahlen wurden auf sinnvolle Stellen gekürzt, der Fehlerdes Fits liegt zwischen 10−2 für
InSb und GaSb und 10−4 für GaAs und GaP. Die experimentellen Werte stammen ausc̃iteLide.

Auffällig ist zunächst die saubere Konvergenz von Galliumarsenid und Galliumphos-
phor, trotz des vermeintlichen Auslöschungsproblems in der Differenzenbildung der
Eigenwerte, und die schlechte von Galliumantimon und Indiumantimon. Der Grund
liegt in der Pseudopotentialmethode, die für schwerer Kerne ungenauer wird. Indium
(In) hat eine Ordnungszahl von 49, Antimon (Sb) 51, Gallium (Ga) 31, Arsen (As)
von 33 und Phosphor (P) von 15. Anschließend müssen wir allerdings feststellen, dass
diese näherungsweise Bestimmung der Bandlücke nur eine Genauigkeit im Bereich
von absolut 1/4 eV bzw. relativ 10 bis 20 % vermag, selbst für GaAs und GaP. Hier
spielen unserer Meinung drei Faktoren eine Rolle: die ungenügende Konvergenz von
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GaSb und InSb, die falsche Gesamtenergie aufgrund der bei schweren Kernen zu un-
genauen Pseudopotentialnäherung und es ist bekannt [72], dass die verwendete LDA
sich um 40 % verschätzen kann und gerade die Allgemeinen Gradientenverfahren (sie-
he Abschnitt 2.2.4, „Generalized Gradient Approximation“) hier bessere Ergebnisse
liefern.

4.4 Acetanilid

29.1: Chemische Struktur 29.2:13C-Resonanzspektrum

Abbildung 29: Strukturdarstellung (weiss=H, grau=C, blau=N, rot=O) unddas von [123] ge-
messene13C-Resonanzspektrum.

Im Rahmen der Validierung haben wir nur relativ symmetrische Moleküle betrach-
tet, bei denen zu erwarten ist, dass der Abschirmtensor identisch ist für die Atome eines
Elements. Deswegen wurde bisher die Abschirmung stets überdiese Atome gemit-
telt. Die chemische Verschiebung liefert in Form des gemessenen Resonanzspektrums
eines Moleküls, wie es in Abbildung 29.2 zu sehen ist, aber auch gerade Hinweise
auf asymmetrische Strukturen. Dazu wollen wir in diesem Abschnitt kurz Acetani-
lid als Beispiel eines größeren Moleküls mit asymmetrischer Struktur (siehe Abbil-
dung 29.1) simulieren. Wir verwenden experimentelle Geometrien [124]. Das Kon-
vergenzdiagramm unserer Rechnung mit nebenstehender Tabelle der Fitwerte ist in
Abbildung 30 auf der nächsten Seite dargestellt. Acetanilid (C8H9NO) hat acht Koh-
lenstoffatome, sechs in einem aromatischen Ring, eines in der Methylgruppe, das letzte
als Andockstation für diese zwischen einem Sauerstoff- undeinem Stickstoffatom. In
einer Messung ist demnach zu erwarten, dass das Spektrum derVerschiebungen grob
drei zu unterscheidende Bereiche haben wird. Einen für die Sechsergruppe und zwei
weitere für die Kohlenstoffatome in dem angehängten Liganden. Aufgrund der wie zu-
vor festgestellten noch recht ungenauen13C-Bestimmung wollen wir Unterschiede wie
endliche Temperatur und andere Korrekturen vernachlässigen. Wie an Abbildung 30
ersichtlich, können wir zwar nicht die 6er-Gruppe ausreichend genau auflösen, um die
einzelnen Peaks, welche im experimentell bestimmten Spektrum erkennbar sind, zu
unterscheiden, die beiden des Liganden treten jedoch deutlich hervor. Wir bemerken
aber auch, dass die von uns errechnten Werte allgemein um 20ppm verschoben schei-
nen.
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c [ppm] exp. [ppm]

C1-6 138.1±10 110.8±26.8
C7 57.1±12 24.176
C8 182.1±6 169.155

Abbildung 30: Extrapolierte und an TMS geeichete Endwerte der einzelnen Kohlenstoffab-
schirmungenσiso

C , C1-6 ist die Sechsergruppe des Benzolrings und kann nicht sinvoll näher
aufgelöst werden. C8 verbindet O- und N-Atom, C7 liegt in derMethylgruppe. Experimentelle

Werte aus [123].

4.5 Nanoröhren

Nanoröhren lassen sich als aufgerollte einatomige Lagen aus Sechserkohlenstoffrin-
gen verstehen. Je nach Aufrollrichtung ergeben sich dabei verschiedene Typen. Dieser
WindungsvektorCh lässt sich in den beiden Einheitsvektorena1 unda2 der Zellen auf
dieser Fläche darstellen:na1 +ma2, und damit durch das natürliche Zahlenpaar(n,m)
klassifizieren. Der Winkelθ der Windung unterscheidet dabei den Typ:θ = 0 °w̃ird
mit „zigzag“ undθ = 30 °m̃it „armchair“ bezeichnet. Für eine anschauliche Darstel-
lung dieser verschiedenen Typen siehe Abbildung 1 auf Seite7.

Empirisch wurde herausgefunden, dass sich Nanoröhren aufgrund dieses Zahlen-
tupels in drei Klassen einteilen lassen [8]:

1. n = m: metallisch

2. n 6= m, abern = m−3·k, k∈ N : halbmetallisch57

3. Alle anderen sindhalbleitend.

Von Defekten abgesehen sind damit drei Zahlen entscheidendfür sämtliche Merkmale
einer Nanoröhre: die beiden natürlichen Zahlenn undm, welche die Windung charak-
terisieren, sowie der Abstand zweier Kohlenstoffatome, nämlich aC−C = 1.421 Å. In
Tabelle 10 haben wir alle weiteren Charakteristika, welchesich aus rein geometrischen
Überlegungen und Abschnitt 2.2.5, „Periodische Zellen“ ergeben, und ihre Formeln
zusammengetragen. In der dritten Spalte halten wir dabei die Werte für die Konfigu-
ration (5,0) (siehe auch Abbildung 31 auf der nächsten Seite), die wir stellvertretend
simulieren, fest.

Wir wählen (5,0) aufgrund seines symmetrischen Aufbaus, durch welchen sich be-
sonders leicht anschauliche Stromvektorfelder ergeben. Die Nanoröhre vom Typ (5,0)
enthält aber nur 20 Atome in der Einheitszelle, während typische Nanoröhren im Be-
reich zwischen 100-1000 Atomen pro Einheitszelle liegen, beispielsweise hat (4,3) 148
Atome und (11,10) 1324 Atome. Diese größeren Zahlen ergebensich natürlich auf-
grund des von null verschiedenen Windungswinkels. Als Kompromiss zwischen Sym-
metrie und Praxis simulieren wir deshalb 5 Einheitszellen,mit dementsprechend 100

57Halbmetalle haben auch am absoluten Nullpunkt noch besetzte Bänder, ein Halbleiter wird dagegen
zum Isolator [64], S. 307.
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Name Formel NT (5,0)
Umfang L |Ch| = a

√
n2 +m2+nm 12.3 Å

Durchmesserdt
L
π 3.92 Å

Windungswinkelθ tanθ =
√

3m
2n+m 0°

Größter gemeinsamer Teiler dGGT von (n,m) 5
Größter gemeinsamer Teiler

von (2n+m, 2m+n):dR

{
d, 3d kein Teiler von n-m

3d, 3d Teiler von n-m
5

Länge der Einheitszelle|T|
√

3L
dR

4.26 Å

Atomzahl pro EinheitszelleN 4(n2+m2+nm)
dR

20
Sechsecke pro Einheitszelle N

2 10
Einheitsvektorlängea

√
3aC−C 2.461 Å

Realer Einheitsvektora1
a
2(
√

3,1) (2.13,1.23) Å
Realer Einheitsvektora2

a
2(
√

3,−1) (2.13,-1.23) Å
Reziproker Einheitsvektorb1

2π
a ( 1√

3
,1) (1.47,2.55) 1/Å

Reziproker Einheitsvektorb2
2π
a ( 1√

3
,−1) (1.47,-2.55) 1/Å

WindungsvektorCh na1 +ma2 (10.65,6.15) Å

TranslationsvektorT (2m+n)
dR

a1− (2n+m)
dR

a2 (-2.13,3.69) Å

Tabelle 10:Aus geometrischen Betrachtungen erhältliche Charakteristika einer Kohlenstoff-
nanoröhre des Typs (n,m). Wir verwenden die gebräuchlicheren Ångstrom anstatt atomarer

Einheiten und Vektoren sind in kartesischen Koordinaten (x,y) angegeben.

31.1: geometrische Struktur 31.2: Ladungsverteilung, längs31.3: Ladungsverteilung, quer

Abbildung 31: Geometrie und berechnete Grundzustandsladungsdichte längs und quer zur
Symmetrieachse der Nanoröhre (5,0) in einer betrachteten Zelle aus 5 Einheitszellen.



4.5 Nanoröhren 131

Atomen und 200 doppelt besetzten Valenzorbitalen. Wir benutzen insgesamt acht Pro-
zesse, verteilen die Wellenfunktionen auf zwei Gruppen, die wiederum die Koeffizi-
enten unter jeweils vier Prozessen teilen. Die Einheitszelle ist (20.13,20.13,20.13) a.u.
groß. Wir wollen nun im folgenden ein rein qualitative, abschließende Betrachtung der
gefundenen Stromdichten geben.

32.1: Feld quer 32.2: Schnittebene 1, Feld längs32.3: Schnittebene 2, Feld längs

Abbildung 32: Darstellung der gewählten Schnittebenen.

Wir vergleichen nun die berechnten Stromdichten bei zwei verschiedenen Diskre-
tisierungen, einerseits 12 Ht in Abbildung 33 auf der nächsten Seite und andererseits
24 Ht in Abbildung 34 auf Seite 133. Wir betrachten jeweils ein magnetisches Feld
quer und längs zur Symmetriachse der Nanoröhre und haben wieder sowohl Isoflächen
der Stromdichte als auch das Stromvektorfeld selbst aufgetragen. Die Schnittebenen
wurden dabei wie folgt gewählt, wir betrachten Abbildung 32: Beim Feld quer zur
Symmetriachse schnitten wir am Rand der Nanoröhre entlang,so dass jeweils die dort
liegenden Sechserringe hintereinander zu sehen sind (siehe Abb. 32.1). Wir unteressie-
ren uns hierbei für die auf der „Oberfläche“ der Nanoröhre induzierten Ströme. Beim
Feld längs zur Symmetriachse haben wir zwei verschiedene Schnittebenen gewählt.
Für 12 Ht verläuft „Schnittebene 1“ genau zwischen den in Längsrichtung verlaufen-
den Bindungen eines Sechserrings (s. Abb. 32.2) und für 24 Htverläuft „Schnittebene
2“ so, dass in der Ebene zehn Kohlenstoffatome liegen (s. Abb. 32.3). Aufgrund des
Typs der (5,0)-Nanoröhre ergeben sich im Längsfall diese zwei interessanten Schnit-
tebenen, denn es gibt hier quer zur Symmetrieachse projeziert zwei unterschiedliche
Abstände der Kohlenstoffatome untereinander, wie aus der Abbildung ersichtlich ist.
Hier interessiert uns besonders, wo in beiden Fällen ein stärkerer Ringstrom zu erwar-
ten ist.

Das „Ausfransen“ innerhalb des Stromvektorfeldes — besonders für ein Feld längs
zur Symmetrieachse in Aufsicht auf die ganze Zelle — in Bereiche hinein, wo die
Stromdichte verschwindet, beruht aufgrund der Darstellung numerisch sehr kleiner
Werte und sollte ignoriert werden. Wiederum werden die Stromdichten hier als Roh-
daten pro Gitterpunkt widergegeben. Die Berechnungen selbst benötigen auf aktuel-
len Dual-Xeon-Systemen mit 2.4 Ghz in der gewählten Aufteilung ca. 8 Stunden und
ca. 100 Mb pro Prozess Hauptspeicher für jeden der vier Fälle. Dies sollen hierbei
nur ungefähre Angaben sein, da die Implementation zwar hinsichtlich benötigter Ord-
nungen optimiert, aber noch nicht jedes letzte Quäntchen herausgekitzelt wurde. Wir
vermuten einen möglichen Verbesserungsfaktor 2 sowohl in Rechenzeit als auch Spei-
cherverbrauch. Darauf werden wir in den Schlussbemerkungen noch eingehen.
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33.1: NT (5,0), Isoflächen der Stromdichte (0.005 bis
0.075 in 0.005-Schritten), 12 Ht, Feld längs (Ebene 1)

33.2: NT (5,0), Stromvektorfeld, 12 Ht, Feld längs

33.3: NT (5,0), Isoflächen der Stromdichte (0.01 bis
0.1 in 0.01-Schritten, 0.1 bis 0.18 in 0.02-Schritten),
12 Ht, Feld quer

33.4: NT (5,0), Stromvektorfeld, 12 Ht, Feld quer

Abbildung 33: Berechnete Stromvektorfelder und zugehörige Isoflächen für 12 Ht, oben mit
Feldrichtung in Richtung der Symmetriachse, unten quer zurSymmetrierichtung.
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34.1: NT (5,0), Isoflächen der Stromdichte (0.01 bis
0.1 in 0.01-Schritten, 0.1 bis 0.28 in 0.02-Schritten),
24 Ht, Feld längs (Ebene 2)

34.2: NT (5,0), Stromvektorfeld, 24 Ht, Feld längs

34.3: NT (5,0), Isoflächen der Stromdichte (0.01 bis
0.1 in 0.01-Schritten, 0.1 bis 0.3 in 0.02-Schritten), 24
Ht, Feld quer

34.4: NT (5,0), Stromvektorfeld, 24 Ht, Feld quer

Abbildung 34: Berechnete Stromvektorfelder und zugehörige Isoflächen für 24 Ht, oben mit
Feldrichtung in Richtung der Symmetriachse, unten quer zurSymmetrierichtung.
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Es ist zu erkennen, dass die Stromdichte bei 12 Ht noch nicht ausreichend konver-
giert ist. Die grobe Struktur der beiden Rechnungen stimmt überein, aber im Detail
gibt es Unterschiede.

Betrachten wir zunächst das Feld in Längsrichtung: Hier müssen wir die verschie-
denen Schnittebenen unterscheiden. Beim Schnittebene 2 bemerken wir einen dia-
magnetischen Ringstrom, der außen um die Röhre fließt, welcher in Schnittebene 1
nicht zu sehen ist. Wir vermuten auch einen paramagnetischen Ringstrom innerhalb
der Röhre in Analogie zum Benzolring. Ausserdem ist der Fluss in Schnittebene 2,
wie anhand der angegebenen Isoflächen zu erkennen ist, viel schwächer als in Ebene
1. Dies ist aufgrund des größeren Abstands der Kohlenstoffatome für diese Schnittfall
auch zu erwarten gewesen. Es ergeben sich also lokal deutliche Unterschiede.

Gehen wir weiter zum Feld in Querrichtung zur Symmetrieachse, so fällt nun für
gleiche Schnittebenen bei 12 Ht auf, dass das Bild der Isoflächen noch unscharf wirkt.
Die Ströme innerhalb eines Sechserringsystems sind zu erkennen, die genaue Struktur
um die Kohlenstoffatome jedoch nicht. Bei 24 Ht wird die Struktur wiederum deutlich
klarer, weswegen wir hier einen größeren Ausschnitt gewählt haben. Wir bemerken die
diamagnetischen Ströme innerhalb der Ringe, wie sie sich auch beim Benzolring erge-
ben. Diese fand auch Terrones in Arbeiten, die auf [17] aufbauen, für den Buckyball
und stehen daher im Einklang mit unserer Berechnungen.

Insgesamt erwarten wir konvergente Werte wiederum ab 50 Ht,haben auf eine
Berechnung dieser jedoch verzichtet, da unsere Kohlenstoffabschirmwerte noch nicht
verlässlich sind. Deswegen mussten wir auf eine Fitwertbestimmung der Werte ver-
zichten, da ihre Aussagekraft noch zu gering wäre. Es zeigt sich aber bereits, dass die
darstellenden Qualitäten der verwendeten CSGT-Eichung sehr kraftvoll sind und die
gewählte Implementation solche großen Systeme sehr gut verarbeiten kann. Aufgrund
der fehlenden Betrachtung des Scale-Up können wir noch keine Aussage darüber tref-
fen, wie sich diese für Systeme mit mehr Valenzorbitalen verhalten würde. Wir ver-
muten aber, dass aufgrund des prinzipiell linearen Zusammenhangs eine Verdopplung
der Valenzorbitale durch eine Verdopplung der Zahl an Prozessen, die sich die Wel-
lenfunktionen teilen, hinsichtlich der obig gemachten Angaben ausbalanciert werden
kann.
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5 Schlussbemerkungen

5.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit ist eine ab-initio Methode implementiert worden, die die effiziente
Berechnung der magnetischen Suszeptibilität und des chemischen Abschirmtensors
gestattet. Diese Größen sind direkt experimentellen Messungen zugänglich. Die Im-
plementierung erfolgte, aufbauend auf dem Programmpaket des Band-für-Band-PCG-
Verfahrens von Hamaekers [40], im Rahmen einer variationellen Dichtefunktional-
störtheorie mit einer Ebenen Wellen-Pseudopotentialmethode. Diese ist besonders für
Berechnungen in der Festkörperphysik geeignet, es können aber auch viele andere
Systeme als periodisch aufgefasst werden, die für die Physik, Chemie und Biologie
bedeutend sind. Der Ansatz beruht besonders auf der lokalisierten Natur der elektroni-
schen Zustände innerhalb der Wannierfunktionsdarstellung. Diese ergibt sich aus einer
einfach zu erhaltenden unitären Transformation des besetzten Unterraums der Bloch-
Funktionen des Grundzustands. Dadurch kann mit einem neu definierten, periodischen
Ortsoperator der Ortserwartungswert eines Orbitals bestimmt werden. Entscheidend
ist hier der exponentielle Abfall der Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Dies erlaubt an-
schließend die Verwendung des nicht-periodischen Ortsoperators, welcher im Rah-
men der Störung der Grundzustandswellenfunktionen durch das äußere, angelegte ma-
gnetische Feld benötigt wird, und somit eine Berechnung dermagnetischen Antwort
der Orbitale ermöglicht. Die Reaktion des Systems auf das externe Feld zeigt sich in
Kreisströmen, die das lokale Magnetfeld verändern und dadurch die Aufspaltung der
Energiezustände von Kernen mit nicht-verschwindendem magnetischem Moment be-
einflussen. Diese lokal unterschiedlichen Aufspaltungen sind dem Experimentator in
Frequenz-Intensitäts-Messungen als verschobene Resonanzlinien zugänglich und lie-
fern die Basis einer Validierung des gewählten Ansatzes, den wir auch mit anderen
numerischen Methoden verglichen. Aufgrund der numerischen Berechnung ist die Ei-
chinvarianz der induzierten Ströme nicht mehr gegeben und es wird durch verschiede-
ne Ansätze versucht, diese wiederherzustellen. Wir verwendeten die CSGT-Methode,
welche insbesondere eine näherungsweise exakte Berechnung der globalen Stromdich-
te ermöglicht. Dadurch fördert sie ein visuelles Verständnis des Zusammenwirkens der
dia- und paramagnetischen Stromflüsse innerhalb des Moleküls im Entstehen der expe-
rimentell zugänglichen Abschirmung. Somit erhielten wir auch inbesondere Einsicht
in die Auswirkungen der Struktur des Moleküls auf diese Größen.

Anschießend versuchten wir insbesondere größere Systeme aus dem Bereich der
neuen Nanowelt zu studieren. Es zeigte sich, dass wir in puncto Rechenzeit oder Spei-
cherverbrauch noch nicht an Grenzen stießen und sehr wohl inder Lage sind, Systeme
mit hunderten bis tausenden Atomen zu behandeln. Der Vorteil der gewählten Basis
ist gerade, dass die Anzahl der Wellenfunktionen nur linearin den Aufwand der Mini-
mierung und nur innerhalb der Bandlücken-, der Gram-Schmidt-Orthonormalisierung
und der Wannierfunktionsbestimmung quadratisch eingeht.Ihr Nachteil ist die größe
Anzahl an Basisfunktionen, die benötigt wird, um lokalisierte Zustände zu beschrei-
ben.

Es zeigt sich aber auch, dass der Sinn einer numerischen Rechnung nicht nur im
Reproduzieren experimenteller Werte liegt. Vielmehr kanndie Simulation Einsichten
darüber verschaffen, inwieweit die geometrische Strukturdes Moleküls die verschie-
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denen Messwerte beeinflusst. Hinsichtlich der Genauigkeitim Vergleich von theoreti-
scher Rechnung und experimenteller Praxis im Rahmen der Validierung muss bedacht
werden, dass wir isolierte Moleküle betrachtet haben, wohingegen in der Messung der
Einfluss von Lösungen und der Unterschied zwischen gasförmiger und flüssiger Phase
bedeutend sein mag. Außerdem haben wir mir festen Geometrien gerechnet, die zu-
sätzlich nicht an die Pseudopotentialstruktur angepasst worden sind. Messungen hin-
gegen mitteln über Nullpunktvibrationen, -rotationen undandere innere Bewegungen.
Auch haben wir noch nicht das Optimum in der Vorhersage erreicht. Mit einem op-
timierteren Pseudopotential, einer anderen Eichung (CSDGT statt CSGT) und einem
verbesserten Austausch-Korrelations-Funktional (PBE-GGA) werden genauere Rech-
nungen möglich sein. Der letzte Punkt betrifft ganz besonders auch die Bandlücken-
bestimmung, welche stark von einem PBE-GGA-Funktional profitieren würde. Diese
Verbesserungen würden sich hingegen kaum auf die bisher benötigte Rechenzeit oder
den Speicherverbrauch auswirken, sind jedoch in der Implementierung schwieriger
und waren im Rahmen dieser Diplomarbeit nicht mehr durchführbar. Weiterhin lässt
sich der bisherige Speicherverbrauch noch verbessern, wenn die Stromdichte nicht
nach Abschluss aller sechs Minimierungen, sondern jeweilsnach einer berechnet und
aufsummiert wird. Aufgrund der Summation der einzelnen Terme ist dies möglich.
Dies bedingt jedoch sechsmal so viele Fouriertransformationen wie bisher für die be-
nötigten ungestörten Wellenfunktionen.

5.2 Ausblick

Schließlich wollen wir über die obig angedeuteten Verbesserungen hinaus einen Aus-
blick geben, was an Erweiterungen und anderen Rechnungen interessant wäre. Wir
wollen dies aufgrund des Umfangs etwas freier und insbesondere auch im Hinblick
auf den Anwendungsaspekt dieser Arbeit tun.

Erwähnt haben wir bereits die „persistent currents“. [125]liefert in seinem Artikel
eine kurze Einleitung mit vielen Literaturverweisen, auchbezüglich eines experimen-
tellen Musters, welches nach den Messungen unglücklicherweise vernichtet wurde und
nun im Missklang zu nachfolgenden theoretischen Überlegungen steht. Der Aharonov-
Bohm-Effekt wurde in diesem Zusammenhang in [126] studiert.

Auch bereits angesprochen hatten wir die nicht bekannte Konvergenzordnung in
den berechneten Größen, die am Ende linear zu verlaufen scheint. Hier könnte eine
thereotische Überlegung und anschließende Überprüfung Aufschlüsse darüber geben,
ob die von uns angewandte lineare Extrapolation der diskreten Maschenweite wirklich
korrekt ist, oder ob wir beispielsweise ein Polynom andererOrdnung hätten verwenden
müssen.

Auch die Nanoröhren liefern noch ein weites Feld für mögliche Ausblicke. Wir
hatten aufgrund der fehlenden Genauigkeit noch nicht die Möglichkeit, Defektstellen
oder Funktionalisierungen zu studieren: ob z. B. durch ein fehlendes Atom im Git-
ter für ein quer stehendes Feld ein merklicher, lokaler Strom induziert würde. Da die
Nanoröhren vermutlich dotiert werden müssen, um ausreichend freie Ladungsträger
für einen Einsatz innerhalb eines Transistors zu gewährleisten, hätte dies Einfluss auf
die Empfindlichkeit gegenüber Stromimpulsen, die in anderen Leitungsbahnen nahe
des Transistors vorbeifließen. In [10] wird eine solche Nanoröhre als Verbindung zwi-



5.3 Danksagung 137

schen Source und Drain verwendet. Hier würden unsere Rechnungen vorallem auch
ein visuelles Verständnis des Einflusses der Defekt- bzw. Dotierstellen liefern.

Auch am Formalismus selbst lassen sich noch einige Erweiterungen finden. Durch
Einbau eines elektrischen Feldes ließen sich Dipole und diePolarisierbarkeit bestim-
men [75]. Hier wäre auch der Einfluss auf die unbesetzten Zustände interessant. Pho-
nonen lassen sich im Rahmen von dynamischen Gitterschwingungen, also ersten und
zweiten Ableitungen der Atompositionen, im Rahmen der Dichtefunktionalstörtheorie
betrachten [127].

Noch fraglich ist, wie sich das VektorpotentialA(r) wie in der Quantenelektrody-
namik als eigenständiger Freiheitsgrad einführen ließe, so dass Absorption und Emis-
sion von Photonen berechnet werden können. Hier stellt sichdas grundsätzliche Pro-
blem, dass das Hohenberg-Kohn-Theorem nicht für angeregteZustände gilt. Vielleicht
ließe sich die Absorption aber wiederum als Störung betrachten. Eine Lösung dieses
Problems würde insbesondere den in der Einleitung angesprochenen Grätzelzellen [19]
helfen. Bei ihnen läuft die Lichtabsorption und der Ladungstransport getrennt. Hier
könnten also auch getrennte Untersuchungen stattfinden, einerseits über die Effekti-
vität der Umwandlung der absorbierten Energie und andererseits die des Ladungs-
transports im Leitungsband der verwendeten Titaniumdioxidnanoteilchen. Ihre Kon-
kurrenz [128, 129] nutzt Buckyballs in den „Groninger Zellen“, um durch Photonen
angeregte Elektronen einzusammeln. Auch diese könnten berechnet werden.

Bisher wird auch der Spin der Orbitale noch nicht vollständig betrachtet. Ein
Wechseln des Spins beispielsweise durch eine äußere Störung ist nicht möglich, auch
können wir bisher nur geradzahlige Elektronenzahlen betrachten. Wäre es möglich,
die vollständige Pauligleichung, also die relativistische Erweiterung der Schrödinger-
gleichung, zu lösen, so täte sich als weiteres hochspannendes Feld die Spintronik auf.
Hierbei wird gehofft, Emitter und Leiter [130, 131] für spinpolarisierte Elektronen
bauen zu können. Aufgrund der Chiralität der Nanoröhrchen könnten sich hier großar-
tige Möglichkeiten auftun, wenn diese durch elektrische Ströme zum Ausstoß von sol-
chen Elektronen gebracht werden können. Besonderes oxidierte Nanoröhrchen schei-
nen hier ein vielversprechendes Feld.

Es gibt wiederum auch Bemühungen, die Unzulänglichkeiten der DFT in Bezug
auf die Austausch-Korrelatons-Energie zu erschließen, indem die wahre nicht-lokale
Natur der Austausch-Korrelation im Rahmen derVerallgemeinerten Kohn-Sham-Me-
thodeverwendet wird. Hierbei befinden sich die Kohn-Sham-Zustände in einem nicht-
lokalen Potential. Der numerische Aufwand ist dabei jedochvergleichbar mit Hartree-
Fock-Berechnungen. Sánchez-Friera und Gobdy [132] entwickelten einen Ansatz in-
nerhalb der Vielteilchenstörtheorie, der dies verbessert.
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A Anhang

Im folgenden Abschnitt wollen wir die Formeln und Ableitungen für die Approximati-
on des Potentials innerhalb der Liniensuche - siehe Abschnitt 3.1.7, Paragraph „Ange-
wandtes Verfahren“ - der drei Probemteile „Grundzustandsenergie“, „Bandlücke“ und
„Stromdichtetensor“ kurz und knapp festhalten.

A.1 Minimierung eines Erwartungswertes

Zunächst eine kurze Nebenrechnung. Wir wollen allgemein den Erwartungswert ei-
nes beliebigen, linearen OperatorsA, der vonΘ abhängen mag, hinsichtlich eines zu
minimierenden Orbitalsψl berechnen.̃ϕl sei hierbei die orthonormalisierte Gradien-
tenrichtung.

∂
∂Θ

〈ψl cos(Θ)+ ϕ̃l sin(Θ)|A|ψl cos(Θ)+ ϕ̃l sin(Θ)〉
∣∣∣
Θ=0

=
[
〈−ψl sin(Θ)+ ϕ̃l cos(Θ)|A|ψl cos(Θ)+ ϕ̃l sin(Θ)〉+c.c.

+ 〈ψl cos(Θ)+ ϕ̃l sin(Θ)| ∂
∂Θ

A|ψl cos(Θ)+ ϕ̃l sin(Θ)〉
]∣∣∣

Θ=0

=〈ϕ̃l |A|ψl 〉+ 〈ψl |A|ϕ̃l〉+ 〈ψl |
∂

∂Θ
A|ψl 〉

=2R (〈ϕ̃l |A|ψl 〉)+ 〈ψl |
∂

∂Θ
A|ψl 〉,

(172a)

∂2

∂Θ2 〈ψl cos(Θ)+ ϕ̃l sin(Θ)|A|ψl cos(Θ)+ ϕ̃l sin(Θ)〉
∣∣∣
Θ=0

=
[
〈−ψl cos(Θ)− ϕ̃l sin(Θ)|A|ψl cos(Θ)+ ϕ̃l sin(Θ)〉

+2〈−ψl sin(Θ)+ ϕ̃l cos(Θ)|A|ψl −sin(Θ)+ ϕ̃l cos(Θ)〉
+ 〈ψl cos(Θ)+ ϕ̃l sin(Θ)|A|−ψl cos(Θ)− ϕ̃l sin(Θ)〉

+2

(
〈−ψl sin(Θ)+ ϕ̃l cos(Θ)| ∂

∂Θ
A|ψl cos(Θ)+ ϕ̃l sin(Θ)〉+c.c.

)

+ 〈ψl cos(Θ)+ ϕ̃l sin(Θ)| ∂2

∂Θ2 A|ψl cos(Θ)+ ϕ̃l sin(Θ)〉
]∣∣∣

Θ=0

=〈−ψl |A|ψl 〉+2〈ϕ̃l |A|ϕ̃l 〉+ 〈ψl |A|−ψl〉

+2

(
2R (〈ϕ̃l |

∂
∂Θ

A|ψl 〉)
)

+ 〈ψl |
∂2

∂Θ2 A|ψl 〉

=2
(
〈ϕ̃l |A|ϕ̃l 〉− 〈ψl |A|ψl 〉

)
+4R (〈ϕ̃l |

∂
∂Θ

A|ψl 〉)+ 〈ψl |
∂2

∂Θ2A|ψl 〉.

(172b)
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A.2 Grundzustandsenergie

Nun bestimmen wir leicht die erste Ableitung des Funktionals (51) nach dem Parame-
terΘ. Die zu minierende Wellenfunktion seiψl . Das Funktional lässt sich in drei Teile
aufspalten: Kinetisch und ionischE kin−ion, HartreeEH−Teil und Austauschkorrelation
EXC−Teil. n beschreibt hier jeweils die Gesamtdichte nach (94). Wir wollen zunächst
nur die ersten Ableitungen von diesen Teilen einzeln betrachten.

∂EH−Teil

∂Θ

∣∣∣
Θ=0

=
∂

∂Θ

[

∑
j

〈ψ j |VH [n]|ψ j〉−EH [n(Θ)]

]

=1
2

∂
∂Θ

[

∑
j

Z Z

ψ j(r)∑
k

ψk(r ′)ψk(r ′)
|r ′− r| ψ j(r)d

3r ′d3r

]

=1
2


2R


〈ϕ̃l |VH [n]|ψl 〉︸ ︷︷ ︸

innereψk


+2R


〈ϕ̃l |VH [n]|ψl 〉︸ ︷︷ ︸

äußereψ j







=2R (〈ϕ̃l |VH [n]|ψl 〉) .

(173a)

Dazu benötigten wir die Definition des Hartree-Potentials (44).

∂EXC−Teil

∂Θ

∣∣∣
Θ=0

=
∂

∂Θ

[

∑
j

〈ψ j |VXC[n]|ψ j 〉−
Z

vXC[n(Θ)]n(r)d3r +EH [n(Θ)]

]

=
∂

∂Θ
[EH [n(Θ)]]

=

Z ∂n
∂Θ

εXC(n)+n
∂εXC

∂n
∂n
∂Θ

d3r

=
Z ∂n

∂Θ
VXCd3r

=2R (〈ϕ̃l |VXC[n]|ψl 〉) .

(173b)

Hier wiederum die Definition des Austausch-Korrelations-Potentials (45).

∂E kin−ion

∂Θ

∣∣∣
Θ=0

=
∂

∂Θ

[

∑
j

〈ψ j |− 1
2∇2 +Vion|ψ j〉

]

=2R
(
〈ϕ̃l |− 1

2∇2 +Vion|ψl 〉
)
,

(173c)

hierbei sollVion das zusammengefasste Pseudo-/Kernpotential beschreiben, also alle
restlichen Potentialterme - bis auf den kinetischen - die nicht vonΘ abhängen.
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Nun führen wir die Ergebnisse (173a), (173b) und (173c) zur Gesamtableitung
zusammen.

∂E
∂Θ

∣∣∣
Θ=0

=
∂

∂Θ

(

∑
j

ε j −EH [n(Θ)]−
Z

vXC[n(Θ)]n(r)d3r +EXC[n(Θ)]

)

=2R
(
〈ϕ̃(m)

i |− 1
2∇2+Vion +VH [n]+VXC[n]|ψ(m)

i 〉
)

+

=2R
(
〈ϕ̃(m)

i |H (0)|ψ(m)
i 〉
)

.

(174)

Die zweite Ableitung erhalten wir durch weitere Ableitung der ersten. Wieder be-
trachten wir die drei Teile getrennt.

∂2EH−Teil

∂Θ2

∣∣∣
Θ=0

=

Z ∂2n

∂Θ2
l

VH [n]+
∂n
∂Θ

(
∂VH

∂n
∂n

∂Θl

)
d3r

=2
(
〈ϕ̃l |VH [n]|ϕ̃l 〉− 〈ψl |VH [n]|ψl 〉

)
+

Z ∂n
∂Θ︸︷︷︸

=ρ(r)

∂VH

∂Θ︸︷︷︸
=VH [ρ(r)]

d3r,

(175a)

wobei sichρ(r) = fi
V 2R

(
〈ϕ̃(m)

i |H (0)|ψ(m)
i 〉
)

wie eine Dichte bestimmen lässt.

∂2EXC−Teil

∂Θ2

∣∣∣
Θ=0

=

Z ∂2n

∂Θ2
l

VXC[n]+
∂n
∂Θ

(
∂VXC

∂n
∂n

∂Θl

)
d3r

=2
(
〈ϕ̃l |VXC[n]|ϕ̃l 〉− 〈ψl |VXC[n]|ψl 〉

)
+

Z ( ∂n
∂Θ︸︷︷︸

=ρ(r)

)2∂VXC

∂n
d3r,

(175b)

∂2E kin−ion

∂Θ2

∣∣∣
Θ=0

=2
(
〈ϕ̃l |− 1

2∇2+Vion|ϕ̃l 〉− 〈ψl |− 1
2∇2 +Vion|ψl 〉

)
.

(175c)

Analog führen wir nun wieder die drei Teile zusammen und erhalten die zweite
Ableitung.

∂2E

∂Θ2

∣∣∣
Θ=0

=2
(
〈ϕ̃l |H (0)|ϕ̃l 〉− 〈ψl |H (0)|ψl 〉

)
+

Z

ρ(r)VH [ρ(r)]d3r +

Z

ρ2(r)
∂VXC

∂n
.

(176)
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Zur Auswertung der zweiten Ableitung (176) benötigen wir also die erste Ablei-
tung des Austausch- und des Korrelationspotentials. Wir formen hierbei die Dichten
stets zum Wigner-Seitz-Radiusrs um, der in der numerischen Berechnung später an-
stelle verwendet werden wird.
Zunächst das Austauschpotential (177a), sowie erste (177b) und zweite Ableitung (177c).

Vx(r) =
∂E x[n]

∂n
(r)

=
∂

∂n
(εX(n) ·n(r)) = −

(
3
π

)1/3

n1/3

=
(

1
2

)1/3

(
−1

2

(
6
π

)2/3

· 1
rs

)
,

(177a)

∂Vx(r)
∂n

=− 1
3

(
3
π

)1/3

n−2/3

=
(

1
2

)1/3
(
− 2

9π
(
6π2)2/3 · r2

s

)
,

(177b)

∂2Vx(r)
∂n2 =

2
9

(
3
π

)1/3

n−5/3

=
(

1
2

)1/3
(

64
9

(π
6

)4/3
· r5

s

)
.

(177c)

Und analog die gleichen Rechnungen für das Korrelationspotential (178a), sowie er-
ste (178b) und zweite Ableitung (178c).

Vc(r) =εc +
∂εc

∂n
·n(r)

=





γ
(1+β1

√
rs+β2rs)

2

(
1+ 7

6β1
√

rs+ 4
3rs
)

, rs ≥ 1

Aln rs+(B− 1
3A)+ 2

3Crs ln rs+ 1
3(2D−C)rs , rs < 1

,
(178a)

∂Vc(r)
∂n

=




πγ
27(1+β1

√
rs+β2rs)

3

[
5β1r7/2

s +21β1β2r9/2
s +16β2

2r5
s + r4

s(8β2 +7β2
1)
]

, rs ≥ 1

−4π
9 r3

s

(
A+ rs

3 (2C ln rs+2D+C)
)

, rs < 1
,

(178b)

∂2Vc(r)
∂n2 =





− π22γ
243(1+β1

√
rs+β2rs)

4 [35β1r13/2
s + r7

s(64β2 +76β2
1)+ r15/2

s (35β3
1 + . . .

. . .+234β1β2)+ r8
s(176β2

2 +140β2
1β2)+175β1β2

2r17/2
s +64β3

2r9
s] , rs ≥ 1

16π2

243 r6
s[9A+8Crs ln rs+6Crs+8Drs] , rs < 1

.

(178c)
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A.3 Spindichtefunktional

Im Falle der LSDA - Potentiale sind (66) und (67) - müssen einige weitere Ableitun-
gen der dortigen Hilfsfunktionen (68) und der Polarisation(65) bestimmt werden. Wir
wollen kurz noch einmal daran erinnern, dass die Konstantender Parametrisierung für
die beiden Potentiale von der Polarisationζ abhingen. Wir hatten je zwei Sätze, einen
für den vollständig polarisiertenζ = 1 und einen für den unpolarisiertenζ = 0 Fall,
angegeben und zwischen beiden wird mittels der Hilfsfunktionen interpoliert.

Zunächst betrachten wir das Austauschspindichtefunktional (66), aufgetrennt nach
SpinUp-n↑ und SpinDown-Dichten↓.

EX =− 3
8

(
3
π

) 1
3

n
4
3

[(
2n↑
n

) 4
3

+

(
2n↓
n

) 4
3

]

=− 3
4

(
6
π

) 1
3
[
n

4
3
↑ +n

4
3
↓

]

=2
1
3

(
E↑

X +E↓
X

)
.

(179)

Die Funktionale spalten sich also komplett bis auf einen Vorfaktor auf. Wir können die
Ausdrücke (177b), (177a) und (177c) übernehmen.

Anschließend betrachten wir das Korrelationsspindichtefunktional (67). Hier wol-
len wir genauso vorgehen und versuchen, die Ableitungen desspinabhängigen Funk-
tionals auf Terme der spinunabhängigen Ableitungen zurückzuführen.

VC =εC +
∂ε
∂n

·n

=εC(n,0)+ [εC(n,1)− εC(n,0)] f (ζ)

+
{∂εC

∂n
(n,0)+

[
∂εC

∂n
(n,1)− ∂ε

∂n
(n,0)

]
f (ζ)+ [εC(n,1)− εC(n,0)]

∂ f
∂n

(ζ)
}
·n

=VC(n,0)+ [VC(n,1)−VC(n,0)] f (ζ)+ [εC(n,1)− εC(n,0)]
∂ f
∂ζ

∂ζ
∂n

·n,

(180a)

∂VC

∂n

=
∂VC

∂n
(n,0)+

[
∂VC

∂n
(n,1)− ∂VC

∂n
(n,0)

]
f (ζ)+ [VC(n,1)−VC(n,0)]

∂ f
∂ζ

∂ζ
∂n

+

[
∂εC

∂n
(n,1)− ∂εC

∂n
(n,0)

]
∂ f
∂ζ

∂ζ
∂n

·n

+[εC(n,1)− εC(n,0)]

(
∂2 f
∂ζ2

(∂ζ
∂n

)2
·n+

∂ f
∂ζ

∂2ζ
∂n2 ·n+

∂ f
∂ζ

∂ζ
∂n

)

=
∂VC

∂n
(n,0)+

[
∂VC

∂n
(n,1)− ∂VC

∂n
(n,0)

]
f (ζ)+2· [VC(n,1)−VC(n,0)]

∂ f
∂ζ

∂ζ
∂n

+n· [εC(n,1)− εC(n,0)]

(
∂2 f
∂ζ2

(∂ζ
∂n

)2
+

∂ f
∂ζ

∂2ζ
∂n2

)
,

(180b)
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∂2VC

∂n2

=
∂2VC

∂n2 (n,0)+

[
∂2VC

∂n2 (n,1)− ∂2VC

∂n2 (n,0)

]
f (ζ)+

[
∂VC

∂n
(n,1)− ∂VC

∂n
(n,0)

]
∂ f
∂ζ

∂ζ
∂n
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∂n
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∂n
(n,0)

]
∂ f
∂ζ

∂ζ
∂n

+[VC(n,1)−VC(n,0)]

(
∂2 f
∂ζ2

(∂ζ
∂n

)2
+

∂ f
∂ζ

∂2ζ
∂n2

)}

+[εC(n,1)− εC(n,0)]

(
∂2 f
∂ζ2

(∂ζ
∂n

)2
+

∂ f
∂ζ

∂2ζ
∂n2

)

+n·
{[∂εC

∂n
(n,1)− ∂εC

∂n
(n,0)

](
∂2 f
∂ζ2

(∂ζ
∂n

)2
+

∂ f
∂ζ

∂2ζ
∂n2

)

+[εC(n,1)− εC(n,0)]

(
∂3 f
∂ζ3

(∂ζ
∂n

)3
+

∂2 f
∂ζ2 2· ∂ζ

∂n
∂2ζ
∂n2 +

∂2 f
∂ζ2

∂ζ
∂n

∂2ζ
∂n2 +

∂ f
∂ζ

∂3ζ
∂n3

)}

=
∂2VC

∂n2 (n,0)+

[
∂2VC

∂n2 (n,1)− ∂2VC

∂n2 (n,0)

]
f (ζ)+3·

[
∂VC

∂n
(n,1)− ∂VC

∂n
(n,0)

]
∂ f
∂ζ

∂ζ
∂n

+3· [VC(n,1)−VC(n,0)]

(
∂2 f
∂ζ2

(∂ζ
∂n

)2
+

∂ f
∂ζ

∂2ζ
∂n2
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+n· [εC(n,1)− εC(n,0)]

(
∂3 f
∂ζ3

(∂ζ
∂n

)3
+3· ∂2 f

∂ζ2

∂ζ
∂n

∂2ζ
∂n2 +

∂ f
∂ζ

∂3ζ
∂n3

)
.

(180c)

Und schließlich die der benötigten Polarisationζ - unterschieden nach SpinUp-

∂ζ
∂n↑

=
1· (n↑ +n↓)− (n↑−n↓) ·1

(n↑ +n↓)2 =
2n↓
n2

∂2ζ
∂n2

↑
=− 4n↓

n3

∂3ζ
∂n3

↑
=

12n↓
n4

(181a)

und SpinDown-Dichte,

∂ζ
∂n↓

=
−1· (n↑ +n↓)− (n↑−n↓) ·1

(n↑ +n↓)2 = −2n↑
n2

∂2ζ
∂n2

↓
=

4n↑
n3

∂3ζ
∂n3

↓
=− 12n↑

n4

(181b)
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und der Hilfsfunktionf (ζ)

∂ f
∂ζ

=
1

2
4
3 −2

4
3

[
(1+ ζ)

1
3 − (1−ζ)

1
3

]

∂2 f
∂ζ2 =

1

2
4
3 −2

4
9

[
(1+ ζ)−

2
3 +(1−ζ)−

2
3

]

∂3 f
∂ζ3 =

1

2
4
3 −2

−8
27

[
(1+ ζ)−

5
3 − (1−ζ)−

5
3

]
.

(182)
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A.4 Bandlücke

Der Unterschied der unbesetzten Minimierung zur besetztenergibt sich dadurch, dass
die Dichte im Funktional (113) nur über die besetzten Orbitale bestimmt wird. Die
Berechnung muss also nicht mehr selbst-konsistent erfolgen.

Mittels der Vorüberlegungen aus Anhang A.1 folgen die beiden Ableitungen so-
fort.

∂E
∂Θ

= 2Re(〈ϕ̃i |− 1
2∇2 +Vion + 1

2VH [ntot]+ εXC[ntot]|ψi〉), (183a)

∂2E
∂Θ2 =2(〈ϕ̃i |− 1

2∇2 +Vion + 1
2VH [ntot]+ εXC[ntot]|ϕ̃i〉

− 〈ψi|1
2∇2+Vion + 1

2VH [ntot]+ εXC[ntot]|ψi〉).
(183b)
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A.5 Stromdichtetensor

Analog wollen wir die nötigen Formeln für die Störtheorie herleiten. Das Funktional
ist hier (125). Wieder nutzen wir die Vorüberlungen aus Anhang A.1.

Zunächst die erste Ableitung nach dem LiniensuchparamterΘ und seiψ(1)
j die zu

minimierende Wellenfunktion.

∂E (2)

∂Θ

∣∣∣
Θ=0

=

=∑
k

[
∑
l

(
〈 ∂
∂Θ

ψ(1)
k

∣∣∣
Θ=0

|H(0)δkl −λkl|ψ(1)
l 〉+ 〈ψ(1)

k |H(0)δkl −λkl|
∂

∂Θ
ψ(1)

l

∣∣∣
Θ=0

〉
)

+ . . .

. . .+ 〈ψ(1)
k | ∂

∂Θ
H(0)

∣∣∣
Θ=0

δkl |ψ(1)
l 〉+ . . . .

. . .+ 〈 ∂
∂Θ

ψ(1)
k

∣∣∣
Θ=0

|H(1)|ψ(0)
k 〉+ 〈ψ(0)

k |H(1)| ∂
∂Θ

ψ(1)
k

∣∣∣
Θ=0

〉
]
.

Es gilt d
dΘ ∑k ψ(1)

k

∣∣∣
Θ=0

= ϕ̃(1)
j , wobeiϕ̃(1)

j wieder die konjugierte Richtung zur Wellen-

funktion ψ(1)
j meint.

∂E (2)

∂Θ

∣∣∣
Θ=0

=

=∑
k

[

∑
l

(
〈ϕ̃(1)

j |H(0)δkl −λkl|ψ(1)
l 〉δk j + 〈ψ(1)

k |H(0)δkl −λkl|ϕ̃(1)
j 〉δl j

)
+ . . .

. . .+ 〈ϕ̃(1)
j |H(1)|ψ(0)

k 〉δk j + 〈ψ(0)
k |H(1)|ϕ̃(1)

j 〉δk j

]

=∑
l

(
〈ϕ̃(1)

j |H(0)δ jl −λ jl |ψ(1)
l 〉+ 〈ψ(1)

l |H(0)δl j −λl j |ϕ̃(1)
j 〉
)

+ . . .

. . .+ 〈ϕ̃(1)
j |H(1)|ψ(0)

j 〉+ 〈ψ(0)
j |H(1)|ϕ̃(1)

j 〉

=2Re〈ϕ̃(1)
j |H(0)|ψ(1)

j 〉+∑
l

(
λ jl + λl j

)
〈ϕ̃(1)

j |ψ(1)
l 〉+

〈ϕ̃(1)
j |H(1)|ψ(0)

j 〉+ 〈ψ(0)
j |H(1)|ϕ̃(1)

j 〉.
(184)

Analog folgt die zweite Ableitung.

∂2E (2)

∂Θ2 |Θ=0 =2
(
〈ϕ̃(1)

j |H(0)|ϕ̃(1)
j 〉− 〈ψ(1)

j |H(0)|ψ(1)
j 〉
)

+ . . .

∑
l 6= j

(
λ jl + λl j

)
〈ψ(1)

l |ψ(1)
j 〉+ 〈ψ(1)

j |H(1)|ψ(0)
j 〉+ 〈ψ(0)

j |H(1)|ψ(1)
j 〉.

(185)
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A.6 Imaginäre Wellenfunktionen

Abschließend müssen wir uns noch einmal mit der Symmetrie der Wellenfunktion
beschäftigen. Die Implementation der FFT aus [40] kann nur mit reeller Symmetrie
umgehen. Zur Speicherung der rein imaginären, gestörten Wellenfunktionen negativer
Symmetrie müssen wir also die imaginäre Einheit herausziehen und bei jeder Rech-
nung getrennt berücksichtigen. Wir wollen die Problematikmit dem Impulsoperator
im folgenden ausführen. Sie bedeutet nämlich, dass die Symmetriebedindungen (87)
und (88) mit einemG-Vektor durchmultipliziert werden und wodurch diese vertau-
schen.

rein reell:c̃l ,k,−G = (−G) ·cl ,k,−G = −G ·cl ,k,G = −c̃l ,k,G,

rein imaginär:̃cl ,k,−G = (−G) ·cl ,k,−G = (−G) ·−cl ,k,G = c̃l ,k,G.
(186)

Um die Symmetriebedingungen auch im Falle des auf die Wellenfunktion angewand-
ten Impulsoperators korrekt zu gestalten, muss nicht mitG, sondern mit−iG malge-
nommen werden.cr undci bezeichnen hier Real- und Imaginärteil eines Koeffizienten.

rein reell:c̃l ,k,−G = −i(−G) ·cl ,k,−G = iG · (cr + i ·ci)l ,k,G

= (Gci − iGcr)l ,k,G = (c̃r + i · c̃i)l ,k,G = c̃l ,k,G

c̃l ,k,G = −i(G) ·cl ,k,G = −iG · (cr + i ·ci)l ,k,G

= (Gci − iGcr)l ,k,G = (c̃r + i · c̃i)l ,k,G = c̃l ,k,G,

rein imaginär:̃cl ,k,−G = −i(−G) ·cl ,k,−G = −iG · (cr + i ·ci)l ,k,G

= (−Gci + iGcr)l ,k,G = −(c̃r + i · c̃i)l ,k,G = −c̃l ,k,G

c̃l ,k,G = −i(G) ·cl ,k,G = −iG · (cr + i ·ci)l ,k,G

= (Gci − iGcr)l ,k,G = (c̃r + i · c̃i)l ,k,G = c̃l ,k,G.

(187)

Diese imaginäre Einheit−i muss irgendwo ihren Ursprung haben. Dies wollen wir
kurz und knapp in der nun folgenden Tabelle darstellen. Hierbei soll für die rein ima-
ginären, gestörten Wellenfunktionen erster Ordnung gelten: ψ(1) = iψ̃(1) undψ̃(1) ∈ R .

Ausdruck Bemerkung
〈ψ(0)|p̂i |ψ(1)〉 = −〈ψ(0)|− i p̂i |ψ̃(1)〉 −ipi belässt Symmetrie, s. (187)
〈ψ(1)|p̂i |ψ(0)〉 = 〈ψ̃(1)|− i p̂i|ψ(0)〉 −i von links, analog auch für(r̂ × p̂)i

〈ψ(0)|ψ(1)〉 = i〈ψ(0)|ψ̃(1)〉 = 0 Gram-Schmidt
〈ψ(1)|ψ(1)〉 = (−i)i〈ψ̃(1)|ψ̃(1)〉 = 1 Gram-Schmidt

λil |ψ(1)
l 〉 = iλil |ψ̃(1)

l 〉 Gradient

H (0)|ψ(1)
i 〉 = iH (0)|ψ̃(1)

i 〉 bleibt

p̂i |ψ(0)
l 〉 = i(−i p̂i |ψ(0)

l 〉) wie gewünscht

(r̂ × p̂)i |ψ(0)
l 〉 = i(r̂ ×−i p̂)i |ψ(0)

l 〉 imaginär
〈ψ(0)|p̂i |r ′〉〈r ′|ψ(1)〉 = 〈ψ(0)|− i p̂i|r ′〉〈r ′|ψ̃(1)〉 i geht zup̂i auf linke Seite:−i
〈ψ(0)|r ′〉〈r ′|p̂i |ψ(1)〉 = 〈ψ(0)|r ′〉〈r ′|i p̂i |ψ̃(1)〉 i bleibt rechts:i
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Name Summen- rCC rCH αHCC αHCH Struktur
formel

Methan CH4 — 2.0674 — 109.47 °

Ethin C2H2 2.2903 2.0596 180° —

Ethen C2H4 2.5307 2.0806 121.04° 118°

Ethan C2H6 2.8917 2.061 109.36° 120°

Benzol C6H6 2.6437 2.0806 120.00° —

TMSa Si(CH3)4 —- 2.0598 109.47° —-

arSiC = 3.5205 a.u.,αCSiC= 109.47°.

Tabelle 11:Bindungslängenr i j und -winkelαi jk in atomaren Längeneinheiten für einige aus-
gesuchte Testmoleküle, entnommen aus [133]

Name Gitterkonstante [Å] Struktur
Galliumphosphor (GAP) 5.44 (5.45) Zinkblende (F43m)
Galliumarsenid (GaAs) 5.635 (5.54) Zinkblende (F43m)
Galliumantimon (GaSb) 6.12 (6.09) Zinkblende(F43m)
Indiumantimon (InSb) 6.45 (6.49) Zinkblende (F43m)

Tabelle 12:Bindungslänge und Struktur der Einheitszelle der untersuchten (in Klammern die
Raumgruppe) Halbleiter aus [134], in Klammern die von uns imRahmen der Pseudopotential-

methode benutzten Werte.
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