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6 1 Einleitung

1 Einleitung

Mitte der Achtziger Jahre[1] des letzten Jahrhunderts istierentdeckt [2] worden,
dass Kohlenstoff in noch viel komplexeren Konfigurationemkemmt als den be-
kannten Graphit und Diamant. Vorhergesagt als ,dreidinogade Aromate” in Er-
weiterung der zweidimensionalen Struktur von Benzol fandeoto [3] und Kollegen
1985 dasCgo-Molekul, welches sie nach Buckminster Fullers Kuppelbatkulle-
rene nannten. Eine weitere Art dieser Konfigurationen entdetiktea [4] 1991 in
Form von ein- oder mehrlagigen, aufgerollten GraphitplattDiese ,Nanorohren*
— Nanometer dick, aber bis zu Millimeter lang — zeigen nichit die gleiche, herr-
lich symmetrische Asthetik der Kohlenstoffballe, sondeaniiber hinaus aufRerst viel
versprechende Eigenschaften (Popov [5] liefert eine &ulsttie Ubersicht): Sie sind
sehr stabil[6], haben abhéngig von ihrer Windungscharizsiile sowohl Leiter- als
auch Halbleitereigenschaften[7] und scheinen einzigtddie Grenzen der mensch-
lichen Fantasie in ihren zukinftigen Einsatzméglichkeibeschrankt. Baughman et
al [8] geben einen knappen und umfassenden Stand der Hangteind mdglicher
Anwendungen: So kénnten beispielsweise Feldemitter fdjpmetergrol3e Transisto-
ren [10], flache Displays [11], chemische Katalysatorens$#estoffspeicherbaustei-
ne zukinftiger Fahrzeuge [12, 13, 14] oder auch winziged®iam mit ihnen gefertigt
werden. Im Bild am Rand aus [15] wurden durch Anlegen einBeé& Spannung zwei
Nanoréhren zu einer Zangenbewegung gebracht. Auch fir lig®rie bieten Nano-
réhren eine grof3e Spielwiese: Leitféahigkeiten entsprecten Vorhersagen des Tun-
nelns in einer Luttinger Flissigkeit [16]. Wellenvektorsind in Richtung der Sym-
metrieachse kontinuierlich, orthogonal dazu aber digiest. Die Auswirkungen der
geometrischen Struktur auf die Eigenschaften eines Kémperden hier besonders
deutlich [17].

Nanordhren bilden dabei einen scheinbar neuen Teil destiSpek der Natur-
wissenschaften. Die Nanowissenschaft will Gber chemisphgsikalische oder me-
chanische Verfahren Strukturen im Nanometerbereich &thietren. Allgemein stel-
len nanometergrof3e Teilchen die Welt auf den Kopf: Quantekie liefern diskrete
Energiezustande fir Laser [18], neue Arten von Solarzelleso genannte Gréatzel-
zellen [19] — lassen sich vielleicht bald wie Farbe aufbengdurch Magnetfelder in
Vibrationsmoden angeregte Nanoteilchen im Menschen koieden, Tumorzellen
zu bekampfen [20].

Nanortdhren sind aber unter diesen ein besonders artearefco. Man unter-
scheidet ,zigzag“, ,armchair” und gemischte Typen, je n&dhdung der Rohre, sie-
he Abb. 1. Gerade dadurch bieten sie so ein reiches Spekmugiganschaften. Zu-
satzlich lassen sie sich funktionalisieren, beispielse/eiurch Einbringen von Sauer-
stoffatomen [21]. Defekte haben gleichermalRen groRenusméhuf ihre Eigenschaf-
ten [22]. Um sie fur zukinftige Anwendungen nutzbar zu machgissen sie zunéchst
moglichst umfassend klassifiziert, d. h. ihre physikakscltigenschaften wie Elasti-
zitdtsmodul, Leitereigenschaft, Suszeptibilitat odeériss der chemischen Bindungen
systematisch erfasst werden. Aber aufgrund ihrer Grof&etasich diese nicht mit
normalen Messmethoden erhalten, auch wenn sich vieleipignzaus der makrosko-
pischen Mechanik als alte Ideen in neuen Gewéandern in deowshwiederfinden.

lengl. nanotube
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Feynmans winzige Hande, die wiederum noch winzigere Hatelem, die er 1959
in einer wegweisenden Rede [23] als phantastische Ideéfigscsind bisher nur in
anfanglichen Formen als Rastertunnel- [24] und Rastdrkifoskope [25] Wahrheit
geworden, auch wenn sich mit ihnen gar Krafte auf Nanopartikiswirken, sogar
einzelne Atome positionieren [26] lassen. So konnten biahe Schlussfolgerungen
aus Warmeschwingungen [27] und durch Verbiegung von Ndmenbunter Atomic
Force Microscopy [28] nur Abschatzungen um 1 TPa fir dastEZlsgsmodul einer
ein-wandigen Nanordhre (SWNTyeliefert werden.

Es haben sich vielféltige Herstellungsverfahren entwicken denen die folgen-
den drei die wichtigsten sind: Herstellung mittels einegBoeentladung zwischen ei-
ner Kohlenstoffkathode und -anode nach lijima und Ebbede29, 30], durch Ab-
tragung bzw. Vaporisierung von Graphitstédben durch Lastrikleinen Mengen von
Nickel und Kobalt nach Smalley [31] und katalytisches Wachanter Nanoteilchen
aus Eisen, Nickel oder Kobalt nach Yacaman [32].

,.
it ©

Abbildung 1: Schematische Dar-
stellung des ,armchaifA), ,zig-
zag‘(B) und ,chiral(C) Nano-
réhrentyps.(D) ,Tunneling Elec-
tron Microscope“-Aufnahme der
Spiralstruktur einer B nm-dicken
Nanorghre.(E) TEM-Aufnahme
eines MWNTs, aus neun inein-
ander verschachtelten SWNTSs be-
stehend(F) Laterale Ansicht ei-
nes Bindels von .4 nm-dicken
SWNTs. (G) ,Scanning Elec-
tron Microscope“-Aufnahme ei-
nes gezichteten Nanordhrenwal-
des. (entnommen [8])
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Diese massenweise hergestellten Nanoréhren sind jedankskesgs geordnet
und von nur einer Variante. Typischerweise bestehen 60%mbeluzierten Kohlen-
stoffformen nicht aus den gewilinschten Nanoréhren [8]. Dusrschiedene weitere
Verfahren missen diese erst von Defektstellen durch Sélaglollung gereinigt oder
halbleitende von metallischen durch elektrisches Heiztregnt werden. Diese Tech-
niken verkirzen wiederum deren Langen und verschlechier8ydinmetrie.

Nanopartikel bestehen im Allgemeinen aus hunderten béetaden von Atomen. Aber
es stehen uns effiziente numerische Techniken und heutzsy leistungsfahige
Computerarchitekturen zur Verfligung. Sollte der Aufbauwl die zeitlich begrenz-

te Durchfiihrung einer solchen Simulation gelingen, sodtdem systematischen
Durchprobieren von Konfigurationen nichts mehr im Wege.i&3dn sich so sogar
vollig neue Konfigurationen testen, die in der Natur nichesdach durch Bogenent-
ladung, katalytisches Wachsen oder Laserabtragung helfeassind. Die Idee ist also
schlicht und ergreifend, den Ansatz von ,Deep Blue® [33] betinehmen, der es durch

2engl. Single-Walled Nanotube im Gegensatz zu mehr-wandigmorshren, engl. Multi-Walled Na-
notube (MWNT)
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das stupide Durchrechnen von Konfigurationen auf einemepetgn Schachfeld ver-
mochte, den 1996 amtierenden menschlichen Schachwet#ém@&sry Kasparov zu
schlagen. Der bisherige Mechanismus im Design neuer Naff®sst immer noch
aus einer kleinen Bibliothek verschiedene Stoffe verglegcer Eigenschaft herauszu-
suchen und durch die Zusammensetzung dieser im Sol-Geésgalen neuen Stoff
hinsichtlich der gewiinschten Eigenschaften zu optimief@elten wird am Computer
die Substanz in einer Simulation durchgerechnet.” [34]

Als Modellapproximation der zu I6senden Schrédingerglei hat sich di®ichte-
funktionaltheorie(DFT) flr solche grol3en Systeme immer mehr durchgesetsieBa
rend auf den Theoremen von Hohenberg und Kohn héngen algaligchen Gréfzen
eines Systems einzig von der Elektronendichte ab. Dadwash die Vielteilchenwel-
lenfunktion nicht explizit bekannt sein muss, vereinfasich der Rechenaufwand er-
heblich. Obwohl die DFT eigentlich eine exakte Theorielegsen sich ihre Gleichun-
gen dennoch nicht exakt l6sen, da bis heute keine analgtisélusdriicke fiir Funk-
tionale der kinetischen und der Austausch- und Korrelagoergie bekannt sind. Es
mussen also Néherungen fur diese Funktionale verwendeewer

Hand in Hand mit der DFT geht ihre Darstellung nach Kohn undnghdie es er-
laubt, die Elektronendichte durch das LOsen eines Systeatshdngiger, nicht-wech-
selwirkender Teilchen zu erhalten. Das Potential, in desh die Teilchen befinden,
wird dabei durch ihre eigene Dichte und durch die Atomkeregtilmmt. Die Losung
der Kohn-Sham-Gleichungeerfolgt deshalb Gber ein iteratives Verfahren in selbst-
konsistenter Weise.

Gestattet die Kohn-Sham-Darstellung die exakte Angabéidetischen Funktio-
nals, so ist das Austausch-Korrelations-Funktional imnaah ein sehr aktives For-
schungsfeld. Kohn und Sham lieferten die erste Approxionattie lokale Dichte-
Naherung(LDA), welche die Austausch-Korrelation durch die einesogenen Elek-
tronengases ersetzt. Diese Naherung hat vorallem Schkeégien im Aul3enbereich
von Wellenfunktionen, dort wo sich Orbitale Uberlappenswegen sie Bindungsener-
gien allgemein Uberschatzt. Verbesserte Verfahren veesuzusatzlich hohere Ter-
me der Gradientenentwicklung des Funktionals mitzunehmvelthe Hohenberg und
Kohn vorschlugen. Sie heil3&llgemeine GradientenverfahrdGGA).

Die NMR-Spektroskopiewurde in den fiinfziger Jahren von zwei unabhangigen Grup-
pen entdeckt und hat sich sehr schnell zu einer aul3erstahi#mzl Analysemethode in
der Chemie entwickelt.

Die chemische Abschirmung von Kernen ergibt sich aus dehdééwirkung der
Elektronenhille mit einem externen Magnetfeld. Diesesl kadluziert Ringstrome,
welche stark von der elektronischen Struktur abhangerseD8tréme erzeugen wie-
derum eigene Magnetfelder, welche dem externen Feld @getlaind und das Ge-
samtfeld somit lokal verandern. Besitzt ein Kern ein nietschwindendes magne-
tisches Moment, kann sich dieses im lokalen Feld ausrictibemch die mdgliche
Ausrichtung parallel oder anti-parallel spalten sich diefgieniveaus des Kerns pro-
portional zur Feldstérke auf. Diese Aufspaltung entspreahem bestimmten Energie-
unterschied, der sich ihv mit einer Frequenx ausdriicken lasst. Durch ein Radio-

3Kernspinresonanz, engl. nuclear magnetic resonance
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feld dieser Frequenzkénnen Ubergange zwischen den beiden Niveaus angeregt wer-
den. Diese Absorption der Feldenergie bildet einen Respeak in einem Frequenz-
Intensitats-Diagramm, und deren Gesamtheit das Resqrekinsm eines gemesse-
nen Molekils. Da diese Aufspaltung von der lokalen Feltétsté&am Kern abhéangt,
ergeben sich aber pro Kern unterschiedliche Resonan#inegn abhéngig von der
lokalen Elektronendichte, also abhéngig von der chemis&irdung. Diese beziig-
lich einer Referenz verschobenen Resonanzlinien im Spakergeben diehemische
Verschiebungind lassen genaue Ruckschlisse auf die chemische StruktDieses
Resonanzspektrum zu berechnen und damit ein méglichetiWdrés des komplexen
Zusammenwirkens verschiedenster Bindungen in groRenkiielie zu férdern, ist ein
Sinn unserer numerischen Simulation. Sie kann ein erstaitSauf dem Weg sein, in
Umkehrung der heuten Praxis, aus gemessenen Resonanespaldin die Struktur
zu berechnen. Dann wére sie die vollendete Erweiterung ¢iemusragenden analy-
tischen Werkzeugs zum Verstandnis chemischer Bindundgssten.

Zur Berechnung der magnetische Suszeptibilitat und desiiskben Abschirm-
tensor im Rahmen dé€ernspinresonangNMR) bendétigen wir die induzierte Strom-
dichte, die aus dem externen Magnetfeld resultiert. Digsst Isich mittels einer Ana-
logie zur stationdren Rayleigh-Schrodinger-Stortheangewandt auf die oben be-
schriebene DFT erhalten. Wir werden in erster Ordnung gesiellenfunktionen
bestimmen, deren Energiefunktional von den ungestortédragi. Zur effizienteren
Berechnung wird die Stérung in sechs Komponenten untertaiinit die so gestorten
Wellenfunktionen unabhangig vom Auswertungsort der Stlichte berechnet wer-
den konnen. Diese Stromdichte entspricht dann der lineArgwort der ungestor-
ten Grundzustandsladungsdichte auf das externe madretstd, welches sich auch
als Wirbelfeld eines Vektorpotentials schreiben lasstsémeidend ist unter dem Ge-
sichtspunkt einer numerischen Lésung die Eichung dies&toNmotentials. Analy-
tisch ist die resultierende Stromdichte eichinvariantnatsch ist diese Invarianz aber
aufgrund des Problems der Ausléschung beziglich des dibdes paramagnetischen
Terms nicht mehr gegeben. Wir werden demptinuous set of gauge transformations
(CSGT)"-Methode verwenden. Sie ermdglicht eine ndhenvege exakte Berech-
nung der Stromdichte tber das ganze Molekil und somit auchigielle Interpreta-
tion der induzierten, dauerhaften Strome.

Aufgrund der notwendigen Diskretisierung auf einem Gittetzen wir periodi-
sche Randbedingungen an und benutzen eine endliche AnaahElenen Wellen
als Basis des?-Teilraums. Numerisch lassen sich dann {iber schnelle &tams-
formationen Ableitungen errechnen und die Energiefunidie Uber bekannte, nu-
merisch stabile Techniken wie Konjugierte Gradienten miairen. Die Nebenbedin-
gung der Orthonormalitat wird dabei aus dem Funktional egiégdert und durch
das Gram-Schmidt-Verfahren sichergestellt. Die Invaridieser periodischen Bloch-
Funktionen gegentber unitaren Transformationen werdedwych Minimierung der
Varianz der Orbitale ziviaximal Lokalisierten Wannier-FunktiongMLWF) ausnut-
zen. Diese ist notwendig, um den Ortsoperator im Rahmen tieur®) anwenden
zu kénnen. Zur Lokalisierung der Wellenfunktionen bergtigvir effektive Diago-
nalisierungstechniken mehrerer Matrizen gleichzeitigr. Wérden eine abgewandelte
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Jacobi-Diagonalisierung nutzen, welche sich leicht autlfgle Rechner erweitern
lasst.

Mittels dieses Formalismus und der dargelegten numemskrehniken wird es
uns moglich sein, die magnetische Suszeptibilitat und itwre Verschiebung fir ei-
ne gewahlte Nanordéhrenkonfiguration zu bestimmen. Weitdsinnen auch Defekte
simuliert und ihre Auswirkungen auf diese Grol3en erfasster®

Besonderer Gesichtpunkt ist dabei die Skalierbarkeit. IBiplementation soll
vollstéandig fur Parallelrechner mit verteiltem Speichdolgen. Wir werden dazu das
offene und weit verbreitete ,Message Passing InterfacePIjM35] verwenden. Es
gibt bereits andere Simulationsprogramme wie CPMD [36, GAUSSIAN [38] oder
auch FHIMD [39]. Diese verfugen aber entweder nicht Uberagen beschriebenen
Funktionsumfang, haben eine andere Basiswahl getroffen sidd schlicht nur auf
begrenzten Architekturen einsatzfahig. Uns schwebt smhaere der Einsatz auf ko-
stengunstigen Clustern vor, also Rechnern aus mittleewéil3erst leistungsféhigen
Massenmarktkomponenten zusammengebaut und Uber speszibtielle Vernetzung
miteinander verschaltet. Dieses verteilte Rechnen muggamennten Speichern erfol-
gen, sollen grof3e Systeme mit vielen Valenzorbitalen audlitiist hoch aufgeldsten
Gittern gerechnet werden.

Wir interessieren uns dafir, unter welchen Gesichtspuarditd Eigenschaften der Na-
nor6hren andern. Wie wirkt sich eine Biegung oder ein Knigkdae Leitereigenschaft
aus? Wie eine Verjingung? Welchen Einfluss haben Defekteomeidstoffgitter? Ei-
ne Funktionalisierung durch Sauerstoff kann die Suszéigiilstark veréandern.

Wir kénnen dabei auf die umfangreichen Vorarbeiten von Hzkaes [40] zurtck-
greifen, der die Minimierung der ungestorten Wellenfuoilién, einschliellich Gram-
Schmidt-Orthonormalisierung und Fast Fourier Transfdionasamt notwendiger Spei-
cherstrukturen auf parallelen Rechnern mit verteiltemi@mge als Band-fur-Band-
PCG-Verfahren bereits implementierte. Deswegen wolleninvi Folgenden die in
dieser Arbeit durchgefihrten Erweiterungen noch einmahwbrtartig zusammen-
fassen:

* Minimierung unbesetzter Zustande im Feld der besetzten

» Diagonalisierung des Kohn-Sham-Hamiltonians zum ErthaitEigenwerte zur
néherungsweisen Ermittlung der Bandliicke/Leitereigeai$c

+ Parallele Jacobi-Diagonalisierung

» Transformation der Bloch-Funktionen zu Maximal Lokaisen Wannier-Funk-
tionen

» Minimierung von gestérten Zustanden, welche die Auswiden des magneti-
schen Feldes auf das System darstellen

» Stromdichteberechnung und -darstellung aus gesttrtélenilenktionen

» Berechnung der makroskopischen Suszeptibiltaind des chemischen Ab-
schirmtensor® aus der Stromdichte
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* Validierung und Berechnung anhand des Wasserstoffmislekinfacher Koh-
lenwasserstoffe, Acetanilid und Nanordhren

Die Arbeit selbst gliedert sich schlief3lich in die folgendaer Kapitel: In Kapi-
tel 2 werden wir die notwendige Theorie behandeln, in K&@it®lgt die Implemen-
tation mit Erlauterung der verwendeten Algorithmen. In Kelp4 folgen schlief3lich
die ersten Rechnungen und Auswertungen. In Kapitel 5 zialiegin Resumé auf die
gefundenen Ergebnisse.



12 2 Theorie

2 Theorie

Zunachst werden wir uns mit den Grundlagen in Form der Quamtehanik und des
Elektromagnetismus nach Maxwell beschéftigen. Anschhedvird es um das wich-
tige Theorem von Hohenberg und Kohn gehen, welches den BelgnDichtefunk-
tionaltheorie darstellt, die von Kohn und Sham in eine gelbsasistent bestimmba-
re Form gebracht wurde. Schlief3lich wird die Dichtefunitittheorie auf unsere be-
sondere Problemstellung — periodische Randbedingungérth&orie — angewandt
werden.

2.1 Grundlagen

In dem folgenden Abschnitt wollen wir zunachst die grundleden Definitionen auf-
stellen. Wir werden mit einer kurzen Einleitung zur Entdeal der Quantenmechanik
Anfang des 20. Jahrhunderts beginnen und die entscheidgctd®dingergleichung
und ihre Notationen darlegen. Da wir uns auch mit magnetisdreldern beschafti-
gen wollen, ist eine kurze Darstellung des Elektromagmetss ebenfalls vonnéten.
Wir hegen jedoch keinerlei Anspruch auf Vollstandigkeiglen uns moglichst kurz
und knapp fassen und verweisen in den einzelnen Unterkaité weiterfiihrende
Literatur. Dennoch hoffen wir bereits hier deutlich zu meachdass das Fehlen ana-
lytischer Losungen zu gegenwartigen Problemen der Physiiit im Fehlen grundle-
gender Gleichungssysteme zu suchen ist, sondern vielmeler ipraktischen Losung
dieser. Es ist stets Ziel, zunachst ein moglichst exaktehanaatisches Modell der
Wirklichkeit zu entwickeln. Dies muss jedoch anschlieR3emeist durch physikalisch
sinnvolle N&herungen soweit vereinfacht werden, dass ®geder direkt analytisch
I6sbar oder zumindest numerisch traktierbar wird. DesWalken wir, nach Einleitung
der Grundlagen, Schritt fir Schritt die Naherungen und fuegangsideen darlegen.
Dies wird gleichzeitig der Ubergang zum nachsten Kapitet, Dichtefunktionaltheo-
rie, sein.

2.1.1 Quantenmechanik

In der Einleitung der Quantenmechanik wollen wir uns an flten. Historisch sind
es wie immer in der Physik die Fehler und Unzulénglichkeitien bisherigen Mo-
delle und Theorien, welche den Weg fur neue Erkenntnissevaratellungen ebnen.
Zu Beginn des 20. Jahrhunderts wurden diese Unzulanglieimkenmer vielfaltiger.
Sie traten in samtlichen Bereichen auf, jedoch beruhterstgts auf dem unvoll-
standigen Modell der Elementarteilchen und deren Wecliseingen. Struktur und
Anregungsspektren der Atomhille, Eigenschaften von Etanteilchen wie Spin,
Drehimpuls, Masse, Kernanregungsspektren und Wechgelgen liel3en sich nicht
widerspruchsfrei erklaren. Diese unvollstandige klatssVorstellung im Gegensatz
zum notwendigen Dualismus — der Gleichzeitigkeit von Tele- und Wellencharak-
ter — zeigten einige herausragende Experimente sehr drutli

Betrachten wir zundchst die Teilcheneigenschaften eeldgnetischer Wellen. In
Einsteins Erklarung der Planckformel, welche die Stradplaimes schwarzen Kérpers
exakt beschreibt — wie an dem durch den Satelliten COBE gegnes Mikrowel-
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lenhintergrund zu sehen 1st— zeigt sich diese Quantisierung. Die schwarzen Wénde
des Hohlraums kdnnen Energie jeweils nur in Vielfachen R@nalso der Frequenz
des einfallendes Lichts, absorbieren und emittieren. Detqelektrische Effekt zeigt
noch deutlicher die quantisierte Natur der Strahlung, weameispielsweise auf eine
Metallfolie fallt. Klassisch sollte die Strahlungsener%}ﬁEzqL H2 ~ | - proportio-
nal zur Intensitéat - Gber die Zeit in der Lage sein, einen Strom flie3en zu lassen.
Stattdessen ist wieder die Einhki entscheidend, ob ein, wenn auch geringer, Strom
flieRt. Der Compton-Effekt, welcher beispielsweise im eliiren Explosionsradius
von Atombomben deutlich wird, wenn harte Gammastrahlurig®kntstehen lasst,
erklart sich nur, wenn elektromagnetische Strahlung alstien, Photonen genannt,
aufgefasst wird, die StoR3prozesse mit Hulllenelektronentdiihren.

Aber Teilchen besitzen wiederum auch Welleneigenschafierwerden Materiestrah-
len beim Durchgang durch einen oder mehrere Spalte gebedgtaigen ein Inten-
sitdtsmuster, welches typisch ware fir Wellen in einem Hadfige durch einen engen
Spalt in einer Kaimauer treten. De Broglie stellte 1923 emgige Hypothese auf,
indem er Materieteilchen eine Wellenlarngabhéangig von ihrem Impulg zuordnete:
A = 20 Die experimentelle Bestatigung erfolgte erst finf Jajpétes.

Die Quantisierung des Strahlungsfeldes - jener grof3e uthelibende Unterschied zum
klassischen Elektromagnetismus - wirft jedoch weitereblerme auf. Es treten Uber-
all dort diskrete Zustdnde auf, wo Quanten absorbiert unittierh werden, wie in
Atomhullen. Thomsons Atommodell ging von negativ gelademeilchen, den Elek-
tronen, wie Thomson sie in seinem Kathodenrdhrenversucttgehatte, innerhalb ei-
ner positiven Ladungsverteilung aus. Streuexperimentéhphateilchen, vollstandig
ionisierten Heliumatomen, von Geiger und Marsden zeig@8Jjedoch, dass dieses
Modell die auftretende Ruckwartsstreuung und Ablenkuriggba3en Winkeln nicht
erklaren konnte. Rutherfords 1911 vorgestelltes Modall wegativen Elektronen, die
einen positiven Kern, der fast die gesamte Masse tragt, emgeisen, vermochte
dies. Jedoch beinhaltet auch diese Vorstellung Unzulémiggiten. Die Elektronen be-
wegen sich nach ihr auf gekrimmten Bahnen, sollten also daclelektromagneti-
schen Vorstellung sténdig Strahlung abgeben und miusstamkiazester Zeit in den
Kern sturzen. Bohr stellte 1913 die kiilhne Quantisierurdjsigeing¢ pdq= 2rhnauf.
Damit lieRen sich erste Atomspektren wie die Balmer-Setié&een. Besonders der
Franck-Hertz' Versuch 1913 — die StoRionisation von Hidlektronen — zeigte die
diskrete Natur der Bahnradien. Stern und Gerlach fanddieB8tibh auch eine quan-
tisierte Teilcheneigenschaften, den Spin. Silberatome@evein einem inhomogenen
Magnetfeld in nur zwei diskrete Richtungen abgelenkt. @ehnfehlte die axiomati-
sche Grundlage fur all die Postulate. Sie wurde von Heiggnlned Schrodinger um
1926 unter anderem in Form der Unschérferelation und dat-niativistischen Wel-
lenmechanik gegeben, und spéter von Pauli und Dirac zuivisteschen erweitert.
Dies alles zeigt die Bedeutung der Quantenmechanik und diectielféltige Besta-
tigung, die diese neue Vorstellung erhalten hat. Auf ihnbaugénde Theorien wie die
Quantenelektrodynamik, die Theorie der schwachen Wegihrkehg und die Quan-
tenchromodynamik versuchen — zum sogenannten Standaedlmenvachsen — die

“Der Nobelpreis fiir Physik 2006 ging an die Amerikaner Mathed Smoot, den Erbauern von
COBE, fir die Messung des Spektrums der Reststrahlung ausntieopplung von Photonen und Elek-
tronen zu den Urzeiten des Universums
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Kernanregungsspektren, die Massen der Elementarteilchérihre Wechselwirkun-
gen in Form von messbaren Wirkungsquerschnitten mogliekakt vorherzusagen.
Aber auch wenn sie erstaunlich prézise Vorhersagen madbrarehk - wie das gyro-
magnetische Verhaltnis des Elektrons ,g-2“ - gibt es imn@inoffene Fronten wie
die Verbindung mit der Allgemeinen Relativitatstheorim Kleinen spielt die Gravi-
tation keine Rolle. Im Vergleich zu den anderen Kernkrgfigelche von der Quan-
tenmechanik und aufbauenden Theorien beschrieben wexdegroRer Skala ist die
Gravitation jedoch die einzige dominante. Eine Verbinduegsuchen Stringtheori-
en herzustellen, die von hochdimensionalen Raumen ausgedre denen jedoch alle
bis auf die vier uns bekannten aufgewickelt sind und so Riatzliskrete Schwin-
gungsmodi bieten, die Anregungen erklaren sollen. Dies jgeloch weit Uber diese
Diplomarbeit hinaus. Wir wollen nur festhalten, dass deotietischen Grundlagen fur
unseren Ansatz weit gediegen sind.

Im Folgenden wollen wir nun einen axiomatischen Ansatz fiégr Quantenmecha-
nik wiedergeben, den wir [41] entnehmen, und die grundlégenicht-relativistische
Gleichung, die Schrodingergleichung angeben. Die raédtitehe Dirac-Gleichung,
die aus der Forderung nach Eichinvarianz entstand, undadikgieichung sind nicht
unser Ziel in runhenden Festkdrpern. Anschlie3end folgefinilienen, welche die
verwendete Notation erklaren. Abschliel3end befassen mgrmit der Kontinuitats-
gleichung und der mit ihr zusammenhangenden Interpretaksy \Wellenfunktion als
Wahrscheinlichkeitsdichte und -strom.

Axiome
1. Der Zustand eines Systems wird durch eine Wellenfunktipr) beschrieben.

2. Den Observablen entsprechen hermitesche Operatordej Wonktionen von
Observablen Funktionen von Operatoren entsprechen.

3. Der Erwartungswert einer Observablen mit zugehdrigerar@prA ist im Zu-
standy durch(A) = (Q|A|Y) gegeben.

4. Die Zeitentwicklung der Zusténde wird durch die Schrgéigleichung be-

stimmt®
2

0 . 5
IﬁalIJ—Hl]J mit H= ZmD +V(X). 1)

5. Wenn bei Messung volnder Werta,, gefunden wird, so geht die Wellenfunktion
in den Zustandp,, tber.

Raum, Operatoren und Skalarprodukt

Definition 1 Der Raum P ist derRaum al | er quadr ati nt egri er baren
Funkt i onen f(x): Q — ¢, so dass gilt;[ | f|?(X)dx < e

5m - Teilchenmasse, V - externes Potential, H - Hamiltonian
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Definition 2 Ein Unterraum® des 2 ist di cht , wenn es fiir jede Funktion ¢ L2
eine Folge{ f,},,_;in® gibt mit f, — f fiir n — . Bemerkung: Der Hilbertraunt/y
ist ein dichter Unterraum des?L

Definition 3 Ein Qper at or A ist eine Abbildungsvorschrift der Form:4& c L? —
L2, o dicht:

mity,$ € L2 und(x),¢(x) € C.
Definition 4 Ein Operator A heil3t i near , wenn mit Ay; = ¢5 und AP, = ¢» gilt:

A(C1W1 + CoW2) = C1d1 + C2b2,

wobei g, ¢; komplexe Zahlen sind.

Definition 5 ® DasSkal ar pr odukt zweier Funktionem, ¢ < L2 ist definiert durch

O14) = [ w00

Es besitzt folgende Eigenschaften:

(0w) = (Wld), 2

([C1Ws + CoWi2) = Co (W) + C2(0[W), 3)
(C191+ Cod2|W) = TL{G1]W) +T2(d2|W), (4)
(¢[¢) >0 und($|¢p) =0« ¢ =0. (5)

Fur Operatoren gilt:

(0|AY) = / FOOAW() X

Definition 6 A" heiRtzu A hermitesch adjungi erter Operator, wenn
gilt

(ATo|w) = (d]AW), (6)
/ (ATo)pdx = / PAYAx. )
Definition 7 Fir eineEi genf unkt i on  eines Operators A gilt:
Al) =aly).

a ist hierbei eine komplexe Zahl, di& genwer t genannt wird.

Definition 8 Der Operator A heiRher mi t esch, wenn gilt: A =A, A:» C L? —
L2 und AT : » ¢ L? — L2, » dicht. Die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind
reell” und Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sihogonal®

6Wir werden hier direkt die Dirac-Notation aus ,Bra“s und fkeverwenden. soll hierbei die kom-
plexe konjugierte Zahl bezeichnen.

7SeiA hermitescher Operatap, Eigenfunktion unda der zugehérige Eigenwer (| ) = (W|Ap) =
(ATQ|p) =a(p|y) = a=a= areell.

8Sei ¢ weitere Eigenfunktion samt Eigenwetvon A. a(d|w) = (¢|AY) = (Ad|W) = b(d|w) =
b(dp|w) = 0= (o|AY) — (Ad|Y) = (a— b)($|w). Sinda und b nicht-entartete Eigenwerte, also unter-
schiedlich, muss gelteri¢|p) =
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Definition 9 Seien A,B Operatoren, dann ist der (Anti-)Kommutator defirdurch

IA,B] = AB— BA, (8)
{A,B} = AB+BA (9)

Bem: Gilt[A, B] = 0, so haben die Operatoren A und B ein gemeinsames Systemgenfuiik-
tionen: SeW Eigenfunktion zu A mit Eigenwegtdann gilt: ABY) = BAW = BeW = ¢(BY),
also ist auch B Eigenfunktion von A. Umgekehrt, $8iEigenfunktion zu B, dann folgt, dass
AW auch Eigenfunktion von B ist. Ergo folgt das Gewlnschte.

Wahrscheinlichkeitsdichte, -strom und Kontinuitatsgleichung Die erwahnten Spalt-
experimente mit ihrer wellendhnlichen Intensitatsvértgj induzieren die Interpreta-
tion des Quadrats der Wellenfunktion als Wahrscheinlighehte.

Definition 10 DieWahr schei nl i chkei t sdi cht e einer Wellenfunktion ist de-
finiert als:

pxt) = W02 = [Bxwix D
Ihre zeitliche Veranderung wird bestimmt durch die Schngdrgleichung (1).

Definition 11 Die WAhr schei nl i chkei t sst rondi cht e jist definiert durch

op(xt) . _h —
st = 1) =5 = |TOW) - (O9)Y) . (10)

mi

Die Definitionen der Wahrscheinlichkeitsdichte und deromsidichte liefert die fol-
gendeKontinuitatsgleichung

ap(x,t)
ot

+0-j(xt) =0. (11)

Sie besagt, dass die Teilchenzahl innerhalb eines Volukmrstant ist, d. h. dass die
Norm einer Wellenfunktion erhalten ist.

2.1.2 Zweite Quantisierung

In der Natur gibt es genau zwei Arten von Wellenfunktionee, \ebllig symmetri-
schen und die vollig antisymmetrischen, entsprechend Teithensorten, Bosonen
und Fermionen. Diese beiden Arten bilden unabhéngige t#ere s, und #s des
Hilbertraums#, O #; ® #s. Um Mehrteilchenzustande in diesen Unterraumen oh-
ne aufwendige Summen zu (anti-)symmetrisieren, exigiereinfacher Formalismus
(siehe auch [42], Appendix C). Aufgrund der Analogie zu deftéroperatoren bei der
Lésung des harmonischen Oszillators mit den beriihmtenagegiten Energieeigen-
wertenh(n+ %) wir dieser ,zweite Quantisierung” genannt. Er arbeitet Raldopera-
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toren — Erzeugern und Vernichtern, die die Erzeugung undisletung von Teilchen
beschreiben — und Vertauschungsrelationen:

B0 = Y w(xa, (12)

P'(x) =5 W(xa) (13)

Wy (X) sind hierbei die Koeffizienten der Basis aller Einteilchestandev im Hilber-
traum #4, a, und a:ﬂ sind Vernichter und Erzeuger dieser Einteilchenzustaie.
Symmetrierelationen gelangen uber (Anti-)Vertauschrgiggonen in den Formalis-
mus. Sie lauten fir Bosonen

[B(), B(x)] =0, (14)

und fur Fermionen

{000, 0(x)} =0. (15)

2.1.3 Elektromagnetismus

Wir wollen nun kurz auf den Einbau der elektromagnetischeldét in den Hamil-
tonian der Schrédingergleichung eingehen. AuRerdem wirdndarianz des Vektor-
potentials gegenliber Eichung noch von Bedeutung sein undeggnan-Effekt wird
kurz Erwdhnung finden.

Maxwellsche Gleichung und Minimale Substitution In der klassischen Elektrody-
namik [43] bestimmen die Maxwellgleichungen das VerhattenFelder:

P

0-E=—, (16)
€0
0E
OxB— —— = 17
* BT 2t o) (17)
oB
DXEJFE_O’ (18)
0-B=0. (19)

Maxwell erganzte dabei im wesentlichen das Gaulische Gd€9tzdas Ampéresche

Gesetz (17) und das Faradaysche Gesetz um den nach ihm tesnserschiebungs-

strom (17), so dass diese eine analoge Kontinuitatsglegleufullen (11). Es lassen

sich elektrische& und magnetisches FeRldurch Potentialep und A ausdriicken:
10A

E:—EE—D(pundB:DxA. (20)
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Mit der Lorentzkraft l&sst sich eine einfache Bewegundshleng nach dem zweiten
Newton’schen Gesetz aufstellen.

¥ e(—0p- 1221 100w -x(3-m)

Fir die totale Zeitableitung; gilt dabei:

d 0 dx 0o .
dt ottt Do P

und es folgt:

md—X:D<—ecp+§f-A) —S%A

d e e
= (mx —A) 0 (— —x-A) .
dt ( + c P+ c
kanonischer Impuls

Damit lasst sich die Lagrangefunktion aufstellen,

L=1Im?-e <Cp+ %)’(-A) (21)
oL . e
—Pp= g =M+ A (22)

und aus ihr wiederum die Hamiltonfunktion bzw. nach dem Espondenzprinzfp
der folgende Hamiltonian. Diese Ersetzung wird anghimale Substitutioigenannt.

1/h e \?
H_?n<TD_EA> +ep+V(X), (23)

wobeie die Ladung des Elektrons isty seine Masse unddie Lichtgeschwindigkeit.
Nun wollen wir keine beliebigen Felder betrachten, sondesthvesondere rédumlich
homogene, zeitlich konstante Magnetfelder. Damit tilus dem Hamiltonian heraus
undA lasst sich wie folgt schreiben, wie sich durch Einsetzer2@) (eicht verifiziert:

A=—-1[rxB, (24)

wobeir der Ortsoperator ist.

Eichfreiheit Das Vektorpotential ist aber dennoch nicht eindeutig best, es kann
wie folgt transformiert werden und fiihrt dennoch zum gleitimagnetischen Feld B,
wie sofort anhand von (20) einzusehen'fst.

A— A =A+00. (25)

9Dies ist eine empirische Ersetzungsregel, welche von desskithen Hamiltonfunktion mit ihren
Koordinaten zur Operatorform des guantenmechanischeriltdarans fuhrt. Es gilt bspw. fur den kine-
tischen Impulgp — i—ﬁD. Mittlerweile existiert ein rigiderer mathematischer f@alismus.

1%penn x (D) = O fir ein beliebiges Skalarfelgl
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Anormaler Zeemann-Effekt Wie schon erwahnt, wollen wir nicht die Pauliglei-
chung lésen, welche den Spin der Elektronen bericksiclidigs heil3t aber, dass wir
keine Kopplungen zwischen Spin und Magnetfeld erfassem.Kéfhnen jedoch den

Einfluss eines &ufReren, konstanten Magnetfelds auf derirfpals und den Spin ei-

nes Molekils, genauer seinen Hamiltonian. Bei einem scheraéuleren Feld ent-
steht der anormale Zeeman-Effekt

€
Hzeemann: ﬁ:(l—z + 281) Ba (26)

wobei L, der Drehimpulsoperator der dritten Komponente ist @Ga@nalog fur den
Spin. Damit ergibt sich nach kleiner Rechnung die Aufspajtu

AEzeemar= M893M;B,

wobei der Landé-Faktay; wie folgt gegeben ist:

JI+1)+8S+1)-L(L+1)
2J(J+1)

Bw=1+

Hier gilt J =L+ S undL undSsind die Drehimpuls- und Spinquantenzahlgs— %E
das Bohrsche Magneton uiMl nimmt Werte von—J bis J an.

Notation und Einheiten Mit W wird stets eine Gesamtwellenfunktion gemeint sein,
zugehorig zu einem Hamiltoniad, der ein System aus Kernen und Elektronen be-
schreibt.r und R bezeichnen einen Ortsvektoren ig® und sind durch einen In-
dex als Komponentg oderR; gekennzeichnetp bezeichnet eine elektronische Ein-
zelwellenfunktion, meist ein einzelnes Orbital, welche¥aeh oder doppelt besetzt
und zusétzlich durch einen Index ergénzt sein kann. Derxlgdmarkiert jedoch
stets einen Grundzustand, entweder bezlglich einer Viefiktion oder einer Dich-
te n. ¢ steht fir einen Gradienten, also keine eigentliche Wallektion. Das Til-
de™ soll eine verwandte oder auch eine abgeleitete Grol3e wiertienormalisierte
Wellenfunktion kenntlich machen, die aber in direktem Zussgenhang zu der Funk-
tion ohne Tilde steht. Einen Operator werden wir, wenn esvsiih oder notig er-
scheint, durch ein Dach analog einen Vektor durch einen expliziten Pfeihervor-
heben. Schlie3lich sollen kalligraphische Buchstaberkttemale — z. B. Energie-
funktional £ — und arabische skalare Grof3en oder ihre zugehétrigen @pemnat—
Gesamtenergi& oder HamiltonianH — unterscheidbar machen. Soweit nicht an-
ders erwéahnt werden wir auRerdem stets atomare Einhesten f = % =m=1,

ap = la.u. = 0.5291772110'%m, 1Ht = 2Ry = 27.2144eV = 627.5095cal/mol)
verwenden. Besonders wichtige, grundlegende Formelnsmdigie auf die haufig Be-
zug genommen wird, werden durch einen Rahmen hervorgehoben

2.1.4 Hamiltonian eines Festkdrpers

Nun wollen wir die Basis aller spateren Naherungen angetten,exakten Hamil-
tonian eines Festkorpers. Er besteht aus funf grundlegehdiden, den kinetischen
Energien der Elektronen und der Kerne, den abstol3endem@bulechselwirkungen
der Elektronen und der Kerne jeweils untereinander und derelaenden zwischen
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Kernen und Elektronen. S&l. die Zahl der Elektronen unbli die Zahl der Kerne.
AuRBerdem sei alles in naturlichen Einheiten dargestetigrgie in RydberdRy und
Langen in Bohrradiemg, dann gilt:

H=-3 3= 3 (27)
VoY &
n=1 n:lzlvI
N N
e 1 k Z|Z
41 L1 j
22 22 R-R)
Ne N .
Kk ZJ

_i;,;lri—le'

2.1.5 Fluch der Dimension und der Skala

Mit dem Hamiltonian des Gesamtsystems und der Schréditggeingng sind wir grund-
satzlich in der Lage, alle Zustdnde des Systems zu bestimntemittels dieser lassen
sich alle weiteren Eigenschaften ermitteln. In dem Hami#io tauchen jedoch meh-
rere Summen auf, Uber die Elektronen- und Kernanzahl, undelien den Aufwand
einer Diagonalisierung in einer geeigneten Basis diesgsriaiertproblems zur Be-
stimmung der Energieeigenwerte abschatzen.

Dabei miissen wir uns aber im Klaren darliber sein, dasi\gratle Elektronen
und mitNg alle Kerne des makroskopischen Festkdrpers gemeint sinftjrusmd der
unendlichen Reichweite des Coulombpotentials missemheatlgcksichtigt werden —
wollen wir wirklich exakt rechnen. Eine sehr typische Zalnl Abschéatzung beider ist
die von Avogadro hypothetisierte und von Loschmidt beretdhoschmidt-Zahl oder
Avogadro-Konstante von.622- 10?3mol~?, die die Molekiilzahl pro Mol eines Stof-
fes angibt. Diese Zahl entspricht ziemlich genau der Anaat8ternen im Universum,
welches bei einer geschéatzten Masse vorrk@und einer mittleren Sternmasse von
2-10°%gim Mittel 0,5- 10?% Sterne enthélt. Problematisch ist hier schlicht der Ska-
lenunterschied der Dinge, die wir exakt I16sen kdnnen unerjehe uns im alltédglichen
Leben begegnen. Die typische menschliche Skalamstiejenige, auf der wir exakte
Lésungen haben, aber 18m, die GréRe des Wasserstoffatoms samt Elektronenhiille.
Es ist jedenfalls sofort klar, dass eine solche Matrix wealglytisch noch nume-
risch zu ldsen ist. Heutige Supercomputer kénreh0'? Bytes speichern und 19
FlieBRkommarechenoperationen pro Sekunde ausfuhren. Dferafvd einer Diagona-
lisierung ware aber in jedem Fal@NlogN) ~ 10°* an Rechenzeit und mindestens
O(N) an Speicher beW Teilchen — unter der Annahme dunn besetzter Matrizen, was
aufgrund der Wechselwirkungsterme aber ohne Vereinfaghicht gegeben ist. Eine
numerische Lésung wiirde also mindestens0® Jahre benétigen.

Ohne Naherungen geht es also nicht.

Um zu sinnvollen N&herungen zu gelangen, ist es hilfreies, wbrhandene Wissen
Uber das System einzusetzen. Gllcklicherweise ist unsadusuin dieser Hinsicht
recht grof3. Im Folgenden werden wir die unterschiedlichexs®@n von Elektronen
und Kernen, den fermionischen Charakter der Elektrondanfeinktion, die struktu-

relle Periodizitat einiger Stoffe, analytische Rechnumgen Elektron-Elektron-Wech-
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selwirkungen und nicht zuletzt den Unterschied zwischemKend Valenzelektronen
ausnutzen kénnen.

2.1.6 Born-Oppenheimer-Naherung

Das Verhaltnis von Elektron- zu Protonmasse bet@%. Da beide eine betragsma-
Big gleiche Ladung haben, also ahnlich gro3en AbstoRurmgs-Amziehungskraften
erfahren, werden sich Elektronen sehr viel schneller avdin@erungen im externen
Potential einstellen als die Kerne, da sie viel gro3ere ldesaigungen aufgrund ihrer
kleineren Masse erfahren. Die ldee ist also, dass sich digriehen an eine Verande-
rung des Potentials durch veranderte Kernpositionen gustsintan anpassen werden.
Wir wollen also das Gleichungssystem wie folgt separieren:

........

Man erhalt zwei Gleichungssysteme: Ein zeitunabhéngiwetshes die Elektronen
im Potential der Kerne beschreibt, und ein zeitabhangigestonférmiges, welches
die Bewegung der Kerne bestimmt. Zusatzlich lassen sictKdiae als klassische
Teilchen ndhern. Die Ortsoperatoren werden dabei zu Koateln, die Quanteneffekte
treten nur bei den Elektronen auf. Wir werden uns also im éfudgn nur noch mit
einer Losung des elektronischen Systems auseinandersBlisses zeitunabhéngige,
elektronische Gleichungssystem enthalt immer noch vieliele Freiheitsgrade, um
numerisch in akzeptabler Zeit behandelbar zu sein.

2.1.7 Andere Naherungsideen

Zwar wollen wir uns mit der Dichtefunktionaltheorie besftiy@en, auf die wir im
nachsten Kapitel 2.2 naher eingehen werden. Zuvor solécfeeinige andere Ideen
kurz dargestellt werden. Die grundsétzliche Schwieriglgtidie Konstruktion einer
Gesamtwellenfunktion, die den Zustand des Systems rapr@te Fir ein einzelnes
Wasserstoffatom ist eine analytische Angabe der Wellddiimm maoglich (siehe [44]
Abschnitt 2.3), aber wie oben dargelegt ist fur ausgedeketkorper eine solche
Angabe vollig unmdglich. Im Folgenden werden wir also veisdene Ansétze darle-
gen, wie eine solche Gesamtwellenfunktion naherungsveeifgebaut werden kann.
Sie alle beruhen auf einem Produktansatz, die Gesamt- auel#&ellenfunktionen
darzustellen. Dabei wird auf bekannte Losungen wie EbernelV@.dsung der frei-
en Schrodingergleichung) oder Gauf3funktionen (dhnelhdeung des Wasserstoffa-
toms) zurtickgegriffen.

Hartree- und Hartree-Fock-Gleichung Wir wollen der einfiihrenden Darstellung
von [42] folgen. Zunéachst lasst sich die Gesamtwellenfionkals Produkt auy
oder mehr Einzelwellenfunktionen schreiben. Dies fuhrt Hartree-Methode wel-
che zunéchst von einem System nicht-wechselwirkendechimil ausgeht. Es muss
jedoch gesichert sein, dass die Gesamtwellenfunktiosyantnetrisch ist, d. h. unter
Vertauschung zweier Elektronen wechselt sie das Vorzejche

LIJ(X17X27X37 cee 7XNqJ) = _LIJ(X27X17X37 “ee 7XNqJ)7



22 2 Theorie

wobei im folgenderx; samtliche Quantenzahlen — Raum, Impuls, innere — eines
Teilchensi bezeichnet. Dies bedeutet gleichzeitig, dass es niemads Z&rmionen

mit exakt gleichen Quantenzahlen geben kann. Es wird nacbraeEntdeckePauli-
Ausschlussprinzigenannt. Die Hartree-Methode verletzt diese Forderung z2na&nt-
sprechend groRen Modellfehlern flhrt.

Ein verbesserter Ansatz ist, die Gesamtwellenfunktioraatsymmetrisches Produkt
zusammenzusetzen. Der Formalismus V@tater-Determinantgenannt:

Wi(xe)  Wa(xa) .. Wn, ()
1| Wil)  Wa(x2) ... W (%2)

PHEE NG| A
qu(XNqJ) LIJZ(XNqJ) e l‘IJNL]J (XNqJ)

1
= Ny defiz. .. Yy, .

Die Gesamtwellenfunktio®yr wird auf 1 normiert und als Energie erhalten wir,

Ny Ny
B = (Wiar 4 [Yiar) = 3 H +HZ:1(J”- _Kij), (28)
mit H; = / 5 () [~ 02+ V()] ()l (29)
3y = [ W), Wite )b b)dadse (30)
Kij = / / IW(Xl)lle(Xl)r—izwi(Xz)tﬁ(&)dxlde, (31)

wobei gilt, dassJ; = Kji. H; ist der Eigenwert der Einzelwellenfunktiod,; wird
Coulomb-undK;jj Austauschintegral genanttWird (28) unter gleichzeitiger Ortho-
normalisierungsnebenbedingung minimiert, folgtidertree-Fock-Differentialgleichung

Fi() = > &jwj(x), (32)
=1
F= —%D2+v(x)+l—/_l:<,
g

~ Ny 1
0wt =3 [WoeMkbe) - fow)de
N Ny 1
o) f0) = 5 [ W00 F00) - lxe e

11Das Coulombintegral ist der Uberlapp der (Ladungs)diciteseElektrons i im Coulombfeld des
Elektrons j. Das Austauschintegral wird erst im Erzeugemiichterbild der zweiten Quantisierung ver-
standlicher: Elektron i wird am Or; erzeugt, wahrend j dort vernichtet wird, und gleichzeitigdvam
Ort xz vernichtet und j dort erzeugt. Beide tauschen also die @l&a dies nach dem Ausschlussprinzip
ein nicht selbstverstéandlicher Vorgang ist, muss mit ihmeetnergie zusammenhangen. Je naher die
beiden Elektronen zusammen sind, desto grof3er ist dieladoste Wirkung des Prinzips.
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mit einer willkirlichen Funktionf(x) und der hermiteschen Matrixaus Lagrange-
multiplikatoren, die aus der Nebenbedingung erwachgewird hier kurz Coulomb-
Austausch-Operator genannt. Zu beachten ist, dass deFGﬁxmatatorlE von denu;
abhéngt. Das Gleichungssystem ist demnach nicht-linedukann tber dieethode
des selbst-konsistenten Feldp=ddst werden. Diese wird uns spéater wieder begegnen.
Fur die Hartree-Fock-Gesamtenergie, die stets eine obezaz€& der eigentlichen
Grundzustandsenergie ist, findet sich schliel3lich,

Ny Ny
EHFZZlHi+% > (3 —Kij), (33)
i= i,]=1

wobei die Energie der Kerne noch nicht einbezogen wurdeeHRlair n Elektronen
in unserem System, so werden die Eigenzusténde, die zu éeérigsiten n Energieei-
genwerten gehdren, ,besetzt“ genannt, wahrend die restlicunbesetzte” oder ,vir-
tuelle* Zustande heiRen. Man kann beliebig viele Zustamddie Slaterdeterminan-
te (28) einbeziehen, die Gesamtenergie wird generell inkieégmer werden, bis sie
das Hartree-Fock-Limit erreicht.

Cl-Verfahren  Wir folgen nun [45], Kapitel 4. Fir die Chemie waren die Heetr
Fock-Gleichungen ein grof3er Durchbruch, da Bindungsésmeigis zum Prozentbe-
reich genau berechnet werden konnten. Sie versagen jeukispielsweise in der qua-
litativen Vorhersage der Reihenfolge der lonisierungspidale des Stickstoffmolekdils
oder Dissoziierungen vo, in 2H. Um die Hartree-Fock-Methode zu verbessern, er-
wuchs dasonfiguration interactiofVerfahren.

Der Ansatz ist, den Hamiltonian in einer Basis a\gElektronen-Wellenfunk-
tionen zu diagonalisieren. Didy, niedrigsten Eigenfunktionen, zusammengesetzt als
Slater-Determinante, sind die im variationellen Sinndé&kiherung an die Gesamt-
grundzustandswellenfunktion. Jedoch ist diese nicht gieige moégliche Determi-
nante, stehem > Ny Wellenfunktionen zur Verfugung. Es gitﬁ’t\:;“) Mdglichkeiten,
diese zu kombinieren. Der Ansatz des Cl-Verfahrens ist dan,Hamiltonian in der
Basis k solcher unterschiedlicher Slater-Determinantaaustellen, die Gesamtwel-
lenfunktion also als Linearkombination vieler einzelnext€minanten.

Seiy; ein solch vollstandiger Satz von Funktionen, dann lasétjside Funktionp(x)
in dieser Basis darstellen:

Qx) =Y oiXi(Xa)-

Hangtg(x1, x2) von zwei Variablerx;, X, ab, so geht dies vollig analog. Halten wgr
fest,

xa,%2) = 3 aie)Xi(x),
|
und stellen anschlieBend die venpabhangiger;(x2) wiederum in der Basis dar,

ai(x2) =y bijX;j (%),
]

so erhalten wir,
Q(xe,X2) = H bijXi (x)X; (%),
1]
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wobei jedoch gelten mussi; = —bji und b = 0, da@(x1,x2) antisymmetrisch ist.
Das bedeutet, wir kdnnen jede beliebige antisymmetrischmtion zweier Variablen
in der Basis der Ein-Teilchen-Determinanten darstelleiesDasst sich auf beliebig
viele Variablen erweitern. Ergo kann die exakte Grundndgwellenfunktion desly-
Elektronen-Systems aus der Linearkombination aller notigh Slater-Determinanten
der vollstandigen Basis dargestellt werden. Da jede Determte einer bestimmte An-
regung entspricht, gibt jede eine Konfiguration des Systemslaher der Name des
Verfahrens. Diese angeregten Determinanten werden in ol@tibn als Differenz zur
Hartree-Fock-Determinante geschrieben.

|9 = [Whe) + ) ca|Wa) + Z Canl Wab) + - -+
ra a<br<s

wobei die oberen Indizies immer fur virtuelle, hereingemoeme und die unteren fr
besetzte, herausgenommene Wellenfunktionen stehen.

In der Theorie ware dieses Verfahren exakt, ware eine uinkedBasis wahlbar, in
der Praxis ist dies jedoch nicht mdglich.

Den Fehler von Hartree-Fodkye zu diesem exakten WeHy wird als Korrelations-
energie bezeichnet, die wie folgt allgemein anerkannt §&6iniert ist:

Ec = Eg— Enr. (34)

Er ist stets negativ, dayr eine obere Grenze der Grundzustandsenergie darstellt.

Full-Cl Es ist wie gesagt in der Praxis unmdglich, in der unendlicBesis zu
arbeiten. Wird eine endliche Basis> Ny genommen, dann bilden dig¥) unter-
schiedlichen Determinante keine vollstandiyg-Elektronen-Basis mehr. Wird der
Hamiltonian in dieser endlichen Basis diagonalisiertgfaine exakte Losung fur
diesen n-dimensionalen Unterraum der Einzelwellenfomie bzw. fur den("\)-
dimensionalen Unterraum dilj-Elektronen-Wellenfunktion. Diese Erweiterung wird
full CI genannt. Aufgrund der Fakultaten wird jedoch die Zahl debetiachtenden
Determinanten und damit die Dimension des numerischenéimnsiselbst bei kleinen
Systemen aul3erordentlich schnell sehr gro3. Dennoch,$tdIICI* fir eine gegebe-
ne Ein-Elektron-Basis das exakteste Verfahren dar, an dgma#ie anderen messen
lassen.

In der Praxis wird deswegen versucht, eine Vorgehensweisinden, um nur die
wichtigsten angeregten Determinanten in einer endlichesiszu vereinen. Ein erster
Ansatz ist, nur Determinanten bis zu einer bestimmten @aldn angeregten Elektro-
nen zu betrachten, also einfach, doppelt, dreifach, . eragge. Daraus entstasihgly
and doubly excited QISDCI), bei dem alson= 2 gewahlt wird. Die Zahl der einfach
angeregten ist in Korrelationsenergien ublicherweisaanlassigbar, weswegen wir
sie hier weglassen (DCI).

|@oct) = [WhF) + ; CoalWea)-
c<di<u

Die Korrelationsenergie ergibt sich dann wie folgt:

(H—-Eop) <|L|’HF>ﬂL ; Cod Wtéé)) =E; <|WHF>ﬂL ; Co WE@)'
c<di<u c<di<u
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Multiplizieren wir nacheinander mi{Wyr| und (W5| erhalten wir das DCI-Glei-
chungsystem, welcHg, bestimmt. Wir definieren folgende Matrizen und kénnen dann
ein analoges Matrixgleichungssystem angeben:

(B)rasb = (W5pIH|WHE)
(D)rashtcud = <qJ£15b|H - E0|l'Ptclé>
(C)rasb = Cqp

(5 5)(e)-=(c)

Die Zahl der doppelt besetzten kann aber wiederum zu groBemeweswegen mit
Abschéatzverfahren versucht wird, die wichtigsten vorhemabiszufinden und nur diese
in die Basis einzubeziehen. Dies wird Uber Stérungsbetiagherreicht. Wird die
untere Matrixzeile nach geldst und in die obere ein eingesetzt, folgt die Gleichung:

E.=-B'(D-1E)'B.

Durch Nahern vob — 1E; =~ D und der Bestimmung der Inversen von D unter der An-
nahme, dass die Matrix diagonal ist, folgt die Abschatzuesg) Bleitrags der einzelnen
|W3) zZuEc:

(Whr[H|WE) (Wap H[WhE)

TR (VS Bl

1

Ec

Coupled Cluster Approximation Die configuration interactiofVerfahren — bis
auf full-Cl — werden problematisch, sobald es um ausgedehnte SystdmheBge
spielsweise liefern sie fiir die Korrelationsenergie eilki@nimalbasis von interagie-
rendenH, Molekilen eine Proportionalitat voNY/2, Wahrend eine lineare Abhan-
gigkeit von der Teilchenanzahl zu erwarten ist, da die Beermnes makroskopischen
Korpers eine thermodynamische GroR3e ist. Fur die Kormelagnergie pro Atom in
einem Gitter sagt didoubly excited GMethode sogar einen Wert von 0 voraus. Wir
winschen uns Verfahren, die gleich sinnvolle Vorhersagerein Molekul wie fur
seine dissozierten Bruchstlcke liefern. Sie wersige consistenfgroRenkonsistent)
genannt, wenn die Energien mit der Teilchenzahl skalieren.

Die erste Idee ist, zunachst Paare von Elektronen statelegzzu betrachten und
zu versuchen, die Korrelationsenergie flir Paare anzugdbieses Verfahren wird
.iIndependent Electron Pair Approximation* genannt. Datiuwvird dasNy-Elektron-
Problem auf ein%-Zwei-Elektron- transformiert. Als nachstes wird die Wech
selwirkung zwischen zwei Paaren hinzu genommen. Dazu migsdach, sechsfach,
...angeregte Determinante betrachten wer@=upled Cluster Doubl@sln einem er-
sten Schritt werden die vierfachen Anregungen als Fun&tiater zweifachen ausge-
druckt. Sie ergeben naherungsweise ein Produkt der beigtprhérigen zweifachen
Anregungen — in analoger ,Naherung“ der Gesamtwellenfonktls Produkt der
Einzelwellenfunktionen im Hartree-Modell. Bei dieser ¥ehensweise ergibt sich ein
grolRenkonsistentes Modell. Die Umwalzung in ein numerisgktierbares Modell ist
jedoch recht umfangreich, da auch einfach, dreifach, geragte Determinanten und
deren Paarkopplungen betrachtet werden mussen.
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Der Aufwand und die Komplexitat insbesondere hinsichtlitdr Zusammenstellung
einer Basis aus Determinanten verschiedener Wellenfumdati &3t uns nach anderen,
alternativen Verfahren suchen. Es ist bekannt, dass die g&f§€&nuber anderen Ver-
fahren im Vorteil ist, wenn viele Elektronen betrachtet e sollen und gleichzeitig
kein absolutes Hochstmalf an Genauigkeit gefordert wirfl [3&nn die Dichtefunk-
tionaltheorie folgt dem Ansatz, dass sich alle Gré3en daes@austands eines Systems
allein aus der Elektronendichtebestimmen lassen.
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2.2 Dichtefunktionaltheorie

Die grundlegende Idee in diesem Modell geht zundchst aufrilsound Fermi um
1927 zuriick, welche in einer ersten Naherung die VerteildegElektronen um ein
Atom als Elektronengas auffassen und daher die folgendeime aufstellen [48]:
»Elektronen sind homogen im sechs-dimensionalen Phaserwarteilt, wobei sich je
zwei Elektronen hinsichtlich des Impulses @éf\Volumen teilen.* Uber rein geome-
trische Uberlegungen fiir die Anzahl der Zustande pro Volynaiie Zustandsdichte,
l&sst sich anschliel3end die totale (kinetische) EneXgidlr eine Anzahl Elektronen
AN innerhalb einer Zelle durch die Thomas-Fermi-Formel aézen.

3
AE = —ANg
5 F

B 3—hz 3 2/3|3 AN 5/3
10m \ 8m 13 ’
wobei | die Kantenlange des Wiirfels ist, so d&3s= AV, m die Elektronenmasse

undeg die Fermi-Energie sind. Und schlieBlich folgt ein Funkabfur die kinetische
Energie (in atomaren Einheiten), welches nur von der Dinfiteam Ortr abhéngt.

Treln =Cr [ r3(r)ar (35)

mitCe = — (3r2)?% ~ 2,817
10

Diese Uberlegungen, wenn auch spéater noch oft modifiziatteh jedoch zunéchst
reinen Modellcharakter, da das vorgeschlagene Enerdiedmal basierend auf die-
ser Dichteverteilung keine Molekilbindungen vorhersa§64 bewiesen Hohenberg
und Kohn jedoch zwei entscheidene Theoreme, die naheledsiss das Modell von
Thomas und Fermi zunadchst nur eine Naherung an eine exaktwi€ldarstellte, die
Dichtefunktionaltheorie, die wir in diesem Abschnitt extérn werden.

Der Aufbau dieses Abschnitts ergibt sich wie folgt: Wir gelzinéachst diese beiden
Theoreme wieder und erlautern sie. AnschlieRend stellekwz das Variationsprin-

zip dar. Dann jedoch folgt die wichtige Erweiterung der Huberg-Kohn-Theoreme

durch Kohn und Sham zu einem zu minimierenden Eigenwectgleigssystem, wel-
ches die exakte Berechnung des kinetischen Funktionathainet erst ermoglichte.

AuRBerdem liefern sie einen Ansatz fur die nicht-klassisBb#bstwechselwirkung der
Elektronen, die lokale Dichtendherung (LDA). Wir werdea i der parametrisierten
Form von Perdew und Zunger nach Ceperley und Alder bespnagate auch kurz auf

die Naherungen in zweiter Ordnung eingehen, die verallgesrien Gradientenver-
fahren (GGA). Alle bis dahin gemachten Naherungen werderdamn noch einmal

kurz zusammenfassen. Schlielich wollen wir die Theorfeuager Problem anwen-
den und den dazu nétigen Formalismus darlegen. Fir eingdiiskrung im Rah-

men numerischen Berechnungen wird die Angabe von Randipgaien und weiter-

hin auch einer Basis benétigt, in der die Kohn-Sham-Eigektfanen approximiert

werden.
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2.2.1 Hohenberg-Kohn-Theoreme
Der elektronische Hamiltonian lasst sich wie folgt scheeib

H=T+V+U, (36)
mit T:%/QDHJ(r)DqJ(r)dr,

V= [ Ve,

U=} [ = Bw e w(r)drdr

2Jar—r|

Dieser HamiltoniarH eines Systems bestimmt mit seinem externen Potegrgamt-
liche Energiezustdnde. Den zu ihm gehérenden Grundzustdradten wir Gber die
Minimierung des folgenden Funktional®. bezeichne hierbei die Gesamtwellenfunk-
tion. WIH W)

£ [W] v (37)
Ein System, welches gen&lElektronen enthalt, ist aber in seinem Hamiltonian durch
v bereits vollstéandig fixiert, d. h. durch das aufRere Potestidie Grundzustandsdich-
te festgelegt.
Das erste Theorem von Hohenberg und Kohn besagt nun letg#oau dies, dass
es eine eindeutige Zuordnung von Elektronendictité und externem Potentia{r)
gibt: [49]

Wir bemerken, dass die Elektronendichte im Grundzustdfahsichtlich ein
Funktional vonv(r) ist. Umgekehrt istv(r) ein eindeutiges Funktional von
n(r), abgesehen von einer trivialen, additiven Konstante.*

Da damit auch der Hamiltonian eindeutig der Grundzustdekisenendichte zuge-
ordnet ist, die wiederum die Energiezustande bestimmngt &sh die Grundzustands-
energie des Systems als Funktiomg|n] einzig von der Dichte(r) schreiben.

Das zweite Theorem besagt, dass nicht beliebhig¢ die Grundzustandsdicht® re-
prasentieren kdnnen, sondern nur jene, die einerseits riargiEfunktional minimie-
ren und andererseitsdarstellbat? sind, und auRerdem dass fiir jededarstellbare
n'(r) gelten mussez [ng] < &[]

»Ev[N] nimmt seinen Minimalwert fur korrektes(r) an, wenn die zulassigen
Funktionen durch die folgende Bedingung eingeschréankL'sin

A[n] = /n(r)dr =N

Diese Bedingung der obigenDarstellbarkeit findet sich zundchst nicht in dem Theo-
rem, aber in dem von Hohenberg und Kohn gewahlten Beweishegsinur diese Dich-
ten zulasst. Diese Bedingung ist zunachst recht problentatda bis heute nicht allge-
mein bewiesen werden kann, ob eine Dichvdarstellbar ist. Es existieren nur einige

2Eine Dichten(r) ist v-darstellbar, wenn sie sich mittes Uk (r )Wk (r) aus den Wellenfunktioned
ergibt, die der Schrédingergleichung des HamiltoniankAabig vonv, gehorchen. Nicht alle Dichten
erfullen dies (fur Gegenbeispiele siehe [42], Abschnid) 3.
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spezielle Dichten, fiir die es gezeigt wurdd.evy [51] zeigte 1979 jedoch einen an-
dere Beweis, bei dem nur die schwéachere Bedingung der Nidlaegkeit* erfiillt
sein muss. Diese kann nach Konstruktion durch beliebiggéegistetige, orthonormale
Orbitale erfillt werden ([53] oder [42], Abschnitt 3.3). &ie Beweisidee wollen wir
kurz wiedergeben.

Zu beweisen ist also, dass es eine eindeutige Zuordnungwodng gibt und dass fur
jede beliebige andere Dichtegilt: £y[no] < £y[n|. Bezeichne hierbe¥, die Grund-
zustandswellenfunktion ung die Grundzustandsdichte.

Zundachst ist eine Richtung leicht: M4 die Grundzustandswellenfunktion, welche (37)
erfullt, also durchv fixiert ist, so folgt eindeutig durch Quadratog(r) = W(r)¥(r)
als gesuchte-darstellbare Grundzustandsdichte. Und diepesrfllt wegen (37) au-
tomatisch aucte [Wo] = £y[no] < £y[N].

Die andere Richtung ist nicht so trivial. Denn haben wir @s® Grundzustandsdichte
No, SO gibt es beliebig viele moglich¥,,, die in Quadratung ergeben wirden. Die
richtige Wy aber finden wir erst durch das Prinzip des minimierten Eréugktio-
nals und der Definition des Grundzustands als untere SobEyikir die Energie des
Systems:

(Wno|H[Wno) > (WolH[Wo) = Eo. (38)

Mittels (36) lasst sich ein dichteabhéangiges Energieionkl aufstellen:

[N = / V(r)n(r)dr +7 [nl. (39)
: \%

Es ist an dieser Stelle hervorzuheben, dasgs| ein allgemeines Funktional ist, wel-
ches fur jedes elektronische System gilt, da alle Besoriterhdes Hamiltonians im
Potentialv enthalten sind.

DaV also ein reines Funktional der Dichte ist, folgern wir nuassiunter allen mog-
lichen, nicht-entarteten WellenfunktionéH,,, die die Dichteng ergeben, jene die
gesuchte ist, welche den Erwartungswering] = (W, |T +U|W¥y,,) minimiert. Da-
mit haben wir eine ,constrained-search” Definition fir dg$-unktionalr geliefert,
namlich wie folgt:

F [No] = Miny_,n, (W|T + U |W).

Diese Definition gestattet eine Erweiterung der moglichelarstellbaren Dichteng
— davon waren wir ausgegangen — zu allen N-darstellbareht&na.

7 [n] = Ming_n(W|T +U W)
= ¥ [no).

Wir trennen also die Minimierung des Funktionals zur Firgluler Grundzustands-
wellenfunktion in zwei Schritte wie folgt auf: Im Innern dwen wir Uber allé¥, die zu

131n [42] finden sich weiterfiihrende Literaturhinweise zusdim Problem auf dem Gitter: [50].
14Fqr diese soll nach Gilbert [52] gelten:f(r) > 0, 2. [ n(r)dr = N und 3./ |0n(r)%2|2dr < .
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einer Dichten gehdren. Im aufl3eren Schritt minimieren wir das Funktiomralliglich
dieser Dichten, umng zu finden:

Eo = Miny

= Minp, <M|nlp_>n [(HJ|T +U|W) +/ er

= Minp, <9f n| +/v(r)n(r)dr>

= MinpZ[n].

WIT +V +U[W)
Ming_n[(W|T +V +U|W)])

N~

Damit besteht also nun ebenso eine Zuordnung von der Gratadmisdichteng zur
Wellenfunktion Wy und zum Potentiall und das Hohenberg-Kohn-Theorem ist ge-
zeigt.

2.2.2 Variationsprinzip

Durch diese beiden Schritte ist uns ein Rechenschema aredie ¢geben, mit dem
eine Bestimmung des Grundzustands maéglich ist: Wir beginmi¢ einer beliebigen
TestwellenfunktionW, fur die [, P(r)W(r) = N gilt. Mittels derer und der aus ihr
resultierenden Dichte bestimmen wir die Energie des Syst&as Variationsprinzip
von Ritz fur beliebigesV besagt,

(WHIW) = (Wo|H[Wo) = Eo,
wobei¥y den Grundzustand mit der Enerdigreprasentiert. Um diesen Zustand fest-

zulegen, bendtigen wir fir das notwendige Kriterium einggdmums die Definition
die Variationsableitung [44].

Definition 12 aq'f [(LP% hei3t Funktional- oder Variationsableitung des Funktitsna [\V]

mitW = (Y1 (X)P2(X), ..., Pn(X)), wenn die Ableitung des Funktionatd¥ + aq| nach
a € g fur eine beliebige Funktiop= (¢1(x),$2(X),...,dn(X)) existiert und sich in
der folgenden Form schreiben I&sst.

d Do |
(daﬂermp) /Zawkx

Mittels dieser Definition lasst sich nun die Grundzustaragd no zum Funktional
Z[no] Uber das Stationaritatsprinzip unter der Nebenbedingumgtknter Teilchen-
zahlN definieren. Die Nebenbedingung wird dabei durch den Lagrddayamtep,
dem chemischen Potential, eingefiihrt:

0
L ([~ N[, = O (40)
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2.2.3 Kohn-Sham-Eigenwertgleichungen

Problematisch an der Bestimmung der Grundzustandsdishtiei eindeutige Zuord-
nung der Dichte und des Potentials. Die Dichte bestimmt désfal und das Poten-
tial wiederum die Dichte. Doch diese exakten, rein dichtéalgigen Funktionale sind
unbekannt, daher bendtigen wir Naherungen.

Da die nun folgenden Funktionale ein entscheidender Puardei spateren nume-
rischen Berechnung sein werden, wollen wir sie ausfihitieeiten. Fir ein nicht-
wechselwirkendes, homogenes Elekironengas liel3en sictiidiverschiedene Tei-
le des unbekannten Funktionals Terme angeben: Der kihetifatgt direkt aus den
Uberlegungen von Thomas und Fermi (35), die klassisches®@gibrgie aus dem Har-
treepotential, und das Kernpotential aus entsprechend@mtialintegralen. Fir ein
reales, wechselwirkendes System lasst sich das kinetfsghktional und die nicht-
klassische Wechselwirkung nicht so einfach darstellerhrkiond Sham stellten 1965
eine Mdglichkeit vor, die kinetische Energie eines weclisgknden Systems durch
Darstellung mit Hilfe eines virtuellen nicht-wechselweriden Systems exakt zu be-
rechnen [54].

Wir werden hier der Herleitung von [44] folgen. Zunachstlsggawir das Funktio-
nal (39) weiter auf.

— 7yl + / (r)dr + 2] + £xdn, (41)

wobei £,c[n| sich analog zu (34) Uber die anderen vier Terme definiert.
Wir betrachten nun die Variationsableitung dieses Funkii® (40):

—u / )d] =0 (42)
Einsetzen des Funktionals liefert folgende Ausdrucke,
07g[N
S () v (1) el (r) — = O (@3)

on(r)
- _Ozu[n] 9 4 [ n()n(r) 3 /_/ n(r') .
mit vhlnj(r) = an(r) _an(r)z/g Ir—r’| ar = Q|r—r’\OIr (44)
0Exc[n]
on(r) ’
wobei (44) das Hartree und (45) das Austausch-Korrelgtioesitial sind.

Vye[N](r) = (45)

Obwohl es von der zu bestimmenden, unbekannten Dicht#h&ngt, nehmen wir nun
an, dass das Einteilchenpotential

U(r) = () + Vi [ (r) + vl r)

bekannt sei. Dann lasst sich die Schrodingergleichung déslst) aufgestellten Ha-
miltonians

H=Y [-30¢4+U(r))]

D

Uber einen Produktansat? = [7; ljJJ( i) separieren und wir erhalten eine zu I6sende
Einteilchengleichung — di&ohn- Sham -Gleichung
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[—302+U ()] Wj(r) = &jw;(r) (46)
[ =1

Die Grundzustandsenergle, ergibt sich dabei Gber die Besetzung der unterden
Niveaus und analog die Grundzustandsdichte.

Wir haben also einmal den Hamiltonian des wechselwirkemtl&tektronensystems (36)
mit Hohenberg-Kohn-Funktional und nun einen zweiten Heomilin (abhéngig von
der unbekannte Dichte), fir den ebenfalls das Hohenberg-Kohn-Theorem gelten
muss. Wir stellen das Funktional auf

besetzt

7 7] = 7 +/ VDA =Eo= 3 & 47)
Q
]
und bilden wieder die Variationsableitung,

£ [ - u/ )dr| =o. (48)

Wir wollen kurz den Stand zusammenfassen. Beide Variatldegungen (42) und (48)
ergeben identische Ausdriicke, d. h. nach dem Statiorsmitérip sind die Grundzu-
standsdichtem undn identisch.

besetzt

%[ﬁ}:qs[nH/QU(r)n(r)d%: S € (49)
J

Einsetzen vorJ liefert eine Definition furzs[n|, die kinetische Energie von N wech-
selwirkenden Elektronen, und damit erhalten wir das eridgiFunktional wie folgt:

besetzt

n = Z sj—zH[n]—/vac[n](r)n(r)d3r+£xc[n]. (50)
]

Die besondere Idee von Kohn und Sham [54] war also die Eiofidhvon wechselwir-
kungsfreien Eigenwertgleichungen, also dem Einschub veliewwfunktionen in den
iterativen Prozess der Grundzustandsfindung. Dies wamsdhoch unsere Art der
Darstellung der ,constrained-search” Definition nahegelgdoch hatten Kohn und
Sham diese Idee bereits 14 Jahre vor dem Beweis durch LeggelBigenwertglei-
chungen kénnen durch didethode des selbst-konsistenten Feldlgelost werden,
die uns schon in der Behandlung der Hartree-Fock-Methodedmete.

Das Funktional (50) lasst sich auch in eine andere Form éningu deren Auswertung

15aufgrund der wechselseitigen Abhangigkeit muss, begidneit einer Startdichte, zunéchst die
Kohn-Sham-Gleichungen geldst werden, deren Quadrattinbesdann die neue Dichte. Fir diese wird
wiederum die Gleichung gelést. Und immer so weiter bis siehichte nicht mehr wesentlich andert.
Dies beschreibt das selbst-konsistente Verfahren.
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die Kohn-Sham-Gleichungen nicht explizit gelést werdersseir. Werden diese (46)
mit P (r) multipliziert, integriert und ber die besetzten Zustasdmmiert, erhalten
wir wiederEg. Gleichsetzen mit (49) liefert einen Ausdruck fur die kiselhe Energie.

besetzt

74fn] = 1 Z /QUJ_j(r)quJj(r)d3r.

Setzen wir ihn stattdessen in (41) ein, erhalten wir dasogeaFunktional abhéngig
von den Einteilchenfunktionen, mi(r) = 3**j(r)y; ().

besetzt

zn = -3 ; /QqJ_j(r)DZqu(r)de’r+/Qv(r)n(r)d3r+ZH[n]+£xc[n]
(51)

Die Variationsableitung nad; (r) fihrt wieder zu den Kohn-Sham-Gleichungen (46).
Hierzu mussten wir jedoch annehmen, dass|gig) Losungen der Kohn-Sham-Glei-
chung sind. Bei der Losung des alternativen Funktionalgl®t zu beachten, dass
durch die gewahlten Wellenfunktionen der gleiche Unterrales Hilbertraums wie
durch die Kohn-Sham-Eigenfunktionen aufgespannt wirdodk ist es so nicht notig,
die Kohn-Sham-Gleichungen explizit zu I6sen.

Wir wollen einige Dinge hervorheben: Die Darstellung declefunktionaltheorie
durch ein System nicht-wechselwirkender Teilchen ist imnaeh exakt. Im Gegen-
satz zu dem gekoppelten System der Schrddingergleichures igiel einfacher zu
I6sen und es ist wohl definiert. Der grof3e Vorteil gegentbene Funktional aus den
Uberlegungen von Thomas und Fermi ist die exakte Behandlanginetischen Ener-
gie. Einziger Makel ist das immer noch unbekannte Austa#&ohelations-Funktional.

2.2.4 Austausch- und Korrelationsfunktional

Betrachten wir die drei Teile des Hamiltonians (36), so lgmwir mittels der Kohn-
Sham-Gleichungen die kinetische Energiexakt bestimmerV lasst sich allein mit-
tels der Dichten darstellen. Es fehlt ein Funktional fir den Selbstwechikiwgsterm
U. Fur diesen ist bis heute kein exakter Ausdruck bekanntalledBemihungen, die
DFT zu verbessern, konzentrieren sich stets darauf, eiseele Naherung zu finden
als die Lokale Dichtenaherung, die Kohn und Sham 1964 vargeh [54].

Zunachst wollen wir aber eine exakte, analytische Formelterl, um die folgenden
Naherungen im Rahmen numerischer Rechnungen besser éewed ihre Mangel
einschétzen zu konnen; wir folgen hierbei [44]. Dazu musgetJ im Teilchenzahl-
formalismus der zweiten Quantisierung betrachfen:

1
i? 1
U=33 ] 000050 50 (o) o’

0,0’ I‘"

18wir verwenden stets™, um die Operatoreigenschaft kenntlich zu machen.
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Mit Hilfe der Antivertauschungsrelationen (15) und dem valgt definierten Dichte-

i
operatom(r) = zéﬁz Qg (r) Py (r) erhalten wir,

H
NI

s (N (Mo (1) Po(r) = ROA() —0(r —r')A(r),

a
Q

so dass wir den Operatb leicht mittels Dichteoperatoren umschreiben kdnnen.

Wir nehmen im Folgendef¥) als einen nicht-entarteten Grundzustand an und erhal-
ten die Grundzustandsdichtér) = (W|A(r)|¥). Wegen (37) und (41) kénnen wir das
Austausch-Korrelations-Funktionalyc wie folgt schreiben:

Zxcln] = (P|U|¥) — £u[n]

S

mit  n(r)nxc[n](r,r’) = (W|(A(r) —n(r)1)(A(r") —n(r')1) — o(r — r')n(r)1|W).

Wenn wir den zweiten AusdrucR(r)nxc[n|(r,r’) mit der Austausch-Korrelations-
Lochdichtenyc[n] tiberdr’ integrieren,

/n(r)nxc[n](r,r’)d3r’ :n(r)/nxc[n](r,r’)d3r’
= (W[[A(r) = n(r)1] - (N=N) |W) — (W[n(r)1|W)
-0

= —n(r){¥[1|¥),

wobeiN = [Ad®r der Teilchenzahloperator ist, welcher angewaN|¥) die Teil-
chenzahN liefert, dann erhalten wir die folgende Summenregel:

/nxc[n](r,r’)d3 =1 (52)

Aufgrund des Vorzeichens beschreilyic[n| die Verdrangung anderer Elektronen aus
dem Umfeld eines Aufpunktelektrons am @ytes ist eine Lochdichte. Mit dieser In-
terpretation folgt sogleich das asymptotische Verhals&).(Da diese Regel fur jeden
Aufpunktr gelten muss, muss die Lochdichte fur grof3e Abstande versdew.

lim  nxc[n](r,r") — 0. (53)

[r—r/|—c0

Daraus folgt mit (52) fur die Asymptotik der Austausch-Kalations-Energie (54),
Exc(r — o) = —% / %de‘r. (54)

SchlieRlich lasst sich noch eine Paarkorrelationsfunigjo] definieren,
Mxc[n(r,r") = n(r") (gn)(r,r") — 1). (55)

Mit ihr [&sst sich der Erwartungswert der Selbstwechsdiwig leicht schreiben

(WU W) = %/ PO

r—r'|

g[nj(r,r’)
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und verstehen, denn sie gibt die Korrelation der Ladungselienit sich selbst an.
Gleichzeitig ergibt sich eine Symmetriebedindung, die Bigarkorrelationsfunktion
erfullen muss:

glnj(r,r’) = glnj(r’,r). (56)

Samtliche folgende Naherungen beruhen allerdings nur aididen obigen, exakten
Gleichungen, sondern auf einer als konvergent angenommiaysorentwicklung von

Hohenberg und Kohn. Sie lassen sich jedoch auf die anaigtisorm zuriickfiihren
und hinsichtlich der genannten Bedingungen tberprifen.

Hohenberg und Kohn [49] untersuchen ein Elektronengaslaisam andernder
Dichte, indem also die Dichte in der Formn(r) = ¢(r/ro) mit ro — o geschrieben
werden kann. Unter dieser Voraussetzung vermuten sie, dilesSur groRerg das
Austausch-Korrelations-Funktional in einer Reihe enkeio lasst. Alle Naherungen
beruhen dann wie Ublich auf dem Weglassen Terme hohereu@gdn
Wir definieren zunachst das Austausch-Korrelationsfamii wie folgtt’

Excln| = /s[n]dr. (57)

g[n| ist dabei nicht einzigartig, densxc[n] bleibt invariant unter Transformationen
folgender Art,

] — g[n +Zl—hr , (58)

Anschlie3end entwickeln wir die Energiediclgi@] lokal um den Ortr,

e ) - B o) + £ (n(r) - mopn| . (59)

wobei in den dichteabhangigen Funktiongne;; der Index oben die Ordnung der
Entwicklung im jeweilige Index reprasentiert. Obwohl wedea Beweis fur die Exi-
stenz der Reihe, noch fir seine Konvergenz vorliegt, hofitehenberg und Kohn im
asymptotischen Sinne fur groRgdennoch, dass sie einen Nutzen hat - diese Recht-
fertigung erlangte sie jedoch erst durch spatere Rechmunge

Wir wollen annehmen, dass der lokale Tej(n(r)) nicht vom Ortr abhangt. Da
Zxc[n] Teil des allgemeinen Funktionafs[n] ist, welches nicht vom jeweiligen Sy-
stem und seinem symmetriebrechenden Potewtiihangt, bedeutet dies, dass]
invariant unter Drehungen sein muss. Dies vereinfacht dieéhentwicklung enorm.
Zusatzlich kdnnen wir die Invarianz (58) nutzen, um einedbgenz zu eliminieren:

el = eo(n(r)) + &5 (n(r)) On(r) - On(r) . (60)
=|Onp2

17In [49] wird das Funktional miG[n] bezeichnet und beinhaltet auch die unbekannte kinetisobe E
gie.
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Im Folgenden wird es ausschlie3lich um die beiden FunktiGgén) und €;(n) ge-
hen, wie sich geeignete Naherungen und Parametrisierdiigsie finden lassen. Wir
werden sie von nun an auf3erdem mit dem Subskriptum X", ,,G8.RXC* fihren.

Local Density Approximation Die einfachste Art die Gradientenreihe (59) zu ap-
proximieren, ist

£x2 [N = /n(f)(sx(n(f)) +ec(n(r)) +o(|0nf?))dr, (61)

st(n)

d. .h. Austausch- und Korrelationsenergie hangen nur votollalen Dichten(r) am
Ortr ab. Zur Herleitung der beiden Terme wird das System bewgctitr welches
die Naherung exakt gilt: Ein homogenes Elektronengas, bemgeon einem gleich-
grof3en, aber positiven Potential wegen der Ladungsniétrdtine hinreichende Be-
trachtung liefert [42], Appendix E. Als typische Skala fie ®ichte wird der Wigner-
Seitz-Radius definiert, welcher den Radius einer Sphargleithgrol3er, homogener

Dichten beschreibit. .
3 3
rs= <ﬁ> . (62)

Kohn und Sham lieferten in [54] diesen ersten Ansatz zur &ermeng der nicht-
klassischen Wechselwirkung, die lokale Dichtendherum()L. Sie fiihren weiter aus,
dass diese Naherung in dem von Hohenberg und Kohn betract8gstem sich lang-
sam andernder Dichte/ro < 1 bis zur Ordnung?| richtig ist. Dass sie selbst im
Bereich hoher Dichtes/ay < 1 gultig ist, beruht auf der Herausnahme des kinetischen
Teils durch ihre gewahlte Darstellung tiber einem Systemtniechselwirkender Teil-
chen, wobegg der Bohr-Radius, die typische Ausdehnung der Wasserkghkifenen-
hille ist. Denn dieser Term fuhrt zu einer unendlichen GEdht Bereich des Atom-
kerns. Die Annahme — dass sich die Dichte) nur langsam andert — ist dort nicht
mehr gegeben, denken wir beispielsweise an die starke is@kaing des S-Orbitals
beim Wasserstoffatom. Jedoch wird hier die Austausche{ations-Energie gegen-
Uber der kinetischen um den Faktgfag vernachlassigbar.

Die Austauschenergie des homogenen Elektronengases siafibexakt aus der
Ldsung des Fock-Integrals (31) mit einer Slaterdeternigan

1/3
ex(n) = 3 (§> n*/3. (63)

4\ 1

Und fur die Korrelationsenergie verwenden wir die Ergesmigon Ceperley und Al-
der [55]. Sie verwendeten eine Bijl-Jastrow-Slater-Tediemfunktion und 100 Sy-

steme aus variationeller Monte-Carlo-Rechnung, um sgiidth die Eigenwerte des
Hamiltonians des homogenen Elektronengases zu bestimWheverwenden ihre Er-

gebnisse in der sehr verbreiteten Parametrisierung vate®eund Zunger [56] mit

dem Wigner-Seitz-Radius.

—0,1423-(1+ 1,0529,/fs+ 0,3334r,) 1 rs>1
N—— N—— N——
gc = A B1 B2 (64)

—0,048040,0311n(rs) — 0,0116rs+ 0,0020rsIn(rs) ,rs<1
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Die Unvollkommenheit der LDA wird im Vergleich zur exakteorfm deutlich

i el o excin)

r—r'|

Die asymptotische Form (53) kann sie offensichtlich nicfifleen. Dies fuhrt beson-
ders zu Fehlern im AuRenbereich der Wellenfunktionen, @orsie flr Bindungen in
Atomen - also bei der Uberlappung - entscheidend ist. DierBgtriebedingung der
Paarkorrelationsfunktion (56) erfullt sie ebenso niche Bummenregel (52) kann ein-
gehalten werden, wenn die LDA kugelsymmetrisch ist, wiehreiner Transformation
von nxc[n] in Kugelkoordinaten zur Auswertung von (52) klar wird [44].

Local Spin Density Approximation Wird die diskrete Spinorientierung der Elek-
tronen bericksichtigt, so erhalten die Wellenfunktiongnden Spin als zuséatzliche
Quantenzahb und die zugehorige Gesamtdichte trennt sich in die zwei ifknte
und n; auf, einen mit Orientierung ,SpinUp* — mit der Quantenzahl= +% be-
zeichnet — und der andere mit ,SpinDown* &; = —3 — und wir definieren die
Polarisatior? als den Unterschied der beiden Dichten im Verhaltnis zua@ddichte
n= nT + nl:

r) = M (65)

Um den Spin als zusétzlichen Parameter in die Austausclel@ionsenergie ein-
zubauen, verfahren wir wie folgt. Fur den vollstéandig pisiarten ({ = 1) und den
vollstandig unpolarisierten Falt, = 0) werden Parametrisierungen gefunden und die
dazwischenliegenden Werte v@riiber die folgenden Formeln interpoliert:

—3(3) =0
sX(”?Z) = ngx(nvg) 7Z =1 (66)
~§(®@)* [a+0i+a-0f] o<t<1
gc(n,{) = &¢(n,0) + [ec(n,1) — &c(n,0)] F({), (67)
1 4
mit £(Q) = —— (1+03+a-0i-2. (68)

Die Lokale Spindichtenndherung (LSDA) hat die gleichensEiméankungen wie auch
die LDA: Sie liefert sehr gute Werte fir molekulare GeoneetriVibrationsfrequen-

zen und Einteilcheneigenschaften, aber verschatzt sisldeutlich bei den Bindungs-
energien [57]. Sie werden dennoch im Allgemeinen von de)4Ssehr viel besser

wiedergegeben als von Hartree-Fock [58]. Generell istase Arbeitspferd” in quan-

tenchemischen DFT-Anwendungen, weil Ableitungen der ebigunktionale leicht

zu bestimmen sind, entscheidend fur Potentiale, KrafteSititheorie und im Gegen-
satz zu den folgenden Erweiterungen. Au3erdem ist sie ebbsr und verhdlt sich in
ihren Resultaten tGber einen breiten Anwendungsbereidiil.sta
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Generalized Gradient Approximation Die Lokale (Spin) Dichtendherung weist
einen systematischen Fehler in der Bestimmung der Koiwak#nergie von einem
Faktor 2 auf [57]. Dieser erklart sich aus einer Doppelzédpwla die Korrelationsloch-
dichte des homogenen Elektronengases teilweise lange€lszillationen in der Aus-
tauschlochdichte kompensiert. In der L(S)DA werden diesddn kinstlich getrennt,
wodurch ein Artefakt in beiden Komponenten entsteht, wesctu der Uberschatzung
der Bindungsenergien fihrt [59]. Mit diesen bekannten Rrakn der L(S)DA lassen
sich anhand der vereinfachten Reihenentwicklung (60hidiessere Parametrisierun-
gen fur das Austausch-Korrelations-Funktional finden. iéhmen also die néachste
Ordnung mit und schreiben fir eine zunéchst beliebige, Bialbhdngige Funktiof:

On(r
Excln] = 2@+ [ 1(n(r) |n4/3)|)dr, (69)

wobei der GradientOn(r)|? durch den zusétzlichen Faktor dimensionslos geschrie-
ben wird. Aufbauend auf der Arbeit zur Korrektur der Kortelasselbstwechselwir-
kung von Stoll, Pavlidou und Preuss [59], die die obige Ddgiffdung der L(S)DA
entdeckten, konnten Becke 1985 und folgend Ziegler durchd8jntegradienten die
Bindungsenergievorhersagen deutlich verbessern [60¢ &tiste Forderung ist dabei
nattrlich die Einhaltung des gewiinschten asymptotiscteghaitens (54). Becke [57]
schlug das unter (70) angegebene Funktional vor, welchaschst nur die Austau-
schenergie korrigierte, nicht den dynamischen Korretatieil. Es bendtigt lediglich
einen zusatzlichen Paramelet 0,0042 Ht, der aus Wertefits an exakte Hartree-Fock-
Austauschenergien der Edelgase bestimmt wurde.

2

LSD. nd/3 Xo 3
Exc[n] = ExeAn] — bZ/ L b st xa)d r, (70)

wobeixg = H‘:f(rr))‘ obiger dimensionsloser, Spin-abhéngiger Gradient isdd®e und

Wang schlugen eine andere Gradientennaherung vor - hagieo¢ delRandom Phase
Approximationund Untersuchungen dérAbhé&ngigkeit vorec von Vosko, Wilk und
Nusair - die ebenso eine Korrektur der Korrelationsendogiahaltet [61]:

9]
f//(o)

(1-TH+ [€c(rs, 1) — &c(rs, O)]f(Z)Z4, (71)

€c(rs,{) = €c(rs,0) +0c(rs)

wobei f({) hier wie in (68) definiert ist. Die Erweiterung von (67) isfaisichtlich.
Anstatt komplexer, analytischer Ausdriicke &i(rs,0), €:(rs,1) und a¢(rs), setzten
sie folgende, einfachere Form an,

G(rS7A7al7 Blu B27 837 847 p) = _2A(1+ alrs) T

1
cIn {14 ,
( 2A(Bars’?+ Bars+ Bars > + Bard*h) >

die aus Betrachtungen einer Entwicklung fur grof3e Dichtelinet. Die Parameteh,
01 undp bis 4 bestimmten sie mittels quadratischer Fehlerminimierisgdew und
Wang geben tabellierte Werte an, erhalten aus den Dateneperféy und Alder [55].
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Der Parametep wiederum beschreibt das Verhalten bei geringer Dichte.igj\gefal-
lig sind hier die komplizierte analytische Form, die langerliditung, zu viele Parame-
ter, verfalschendes Wackeln im Austausch-Korrelatiootftial und eine schlechtere
Beschreibung der Dichte&dnderung innerhalbldeear Responsmittels LDA [62].

Es existieren noch eine ganze Reihe weitere Gradienteruriden, die aufgrund
des Aufbaus auf (69\lIgemeine Gradientennaherungé@GA) genannt werden. Sie
haben teils empirischen, teils theoretischen Ursprungeigmin sich eher fir Berech-
nungen in der theoretischen Chemie — wie Bindungswinkel-gedmetrien — oder
der Festkorperphysik. Die derzeit am haufigsten verweraligemeine Gradienten-
naherung ist die von Perdew, Burke und Ernzerhof [62] (RBE-GGA, da sie be-
sonders mit Bedacht auf mdglichst breite Verwendbarkeit Bimfachheit entwickelt
wurde. Ihre Besonderheiten sind, dass alle Parameter mamntale Konstanten sind,
ihre Herleitung sich auf sieben sinnvollen, physikalistiBedingungen grindet und
sie gleichwertig gute Vorhersagen wie Perdew und Wang j6fgrt:

E£ReEn, || = /d3rn [e63PArs,0) + H (rs, T, t) + €515, OF(9)] (72)
B[ 1+Af
H=—y@Ind1+ 12—
aoycp3 n{ +y a+ A2+ A%t4
B gLDA -1
mit A= — exp—Ci] ,
y { (V¢*e?/ao)
K
FX(S) = 1+K_ 1+ usz ’

wobei ¢ die Spinpolarisation (65},= 'D’” der dimensionslose Gradientenparameter

w und der Thomas-Fermi Ab-

B~ 0,066725,y= L11? ~0,031091 k = 0,804 und

mit dem Spinskalierungsfaktap(() =

. K
schirmwellenzahks = f

U= B(m?/3) ~ 0,21951 |st?8
Eine aktuelle Einschétzung der Perdew-Burke-Ernzerhaid®ntennaherung findet
sich in [58].

Wir werden uns im Rahmen dieser Arbeit zunachst als ersthritSauf die LDA be-

schranken. Einerseits aufgrund der obigen Kommentare gidglichen Verschlech-
terung der linearen Antwort auf ein &uReres Magnetfeld; abeh wegen der deutlich
grolReren Komplexitat in der Bestimmung nétiger Ableitumder Energiefunktionale.

2.2.5 Basis

Im Rahmen der Diskretisierung und zur Losung der Kohn-Skdeichungen missen
wir eine Basis wahlen, in der wir die Einteilchenwellenftioken entwickeln. Diese
Wabhl sollte angepasst an unser physikalisches Problengenfo

Es gibt hier verschiedene Méglichkeiten, die gebrauchktieh sind Slater-, Gaul3-
funktionen oder Ebene Wellen.
Die Idee der ersten beiden ist Basiswellenfunktionen zaamytdie denen von Was-
serstofforbitalen entsprechen. Es ist das einzige Systemdem wir eine analytisch

18¢jst die Elementarladungy = gn der Bohr-Radius. In atomaren Einheiten sind beide gleich 1
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exakte Losung angeben kénnen. Wir werden diese nur ganzpke@gihnen, [40]
folgend. DieSlater-Orbitale

S(Z,n,1,m.r,8,¢) = Nr"*exp(—r)¥im(8,9), (73)

wobeiN die Normierungskonstanté,die effektive Kernladung un¥, die Kugelfl&-
chenfunktionen mit den Quantenzahken, msind, sind zentriert an den Kernpositio-
nen. Da das Integral der SelbstwechselwirkuUngber vier Zentren sehr aufwendig zu
berechnen ist, vgl. (36), kdnnen stattdes&aml3-Orbitale

G(a,n,1,m,x,y,z) = NXy"Z exp(—ar?), (74)

wobeir = /X2 +Yy2 + 22 undN wieder die Normierungskonstante ist, verwendet wer-
den oder die Slater-Orbitale durch Linearkombinationen @aul3-Orbitalen (soge-
nanntenKontraktionen angenahert werden. Dies verringert den Rechenaufwand er-
heblich, da das Produkt zweier Gauf3-Orbitale wieder ald3&@wbital darstellbar ist.

Es existieren Techniken, mit denen sich der Aufwand durafw¥adung dinner Ma-
trizen und Baumtechniken van(M#) der Slater-Orbitale aub (M logM) reduzieren
lasst®. Fur diese Art der Implementation siehe Wildenhues [63].

Da zur Einschrankung des erwahnten Dimensionsfluchs besodie Periodizi-
tat von Festkorpern hilfreich ist, wollen wir periodischariRibedingungen ansetzen.
Als Raum haben wir somit einen Torus i, den wir auf den Raum der komplexen
Zahlen ¢ abbilden wollen Ebene Wellenals Lésungen der freien Schrodingerglei-
chung fur ein Teilchen int/, sind keine Funktion im ganzdr?, sondern nur einge-
schrankt auf einem kompakten Unterraum normierbar. Sieebiklso hervorragende
Basisfunktionen fiir die gesuchten Abbildungen als ortinorade Eigenfunktionen des
Laplace-Operators und ihre Koeffizienten ergeben siclnieios Fouriertransforma-
tion auf dem Torus. Mit Hilfe der Fouriertransformation &t mdoglich, die Kohn-
Sham-Gleichungen zu Iésen, ohne explizit den Hamiltoradpemls Matrix aufstellen
zu mussen. Nachteilig ist jedoch die grof3e Anzahl, welchézustellung stark loka-
lisierter Funktionen wie der Ladungsdichte in Kernnahegist. Deswegen werden
wir nur die Valenzelektronen betrachten und die Rumpfetgldn mit dem Potential
der Kerne mittel$?seudopotentialeapproximieren.

Wir beginnen zunachst mit notwendigen Definitionen fur @ellolumina und Ba-
sisvektoren aufgrund der periodischen RandbedingungascEeidend ist in diesem
Zusammenhang auch das Bloch Theorem. AnschlieRend fagtigentliche Defini-
tion der Ebenen Wellen, Pseudopotentiale und das Verfadeeikwaldsummierung,
um von der endlichen Reichweite des Zellvolumens auf dasdlioh reichweitige
Coulombpotential innerhalb des makroskopischen KorperschlieRen.

Periodische Zellen Zunachst wollen wir die Begrifflichkeiten festlegen, mitnga
wir periodische Zellen beschreiben werden. Eine sehr guiilirung mit ausfuhrli-
chen Beispielen zu fundamentalen Gitterarten, Kristalkstiren und ihren Brillouin-
Zonen liefert Kittel [64].

19Hijerbei sollM die Anzahl der Orbitale bezeichnen.
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SeiQ das periodische Gebiet im dreidimensionalen Ortsraum.déasBasisvek-
toren des realen Gitters

a1 = (a11,a12,a13),
ap = (@21, a2, a3),
ag = (831,832, a33), (75)

folgt das Volumen dieser ,primitiven Gitterzelle* mitteties Spatprodukts, das sich
Uber die obigen Koeffizienten wie eine Determinante schreiBisst:

;1 12 13
V = (a1,a,a3) = |21 a2 a3 (76)
az1 az2 as3

Wir definieren den Gittervektdr, der vom Ursprung zum Aufpunkt einer beliebigen
Zelle zeigt, als
R=nia; + nyay + nzas, (r7)

mit ganze Zahlemy, n, undnz. AuBerdem definieren wir ein reziprokes Gitter — die
ersteBrillouin-Zone— mit Basisvektoren, die sich aus denen des realen ergeben,
Ejklak X Q

b, = 2nr—"——

J vV )

wobeigjy, das Levi-Civita-Symbol, der vollstandig antisymmethiscTensor ist. Aus

den Eigenschaften des Kreuzprodukts folgt sofaytb, = 21md. Das von den rezi-
proken Basisvektoren aufgespannte Volumen ergibt sidlbzin,,bs) = 8re Analog

zu (77) lasst sich ein reziproker Gittervekt®r= g;b; + g2by + gsbs aufstellen und es
gilt sofort aus der obigen Eigenschatft:

(78)

bj -R= 2T[nj,
a; -G= 2T[gj,
R-G=2m(mgi+Nxg2+N3g3z) =2mg mit ge z. (79)

Bloch Theorem Mittels des Bloch Theorems kénnen wir eine allgemeine Agssa
Uber die Losung des Hamiltonians unter periodischen Ratidpengen treffen — wir
folgen hierzu [65]. SeH der Hilbert-RaumH; der Uber dem endlichen Zellvolumen
Q quadratisch integrierbarer Funktionen, wefrin) € H, so heil3tf (r) Q-periodisch
wenn gilt:

f(r+R) = f(r) fur alle Gittervektoren R (80)

Unter periodischen Randbedingungen muss insbesonderextzme Potential-
periodisch seinV (r + R) = V(r). Damit ist auch der HamiltoniaH = —302+V(r)
Q-periodisch. Dies lasst sich mit dem Translationsopera{®) f (r) = f(r + R) dar-
stellen. Uber den ParametBrbilden diese Operatoren eine abelsche Gréhpes
folgt, dassH und T kommutieren,

H.T(R]=0,

DEsgilt: T(R)T(R)F(r) = f(r+R1+Ro) = f(r+Ro+Ry) = T(Ry)T(Ry) (1)
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also haben sie nach (8) ein gemeinsames System von Eig¢infugrky(r), wobei
A(R) der Eigenwert zum Translationsoperator ist, MiR)Y(r) = Y(r + R) = A(R)Y(r).
Aus

T(R)T(R) =T(Ri+Ry),
A(RA(Rz) = A (R + Ra),
|n7\(R1) + |n7\(R2) = |n)\(R1 + Rz)

folgt als eindeutige Losung fur die EigenwerteAliir) = ik - R, wobeik ein beliebiger,
reeller Vektor ist'. Wir schreiben die Eigenwertgleichung um und erhaltenBlash
Theorem

T(RW(r) = Y(r +R) = exp(ik- R(r). (81)

Damit I&sst sich eine beliebige Wellenfunktion unter pdisohen Randbedingungen
zum HamiltonianH in einen periodischen Tei(r) — Bloch-Funktiongenannt —
und einen Phasenfaktor efip- R) aufspalteniy(r) = exp(ik- R)uk(r). Und es folgt
nach dem Bloch Theorem (81), daggr) Q-periodisch sein muss.

Setzen wir eine solche Bloch-Funktiopk(r) in die Einteilchen-Schrédingerglei-
chung(—%D2+V(r))qJn = EnY, ein, erhalten wir mit Produkt- und Kettenregel fol-
gende Eigenwertgleichung fur festen Wellenvelktor

<—%D2 +k(=i0) + k; +V(r)> Unk(r) = EngUnk(r). (82)

Der Wellenvektok beschreibt also verschiedene Zustangeund Eigenwertds, c zu
einem Bandindex. Dak in einem ausgedehnten Festkorper eine quasi-kontinzherli
Variable ist, gibt es zu jedem ein Energieintervall, in dem die Eigenwerig (k)
liegen. Diese&energiebdndekonnen durch Liicken getrennt sein oder sich tberlappen
und bestimmen dadurch die Leitungseigenschaften eindksdresrs.

Ebene Wellen Die Ebenen Wellen

dg(r) = %exp(iG -r), (83)

sind die Losung der freien, stationéren Schrddingergleig#%ﬂzq) = &¢, insbeson-

dere Eigenfunktionen des Laplace-Operators, waheéer Wellenvektor — oder rezi-
proke Gittervektor — in Ausbreitungsrichtung mit Energie- %2 ist. Sie haben eine
raumlich homogene Wahrscheinlichkeitsdichte (s. [41] iK42.3, 2.4 und 2.10.1.).
Lokalisierte Zustande, wie wir sie zur Beschreibung vondBimgsorbitalen bendtigen,
erhalten wir jedoch durch Superposition von Ebenen Welann da sie die Ortho-
normalitatsbeziehung fis und G’ erfillen,

[ B(CN0(G N = 85,85, 6,80.54 (84)

2Idenn|y(r +R)|? muss fiirR — o beschrénkt sein
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und ein vollstandiges Orthonormalsystem bilden,

S(x—X) = (X|X)

eignet sich eine unendliche Schar von Ebenen Wellen eiradisidete Funktion darzu-
stellen. Mit Hilfe einer endlichen Schar kénnen wir einecbel Funktion also abhangig
von der Grof3e dieser Basis approximieren.

Sie sindQ-periodisch (80), denn s& ein beliebiger realer un@ ein beliebiger
reziproker Gittervektor, dann folgt:

T(R)exp(iG-r) =exp(iG- (r +R))

= exp(iG- r)-exp(i@)
—2mk

=exp(iG-r)-1

=exp(iG-r),

mit ganzer Zahk = n10; + npg2 + N3gs nach (79). Das Hartree-Potential und die kine-
tische Energie in Ebenen Wellen sind leicht auszuwertenggdAicke. Damit eignen
sie sich hervorragend als Basis, um den periodischerufgfl) der Losung des Ha-
miltoniansH unter periodischen Randbedingungen wie folgt zu entwickel

Unk(r) = gcmk@ exp(iG-r). (85)

Schlie3lich erhalten wir die Koeffizientem xc zu einer gegebenen Wellenfunktion
Wnk(r) leicht durch inverse Fourier-Transformation:

Coks = % [ 6 tnlr) expl-iG-R). (86)

Symmetrieeigenschaft der Koeffizienten Im weiteren Verlauf werden wir die Be-
dingung an die Wellenfunktion stellen, dass sie entwedarrezll oder rein imaginar
sei. Daraus folgen Bedingungen an die Koeffizienten deréffihktionen, die es er-
maoglichen, den Speicherbedarf der Wellenfunktionen isage zu halbieren. Dies ist
aber nur fir deltGamma-Punkfk = 0) mdglich. Hierbei soll-G stets bedeuten, dass
alle Komponenten vofs negiert werden. Dazu wird eine Hélfte der reziproken Gitter
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vektoren so ausgewahlt, dass sich durch Negieren die aHddfte ergibt. Wir fordern
fur rein reelle¢ k(r):

Cik—G=C kG, (87)
denn: ¢ k(r) = gcm@ exp(iG-r)

g Gk exp(iG-r)+ (,Z Gk exp(iG-r)
0 <0

I
v

I
M M

CikGexp(iG-r)+ GZ Cik-cexp(i(=G)-r)
0 >0

Ci kG exp(iG-r)+ GZ Trcexp(—iG-r)
0 >0

= (,Z ckcexp(iG-r)+c.c
>0

ER.

Analog muss fur rein imaginane, (r) gelten:

Cik-G = —CkG; (88)
denn: ¢ (r) = chkQ exp(iG-r)

= GZ ckcexp(iG-r)—c.c.| €1.
=0

Zu beachten ist, dass hierbei fur den jeweils letzten SaeitReal- bzw. der Imginar-
teil vonc; o null sein muss und ,c.c.” bezeichnet den komplex konjugreiferm.

Wir wollen kurz die Auswirkungen der ,rellen Symmetrie* addis Skalarprodukt
aufzeigen. Insbesondere soll hi&| die obige, ausgewahlten Halfte der reziproken
Gittervektoren bezeichneél.y und §J seien dabei zwei beliebige, rein reelle Wellen-

22Njicht zu verwechseln mit rein positiven Gittervektorerg dur ein Achtel des G-Raums ausmachen.
AulRerdem ist zu beachten, dass@igenau auf dieser Spiegelach&gs; 0“ gesondert und nicht doppelt
behandelt werden mussen! Eine doppelte Summierung diesdfilenten kann durch einen Faktgf2L
in der G = 0-Komponente oder innerhalb der Summierungsroutine tsbssicksichtigt werden. In der
obigen Rechnung wurde darauf aus Griinden der Ubersickelichicht eingegangen.
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funktionen, (cgr,Cg i) und (Cgr,Cgi) ihre jeweiligen reellen und imaginaren Koeffi-
zienten.

(W)
_/ g —icgj)exp(—iG-r) Z(GG’J +iCq ) exp(iG'-r)dr
GI

= 3 (Car —icai) (@ + iéG/,i)/ exp(—iG -r)exp(iG’ - r)dr

fexe} Q
—5(G-G)

g(CGr icg,i)(Car +iCgi)

= Z [(Cer —icCq,)(Cor +iCqi) + (C_cr —iC_Gi)(C_cr+IiC g;)] (89)
G

= [(cer —icG;)(Cor +iCq) + (Cor +iCa;i)(Cor —iCai)]
S

=Y |CoCos +CaiG, +i(CorCai — Caifor)
S
GG + oG +i(—Co G, + Caior)|

=2% [corCer +CaiCai]-
G|

Die Halbierung des Speicheraufwandes birgt leider dartibexus noch einigen
weiteren Aufwand an Uberlegungen, die angestellt werdesserj um Rechnungen
insbesondere mit dem Impulsoperator korrekt zu halterséi@arlegung verschieben
wir jedoch auf Anhang A.6, da die Problematik rein technésaimd nicht analytischer
Natur ist.

Unveréanderliche lonen und Pseudopotentiale Als freie Losung eignen sich die
Ebenen Wellen schlecht, um die elektronische Wellenfankih Kernndhe abzubil-
den, da dort sehr viele von ihnen bendtigt wiirden, um dikethokalisierung wie-
derzugeben. Da wir im Rahmen der DFT besonders an Bindungisclen Moleki-
len und an dem Verhalten von Festkdrpern interessiert giniigt es, ausschlief3lich
die Valenzelektronen in Betracht zu ziehen, da beobachiedey dass sich die Rump-
felektronen bei Bindungsvorgangen nur wenig andern. Dée lidt also, das Poten-
tial der Rumpfelektronen mit dem Potential des Kerns zucker®lzen. Dies ist die
Né&herung der unverénderlichen lorfénFiir eine genauere Darstellung méchten wir
auf [44] Kapitel 9.4f, insbesondere auf [40] und [66] versesi, dessen Pseudopoten-
tialgenerator wir verwenden.

Diese Naherung erfordert einige formeltechnische Umstgllund Aufspaltung
der Gleichungen. Insbesondere das Austausch-Korretakanktional erfahrt durch
die Aufspaltung der Gesamtelektronengr) in Rumpf-nR(r) und Valenzdichte (r)
einen Korrekturterm\Exc[n] = Exc [31y R+ n"] — £xc [ nR] — £xc[n'], der
sich aus dem Vergleich der jeweiligen Kohn-Sham-Gleiclemngrgibt. Zusatzlich be-
stimmt dieses effektive Potential zwar eindeutig die Emergnd Zustande der Valen-

23engl.frozen core approximation
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zelektronen, aber im Umkehrschluss ergibt sich eine Nightteutigkeit des Potenti-
als. Dies sei kurz nachfolgend dargestellit.

SeiH der Hilbert-Raum der Einteilchen-Kohn-Sham-Zustandéemeilt in den Unter-
raum der Rumpfzustandg € HR und den der Valenzzustandiee HY: H =HR@HV.
Wir definieren einen Projektionsoperator auf die Rumptmgé,

Rumpf

PR = Zl l9y) (@], (90)
J:

und nutzen ihn, um zu einem Valenzzustgndie Rumpfzustande hinzuzufigeh:=
¢; — PR;. Setzen win; in die Kohn-Sham-Gleichung (46) ein, erhalten wir

(=302 +U = (= 302+ U)P%] 61 = iy — &Py
= [-30°+UP ¢ =& (o1)

Rumpf

mit U =U+ 5 (& —eD)@)(efl,
]

(91) ist dabei die Gleichung des Pseudoatoms mit dem PsetedfaialU,”s. Wird statt
UPS eine Linearkombination vob;”s und U[S verwendet, filhrt dies zu sogenannten
Geisterzustanden, also unphysikalischen Energieeigésweusatzlich zu den Valen-
zenergien.

Wurden die Pseudopotentiale zunéchst rein empirisch gihgewerden sie mitt-
lerweile zur numerischen Vereinfachung genutzt. Das Eetengktional (50) bzw. (51)
héangt nur implizit Gber die Eigenwertg und Dichten(r) vom effektiven ionischen
Potential ab. Wir kdnnen also die obige Freiheit der NicimeEutigkeit verwenden,
um die bei der Entwicklung nach Ebenen Wellen auftretendtarken Valenzoszil-
lationen im Rumpfbereich zu vermeiden und so die Singaélaund starken Schwan-
kungen des wahren ionischen Potentials am KeRartt umgehen. Dabei muss jedoch
die Bedingung detUbertragbarkeiterfiillt sein, d. h. an die Konstruktion solcheor-
merhaltender Potentialererden vier Bedingungen gestellt:

1. Die Eigenwerte der Valenzelektronen sollen beim Psdodoanit denen der
Gesamtelektronenrechnung Utbereinstimmen.

2. Die Eigenfunktionen der Valenzelektronen sollen beiraugi®atom mit denen
der Gesamtelektronenrechnung auf3erhalb des Rumpflbereiehr Gberein-
stimmen.

3. Die Integrale von 0 bis > rg der Ladungsdichte des Pseudoatoms sollen mit
denen der Gesamtelektronenrechnung tbereinstimmen.

4. Die logarithmischen Ableitungen der Eigenfunktioneml ilre erste Ableitung
nach der Energie sollen beim Pseudoatom mit denen der Gals&trinenrech-
nung furr > rg Ubereinstimmen.

Hierbei soll der Rumpfradiuss so klein sein, dass sich die Rumpfzustande unter che-
mischen Bindungen nicht Uberlappen. Zugrundeliegendavitain dieser vier Be-
dingungen ist die Normerhaltung der Ladungsdichte. Inshdsre die vierte Bedin-
gungen ist ein hinreichender Test fiir die genannte Ubdvankgit [67].
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Die Pseudopotentiale enthalten konkret sowohl einenkéitesn Coulombterm als
auch einen kurzreichweitigen Term, welcher Kern-Valem#i@gonalitat, Coulomb-
wechselwirkungen zwischen Kern und Valenzelektronentausch- und Korrelation-
effekte widerspiegeln soll. Die Normerhaltung bedeutagsdunter Pseudopotentialen
nicht nur die Valenzwellenfunktion aufRerhalb des Kernerei@esamtelektronenld-
sung entsprechen soll, sondern auch dass innerhalb dahgleadungsmenge vor-
handen sein muss. Dies wird durch nicht-lokale Pseudopalererreicht [68]:

Imax
Vi (r) =V°°(r) + I;V.?.'mf

P = Z;Lq [I,m){I,m| ist hierbei der Drehimpulsprojektor zum Drehimpulsoperat
L24,

Ewaldsumme Durch die Einfiihrung der unveréanderlichen lonen, der Aailtsing
der Gesamtelektronendichte und durch die Pseudopotrtgaindern sich die Selbst-
wechselwirkungsenergien, wie wir sie bisher eingefihbiema Aber auch die periodi-
schen Randbedingungen verandern die Art der Gesamtepengalhnung. Denn um
die Energie der langreichweitigen Coulombwechselwirkdaglonen an Orten und

rj zu erfassen, darf nicht nur tGber die betrachtete periodiZetie summiert werden.
Die Summation muss auch Uber alle Bildzellen des makroskbpn Kdorpers erfol-
gen, deren Ursprung durch den AufpunktvekRgegeben ist, dessen drei ganzzahlige
Komponenten wir im Indexi zusammenfassen:

/
i3 l3 sty

Hier soll’ deutlich machen, dass nicht Ubey —ry — R = 0 summiert wird. Die-
ser Ausdruck konvergiert einerseits nur sehr langsanRi# . Vorallem aber ist er
nicht absolut konvergent und somit nicht wohldefiniert. Oagrd mit Hilfe der Ewald-
Methode unter Reorganisation der Summanden behoben, wrdrezeiner Zuordnung
dieser zu sphérischen Schalen unter Annahme von Ladurgslitéti Dazu werden zu
den Punktladungen gauf3férmige Abschirmladungen ad@etwirken wie eine io-
nische Atmosphare und machen die Wechselwirkung kurasaictig. D. h. es wird
ein AbschneideradiuB.,; gewahlt und bis zu diesem aufsummiert. Zur Kompensation
der Abschirmladungen werden entsprechende Ladungen rgikehrtem Vorzeichen
eingefuihrt. Diese sind kontinuierlich und im reziprokemyriertransformierten Raum
daher leicht aufzuaddieren. Eine anschlieRende invensedrwansformation fuhrt die
Kompensationsladungen wieder in den Realraum.

Formeltechnisch griinden wir uns vollsténdig auf die Dantegin [40], und verweisen
aulRerdem auf Kleinman und Bylander, die eine gute Zusanasgunfg in [69] liefern
und deren dort vorgestellte Methode verwendet wird, um dieahl der bendtigen
Integrale und damit den Aufwand vem,(n+ 1)/2 aufmy, zu reduziere?®

(92)

24 m sind Eigenwerte voh? undLs
250 st die Anzahl der Ebenen Wellem, die Zahl der Gitterpunkte in der Brillouin-Zone.



48 2 Theorie

2.2.6 Zusammenfassung der gemachten Naherungen

Wir wollen die gemachten Naherungen noch einmal kurz zusamfassen.

Zuerst ersetzen wir das unbekannte exakte Austauschi&iores-Funktional durch
das des homogenen Elektronengases, die lokale Dichtem#h@rDA). Sie versagt
teilweise bei der Vorhersage von Bindungsenergien authdem angesprochenen Pro-
bleme mit der fehlenden Asymptotik, stellt im Allgemeinepea eine sehr robuste
N&herung dar.

Die zweite Naherung war die Annahme periodischer Randbedigen. Diese sind
in Kristallen gegeben, insofern stellen sie dort keine Méhg dar. Betrachten wir je-
doch amorphe Korper oder Gase, so werden wir statistisctelmitDie uns interes-
sierenden Nanorohren wiederum lassen sich entweder atsrearf Achse periodisch
fortgesetzt betrachten oder einzeln abschnittsweisenia entsprechend grofRe Zelle
einschlieRen.

Die letzte Naherung war die der unveréandlicher lonen. Sieftbelie Rumpfelek-
tronen, welche in chemischen Bindungen aufgrund des piktiicht vorhandenen
Uberlapps keine Rolle spielen. Es ergibt also physikalicim, wenn auch nicht rigo-
ros, sie aus den Berechnungen zu entfernen, indem einieffekionisches Potential
zusammen mit dem Feld der Kernladung bestimmt wird. Diest féiihn einer Reihe
von weiteren Problemen mit méglichen Geisterzustédndetwaraligen Korrekturen
zur Austausch-Korrelations-Energie und Verfalschungacchidie Glattung der Dich-
te in Kernnahe. Gleichzeitig beinhaltet es jedoch auch ckéhEit, Schwierigkeiten in
Kernnéhe durch Ebene Wellen, die flir gebundene Systematkitenicht geeignet
sind, zu beseitigen. Innerhalb dieser Naherung steckt dieclEwald-Summierung,
welche die langsam konvergente Reihe der klassischenuakedlich reichweitigen
Coulombwechselwirkung in zwei konvergierende Teile umaitit. Sie bendtigt je-
doch einen Abschneideradius, also wieder eine Naherung.

Dies sind die physikalisch motivierten Néaherungen an dgsngiich exakte Sy-
stem. Weitere werden mit der notwendigen Diskretisierwigein. Neben der Ewald-
Summierung wird auch fur die Koeffizientenentwicklung deslMhfunktion in Ebe-
nen Wellen eine Abschneidebedingung benétigt. Um Fouaiesformationen benut-
zen zu kénnen, ist eine Ortsdiskretisierung noétig, so dasslictidimensionale Raum
in diskreten Gitterpunkten gendhert wird. Auf all das werdar in Kapitel 3 zu spre-
chen kommen.

2.2.7 Zusammenfassung der Formeln

Bevor wir zur eigentlichen Anwendung der Dichtefunktighabrie kommen, wollen
wir den bisher hergeleiteten Formalismus so knapp wie rabgind dennoch so voll-
standig wie notig darstellen. Wir entnehmen sémtliche fedmraus [40].

Wellenfunktion und Dichte Die Entwicklung der Wellenfunktion und der Dichte
ist wie folgt

Wnk(r) =exp(ik-runk(r) = % ngKG exp(i(k+G)-r), (93)

() = 3 eline )0 (9%)
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wobein der Index der Wellenfunktiork und G Wellenvektoren,f, x die Besetzungs-
zahl des-ten Orbitals und/ das Volumen der Zell@ ist.

Totale Energie Die totale Energie der Valenzzustande — herbei sdle Umstel-
lung aufgrund der Pseudopotentiale andeuten —

Etotal = Ekin + Igpsﬁlokal + Igps,nl + EXC"’ EH [m + IEK—K (95)

besteht aus folgenden Anteilen: der kinetischen Energie

Exin = %z fn,kg G +K?|cnkal?, (96)
n
der Energie des lokalen Pseudopotentials
Epslokal \ g Z S pslokal )ﬁ(G), (97)
VpslokaI(G)

mit S_(G) = Zexp(iG “Rigta)

a

4 [ Z r
und @**(G ):ﬁ/o r Jo(r\G|)< 'Oka'(r)+T'erfc<—rFauB>>dr,

sowie ﬁ(G):\%/Qn(r)exp(—iG-r)dr,

wobei S, Strukturfaktor des long, summiert tber die loneh, mit Abstandsvektor
R.ia = R, — Ry, und g% Formfaktor heien und(G) die Dichte im reziproken
Raum ist. AulRerdem igt diel-te Besselfunktion undrf (x) = % JSexp(—x?)dX die
Gauf3sche Fehlerfunktioeyfc(x) die dazu komplementar&, die Kernladunnga““

des londs, vi°k?(r) schlieBlich ist der Radialanteil der Kleinman-Bylander.
Weiterer Anteil ist die Energie des nicht-lokalen Pseudepiials

Epsnl = ; frk Z Z\gexp(—i(ew)a& a)<p,p5‘;”m(G+ K)cka % (98)

fr?,lls,laJ ,m(k)

mit (plpslnrln =1/ 2|+1/ r2ji (r|GAV]Y (NR (1)Yim(S6, da)dr

Mm®@,0)+ (=)™ _m(8,¢) furm>0
wobei yim(9,9) = |,0(8 d) firm=0
%(Ylm({}»q))_(_l)mYl—m(s»q)) firm<0

4 o
und w!| = v @+ ( /0 r?R, (NAV], R.&.(r)dr) ,
wobeil, mQuantenzahlen zu den DrehimpulsoperatdrénndLs, fr?| 1a1.m(K) nicht-
lokale Formfaktoreny, die Kugelflachenfunktion sind, sowiﬁv (1) =vig(r) —

VIOC( r) der nicht-lokale Radialanteil der Kleinman- Bylander-rlﬁorﬁe und ¢¢ die
Winkel des reziproken Gittervektofs in Radialdarstellung.
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Weiterhin Anteil hat die Austausch-Korrelations-Energie

ExC:/Q(w)SLDA( (r) -+ nPS(r dr—Vg%LJ%A Npc

npre

(99)
mit  nP(r) = gexp(iG ) Z SG)¢f(G)
—_————
o
wobei  ¢f°(G) V/ r2jo(r|G)nPS(r)dr
pe nfsAE(r) firr >rf*
und (r)_{ o(r) =co+ 8 ,ar! furr<rEC ’

wobei nP¢ die Partial-Rumpfdichte ist, und(r) als glattes Polynom gewahlt inner-
halb des Kernradiurq'zC wird, und ebenso die elektrostatischen Energie, die sish au
klassicher Hartree-, Kern-Kern- und Selbstwechselwigkmasammensetzt,

A(G) + A% {G)|? 1z
Ees=2nv — s
c;o GF* 2, Vg

2.7, R...— Ry —L
+ % Z Z ls%la erfc Rista sJa | , (100)
153,30 IR, — Ry3 — L| /FEaUB-i- r‘]GsauB
A iG) = ZSS(G)QE”‘““(G),

wobei @2 = —% exp( r|sa“‘§)2|G|2>

wobeif®"§ G) die zusatzliche GauR-Dichte aus den Abschirmladungenzipraken
Raum mit den jeweiligen GauBradigf*'®des lond ist.

Kohn-Sham-Gleichung Zur Lésung der Kohn-Sham-Gleichung
| 3024 VPS8 (1) P57 (1) iy (1) -+ vixc ()| Wnk(F) = Enibk(r)  (101)
innerhalb eines Minimierungsverfahrens bendtigen wir Geadienten der Wellen-

funktion L
0ot [{W)}

102 . \KS
Fon = (—30°+VO) ;. (102)
N ——
) HKS
Die verschiedenen Anteile vofxk g|T + VH vPsiokal L yXC ypsnliyy ) werden
\/lokal

im Folgenden angegeben.

Kinetischer Gradient

1
(Xi6[TIWni) = 5|G+ k|?Cok G- (103)
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Lokale Potentiale
1 .
X eV ni) = /Q V'elexp(—iG -r)dr, (104)
mit V'okal — g (VH +Vp3'°"a'(G)) exp(iG 1) +V*<(r)
und VpSIokaI — ZSS(G)(HZSIOC(G)v
. 4
wobei VH = é(ﬁ(G) +RCRG),
LDA
sowie VXC=eRAn(r)) + <M> n(r).
dn n=n(r)
Nicht-lokales Potential
(105)

(XralV P |Wnk) = Z ZW‘PH il 1ot m(K) €XP(IG - Ry 1, )OI (G + K).
Is,Jal,m
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2.3 Anwendungen der Dichtefunktionaltheorie

In den folgenden beiden Abschnitten soll es um konkrete @enengen mittels der
oben niedergelegten Dichtefunktionaltheorie und die Bdhang der dabei auftreten-
den Schwierigkeiten gehen. Mit dem zuvor dargestelltemmiatismus kénnen wir die
Grundzustandsenergie eines Systems berechnen. Wirdeaugtirdie Newtonsche
Bewegungsgleichungen fir die Kerne I6sen, so liel3e siclekiikdlynamik oder Struk-
turoptimierung - Finden einer stabilen Struktur unter in@siten Randbedindungen -
betreiben, siehe [40]. Unsere Zielsetzung ist jedoch dasdBeen elektromagneti-
scher Eigenschaften.

Wir wollen kurz die folgenden Anwendungen und ihre Probldmeschreiben: Die
Kohn-Sham-Eigenwerte sind zunachst unphysikalisch, lisdan grof3ten. Mit ihm
und einem zusatzlich eingefihrten, unbesetzten Orbgat Eich ndherungsweise die
Bandlickenenergie bestimmen, welche zur KlassifikationHggdbleiter-/Isolatorei-
genschaft dient. Mittels Stortheorie wollen wir anschéie® ein duf3eres, homogenes,
magnetisches Feld anlegen. Diese Stérung bendtigt jedechmivendung des Orts-
operators, der unter periodischen Randbedingungen nighidefiniert ist. Mit Hilfe
maximal lokalisierter Wannierfunktionen und einer Umdiitom wird seine Anwen-
dung jedoch mdglich sein. Zur Anwendungen der Stérung wewdeitere Orbitale
hinzukommen, welche die gestdrten Wellenfunktionen iteer®rdnung reprasentie-
ren, mittels derer wir die elektronische Stromdichte lesten kdnnen. Sie entsteht
durch das Einwirken des aufl3eren Feldes und bedingt wiedeiniinduziertes Ma-
gnetfeld, dessen Verhéltnis zum auf3eren angelegten demstieen Abschirmtensor
und die magnetische Suszeptibilitdt bestimmt. Diese wewde im Rahmen der ab-
schlielBenden Ausfiihrungen zur Kernspinresonanz definiere

2.3.1 Leitereigenschaft

Wir folgen Kittel [64] in diesem Abschnitt. Um festzulegenty ein Material elektrisch
leitend ist, dient die Bandliickgy als Mal3stab. Diese beschreibt die Ausdehnung ei-
nes Bereichs, in dem keine elektronischen Zustande ertandit Als grobe Grenze
wird 3 eV gewahlt, um zwischen Leitere{ < 0eV), Halbleitern (0> E5 > 3eV)
und IsolatorenKg > 3 eV) zu unterscheiden. Besonders Halbleiter bieten issarge
Anwendungsmoglichkeiten, da sie als Einwegleiter odeSalsalter verwendet wer-
den kénnen. Entscheidend ist zunéchst die Anzahl der figigktronen im Medium,
die nicht an Gitteratome gebunden sind - die LeitfahigkBitrch Dotierund® des
Halbleiters mit drei- oder finfwertigen Akzeptor- und Dtmr@lementen kann diese
gesteigert werden. An der Grenzschicht zweier unterstibtiiedotierter Halbleiter bil-
det sich eine ladungsfreie Zone, da freie Ladungstragedamnseinen Medium durch
diese Schicht in das jeweilige andere wandern und dortigeradesieren. Es bildet
sich unter Gleichgewichtsbedingungen ein elektrischdd iReHohe der Bandliicke,
durch das der kurzfristige Ladungsfluss versiegt. Durchrifuigien eines aufieren Fel-
des kann diese Raumladungszone jedoch entweder so wditiaerk werden, dass

26Dgas ist die Einbringung von Fremdatomen in das Gitter debliigrs mit einer ,Verunreinigung® in
der GréRenordnung von 18, Bei den bedeutenden, vierwertigen Halbleitern GermaninthSilizium
wird mit den Stoffen Bor, Indium, Aluminium oder Gallium bzden fiinfwertigen Elementen Phosphor,
Arsen oder Antimon dotiert. Gemischte drei-finfwertigeigiter wie Galliumarsenid werden wieder-
um mit vierwertigen Stoffen wie Kohlenstoff, Silizium od@old verunreinigt.
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wieder ein Strom fliel3t, oder so vergréf3ert, dass nur noaerschwindend gerin-
ge Ladung durch Warmediffusion den Weg durch das Materid&firDies beschreibt
in einfachen Worten den Vorgang innerhalb ein pn-DiodeemirEinwegleiter. Fir
einen Transistor werden drei Schichten mit wechselndeieRotg verwendet. Durch
Anlegung einer Spannung zwischen mittlerem und einem &ual®lock kann wieder
die Raumladungszone so verkleinert werden, dass ansehtefin Strom durch den
gesamten Transistor flie3t. Heutzutage kénnen Schalt&nim&roéRe durch lithogra-
phische Prozesse gefertigt werden und ermdglichen dadwci die verschwenderi-
sche Rechenkapazitat dieser bescheidenen numerischeit. Arb

Im Folgenden wollen wir darlegen, wie wir die Bandlicke elgtder im letzten Ab-
schnitt 2.2 hergeleiteten Dichtefunktionaltheorie néahgsweise berechnen wollen.
Dazu beginnen wir mit der Definition der Bandlicke aus Valanmm Leitungsban-
denergien. Diese muss jedoch zunachst genéhert werderiy Baime ionischen Sy-
steme berechnen kénnen, was uns zur HOMO-LUMO-Gap fiihrtBdedlticke in
Molekilen. Mittels einer einfachen Vorstellung einesdreElektrons im Feld der vor-
handenen Elektronen werden wir schliel3lich eine einfacherechnende Naherung
an die Bandlticke finden.

Bandlicke Wir folgen zunéchst [70] und betrachten ein System nichthgelwir-
kender Elektronen mit aufsteigendem Energiespekigyra,, ..., wobei der Abstand
wie 0 (M~P) — M Elektronenzahlp sei ein positiver Bruchteil von 1 — abfallen soll.
Generell soll das System grol3 sein, aMo— . Der Isolator soll eine Liicke der
Groleey zwischerey unden 1 mit Abstand der Ordnung (1) haben,

€y =E&EN+1— &N

Die Grundzustandsdichtay (r) von M Elektronen ergibt sich aus dem Stationaritéts-
07sm

prinzip (40): =" +V = uu. Fir das chemische Potential gily = em +0(M~P). Es
ist wohldefiniert auf3er fipy, dieses liegt irgendwo zwischeg und ey 1. Betrach-
ten wir nun die beiden Grenzwerte von obddn— N + 1 und von untetM — N, dann
erhalten wir:

. _0Ts 075
97 on. on_’
wobei 9% — jim 9% (106)

an. M—N+1N N’

Die Bandliicke entspricht also einer Unstetigkeit im kisgtien Funktional. Hartree-
und elektrostatischer Teil sind stetig, da rein dichteabigi FUr ein wechselwirken-
des System kommt zusétzlich eine Unstetigkeit im Austad&mielations-Funktional
hinzu.

Die Bandliicke kann nun rigoros aus den Einteilchenanregpmeygien definiert
werden [71]. Es ist die Differenz zwischen dem niedrigstertungsband. und dem
hochst besetzten Valenzbaagd

&= Ent1—En, (107)
&y =En—En-1, (108)
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Hierbei bezeichneEy die Gesamtenergie des N-Teilchen-Grundzustands.

HOMO-LUMO In unserem DFT-Kontext sind die Gré3&r.; und En_; jedoch
nicht ermittelbar, deswegen wollen wir stattdessen véwsdEg in Beziehung zu den
in (46) definierten Kohn-Sham-Eigenwerten zu setzgfM) bezeichnet hier den j-ten
Kohn-Sham-Eigenwert eines M-Elektron-Grundzustands.

Wir wollen zeigen, dass sich Leitungs- und Valenzenergah avie folgt schreiben
lassen [70]:

& =eny1(N+1), (110)
gv = &en(N). (111)

Denn wird folgende Dichtey (N) = z'j\":l |Wj(N)|? definiert, d. h. als die Summe tiber
die Einzeldichte der ersten M Wellenfunktionen eines NkEtn-Systems, dann a3t
sich (108) wie folgt umschreiben:

&y = E[nn(N)] — E[ny_1(N — 1)].

nn—1(N — 1) ist nun immer noch nicht zugéanglich, eine Naherung dumghy (N) hat
jedoch nur einen Fehler vo@(N~1). Wir fassen also die Valenzenergig als die
Differenz der Energiefunktionale eines N-Elektronensyst mit der obig definierten
DichteNy und eines N-Elektronensystems mit der DicNtg ; auf:

&y ~ [ (N)] = £ [ny_1(N)] = ﬁnN r—/a—nN A(N
= —|lJJN(N)|20|3r
- / U (NS ()
=¢en(N

Die letzte Aquivalenz folgt aus der obigen StationaritéatSbgung fur eine Grund-
zustandsdichte (r) und der Kohn-Sham-Gleichung (46). Wir erhalten also (111),
ahnlich folgt (110). Somit folgt fur die Bandlticke

€g~ en+1(N+1) —en(N) = enya(N) — en(N) +Axc. (112)

Den Unterschiedxc besteht in den schon erwahnten fehlenden Austausch-doomes-
Korrekturen. In [70] leiten Sham und Schliter fur die Ungletit einen exakten Aus-
druck her. Wie zu sehen ist, liegt dies sehr nahe an der ,nabefinition der Band-
lucke als Differenz zwischen dem obersten besetzten undutensten unbesetzten
Orbital. Diese wird auch als HOMO-LUMO-G&pbezeichnet. Man kann diese naive
Definition wie folgt interpretieren: Die Kohn-Sham-Eigeente haben keine physika-
lische Bedeutung bis auf den obersggiiN), welcher der Einfach-lonisationsenergie
entspricht [72]. Gleichzeitig istn+1(N) die Energie dedN + 1-ten Elektrons, wel-
ches sich im Feld de Valenzelektronen bewegt, ohne dieses Feld zu beeinflussen.

27,,highest occupied molecular orbit*, ,lowest unoccupiedleanlar orbit*
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Also im Sinne eines freien Elektrons im Medium. Der Zusatat&yc muss jedoch
entstehen, da dieses Elektron immer noch dem Paulipriretiprghen muss und dy-
namische Korrelationen bewirkt.

Uber diesen dargestellten Ansatz ist jedoch eine nahengigs Bestimmung der
Bandlicke mihelos méglich, indem ein zusétzliches unbeseOrbital orthogonal
zu den ubrigen in die Rechnung eingebracht wird, dessemtwgye in Abhéngigkeit

der besetzten Dichte minimiert wird. Wir erhalten also inbesetzten Fall folgendes
Energiefunktional mitNy der Zahl der besetzten Zustande.

Eunbesetzt[{wi},\quJrl] — <qJN¢+1‘ _ %D2+Vion + %VH [nbesetz}_i_exc[nbesetzﬂquJJrﬁ'
(113)

2.3.2 Dichtefunktionalstortheorie

In den drei folgenden Abschnitten wird es darum gehen, wgrdagnetische Feld

im Rahmen der Dichtefunktionalstortheorie in den Hamilion(36) einzubauen, die
gestorten Wellenfunktionen und Dichten zu berechnen usdhlamen die Stromdich-

te zu erhalten sind. Mit ihr kommen wir zur eigentlichen z&ei Anwendung, der

Kernresonanz-Spektroskopie und den damit verbundenefle@riaem chemischen
Abschirmtensor und nebenbei der magnetischen Suszétibil

Zunachst wollen wir jedoch mit einer allgemeinen Einfilguwanhand der Rayleigh-

Schrédinger-Stortheorie beginnen, anschlielend mdtetser klaren, ob das magneti-
sche Feld tiberhaupt als kleine Stérung der zuvor bereah@endzustéande betrach-
tet werden darf, d. h. die Energiezustandsverschiebungesh dias stérende Magnet-
feld klein sind, und schlief3lich die Dichtefunktionalgtigorie herleiten und auf unser
Problem anwenden.

Rayleigh-Schrodinger Stortheorie Der HamiltonianHyk (siehe (36)) lasst sich in
zwei Anteile aufspalten - wir folgen in diesem Paragrapheniarstellung in [41],
Kapitel 11.1:

H=HO \HY. (114)

A wird Storparameter genannt und koppelt die Stérti§ an das ungestorte Sy-
stem, reprasentiert dur¢h(®© = Hyk. Wir nehmen an, dass wir dessen Eigenfunktio-
nen|lP§,0)> und -wertee!?) exakt kennenH(0)|LIJ§,O)> = SEO)NJE,O)). Wir suchen nun die
stationaren Zustandd |W,) = €,|¥,). Da die Storung klein sein soll, wird um den
Parameteh in folgenden Reihen entwickelt.

en=e raell 1 A%@
(Wa) = (W) + AJWRY) + A2 W)+ (115)
Wir wollen der Einfachheit halber zusétzlich annehmensdﬁfsGrundzusténqwﬁo))

nicht entartet sind, es gilt alséo) + sgo) fr paarweise ungleiche Indiz¢s j). Ein-
setzen in (114),

HO L AHD 4+ (W) + AWy + AWy 4. )
= (&2 +nel) + 222 + ) (W) - AWy - 22wy 1),
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und anschlieRendes Sortieren bis zur zweiten Ordnung dasnBters\ liefert drei
Gleichungen:

HOWPY = 9wy,
HOWE) +HO W) = e[ wh) + e W),
HOWE) + HO W) = e wi®) + eV Wity 462 W),

Zunachst mussen wir noch eine Normierung der gestortenrzunigestorten Zustan-

den festlegen{LIJﬁo)HJn) =1= (qJﬁO)|LIJ§1':O)> + <w$°>|w$'*°>>. Anschliel3end multipli-
-1 =0

zieren wir mit(lPS]O)| und erhalten die ungestodrte Energie und Storkorrekturebgeiv

jeweils die niedrigeren Energieterme in jene der hoherem@rgen eingesetzt werden

mussen:

mEn | (O g (1) w0y 2

2 0 1

sr(']):<l_pr('])|H(l)|qJ$])>: z ‘( m(‘o) ‘(o)n >|
m Sn —Sm

Folgendes lasst sich anhand obiger Formeln feststellen:

1. FiUr den Grundzustamﬂ)o) ist die Verschiebung zweiter Ordnuméz) negativ.
Daséo) < sf%)éo, weil sf)o) Grundzustand ist.

2. Falls die Matrixelemente vod (Y von vergleichbarer GréRe sind, liefern raum-
lich benachbarte Niveaus einen grof3eren Beitrag in dertew&rdnung Sto-
rungstheorie als entfernte - offensichtlich aufgrund dé&gren Uberlapps.

3. Falls ein wichtiges (grol3es Matrixelement, kleiner Absf) Niveau vor!-:,(T?)

oberhalb vorsﬁo) liegt, so wirde, nach unten und,, nach oben verschoben: Die
Niveaus stof3en sich ab.

Stérungsformalismus Unser bisheriger Kohn-Sham-Hamiltonian (46) schlief3t so-
weit noch keine elektromagnetischen Felder ein. Im AbgtRril.3 haben wir jedoch
bereits hergeleitet, wie durch ,minimale Substitutionesk zu integrieren sind, wir
erhalten dabei zwei Zusatzterme:

H® = 2(p-Ar) +A(r) - p),
= (A(r)-p), (116)
H@ =1A®r)-A(r). (117)

Denn es gilt mit dem vollstandig antisymmetrischen Temgger
[p7A] = [_Hj?_%r X B]
= —iz [EijkDiFjBk— SiijjBkDi]
=0.
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Damit erhalten wir das Storfunktional.

Lp= Z@k\H(” +H@|oy). (118)

Stortheoretische Abschétzung Bevor wir die Stérungstheorie im folgenden Ab-
schnitt 2.3.4 anwenden, mussen wir erst kontrollierens dies Voraussetzungen er-
fullt sind, d. h. die Stérung Kklein ist - wir folgen wieder [} Kapitel 7.2 und benutzen
hier Gaul3sche Einheitei! sei eine beliebige Wellenfunktion. Zunachst stellen wir
den ersten Stérterm (116) durch das VektorfAlgnittels des Drehimpulsoperators
L="rxOdar

%iAﬂLP: 'r':—i(—%) (rxB)-OW= %ec(r x 0)-BY = —%CL'DW.
Der zweite Term (117) lasst sich wie folgt umformen, wir weihidabei ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit, dass das B-Feld parallekzziichse sei, und nutzen
die Darstellung (24)

& 2 & 2 &€ o 2 &B;
e’ ¥ gme B = gne B - (MBI = s
Ein Vergleich der Grofenordnungen des ersten mit dem zwdkem und des
ersten Term mit der Coulomb-Wechselwirkung zeigt nun - ygigchen Laborfeldern
auf der Erde bis zu einer GroRenordnung voh Gauss oder T0Tesla,

(s2) 0C+¥B2 @ B,
|- (32) (WL /W)B,| ~ 4hcep/a?

2mc

(rF+r5)W.

=1,1x 10 . B[GauR,

dass der zweite Term vernachlassigbar gegentiber dem argten

a 2%

dass der erste wirklich nur eine kleine Stérung gegeniibe€delombenergie des Sy-
stems darstellt. Hierbei ist = %hc ~ %7 die Feinstrukturkonstantéal die typische

Starke des Coulombpotentiaks= f’;\—z der Bohrsche Atomradiugy die Dielektrizi-
tatskonstante des Vakuunmdie Elektronenmassé,das Planck’'sche Wirkungsquant
undc die Lichtgeschwindigkeit. In der Natur kdnnen jedoch weiildere Feldstéarken
vorkommen. In Neutronensternen z. B. kdnnen Magnetfelget @2 GauR auftreten,
weswegen dort eine einfache Stérungsrechnung nicht meéchyéertigt ware und ei-
ne vollstandige Entwicklungsreihe gerechnet werden nwissiir obigen besonderen
Fall durch Garcke [73] oder auch in [74], die sich allgemeihDichtefunktionalen in
starken Magnetfeldern beschéftigen.

Dichtefunktionalstérungstheorie Analog zur Rayleigh-Schrodinger-Stérungstheo-
rie wollen wir nun die Dichtefunktionaltheorie aus Absdhi2.2 stérungstheoretisch
erweitern - wir halten uns herbei an [68] bzw. [75]. Ausgqngt ist das Kohn-Sham-
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Funktional (41). Wir gehen zunéchst allgemein von niclii@gonalen Orbitalen aus,
weswegen wir das Funktional mittels der Dichtematrix

Zw| $ qJJ

schreiben werden, wob&™? die Inverse der Uberlappmatr; = (gi|yj) undn =
p(r,r) die Dichte ist.

£[p(r,r')] = %/dr/dr’a(r—r’)Drzp(r,r’)

|2
+%/dr%—I—Zxc[n]—i-/V(r)n(r)dr

Das Minimum dieses Funktionas liefert die Grundzustandsenerdig® , wobei wir
annehmen, dass die Orbitale im Minimum orthogonal aufelaaateheanJi(O) NJEO)> =
gij. Zu diesem Funktional addieren wir nun ein beliebiges 8tiktional £, wieder
mittels eines kleinen Parameteérs

Egesamt{|Wi) ] = £ [{[Wi) }] + AEp[{|Wi) }]. (119)

Klassisch ware zu erwarten, dass sich nur bei EinschalteBtdeung ein kurzer Strom
ergibt, der dann versiegt. Diese zerfallen auf mesoskbpit Skala jedoch nicht,
sondern bilden sogenannte ,persistent currents”, aldmstae, koharente Zustande
mit entsprechend verschobener Energie. Aufgrund diesgioBaritat besitzt dieses
Funktional £gesamtnach Hohenberg-Kohn wieder ein Minimum, diesmal angewandt
auf den kompletten HamiltoniaR © +H® + H@ und der zugehérigen Grundzu-
standsgesamtwellenfunktid®. Wir entwickeln Energie und Wellenfunktionen analog
zu (115) nach dem Storparameter. Setzen wir diese Entwigkitudie Definition der
Dichte (94) ein, ergibt sich eine analoge Entwicklungsdilr diese:

=n©@ +an® 4., (120)

insbesondere mit der Dichte erster Ordnung

‘Zw' N +3 0w (). (121)

28Djes ist der Bereich zwischen einem Bohr-Radius und der Kaotzénge der Elektronen des Sy-
stems, typisch von wenigen Nanometern bis Mikrometern.
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AnschlieRend schreiben wir Funktional (119) in einer Tegttawicklung® um |y(©)
bis zur ersten Ordnung uj:

Egesamt= EKS [IUJ(O)> + 7\|UJ(1)>} +AEp [IUJ(O)> + MlIJ(lw
= Es[[$ )] + Az [y )]

N ©)
Ai(amn(tg) 1 4 (gl |asz[|w| >]>

-\ o) o

o Z<ai$>]'w'> v '6Z<E|ut.p|>]>

+h $(2\5K56|w§3’>]>|w' )+ <“|%wf”>+
R—gfff“”: o) s

o oY
+O(A3).

Die Terme in erster Ordnurigverschwinden aufgrund der Stationaritatsbedingung (40),
wie oben gefordert und wir erhalten:

g9esamt_ £ (W)} + Az [{1)}]
2.0 2.0
152 (D)D) °Eks (1, O7Egs (1)
+30° {NJ W 5= o ool )
ihj=1 oW |a<qu | a<qu lojw;i ™)

g PLd (1 (D
i \W\ i WN% )W >}
o0|W;)ow; | oy 7)ol ™)
Ny

ey {2 Oy
o ETCRETI )

+0O(NY).

Wir ordnen wieder die Energiekorrekturterme entsprecaer@drdnungen des Stérpa-
rameters zu. Im Einzelnen wollen wir nun die gestorte Emengizweiter Ordnung
E(@ bestimmen, da erst diese variationell gegeniiber den gestidrellenfunktionen
|p®) ist. Uber die Minimierung dieses Ausdrucks kénnen wir diei@lzustands-
wellenfunktionen und damit die -dichte des gestorten Batrgktionals (119) finden.
Wir wollen kurz mittels des Kohn-Sham- Energiefunktionéﬁi) folgende Gleichheit
zeigen. D.elc|entutaten(44)(45)ur+et—(W = |y° >€1heﬁendabeL

anawlo)l
ast) 07s d

= + dr+£n[n+z
0]~ 30 3 U MmO sl el

— — 221+ v () ) +Viee ) )
©1y%).

29Wir entwickeln hier also analog wie bei einer Funktionfixg +Axq) ~ f(xg) +Af’(x0)(X1) +
%)\Zf”(xo)(xl)z, nur mittels entsprechender Variationsableitungen.

(122)
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Die Auswertung der Ableitungen, in obigem Ausdruck zwe@sdnung, verein-
facht sich nach [75] sehr im Falle orthogonaler Orbitdle= &;. Diese Annahme ist
gerechtfertigt, da diQJi(O) unter entsprechender Nebenbedingung ja bereits minimiert
wurden. Wir erhalten folgenden Ausdruck:

1), 0Zp[ )] n 0zp[|W)]

E? =3 W
Z[ (] o|y”)

+ 3 (WY HOd; — (W HO ) |w])
—_——

1]

)] (123)

=Nij

0
+1 /d3 rd3r ’a ZXC (( ))] n® (" )n@ (",
n(r

mit H( 0 = Hks.

Wieder bendtigen wir eine Orthogonalitéatsbedingung desa@ewellenfunktion, wir
fordern:

W)+ P =0 i
Noch allgemeiner setzen wir aber die folgende Bedindundem dadurch verschwin-
det die integrierte Stérungsladung?) = [d3 n®(r) = 0 (siehe (121). Die Gesamt-
ladung muss unter Storung erhalten bleiben).

WMy =0 vij. (124)

Die Wellenfunktionerwi(o) koénnen rein reell gewéahlt werden, da das Hohenberg-
Kohn-Funktional (39) nur von der reellen Dichte abhéangttr&8shten wir aber die
Matrixdarstellung des Stérhamiltoniak?,

(rIHY|r') =i30%(r —r')(r —R) x B- 1,

wobei R ein beliebiger Aufpunkt sei, so ist diese rein imaginar. [Z8rfunktio-
nal (123) steht Uber (118) in direkten Zusammenhang mit deigea Stérhamiltonian.
DaE® und diqui(O) also rein reell sind, folgt aber somit, dass clii%) rein imaginar
sein missen. Damit verschwindet die Dichte erster Ordnt8g)( denn beide Sum-
manden heben sich gegenseitig auf Dadurch vereinfadhtlag Storfunktional (123)
zu folgendem Ausdruck, wobei wit @ in (118), aus den weiter oben erwahnten Ab-
schéatzungen, vernachlassigen:

EQ@ _ [(UJ(1)|H(1)|‘JJ(O)>+< ]+ @3 — Na|p™).
Z ; (125)

Fur die gestorten Wellenfunktion¢q)(1)> erhalten wir Gber das Variationsprinzip wie-
der eine Stationaritatsbedingung:

0E® _ 9zy[|w)] 0 "
O]~ Ty +Z(H O — M) W)

=0. (126)
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2.3.3 Homogenes Magnetfeld unter periodischen Randbedinggen

Der Stérhamiltonian (116) enthalt das Vektorpotenfét), dieses wiederum, nach
der besonderen Darstellung (24), den Ortsoperm@r:—%[r x B]. Unter periodischen
Randbedingungen ist dieser jedoch nicht wohldefiniert. ®esamthamiltonian muss
aber periodisch sein, damit sich korrekte Losungen unterg@éorderten Randbedin-
gungen ergeben. Wir bendtigen also einen periodischem&@toltonian.

Mauri und Louie haben in [76] Rechnungen unternommen, he2aelas magne-
tische Feld mit einem endlichen Wellenvektpraumlich moduliert wird.

B(r) = Bo (o,o, V2cogq- r)) —OxA

. HW— p-A:\/E&;mpyBo.

Dadurch ist also der gestdrte Hamiltonian ebenfglfgeriodisch und somit wohlde-
finiert fir ein ausgedehntes System. Die gesuchten ResiiliaB(r) = By werden
durch numerische Extrapolatiagn— 0 erhalten. Dies ist numerisch jedoch relativ kost-
spielig. Einerseits muss stets fir mehrere Werte von q geetaverden. Andererseits
darf nicht mehr nur im Gamma-Punkt gerechnet werden, saritd®ar viele Zellen, da
|g~| meist nicht in dem diskreten, reziproken Gitterbereicptlie

In [68] wird eine Alternative angeboten, die auf den besomdeEigenschaften der
Wannier-Orbitale basiert. Sie werden aufgrund ihres ezptiallen Abfalls als isoliert
betrachtet. Deswegen werden die Orbitale in virtuelle 8l eingesperrt. Sebastia-
ni [68] schlagt weiterhin vor, auf diesen einen neuen Oksaipr zu definieren, der
linear von—L /2 bisL /2 ansteigt und am Rand (safftyonL/2 nach—L/2 abféllt, in
der Form eines Séagezahns Uber den relevanten Bereich denfektion. Problema-
tisch an diesem Operator ist seine unphysikalische NatyBprungbereich®, der aber
der Theorie nach dort erfolgt, wo die Wellenfunktion verstidet. Die Transforma-
tion mittels eines ,Sagezahns" ist aber weniger aufgrundresultierenden Fluktua-
tionen durch nachfolgende Fouriertransformationen notlige Die analytische Sage-

zahnform,
N

f(x) :x—>2-z(—1)i+1M, (127)
= J

blieb in der visualisierten Stromdichte in Form von Trepparch fir groRé&\, deutlich
erkennbar. Dabei sollte sie sich unter einer FFT ausgezefcrerhalten. Stattdessen
ist es die Unstetigkeitsstelle am Rand. Im Zusammenspiedem zu ermittelnden
Wannierzentren und der Translation dorthin fuhrt sie zereextrem grof3en Anfal-
ligkeit der gest('jrterupl(”p) gegen Schwankungen in der Zentrumsbestimmung. Dem
Problem zugrunde liegt die Konvention des nachsten Bil&msn Der Abstand zweier
VektorenR undr in der Zelle soll mittels eines Gittervektors (77) so gewérdrden,
dass/R—r 4 Ryitter| Minimal ist.

Betrachten wir nebenstehende Abbildung des Ortsoperéfgfs= x entlang einer
Koordinatex in blau. Sei ein Zentruni, fiir dasl-te Orbital bestimmt und die Mitte

301n ihrem Randbereich soll die Wellenfunktion nahe bei Nalibdie Lange der Zelle gréRer als die
Abklinglange des exponentiellen Verlaufs sein.
3lym hohe Frequenzen durch plétzliche Anderungen zu meiden
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der Zelle dorthin verschoben, dann befinden sich eine gewlisgahl von Gitterpunk-
ten genau auf dem Rand dieser virtuellen Zelle, also jeviitder entsprechenden
Abstandsvektorkomponente eine halbe Kantenldngen R, entfernt. Fluktuiert jetzt
R in den einzelnen Komponenten um ein sehr kleiyegerschiebt sich die Zelle da-
durch so, dass die Punkte aufgrund der Konvention plotaimhgegenuberliegenden
Rand der Zelle liegen. Und folglich erfahren sie einen Vimtzenwechsel, wenn ein
linear ansteigender Ortsoperatbix) angewandt wird, ndmlich voh nach—L. Rot
und griin sind nun zwei Sinuskurven, welche die Unstetigktitle beseitigen. Ohne
sie wurde ein am rechten Rand liegender Gitterpunkt auédan obigen Konvention
bei einer Schwankung um ein positiv@sn den linken Rand verschoben. Mit ihnen
ist der Ortsoperator stetig und periodisch. Wir wahlter dtdgende Formulierung,
wobei der Parameter= 0.01 sehr viel kleiner ist als in der Abbildung dargestellt:

_%.sin(ﬁ.g) ,0<x<s-L
—sl) -5 ,sL<x<(l-s-L \ (128)
%-COS(Xi(iIS).L : g) J(1-9)-L<x<lL

Noch zu erwéahnen ist, dass die zweite Einschrankung diesgekiensweise die
zusatzlich notwendige exponentielle Abklingforderuniy weelche Metalle wegen ih-
rer delokalisierten Orbitale und rein algebraischen Abfalisschlief3t.

Wir wollen nun zunéchst eine Invarianz der Bloch-Wellekfionen aufzeigen. An-
schlieBend werden wir das Ortsoperatorproblem genautagdar und es mit dieser
Invarianz 16sen kdénnen. Dies flhrt uns zu den sogenankiaximal Lokalisierten

Wannier-Funktionen

Varianz  Die Bloch-Orbitale, welche sich als Losungen aus der Mieing des pe-

riodischen Hamiltonians ergeben, sind nicht eindeutig. sdhd invariant gegentber
einer allgemein unitédren Transformation. Eindeutige @tbierhalten wir, wenn ge-
fordert wird, dass die Varianz, das zweite Moment der k-teliédfunktion,

o = (Wk|P2|Wk) — (Wi[FIwi)?, (129)

in der Summe Uber alle Orbitale minimal ist. Es ist offenlich, dass die Varianz
unter einer unitaren Transformation aufgrund der Nichtelairitat nicht erhalten bleibt,
die Dichte und Eigenwerte des Hamiltonians aber sind iawariDie resultierenden
Orbitale werden Wannier-Orbitale genannt. Diese Teclstikni der Quantenchemie
wohl bekannt, wodurch Bindungswinkel und -langen erstitvesbar werden.

Ortsoperatorproblem  Wir wollen dieses Problem kurz ausfiihrlicher darstelled un
verweisen auf Abbildung 2 auf Seite 64. Wir stellen jewelék&ronische Wahrschein-
lichkeitsdichten von Galliumarsenid in Sicht auf die XZdgle dar. Im ersten Bild se-
hen wir ein typisches Orbital; nach der Minimierung. Es ist Uber die ganze Zelle
ausgebreitet und nicht lokalisiert, da im Rahmen der DFTigidie Gesamtdichte
entscheidend ist, nicht die einzelne Wellenfunktion. Exmevendung des Ortsopera-
tors (Y [F|Wi) = 3, Ci(r)rci(r) liefert kein sinnvolles Zentrum. Die Dichte, von der der
HamiltonianH nach Hohenberg-Kohn im Grundzustand einzig abhangt, variemt
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gegenlber einer unitéaren Transformation der WellenfonktiVir kbnnen also, bild-
lich gesprochen, die einzelnen Anteile der Wellenfunlgiomintereinander tauschen,
bei &quivalenter Gesamtdichte, bis jedes einzelne Ofbitalisiert ist. Das Ergebnis
fur ein solches Orbital istim zweiten Bild zu sehen. Optigdst sich nun ein Zentrum
bestimmen, eine naive Anwendung des obigen Ortsoperadfest jedoch wegen des
eventuellen Ubertritts am Rand der Zelle ein falsches ZiemtEs liegt stets zu weit in-
nen, da der angewandte Operator nichts anderes als dietAalfiswahrscheinlichkeit
gewichtet mit einer nicht-periodischen Koordinate iste®ist in Bild drei zu sehen -
X markiert das wahre, ,0" das berechnete Zentrum. Ein gglksr, periodischer und
unter diesen Randbedingungen wohldefinierter Ortsopdratert jedoch das richtige
Zentrum. Haben wir dies einmal bestimmt, kdnnen wir jedekit@ir fir sich in die
Mitte einer virtuellen Zelle verschieben, siehe Bild viBxann kann auch der naive
Ortsoperator angewendet werden und liefert wohldefinidktete, solange das Orbital
die exponentielle Abklingforderung erfullt.

Die Nicht-Periodizitat des Ortsoperatofsst leicht am Translationsoperatb(R) =
exp(R-0) zu sehen, mit dem er nicht kommutiert. Daher ist er in der ei§orm
unter periodischen Randbedingungen nicht mehr gultigteaH&3] schlagt eine offen-
sichtliche Erweiterung vor, mit der sich dennoch ein sirlevoErwartungswert des
OperatorsX ergibt:

(X) = 000wl B ). (130)

Mit dieser Definition des Ortsoperators ist eine Auswertdeg Varianzausdrucks
maoglich. AuRerdem ist er offensichtlich L-periodisch, ddamit kbnnen wir das wah-
re Zentrum einmalig innerhalb der Lokalisierung der unjy@sh Orbitale berechnen
und dieses anschliel3end zur Translation nutzen, damitadee @rtsoperator wieder
Gultigkeit innerhalb seiner virtuellen Zelle hat.

Maximal lokalisierte Wannierfunktionen Allgemein gibt es nun zwei Méglich-
keiten eine unitare Transformation zu berechnen, mitteterdsich die Varianz der
Orbitale minimieren lasst.

Der erste Weg geht Uber die Potenzen antisymmetrischerizdatexpA) (sie-
he [78] fur eine Ubersicht und rigorosere Varianzdefinitiohufgrund der gréReren
Einfachheit und Parallelisierbarkeit verwenden wir abeee anderen.

Dieser verlauft nAmlich &hnlich dem Jacobi-Algorithmus Riagonalisierung ei-
ner symmetrischen Matrix - wir folgen hierbei der Darstetjuvon Gygi et al [79].
Diese Problemstellung der Diagonalisierung ergibt sictyramd folgender Uberle-
gung. SeiA dabei ein beliebiger selbst-adjungierter Operator. SeéemA, B € CNVN,
deren Matrixeintréage wie folgt definiert sind:

aij = (Wil AlW;),

bij = (Wi|A%W;)).
Dann lasst sich die Varianz (129) wie folgt schreiben, wabeiie gesuchte Transfor-
mationy; — Uy; undU T die komplex konjugierte, transponierte ist:

i(u TAU)Z. (131)

Oig = ZGE: SpuTBU) -
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Abbildung 2: Von links oben im Uhrzeigersinn: 1) Zun&chst ein einzelrezslé Valenzorbita-

le von Galliumarsenid, wie sie typisch nach der Minimierung<commen. 2) Anschlie3end ein

Orbital nachdem die Varianz tber alle Orbitale minimiertdea Deutlich ist die Lokalisierung

zu sehen, aber auch typisches Uberlappen am periodiscimeh RaAngewandter Ortsopera-

tor: ,x“ markiert das wahre, ,0* das durch naiven Ortsoperdierechnete Zentrum. 4) Ein

lokalisiertes Orbital, welches durch Translation in diett®lider virtuellen Zelle verschoben
wurde. Der naive Ortsoperator liefert das richtig Zentrum.
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Somit reduziert sich die Minimierung der Varianz auf die NMaerung des zweiten
Terms bzw. auf Minimierung voiy;.; |(UTAU);;|?, denn die Frobenius-NoriiA||2
ist invariant unter unitarer Transformation.

N
tAU)2
.;(‘U /TU,)..
=A
= SHA'A)
= [|AlI2

222\&1\2'

Der zweite Term von (131) ist also dann am grof3ten, wenn wmiggrer Transfor-
mation moglichst viele Elemente zu 0 und die verbleibendeximiert werden. Da
der volle Rang erhalten bleiben muss, heil3t das, die Nithgdhalelemente missen
minimiert, also die Matrix A diagonalisiert werden.

2.3.4 Kernresonanz-Spektroskopie

Die Kernresonanz-Spektroskopie wurde zunachst 1945 venuwabhangigen Grup-
pen [80, 81] entdeckt und dann sehr schnell zu einem Veriadmévickelt, das grof3-
artige Einblicke in chemische Struktur eines Molekils ggticiit. Um die folgenden
Zusammenhange zu verstehen, wollen wir zunéchst die pilisgiken Grundlagen
erklaren - wir folgen der schonen Darstellung in [82], Kapit und 2.

Diese Wechselwirkung eines magnetischen Kernmomentsimeitreau3eren Ma-
gnetfeldBy wurde 1926 von Stern und Gerlach in ihrem beriihmten Versntdeekt.
Sie schickten einen Strahl aus Silberatomen - Gesamtmovoent = % - durch ein
inhomogenes Magnetfeld, woraufhin sie eine Richtungsighamy feststellten. Der
Strahl spaltete sich in zwei Teilstrahlen auf, je nachderdasbMoment parallel oder
antiparallel stand und das Atom somit durch den Feldgraeiieeine anziehende oder
abstoRende Kraft erfuhr. Dies ist in Abbildung 3 a) zu seAdlgemein ist von Stoffen
bekannt, dass sie sich in einem Magnetfeld entweder paeanagnetisch oder auch
(anti-)ferromagnetisch verhalten.

Auffangplatte

paramagnetisch diamagnetisch

7
L. >

g b b

:/_'_; Alrzs —

A spalt

Atamstrahl

Falschiuhe

Abbildung 3: a) Schematische Darstellung des Stern-Gerlach-Versbghgerhalten para-
und diamagnetischer Teilchen im Magnetfeld. Der Pfeil dibtKraftrichtung an (enthommen
aus [82])
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Da die Kerne nur in diskreten Energieeigenzustanden esestikonnen, muss die-
se Wechselwirkung des magnetischen Kernmoments mit einagnétfeldBy also zu
einer Niveauaufspaltung fuhren. Ein Hochfrequenzfeldnkasmederum Anregungen
zwischen diesen Niveaus verursachen. Die Absorption deleRergie hat die Form
eines Resonanzsignals, dessen Frequenzinaet\E dem Energieunterschied beider
Niveaus entspricht (siehe Abbildung 4).

e =R )
T _ MeBzelle mit
-)-/-’ ‘ }« MeBlisung £
- i |
-—Q | <& —4 - 3 dE=hy
. E = — = |
\ my= =12 1) - & g 777,‘[_

Substanz im Energieniveau—Schema Resonanzsignal
e — Magnetfeld 2,

&, =0 By >0

Abbildung 4: Niveauaufspaltung durch ein externes Magnetfeld und Resobei Absorption
der Energiéw in Form eines Quants der Frequangaus [82])

Solch ein Spektrum ergibt sich jedoch nur fir Kerne, die @n Mull verschiede-
nes magnetisches Kernmoment haben. Dies sind nur solchengétader Massett-
oder Ordnungszahl. So ist beispielsweise fifC ein solches Spektrum nicht még-
lich, nur fur das Isotog®C, dessen natiirliches Vorkommen aber nur 1,1% betragt.
Dies erschwert besonders Messungen im Rahmen der organi€itemie. Da stets
das Magnetfeld am Ort eines Kerns relevant ist, wird diesssvbethode als’C- oder
auch'H-Kernresonanz-Spektroskopie bezeichnet.

Die Resonanzsignale haben dabei folgende Eigenschaften:

1. Die Resonanzfrequenvzist typisch fur das jeweilige Element.
2. Die Flache des Signals ist proportional zur Zahl der Prero

3. Nicht alle Kerne liefern einfache Signale - Singulett®adern auch Tripletts
oder Quartetts sind mdglich, die aus der Spin-Spin-Kogplgsultieren. Dies
sind Wechselwirkungen der Momente der Kerne untereinander

Die genaudkesonanzbedingureggibt sich aus dem Kernmomegugt= yP, = ynm und
der potentiellen Energie eines Dipols in einem Magnetfdd— 2u,By. Hierbei istP,
das Kernmoment in Z-Richtung mit der Magnetquantenmahly wird gyromagneti-
sches Verhdltnis genannt und hangt vom jeweiligen Element a

hvo = 2u,Bp = yhBgy
— Vo = YBo (132)
Damit liel3e sich die Anzahl der Elemente anhand der Sighaim@rmitteln. Dies

kann jedoch durch Massenspektroskopie und andere Venfgbte viel effizienter ge-
schehen, denn die NMR-Spektroskopie braucht grof3e Maddetfim Bereich von

32Anzahl an Nukleonen oder Kernteilchen
33Anzahl Protonen
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einigen Tesla, da die zu detektierenden Signale sehr sthsiad.

Interessant wurde die Kernresonanz als Spektroskop#weri deshalb erst, als be-
merkt wurde, dass die Resonanzfrequenz der einzelnen Kench die Elektronen-
hulle der chemischen Verbindungen beeinflusst wird. Duich Magnetfeld wird in
der Hulle von Atomen ein Kreisstrom induziert, der ein egiyggesetzt gerichtetes
Magnetfeld erzeugt. In Molekilen ist der Sachverhalt kamngiter, da hier die Sto-
rung der sphéarischen Symmetrie durch die Gegenwart anéévare diesen diama-
gnetischen Effekt herabsetzt. Dieser kann entsprechemti dinen paramagnetischen
Termin beschrieben werden. [82]

D. h. die wahre Feldstarke kann lokal niedriger (diamagih)i oder héher (pa-
ramagnetisch) sedft Biokal = Bo(1—0). o heif3t Abschirmkonstante. Damit liegt die
Resonanz scheinbar erst bei einer héheren bzw. niedridgesieistarke, also ist auch
die Resonanzfrequenz kleiner bzw. gréRer, da die Aufapgliinear von der Feldstér-
ke abhangt. Man spricht von einer ,chemischen Verschiebubig eigentliche Reso-
nanzfrequenz des Elements - sie liegt im Mhz-Bereich - windeinige Hz verschoben.
Mit Hilfe einer genauen Messung dieser verschobenen Padk®quenz-Intensitéts-
Diagrammen lassen sich fundierte Aussagen Uber die Bindaageweiligen Mole-
kuls treffen, da diese von der lokalen Bindungsladungsevalthangen. Aufgrund des
Skalenunterschiedes zwischen eigentlicher und versdeoldigesonanzfrequenz und
ihrer Abhangigkeit von der Starke des dulReren Magnetfeldiesdie chemische Ver-
schiebung nicht absolut, sondern als dimensionslose GrifRgppm*3® angegeben.
Als absoluter Standard fiH-, 13°- und 2°Si-Spektroskopie wird Tetramethylsilan
(TMS) verwendet. In Abbildung 5 auf der nachsten Seite firgleh eine typische
Messung von Benzylactet, die an TMS geeicht wurde und sangt&ngabe der Ver-
schiebungen unabhangig von der Magnetfeldstarke ernfbglic

Vmessung— Vstandard
d[ppm =

Vmess frequenz
Die Abschirmkonstante setzt sich aus drei Teilen zusammen:
1. Diamagnetismus am betrachteten Kerfj2,,
2. Paramagnetismus am betrachteten Kefi,
3. Der kombinierte dia- und paramagnetische Effekt beratbbAtome:o’

Da Protonen nur s- und keine p-Orbitale haben, haben sierkgiaramagnetischen
Anteil, weswegen die chemische Verschiebung allgemein Gpprh liegt, wahrend
sie bei anderen Molekulen zwischen 100 und 1000ppm vanilezen.

Aufgrund der drei moglichen Basisrichtungen fir das Mafgheéspreizt sich diese
Abschirmkonstante zu einem Rang-2-Tensor auf. Eine Komapienist die jeweilige
Basisrichtung des angelegten aufieren Feldes, die zwe#edjes induzierten. Eine
genauere Definition folgt weiter unten.

34n der Summe beider Effekte wird ein Stoff entweder zu eineagietfeld hingezogen oder abge-
stolRen, wodurch sich Abb. 3 auf Seite 65 erklart.
35parts per million = 1 Millionstel
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Abbildung 5: 'H-NMR-Messung von Benzylacetat, geeicht mit TetramethgisiTMS)
(aus [82)).

Im Folgenden werden wir nun herleiten, wir wir mittels derdan Abschnit-
ten 2.3.2 und 2.3.3 dargestellten Stérformalismen zun@bsnduzierte Stromdichte
in den jeweiligen Elektronenhullen und daraus den Absdeinsor und die makrosko-
pische Suszeptibilitdt des Stoffes bestimmen kdnnen.

Stromdichtetensor und abgeleitete Grol3en Zur Berechnung des Stroms muss der
entsprechende Operator

Jor = 3T 4 (| (133)

angewandt werdéf. Wir wenden nun die Stértheorie an und entwickeln obigen-Aus
druck in Ordnungen des Stérparameters. Da die Wellenfomkiullter Ordnung rein
reell ist, verschwindet, wie erwartet, die StromdichteltealOrdnung tberall. Auf-
grund der imaginaren Natur des Stérhamiltonians muss algckvellenfunktion er-
ster Ordnung rein imagindr sein, wie weiter oben im Absc¢lihg.2 dargelegt. Damit
ergibt sich folgender, vereinfachter Ausdruck fir die 8tdichte [68]:

(") = (Wl T8 1) (|7 )

= 3A)IW P+ WD) — W o) (134)
—_—

IHg) i)

Dieser Strom am Ont’, welcher aus der linearen Wirkung des Magnetfelds auf das
Orbital |yi) entsteht, Iasst sich wie in (134) angegeben in einenjdia’) und einen
paramagnetischen Teji‘f(r’) aufspalten.

Das Eichursprungsproblem Die Freiheit in der Wahl der Eichung des externen Fel-
des, wie in Abschnitt 2.1.3, Paragraph ,Eichfreiheit”, gigi, ist analytisch gerecht-
fertigt. Die exakte Losung sollte unabhangig von der WaklEehursprung®,, den
wir mittels eines Skalarfeldegwie folgt definieren:

@=3r-RyxB.

38Hijerbei istt= p— eAder verallgemeinerte kinetische Impulsoperator.
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Mit dieser Wahl lasst sich der Ursprung des Vektorpotemflaterschieben, das trans-
formierte Feld wird zu (135):

A(r) — A(r) = —3(r —Ry) x B. (135)

Betrachten wir aber noch einmal die beiden Anteile des Sirjin’). Die Strom-
dichte ist eichinvariant, die einzelnen Terme sind es niblenn es gilt offensichtlich
jd(r) O A(r) O Ry. Der diamagnetische Teil hangt demzufolge linear vom Hichu
sprung ab,jf(r’) muss dies kompensieren, um die Eichinvarianz yau sichern.

Bei groRen Abstandefr — Ry| und entsprechend grof3en Betragen in beiden Teilen,
die sich gegenseitig aufheben missen, ist diese Invariamemsch wegen des Pro-
blems der Ausloschung nicht langer gesichert. Naherusgstien kénnen also sehr
empfindlich von der Wahl dieses Eichursprungs abhé&ngen [B8haben sich hier
verschiedene Ansatze entwickelt, um dennoch sinnvollaaNerechnen zu kénnen:

Gaugel ncluding Atomic Orbitals: Fir den Eichursprungy wird die Position der
Kerne verwendet, nach Ditchfield [84].

Individual Gauges forLocalizedOrbitals: Der EichursprundR, wird in den Ladungs-
schwerpunkt der Endwellenfunktionen verschoben. Diesaugig geht voral-
lem auf Kutzelnigg [85] und Schindler [86] zurlick.

Individual Gauge for Atoms In Molecules: Der Eichursprung wird in jedes Atom
eines Molekils gelegt und diese nacheinander einzeln leegcnach Keith
und Bader [87].

Continuous Set of GaugeTransformations: Der EichursprungRy hangt von dem
Ortr’ ab, wo der induzierte Strom berechnet werden soll, nachthKeit Ba-
der [88].

Die letzte Form der Eichung verwenden wir, es gilt st®Rg:= r’, nach Sebastiani
und Parrinello [89, 68]. Der Grund ist, dass sie eine eirnisrsfizientere Berechnung
ermoglicht, aber vorallem eine relativ exakte Bestimmubgtstellung und Analyse
der dreidimensionalen induzierten Stromdichte erlauBi.[8®. h. wir erhoffen uns
eine Einsicht in die Topologie der Stromdichte und dem Ehst der daraus abge-
leiteten GrofRRen. Vorallem aber hat diese Eichvariante dateN, dass sich durch
die ,Ry =r"*-Eichung (CGST) die Ausléschung umgehen lasst. Anhand (1&5)
und (134) ist zu sehen, daiﬂ%(r’) Uberall verschwindet.

Stromberechnung Die Berechnung des Stroms geschieht aber nicht mittels) (134
UberH® = p-A(r) hangt die gestérte Wellenfunktiga™) vom Auswertungsont’

der Stromdichtg (r’) ab. Dieser numerische Aufwand macht eine genaue Berechnung
der Stromdichte unmdglich. Stattdessen formen wir diesewm

i) = W (P 117 p) W)~ x W) | B, (236)

wobei
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|qJ(rXp)> S HO P,
WPy - HO =p, (137)

die mit dem jeweiligen neuen Stérhamiltonibit!) gestérten Wellenfunktionen erster
Ordnung sind. Diese Art der Berechnung geht auf Steveng@dpturiick.

Wir wollen diesen Ausdruck fir den Strom kurz herleiten. Daenétigen wir die
Green’s Funktion (138), wie sie in [68] gegeben ist, mit deh sine durch einen
OperatorA gestorte Wellenfunktion in der Basis der ungestorten dohnelalit.

Gk = — (H 0 — (@7 |H© |(H(O)>) 71, (138)
)= g ool w9

Wir schreiben (136) mittels der Green’s Funktion als

i) = 3 WO ()0 +1)0p) [ G1a(r =) x I — (') < Py -8

(140)
In dieser Formulierung wird deutlich, wie die Wannierzentd, zu benutzen sind.
Denn offensichtlich kann eine Translation der Ortsopeestonit diesen Zentren durch-
gefiihrt werden, ohne dass sich der Strom dadurch andert6i8wehk wir auch den
nicht-periodischen Ortsoperator anwenden, siehe Abk¢hBi3, Paragraph ,Ortsope-
ratorproblem®. Der zweite Term kann nun folgendermaf3enasucigrieben werden.

Z(wﬁo)l(plr’ﬂr’\ +\r’>(r’|p)gk|(r’—d|) < ply®)-B
- Z<w(k°>|(p\r’><r’\ 1) ([P) (' = ) x Guplw®) - B+ Aju(r)
mit Aj(r) = ¥ W] (P01 17) (1) Gu(d— o) x puy”) - B

In den meisten Fallen kann jedod&}jk(r’) vernachlassigt werden, dejx(r’) be-
schreibt die lokale Auswirkung der Stérung einer Wellektion l]J|(O) auf eine zwei-

te Wellenfunktioanlio). Entscheidend ist hier jedoch, wilg — d, unter periodischen
Randbedingungen aufzufassen ist. Es kann nur modulo eirigemv@ktorR zu ver-
stehen sein. Weswegen die Distatiz— d; so zu definieren ist, dagsk —d + R_|
minimal ist. Haben unter dieser Definition die Wellenfunk&n nun einen verschwin-
denden Uberlapp, so ist der Erwartungswert null. In der iBriax dies vorallem ein
Effekt bei sich UberlappendamOrbitalen [68], dem durch Gleichsetzen der verschie-
denend, begegnet werden kann.

Kehren wir zurlick zum Ausdruck fur den Strom.

Betrachten wir den Unterschied zwischen dem paramaghetis€eil von (134)
und (136), so ist zu erkennen, dass sﬁpbl)> als Linearkombination wie folgt schrei-
ben lassen muss: Zu beachten ist, dass die Koeffizientemideksind’, da auch die

37Dies sollen die Pfeile tiber ihnen verdeutlichen.
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gestorten Entwicklungsfunktiond!“®) und|y ") in ihren einzelnen Koeffizienten

vektorwertig sind.
W) =Sl )+ S W),

Aufgrund der Orthogonalitat vop undr x p folgt, dass die sechs Wellenfunktionen
linear unabhéngig sind. Diese Entwicklung geht auf Stey@djszurick.
Wir leiten nun Ausdriicke fir die Koeffizientenvektoren und ¢ her:

W) =C1 Y Gulr X PIUT)+ €2 F Gu(PIW)
B Z Gu[C1 (r x PP+ C2 (PIW)]

=Y GulGa <)t G (P)]IW).

nen:

(
= 2[(~Rg x B) -p+(r x p)- (—B)]. (141)
N — N——"

Zu bedenken ist noch, dass spéter nighRs x B) - [.”) sondern(Rs x |i”)) - B
berechnet wird. Durch die zyklische Vertauschung eintrseid die Vertauschung im
Kreuzprodukt andererseits taucht ein zuséatzliches Meioken auf.

Diese Ersetzung vohp”) durch [y ”) und |¢{”’) benstigt dementsprechend
sechs Minimierungen (zweimal je drei Komponenten) stattaioer. Diese Mehrar-
beit ist sehr sinnvoll. Wir betrachten (136) und erkenneagsddie beiden gestdrten
Wellenfunktionen nun nicht mehr vom Auswertungsdrabhangen, welches durch
die CGST-Eichung resultierte. Wir brauchen also nur eindialgestérten Wellen-
funktionen|y\" ) und|y”) zu berechnen, danach kénnen wir die Stromdigte
Uberall mit verhaltnismaRig geringem Aufwand auswerteies dind, wie wir in Ab-
schnitt 3.3.2 noch zeigen werden, achtundzwanzig Fotaresformationen pro Orbi-

tal, alsoo (N).

Wie gleich anhand der Definitionen klar werden wird, hangamahl der chemische
Abschirmtensoo als auch die magnetische Suszeptiblt&bn der Stromdichte abge-
leitet nach dem externen FeB$* ab. Da Differentiation und Integration vertauschen,
ist es sinnvoll, folgenden Stromdichtetensor (142) zu der#em und ihn direkt anstelle
der Stromdichtg; zu berechnen:

Jij(r’) = (142)
0B

e

= 1R+ ) [P < P
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Chemischer Abschirmtensor Bevor wir nun die Definition des chemischen Ab-
schirmtensors nachreichen, missen wir zunachst den Ohietdszwischen absoluter
chemischer Abschirmung und relativer chemischer Verscimg erklaren. Die Ver-
schiebungd ist der Unterschied in der Abschirmung des Kerns eines Hiéag und
des selben Kerns innerhalb eines Referenzmolekidis

3[ppn} = 10°- ZE"2 ~ 10P- (0re( — 05). (143)
O'ref

Die Naherung gilt, weibye eine sehr kleine GroR3e ist. Der ,absolute* Abschirmten-
sor ist Experimenten unzugénglich und kann nur theoretigeh Gber entsprechende
numerische Rechnungen bestimmt werden. Experimenteltee\ed Theorie mitein-
ander in Einklang zu bringen, ist keine Trivialitat. Wir wexisen besonders auf Jame-
son [91] und Raynes [92] fur eine Eichskala im Rahmen der &wdibffabschirmung
bzw. [93] fUr die Siliziumabschirmung.

Nach dieser Vorbemerkung definiert sich zunéchst die Absttuinstante als Ab-
schwéachungsfaktor des lokalen Fel@%?® — B B"d an einem Punkt R gegeniiber
dem auReren FelB®™! (nach [82)):

Bo(R) = B*(R)(1- 0). (144)

Somit ist der Abschirmtensor also der Proportionalitétsfazwischen dem induzier-
ten B™ und dem externen FelB®! an den KernpositioneR. Das induzierte Feld
erhalten wir dabei aus der Stromdichte Uber das Gesetz \@rSBivart

- r—r .
BN (r) = % Sl j(r)d3r. (145)

Damit ergibt sich der Abschirmtensor wie folgt:

0B"(R
gij(R) = 76'Beg<t )

- /d3 ,<€"m< : _|§|3> ij(f’)>, (146)

wobei ggm - das Levi-Civita-Symbol - der vollstandig antisymmethiscTensor mit
Einsteinscher Summmenkonvenﬁ'én]mj die mte Stromkomponente des obigen Strom-
dichtetensors ungy die Permeabilitat des Vakuurfsist. Das Integral ist problema-
tisch in der Auswertung wegen des Pols bei= R. Jedoch verschwindet auch die
elektronische Stromdichte an den Kernor@nNumerisch ergeben sich besondere
Schwierigkeiten wegen des zugrunde liegenden Gittersesli@bzufangen gilt. Fallt
die Kernposition zuféllig genau auf einen Gitterpunkt, dirde durch exakt 0 geteilt
werden. Dies filhrt zu ,NaN®, welches fortfiinrend die gesamte Integration invali-
diert und das Ergebnis unbrauchbar macht.

38{iber doppelt auftretende Indizes wird summiert
39n atomaren Einheiten ergibt sie sich wie folgg = 1256637061410~ 'NA~2 = 12566370614

1077 B2To 5 = 6.69176252710 % {1 Werte entnommen von [94]

40Not a number, ungiiltige Zahl
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Dieses numerische Problem lasst sich umgehen, wenn dim@tiate im rezipro-
ken Raum benutzt wird. Eine Herleitung fir den Abschirmbens reziproken Raum
findet sich in [68], Anhang B. Die entscheidenden Idee istAdisnutzung folgender
Identitaten:

rr-r o 1
r—r[3 " ar|r —r|’

/dST%exp(iG-r) — |im0/d3T_:[—LeXp(—GT)eXp(iG-T)
o—

= /d(pd(coser)drrz%exp(—ar)exp(iGrcos@T)

_4m
02+ G%

Nach kurzer Rechnung folgt (147) mit der reziproken Strantdi j (G):

B"Y(G £ 0) = poi& x j(G). (147)

Magnetische Suszeptibilitat Der Suszeptiblitatstensgg; ergibt sich en passant bei
obiger Fouriertransformation. Die Komponer®&89(G = 0) ist eine makroskopische
Grofe. Sie ist durch die Form der Probe bestimmt. Dies ddicktin einem Faktok
aus, den [68] fur eine sphérische Probe in einer gesondBgehnung zu 23 angibt.

B"Y(G = 0) = pokx (148)

Als Ausdruck fur die Suszeptibilitdt erhalten wir schliiefit

o O .
Xij = EGB?H/Qd%nanm(r)

— %/Qd:g?,”mﬂ‘]mj(l’). (149)

Wir halten fest, dase undx nicht von der tatsachlichen Starke des auf3eren Ma-
gnetfeldes abhangen, sondern sie ergeben sich durch dieieni® Stromdichte in
erster Ordnung Stértheorie als ,lineare Antwort" auf deebeld.
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3 Implementierung

Die zugrunde liegende Theorie des Minimums des Energi¢ifumds zur Findung
des Grundzustands ist im Kapitel 2 vollstandig dargeleigt.ethentliche numerische
Implementation birgt jedoch ganz eigene Hurden.

Dabei méchten wir uns im nun folgenden Kapitel an den gleichafbau hal-
ten wie im letzten. Zunéchst werden wir allgemeine ProbleleeNumerik erértern
und schliel3lich einige bekannte Verfahren kurz erklarenth@ormalisierung, nu-
merische Integration, Fouriertransformation - die wir @r tmplementation benutzen.
Daran werden sich die gleichen Abschnitte wie auch in Kagitenschlieen: Dich-
tefunktionaltheorie und deren Anwendungen. Darin werderden Ablauf erklaren,
mit dem die Grundzustandswellenfunktion und deren -digeteinden werden. Dar-
auf aufbauend folgen die Anwendungen ,Bandlicke” und ,lspinresonanz”, die die
vorherigen Techniken nutzen und auch neue bendétigen -chi@flnterpolation, paral-
lele Jacobi-Diagonalisierung - die sich im Theorieteil@tlangedeutet haben und die
wir dann in diesen Abschnitten darlegen werden.

Zunachst mochten wir jedoch auf die grundlegenden Probhezime Ubergang von
der ,unendlichen Analytik" zur ,endlichen Numerik* einge

3.1 Numerik und allgemeine Verfahren

Hinsichtlich des Gesamtverfahrens ergeben sich folgenageistellungen, die in Tei-
len auch die einzelnen Algorithmen betreffen:

Genauigkeit der Diskretisierung Bei der Abbildung der Funktionen auf ein diskre-
tes Gitter muss verlangt werden, dass der Fehler im Grenklegrer Maschen-
weite verschwindet.

Aufwand des Verfahrens Mit welcher Potenz geht die Dimension der Eingangsfrei-
heitsgrade - z. B. die Anzahl der Wellenfunktionen oder dete@unkte - in
die nétige Zeit zur L6sung ein. Zusatzlich interessant vekdeei eine Kosten-
/Nutzen-Abschatzung: Wieviel Zeit wird bendtigt, um eirestimmte Genauig-
keit zu erreichen.

Konvergenzsicherheit Wir missen verlangen, dass die eingesetzten Naherungsver-
fahren fur beliebige Startwerte konvergieren und dem waM@imum belie-
big nahe kommen. ,N&herungsverfahren kann sich dabeirssits auf eine
schrittweise Erh6hung der Maschenweite, und damit deefBitinkte, bezie-
hen, als auch ein echtes schrittweises Minimierungsvexfaimeinen, wie wir
sie zur Grundzustandsberechnung brauchen.

Problem der Ausloschung Bei der Aufsummierung von Zahlen kommt es zu Ausl6-
schung bei Summanden mit unterschiedlichen Vorzeichedasse der relative
Fehler extrem ansteigen kann. Ein zweites, haufiges Proistedie Aufsum-
mierung vieler betragsmalidig sehr kleiner neben einigeBagr@ahlen. Unter
falscher Reihenfolge kénnen die kleinen Zahlen aufgrundeddlichen Nach-
kommastellen reeller Zahlen im Computer wegfallen, obvead)sortiert* sum-
miert eine Rolle spielen wirden. Hierbei geht es vorallerruha dass diese
Probleme bekannt sind und berucksichtigt werden.
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Kontrollmoglichkeiten Das physikalische Problem gibt uns Kontroliméglichkeiten
an die Hand, mittels derer wir die Implementationsteiléeie&konnen. Um nur
einige zu nennen:

» Das Skalarprodukt tber eine normierte Wellenfunktion snusein, Gber
verschiedene orthogonale entsprecheridl 0.

 Elektrische Stréme kdnnen nicht in Richtung des induridem Magnet-
felds flieRen.

» Der Uber die Zelle integrierte Strom muss verschwinden.
» Die Gesamtelektronenzahl muss erhalten bleiben.

» Eine Fourier- und die folgende inverse Fouriertransfaiomamuss die
gleiche Wellenfunktion oder Dichte liefern.

Anhand dieser Fragestellungen lasst sich klaren, ob eirdlgtss Verfahren ,nume-
risch stabil* und ,konvergent” ist. Um diese ,Stabilitathd ,Konvergenz* von Al-

gorithmen in exakte Begriffe zu fassen, bendtigen wir ztis&einige Definitionen -
diese entnehmen wir [95], ahnliche Begriffsdefinitionemén sich in [96].

Definition 13 (akzeptabel) Eine Néherungy fir das exakte Resultat y=p(x) heif3t
akzept abel bzgl. U, wenn gilt:

s streng:y €V,
« schwacher3y e Vy : ||y —Y|| < 0(Emasch||Y]|-

hierbei ist mitemascndie Maschinengenauigkeit gemeint ungidt die Menge gleich-
berechtigter Losungen.

Definition 14 (numerisch stabil) Algorithmus A zur Losung eines Problems p heif3t
numeri sch stabi |l (gutartig), wenn er fur alle zuldssigen Eingabedaten x un-
ter Einfluss von Verfahrens- und Rundungsfehlern Nahetosgsgeny = pa(X) von
y = p(x) produziert, die akzeptabel sind fir Eingabefehler in deé@nordnung der
Rechengenauigkeit, d. h. sie erfullen Definition 13 mitt{x € » : ||X — X|| <
O (Emasch ||X/[}. ¥x € 23X € D : X € Uy und p(X) € Up,(X), d. h.:

[IX = X|| < 0 (€mascn || Pa(X)|| und||pa(X) = Pa(X)|| < O (Emascn||Pa(X)]l-

Definition 14 bezieht sich also bereits auf die erwahnterbleroe der Ausléschung
und der Reihenfolge von Summanden, aber auch auf den Dss&rahgsfehler, wel-
cher die Maschinengenauigkeit bestimmit.

Definition 15 (Iterationsverfahren) Seig eine lineare Abbildungp: c"xc"—c"
Die Folgenglieder (Iteration), die durch® = @(x, b) aus ¥ (Startwert) erzeugt wer-
den, seien mit = x"(x°, b) bezeichnetp heitl t er at i onsver f ahr en, wenn

gilt:
X108 b) := @(x"(x%,b),b)  m>0,
X0, b) = x°.

“Hjermit ist naturlich numerisch null und eins gemeint, a¢éso Abstand kleiner als die Maschinen-
genauigkeitmasch
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Definition 16 (Konsistenz) Das Verfahrenp hei3tkonsi st ent zum linearen Glei-
chungssystem Ax b, welches geldst werden soll, falte € ¢" : Jede L6sung dieses
LGS ist Fixpunkt vorp zu b.

Definition 17 (Konvergenz) Ein Verfahreng heil3tkonver gent , wennvb € ¢" ein
vom Startwert Xunabhéngiger Grenzwer(b) der Iteration X" existiert.

Definition 17 spricht die Konvergenzsicherheit an und fardgeichzeitig auch fur
die Diskretisierung eine Konvergenz gegen die analyti¢@éiseing bei gegen Null ge-
hender Maschenweite. Konvergente Verfahren sind statwaibhangige, konsistente
Verfahren und besitzen einen gesuchten Fixpunkt, entspneicder Losung des Pro-
blems. Darunter wollen wir sichere Konvergenz verstehen.

Die Kosten drticken sich in nétigen Schritten und Rechemaykiro Iterations-
schritt aus, die fur eine bestimmte relative Genauigkgit y||/||y|| benétigt werden.

Diese Sachverhalte werden uns jedoch in dieser Vollstéaiigrst wieder im
Abschnitt 4 begegnen, wo die Implementation hinsichtliehgenannten Forderungen
getestet wird.

Nach diesem Uberblick tiber die Probleme der Numerik folgt ain kurzer Abriss
der Themen dieses Abschnitts.

Wir werden uns zuerst mit der Diskretisierung der Zelle nemi periodischen Git-
ter beschéftigen. Anschlie3end kommen wir zu Wellenfumigh, bei denen wir Sym-
metrien zur Koeffizientenersparnis benutzen und die Odiroalitdt mit dem Gram-
Schmidt-Algorithmus herstellen. Im gleichen Rahmen bdeémwir auch die Dichte,
die wir aus der Wellenfunktionsquadratur erhalten. Zwdgdade, wichtige Punkte
sind einerseits die diskrete Integration mittels Trapgek®@der Simpsonsumme und
andererseits besonders die schnelle Fouriertransfamada der kinetische und der
Hartree-Teil des Hamiltonians im reziproken Raum der Wekdtoren sehr viel ein-
facher auszuwerten sind als mittels Ableitungen - beispieise finiten Differenzen -
im realen Raum. Sobald wir den Hamiltonian sinnvoll auserekdnnen, haben wir
einen Gradienten, der uns eine Abstiegsrichtung gen Mimmueist. D. h. wir kon-
nen beginnen, Uber effektive Techniken der mehrdimenkandinimierung und der
eindimensionalen Liniensuche zu sprechen. AnschliefEgehlwir den Wannieralgo-
rithmus dar, bei dem es hauptsachlich darum gehen wirdsddeltrizen gleichzei-
tig mit einer unitaren Transformation bestmdglich zu dizgsieren. Ein besonderer
Gesichtspunkt im Rahmen der Minimierung ist die Konvergddass ein Minimum
existiert, ist dank Hohenberg-Kohn gesichert. Diesesgedmmerisch auch gesichert
zu finden, ist eine besondere Schwierigkeit. Wir weisen algde darauf hin, dass
samtliche Formeln, die fur Minimumsfindung innerhalb desi éiroblemteile ,Grund-
zustandsenergie®, ,Bandliicke” und ,Stromdichte* nétigdsiaus Griinden der Uber-
sichtlichkeit in den Anhang ausgegliedert wurden.

Wir mochten an dieser Stelle auRerdem auch noch einmal dedohervorheben,
dass ein Uberwiegender Grofteil der folgenden Implenmientauf der grof3en Ar-
beit von [40] beruht.

Beschleunigungstechniken werden immer wieder innerhadbed Kapitels auftau-
chen. Die Implementation erfolgt vollstandig paralleldsss wir also eine grof3e Zahl
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N mit einer grol3eren Anzahl an Prozessen kontern kénnen, amodbk in ertragli-
cher Rechenzeit zu verbleiben. Diese Parallelisierungfibésbesondere den Gram-
Schmidt-Algorithmus, die schnelle Fouriertransformatidie Minimierung und die
Jacobi-Diagonalisierung, aber bedingt auch eine auftet&bspeicherung von Wel-
lenfunktionen und/oder -koeffizienten, also einer Panities Gitters.

3.1.1 Diskretisierung

In einem Computer kénnen die Werte einer Funktion aufgresdashdlichen Speicher-
platzes nicht kontinuierlich, sondern nur diskret auf &punkten gespeichert werden.
Wir benétigen also zwei drei-dimensionale Gitter fur dem$dnraum, eines Uber die
realen Gittervektoref, siehe (77), und eines Uber die reziproken Gittervektdsen
wobei sich Funktionen auf dem einen Gitter jeweils durchrfestransformation tber
das andere ergeben — aus diesem Grund wahlten wir EbenenvildiBasisfunktio-
nen, siehe Abschnitt 2.2.5.

Wir benutzen eine nicht-adaptive, Multi-Level-Diskrétising zur Darstellung der
Wellenfunktionen und Lésung des Differentialgleichungtems. Die Mdglichkeit ei-
nes adaptivett Gitters mit einer verallgemeinerten Ebene-Wellen-Basis w [40],
Kapitel 7, bzw. [97] und [98] naher erlautert.

Die Anzahl an Ebenen-Wellen-Basisfunktionen bzw. die Awhzier reziproken
Gitterpunkte ergibt sich durch eine fest gewahlte Absatetgedingung, welche die
Grenzen der Genauigkeit der Rechnung grundlegend bestigienist hier durch eine
Abschneideenergik; festgelegt:

k=0 V _3
3lk+ G2 < Ecut — New ~ ﬁEczut- (150)

In gro3en, nichtmetallischen Systemen reicht es aus nenaipezifischen Weki= 0
fur den Wellenvektor zu betrachten, den sogenan@@amma-PunktWir werden uns
auf diesen beschranken und setzen im folgenden alsokste@s Durch Erweiterung
der gerechneten Zelle auf mehrere kann jederzeit (wenn antgdr Mehraufwand)
das analoge Ergebnis fur mehrere von null verschie#teviektoren zuriickgewonnen
werden.

Diese Abschneidebedingung (150) beschreibt eine Kuged#iproken Raum. Sie
muss vollstéandig innerhalb des Wirfédg; des reziproken Gitters liegen, d.¥G €
Qg ist (150) nicht erflllt, wie in Abbildung 6 auf der néchsteeit8 zu sehen. Der
Uberschuss an Koeffizienten — der Wiuirfel ist stets groRedi@sSphare — wird
durch Nullsetzen der auf3erhalb liegenden gekontert. Dadsgt im Folgenden eine
Lastbalancierung der FFT.

In Tabelle 1 wollen wir nun kurz noch die Bezeichnungen dessieiedenen Zah-
len im Rahmen der Diskretisierung festlegen.

3.1.2 Multi-Level-Struktur und Gitterpartitionierung

Gitterverfeinerung Das Auffinden des Energieminimums kann aus zwei Grinden
sehr viel Zeit in Anspruch nehmen. Einerseits weil fur disnkesham-Funktionen zu-

42pdaptivitat bedeutet die lokale Anpassung des Gitteraloistaler Maschenweite an den zu erwar-
tenden Fehler, entweder a-priori oder dynamisch.
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FT // \\
(& | |\
- ()
\\ //
R-Gitter G-Gitter

Abbildung 6: Links: 5x5 Gitter im R-RaumRechts: Korrespondierendes 5x5-Gitter im G-
Raum, nur Koeffizienten von Gitterpunkten innerhalb dessé®sind ungleich null.

Variable | Bedeutung

n Anzahl an Raumdimensionen, hier n=3
Ny Anzahl Wellenfunktionen oder Orbitale
New Anzahl Ebene-Wellen-Basisfunktionen
NG Anzahl Punkte des reziproken Gitters
Nr Anzahl Punkte realen Gitters

Tabelle 1: Definition der verschiedenen bendétigten Anzahlen durcibis&retisierung

fallig ein Startwert genommen wurde, der vom Minimum weitfemt ist. Anderseits
weil ein sehr feines Gitter verwendet wird und deswegen bbdie Berechnung eines
einzelnen Minimierungsschritts sehr zeitaufwendig, alshadie Anzahl der Schritte
sehr grof3 ist. Eine Mdglichkeit dieses Problem einzugnengie mit verschieden fei-
nen Gittern zu rechnen. Zunachst wird mit randomisiertefaAgswerten auf einem
groben Gitter begonnen, es folgt eine erste MinimumssugleWellenfunktionsko-
effizienten werden anschlieRend auf ein feineres Gitteh¢gp@echnet und mit dieser
groben Naherung an das Minimum als Startwert beginnt eiergeMinimumssuche.
Dies kann beliebig oft verschachtelt werden, im Allgemeingt aber eine Iteration
ausreichend.

Es bleibt zu erwéhnen, dass der zusatzliche Aufwand flgatleeren Gitterstufen
maximal so grof3 sein kann wie der fir das feinste Gitter, @usgd von einer Halbie-
rung der Gitterpunktzahl pro Achse. Durch den sehr viel éressStartwert verringert
sich jedoch die benétigte Rechenzeit im feinsten Levelliduida wesentliche Teile
des Programms wie die Berechnung von Skalarproduktenjdftransformierten aus
Schleifen Uber die realen und reziproken Gitterpunktetebes. Soll namlich der Git-
terabstand halbiert werden, steigt der Aufwand bei eingiaehen Schleife Uber alle
Punkte entsprechend um das Achtfache.

Partitionierung  Ein naheliegender Ansatz, um den Ablauf der erwahnten Behle
zu beschleunigen, ist die Aufteilung der Koeffizienten détte® auf mehrere Pro-
zesse, die gleichzeitig am Problem arbeiten. Dies bedabtst dass die Fouriertrans-
formationen auf dem Gitter ebenso parallel ausgefiihrt rerdissen wie die Be-
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rechnung samtlicher anderer Integrale. Hierauf werdemdiirer im Abschnitt 3.1.5
eingehen.

3.1.3 Wellenfunktionen und Dichte

Wellenfunktionen Wir bendtigen die Kohn-Sham-Funktionen zur exakten Berech
nung des kinetischen Funktionals, sie werden in EbeneneWelargestellt, jedoch
mit einer endlichen, also nicht mehr vollstdndigen Basie Darstellung ist dabei
nach (85) gegeben. Da wir nur nicht-metallische Stoffedwiien wollen und es somit
genugt, im Gammapunkt zu rechnen, kénnen die Wellenfun&tiaein reell angesetzt
werden. Es ergibt sich die Symmetriebedingung (87) an dikeweanktion und es ge-
nugt, die Halfte der Koeffizienten zu speichin

Neben der Aufteilung der Koeffizienten auf mehrere Prozk8saen auch die einzel-
nen Wellenfunktionen verschiedenen Prozessgruppeneiligeerden. Dies hat den
Vorteil, dass somit die Anzahl an Wellenfunktionen nichthmeom Speicher eines
Prozesses begrenzt ist. Es bedingt aber, dass die Minimgierun parallel durchge-
fuhrt werden muss, wobei der jeweilige Prozess annehmes,rdass die nicht lokal
gespeicherten Wellenfunktionen wéhrend der Minimierumgskant bleiben. Dadurch
wird diese einerseits beschleunigt, andererseits ist digaBme naturlich nicht kor-
rekt. In der Praxis zeigt sich jedoch, dass eine sinnvolleifdierung aufgrund der
Orthonormalitat der Wellenfunktionen (und des Gradientedglich ist.

Um sowohl die Koeffizienten als auch die Wellenfunktionetbsteunter einer Pro-
zessormeng®, = Ny, - Np, aufzuteilen, wird jeder Prozess dieser Menge zunachst
mit P 1 ,2) indexiert. AnschlieRend werden die Zustande 8n disjunkten Men-
genPs1 = {Py11,Pr12,...,Pr1n,, } Zugeordnet. Das reelle und reziproke Gitter wird
anschlief3end flr jede Meng®; Uber deren Prozes$®,1 1), .. .,P»1n,,) aufgeteilt,
also insbesondere die Entwicklungskoeffizienten der \Wkilektionen. Abbildung 7
veranschaulicht diese Unterteilung. Wir nehmen an, wiehadrei Wellenfunktionen
W,,...,W3 und das reziproke Gitter sei in drei Gruppés,...,G3 unterteilt. Dann
erhalt die Prozessgrupf®.1 = {Py11,Pr12,Pr13} - rot eingerahmt - den Zustand
Y,, die drei Prozesse dieser Gruppe erhalten je ein DritteKaeffizienten dieses
Zustands.

\ | Wizt | Wiz | Wis |

GG / P1,1\ Po1 | Psa

G, || P2]| Po2 | Ps2

Ccs |[\Pr3/| Pos | Ps3
N

Abbildung 7: Veranschaulichung der Aufteilung der Koeffizientgg; und Wellenfunktionen
W; auf die ProzessB |

Orthonormalitat der Wellenfunktionen  Die Energiefunktionale missen stets unter
der Nebenbedingung der Orthonormalitat gelést werdenséDiatsache verkompli-

43gs werden dariiberhinaus nur die Reziproken gespeicherRetllen ergeben sich jederzeit durch
eine Fouriertransformation und werden nur im Rahmen dentBberechnungen gebraucht.
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ziert vorallem die Bildung des Gradienten, da hierbei zlgéit die Koeffizienten aller
anderen Wellenfunktionen aufsummiert werden misstenwBgsn wird die Neben-
bedingung nicht mittels Lagrange-Multiplikatoren dem Kimnal hinzugeftigt, son-
dern herausgenommen und getrennt davon sichergestellscWianken das Problem
also von vorneherein auf Testwellenfunktionen ein, didiagbnal aufeinander ste-
hen. Gleichzeitig wird durch die Art der Minimierung sicgestellt, dass diese Or-
thonormalitat nach jedem Minimierungschritt weiterhift.gbarauf werden wir im
Abschnitt 3.1.7 noch genauer eingehen.

Da diese Orthonormalisierung wie erwahnt ebenso paratiglementiert ist, wol-
len wir sie kurz darlegen. Wir verwenden das Gram-Schmeatfahren, da es sehr
leicht zu implementieren ist und einen Aufwand vorﬁNq%) hat. Sie wird einmalig
zu Beginn einer Minimumsuche und wahlweise nach jedem Uingrgur nachsten
lokalen Wellenfunktion durchgefiihrt - letzteres sichee Bingrenzung numerischer
Rundungsfehler, welche die Orthonormalitat Gber die Zeftieren.

Seriell beschreibt sich dieses Verfahren sehr leicht: Dadléffunktionen werden
fortlaufend indexiert, beginnend bei der ersten. Bei jed&chritt wird die Projek-
tion dieser Wellenfunktion auf alle vorherigen, bereitthogonalisierten, berechnet
und anschlieRend von der aktuellen abgezogen. Dadurclesst drthogonal zu allen
vorherigen. NachNy Schritten mit in jeweils zwischen 0 urldy, — 1 Ruckschritten
gebildeten Skalarprodukten sind alle Wellenfunktioneth@gonal zueinander.

In Algorithmus 1 auf der nédchsten Seite findet sich das Flagsgimm zur parallelen

Implementation. Es ist zu beachten, dass die Aufteilung3itters nicht stort. Da jede

Basisfunktion zu allen anderen orthogonal ist, muss h@ribin Austausch stattfin-

den. Die Skalarprodukte im Diagramm gehen also jeweils har den entsprechenden
Teil des Gitters.

Dichte Mit Kenntnis der Wellenfunktionen ist die Dichte leicht dhrQuadratur zu
erhalten. Da die Dichte uber alle Wellenfunktione¥#s2™ fiir Hartree-Fock-, Aus-
tausch-Korrelations-Funktional und die Pseudopotenti@n6tigt wird, wird sie stén-
dig effizient aktuell gehalten. Wir verwenden zwei RoutinEine initialisiertndesamt
indem sie die Einzeldichten aller Wellenfunktionen aufsugrt. Die zweite aktuali-
siertn?esam indem sie die aktuelle Dichte vai§¢s@Mahzieht, diese anschlieRend auf-
grund der durch den Minimierungsschritt veranderten Wiéliektion neu berechnet
und wieder aufsummiert. Diese Vorgehensweise machbddg) nun o (1) hinsicht-
lich der notigen FFTs.

Die Dichten98s2Mist jedoch noch nicht vollstandig, schlieRlich sind in itur e
Valenzdichten erfasst, nicht die der Kernelektronen. Dwin.benétigen eine zweite
Dichte, die die Kernwellenfunktionen im Rahmen der Pseotlgial-Methode um-
fasst.

Wir haben uns auf3erdem bereits mit der Multi-Level-Strukiier Implementation
befasst. Diese geht soweit, dass die Dichte immer auf dehsti@iheren Level gehal-
ten wird. Der Grund liegt darin, dass so die Fouriertramsftiion von den reziproken
Koeffizienten der Wellenfunktionen zu denen der Dichte imalRaim exakt wird. Dies
wollen wir kurz erlautern.
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Algorithm 1: Paralleles Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsvedahr

—C |¥;) orthogonal?

Normiert?

nein

—| NachstegW;): i++ |

nein

|Nehmej:i—1|

I

Letztes|W;j): j < 0?

nein

|W;) lokal, |W;) nicht?

]a
| SendgW¥;) an Rest vorP, 1 |

nein

|¥;) lokal,|W;) nicht?

|W;j) lokal, |W;) lokal?

Berechne-(W;|¥;)|¥;)

’4
nein a—

| Empfange Projektione|n | Sende Projektioneln

| subtrahiere voii¥;) |

!

| Nachstegw;): j- - i

ja
| BerechngW;|¥;), teile| :
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SeiEct = maxgeg |G| der Abschneideradius flr die reziproken Gittervektoret mi
G entsprechend der Bedingung (150) gegeben. Betrachterolgérfde Gleichungen
der Dichte im realen und reziproken Raum.

1 -
n(r) = v > i Y > Tkatikeexp(i(G' -G, (151)
L keGP <Eou 3k G P<Eon

1 1 .
nG) =g > fix g ;Ci,k,G"Ci,k,G’ v /QeXP(I(G' -GG
1

6G/,(G+G”)

<| kR

> fik ; C kG CikGiG!
|

Die Summe zweier reziproker Gittervektor& und G”, je innerhalb einer Kugel
mit RadiusEcy, kann maximal B¢, auseinanderliegen liegen. Also werdé| <
2E.: Gittervektoren fur eine exakte Transformation benétigti der Erweiterung des
Raumes beim Ubergang vom Level der Wellenfunktionen zu demDithten gilt also
die groRRere Abschneidebedingung, so wie sie in in Abbildgirg sehen ist. Somit er-
halten wir zusatzlich eine Bedingung, wie sich die Zahl dite®sektoren vom einem
zum nachsten Level verhalten muss.

FT

FT-1

R-Gitter G-Gitter

Abbildung 8: Erweiterung des Gitters zum nachsthoheren Level. Im R-Ratgibt sich

dadurch eine Verfeinerung des Gitters, angedeutet durshgéaunktete Untergitter zum

neuenR-Gesamtgitter. Der G-Raum wird hingegen wegen der neuemhiiesdebedingung

|G| < 2E¢: erweitert zumG-Gesamtgitter, worin das urspriingliche G-Gitter im Abszie-
kreis |G| < Ecut enthalten ist.

Nun ist auch das Verfahren erkennbar, wie wir die Wellenfiomien auf dem jeweils
nachstfeineren Gitter erhalten. Zunéchst werden aus ddanfiéektionen die Einzel-

dichten berechnet, durch obigen Ansatz liegen sie auteatasiuf dem feineren Level.
Durch inverse Transformation erhalten wir wieder rezigréloeffizienten, welche uns
die neuen Wellenfunktionen liefern. Wir méchten hierbetlan ,constrained search*-
Beweis des Hohenberg-Kohn-Theorems aus Abschnitt 2.&hhezn. Das Problem
dort war, dass die Gesamtdichte zwar eindeutig aus den Miatitionen erhaltlich

ist, es jedoch viele mégliche Wellenfunktionen flir einezeje Gesamtdichte gibt.
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D. h. wir missen anschliel3end eine neue Minimierung duhcbfij um zu gewahrlei-
sten, dass die Dichte dieser Wellenfunktionen die Grurtdndsdichte représentiert.
Natirlich transformieren wir nicht die Gesamt-, sondema Hinzeldichten. Aber da
wir sie aus einer Wellenfunktion, welche auf einem grobe®dber dargestellt wur-

de, erhalten, kdnnen sie aufgrund der gestiegenen Zahlahelisgraden auf dem
feineren Gitter nicht eindeutig sein. Eine nachfolgendeaiMierung ist also stets not-
wendig, um die zentrale Eigenschaft des Grundzustandsveétgkeisten.

3.1.4 Integration auf dem Gitter

Integrale in den Formeln der Theorie werden durch die Disiezung zu Summen
Uber die vorhandenen Gitterpunkte. Sie tauchen voralldérddseAuswertung von Po-
tentialen auf. Rigoros sind Integrale Gber Riemannsumreénidrt. Dabei wird der zu
integrierende Bereick diskretisiert, indem er ilN Abschnitte aufgeteilt wird, auf de-
nen die Funktiorf (x) jeweils auf bestimmte Weié&interpoliert wird. Der Grenzwert
N — oo liefert dann das korrekte Integral. Die numerische Intignafolgt diesem na-
tirlichen Ansatz. Da der Grenzwertgang jedoch auf dem Rerahicht durchfihrbar
ist, gilt es eine Fehlerabschatzung durchzufihren, diecjedtets von der Differen-
zierbarkeit vonf abhangt. Jede Regel hat dabei eine mehr oder wenige guter+ehl
ordnung.

Wir verwenden die Simpson-Sumrsh), hierbei seh = & die Maschenweite des
Gitters unda undb die (eindimensionalen) Grenzen des Berei@hs

Sh) = g[f(a) +4f(a+h)+2(fa+2h) +4f(a+3h)

+2f(b—2h) + 4f (b—h) + f(b)], (152)
A&:S(h)—/:f(x)dx:%h“-f(4)(5),56 (a,b). (153)

Sie hat mito (N) fast den gleichen Aufwand wie die Trapezregel ist aber vaor-éé-
Ierordnungh4 statt nurh?. Zu beachten ist natirlich, dabs< 1 gelten sollte, anson-
sten wirde der Fehl&$S, fur h — 0 nicht konvergieren. Ein gro3es Gebiet muss also
stets entsprechend partitioniert werden, wodurch die SiimyRegel erst zur Simpson-
Summe (152) wird. Natdrlich gibt es genauere Quadratusheeh — eine Auswabhl
findet sich in [99], eine Ubersicht in [96] oder [95]. Die Geigkeit des Simpson-
Verfahren ist jedoch fir unsere Zwecke véllig ausreichetaldie Genauigkeit viel
wesentlicher durch die endliche Basis und die Diskretisigrdes Gitters bestimmt
ist. Zuséatzlich hat es den geringstméglichen Aufwand, wjeder Punkt des Raums
Qg bertcksichtigt werden soll.

Diskretisierte Funktionen wie die Wellenfunktionen undcBten, also insbesonde-
re bei der Berechnung von Skalarprodukten, werden nichtelsibbiger Simpson-
Summe integriert, sondern schlicht summiert, wobei jedndiden Vorfaktor zu ach-

44m urspriinglichen Sinne der Riemann-Summe Wwi(g) als konstant auf dem jeweiligen Abschnitt
angenommen. Eine Verbesserung stellt die Trapezregaidarineare Interpolation zwischen den Rand-
werten. Von noch bessererer Konvergenzordnung ist die Kimpgel, eine quadratische Interpolation.
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~

tenist. Seif (x) die kontinuierliche und (x;) die aufN Punkten diskretisierte Funktion,
dann gilt:

_ N
/:f(x)dm (bNa) S 7).

Fur ein mehrdimensionales Integral Uber ein GeQigtird der Vorfaktor entsprechend
zZu % wobeiV das Volumen vo ist und N hier alle diskreten Gitterpunkte des
Gebiets meint.

3.1.5 Fouriertransformationen

Die analytische Fouriertransformation ist eine Integaalsformation, die eine Funkti-
on ihrer Fouriertransformierten zuordnet. Wir definieranveie folgt*®.

Definition 18 (Fouriertransformierte) Sei f(x): % 3 — ¢ und bezeichné(k) : ® 3 —
¢ ihre Fouriertransformierte.
flk) = / £(x) exp(ik - x)d"x,
Q
1 .

f(x) = W/Q f (k) exp(—ik - x)d"k.
Die Parselvalsche Formel sichert dabei den Erhalt der Narter uler Fouriertransfor-
mation.

Lemma 1 (Lemma von Parseval) Sei f(x) auf dem Gebie® integrierbar und es exi-
stiert ihre Fouriertransformiertef (k) auf dem Gebie®, dann gilt:
1 ~
f(x)|2d"x = f(K)|2d"k. 154
JIFoPa = s [ 17K (154)

Sie folgt direkt aus der zweiseitigen Faltung des Quadrats-dnktion und des Qua-
drats der Fouriertransformierten.

Diskrete Fourier Transformation Numerisch ist die Fouriertransformation nichts
weiter als eine komplexe, trigopnometrische Interpolatiestehend aus Synthese und
Analyse.

Definition 19 Sei durch den Index ¢ {0,...,Ng} ein realer bzw. reziproker Gitter-
punkt x bzw. G festgelegt. Dann ist

Synthese: fix;) = & ¥.© exp(iGk - X)) f(Gy),

Analyse:f(Gj) = T Rexp(—iG; - %) f (%)

Damit dieses aber wirklich jeweils inverse Transformadiorzueinander sind, muss
die Anzahl an Gitterpunkten jeweils gleich sein. Wird einar&ellung vorr und G
in den realen und reziproken Gittervektoramind b, sowie die Eigenschaf; - bj =
&ij verwendet und gleichzeitig keine spharische Abschnettiabang (150), sondern
eine kubische benutzt, so lasst sich dies analytisch z¢g@nAnhang A.

Wichtig in diesem Zusammenhang ist auch das Sampling-Ene¢®9].

45Es gibt Unterschiede hinsichtlich der Normierung der Tiramsation, gebréuchlich ist neben der

von uns gewahlten Form auch der Vorfak rﬁ bei jeweils beiden Transformationen.
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Lemma 2 (Sampling Theorem) Sei f(x) eine Q-periodische Funktion mit der Fou-
riertransformiertenf, die f(g) = 0 fur |G| < Ggy erfullt. Dann ist die Funktion f
vollstandig durch die Funktionswerte an den Stitzsteligdurch die Menge

R={R€Q,R=may+may+nzag,n € A/,0<n <N,i=123}

gegeben ist, definiert. Hierbei singdie Gitterbasisvektore(i75), by die Vektoren des
reziproken Gitters und Nsei die fest gewahlte Anzahl an Gitterpunkten pro Achse mit
N; > 2max(|Gi|,¥G € z3,|G1by + Gaby 4 Ga| < Geye) + 1.

Fast Fourier Transformation Die naive Synthese und Analyse hat jeweils den Auf-
wando (Ngr-Ng)) = 0(N?). Dies lasst sich durch rekursive Auftrennung und Rekom-
bination von geraden und ungeraden Anteilen@{MrlogNg) reduzieren. Wir werden
die Reduktion kurz fur den eindimensionalen Fall erlautesiehe [95].

Lemma 3 Sei N=2M, M € (. Zunéachst definieren wity = exp(i2kr/N). Und es
folgt: wf! = exp(i2j - 2km/N) = w),. Damit lasst sich die Aufspaltung zeigen. Dabei
seien § = f(x«) die realen undB; die reziproken Fourierkoeffizienten.

N—1 J
fie=S Biw
% 17k

M-t 0 M1 2j+1
= % Bzjua’ + Z B2j1100
= =

U M—1 =
=S Bojwy+ox- Y Bojr10
&, Pcact g Bariae?
Analog folgt: fym = f3 + im - T8 = f5 — o - f5 wegenexp(i2mv/N) = —1.

Die diskrete Fourier Transformation wird also jetzt stestgen aufffk und fi'k an-
gewandt. Durch Wiederverwenden der Zwischenergebnisstatt-Nswy, missen nur
noch M aufgestellt werden — halbiert sich der nétige Aufwand. Etstehen aber
Zusatzkosten fur die Kombination des Ergebnisse§aind fi .

Sei nunN = 2™, dann lasst sich Lemma 3 rekursiv anwenden. Es entstehsn jet
nur noch die Zusatzkosten, die verbleibenden Transfoomeaiti sind reine Identitaten.
Daraus ergibt sich der neue AufwangN -logN). Der Algorithmus besteht aus zwei
Teilen: Zunéchst erfolgt ein rekursives Umsortieren deefipienteny, dann ein
rekursives Kombinieren zu den neuen Koeffizienfgn

FFT auf dem Gitter Die dreidimensionale FFT folgt dem gleichen Algorithmus.
Zusatzlich muss jedoch das Gitter in einzelne Segmentectriltgywerden, die je-
weils die einzelnen Prozessen erhalten, und die resultere Koeffizienten missen
anschlielend wieder rekombiniert werden. Dies bedingt eimsprechende Teilbar-
keit der Koeffizientenanzahl pro Achse. Bei der normalem3i@mation wird das
Gitter in'Y Z-Ebenen aufgeteilt, bei der inversen in einzeyStifte. Aufgrund der
spharischen Abschneidebedingung der inversen Koefferiesind viele Eintrdge von
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Stiften am Rande der Zelle 0. Zur Lastbalancierung wird éggm jeder einzelne mit
einem Gewicht versehen und diese so verteilt, dass jedeegs@inen gleichgewich-
tigen Teil der FFT berechnet. Eine genauere Darstellurid st¢40], Kapitel 5.2.1. Es
wird das FFTW-Paket fir die eindimensionalen Transforomah verwendet [100].

Es verbleibt anzumerken, dass aufgrund der Paralleligieder Aufwand in Teilen
der FFT wegen einer notwendigen Transposition a(ifl?) steigt. Diese Ordnung
wird die obere Grenze unserer Implementation sein. Auerdecht aufgrund der
diskreten Integration bei der FFT ein Vorfaktor vofiNk auf.

3.1.6 Minimierungstechniken

Wir benétigen mehrdimensionale Minimierungsverfahrem miit Hilfe der Kohn-
Sham-Wellenfunktionen den Grundzustand des durch denltdauan gegebenen Sy-
stems zu finden. In diesem Abschnitt wollen wir mehrere idake Verfahren der Rei-
he nach evaluieren und uns schlief3lich fur das effizientggcheiden. Aufgrund der
Tatsache, dass der Gradient in unserem Problem der AnwgmigisrHamiltonians auf
eine bestimmte der Wellenfunktionen entspricht, werdamwi Gradientenverfahren
betrachten. Im Zuge der notwendigen Auswertung des vollig@n Energiefunktio-
nals erhalten wir diesen Gradienten ndmlich ohne besondeigitzlichen Aufwand.
Alle angesprochenen Verfahren finden sich in [95, 96, 99tesie

Alle hier erwdhnten Gradientenverfahren beinhalten dagétziiche Problem der
eindimensionalen Liniensuche. lhre Fahigkeit ist ledigldie Reduktion des mehrdi-
mensionalen Minimierungsproblems auf ein eindimensemaRlgorithmen zur L6-
sung dieser beschaftigen uns im nachsten Abschnitt.

Diagonalisierung des Hamiltonian Ein Verfahren ohne Gradientenbestimmung wa-
re die Diagonalisierung des Hamiltonians in der gewahkad]ichen Ebene-Wellen-
Basis. Bekannte Techniken sind die LR- bzw. Cholesky- odetA@rlegung. Sie ska-
lieren jedoch mito (N3), also der Anzahl an Gitterpunkten bzw. Ebene-Wellen-Basis
funktionen, die leichts 1P betragen kann. Das Verfahren ist also denkbar ungiinstig
fir die Suche des Minimums. Wir erwdhnen es vorallem deshedlil wir die al-
ternative Formulierung des Kohn-Sham-Funktionals (5X)veaden, so dass wir die
Eigenwerte nicht explizit berechnen mussen. Wir bendétigjerjedoch fir die Band-
lickenbestimmung, wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben wireswegen wird nach ei-
ner erfolgten Minimierung eine Diagonalisierung des Héonians — jedoch in der
Basis der Kohn-Sham-Wellenfunktionen — durchgefihrt. Véinvenden dazu Algo-
rithmen fur komplexe Matrizen aus der ,,Gnu Scientific LilyfaGSL) [101].

Gradientenverfahren Allgemein gehen alle Gradientenverfahren von einem qua-
dratischen Funktional au$(x) = %XTAX— bTx+-c. Der erste Term lasst sich leicht als
Energienorm verstehe, ware beispielsweise der Hamiltonian des Systems. Da die
Minimierung des Kohn-Sham-Funktionals (41) gleichbededtmit der Minimierung
der Kohn-Sham-Eigenwerte ist, ist dieser Ansatz vernginigei der Beschreibung der
Verfahren werden wir uns jedoch an eine beliebige Ma#tixnd Problemvektob
halten.

Das iterative Grundprinzip wollen wir kurz festhalten. &sk der Iterationsschritt
undN die Dimension des Problems.
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1. FUhre eindimensionale Liniensuche entlang der Sudirighdurch:ay € ¢,
2. Setz&X 1 = X+ Ok,

3. Bestimmey,

4. Bestimme neue Suchrichtundy, 1 = —0Of (X 1) + Br0k-

Alle folgenden Ansétze beschaftigen sich zunachst damg, @ptimale Suchrich-
tung dx und ParameteBy zu finden.

Steilster Abstieg Lokal optimal ist das Verfahren des steilsten Abstiegs. Sieh-
richtung istdy = — O f (xx), alsoBk = 0. Die Idee ist schlicht die, dass der Gradient stets
die Richtung des steilsten Abstiegs vorgibt. Problemhtisteine mdgliche schlech-
te Konditionierung der Matri¥® A. Ihr kann durch eine Vorkonditionierung begegnet
werden.

Konjugierte Gradienten Ein - im Falle eines quadratischen Funktionals - besseres
Verfahren ist das dekonjugierten Gradienteé!. Es ist eigentlich kein iteratives Ver-
fahren mehr, sondern exakt i Schritten im Minimum. Der steilste Abstieg braucht
umso langer, je gréf3er die Konditionszahl ist. Das lieghdadass das Verfahren unter
schlechten Umstanden sogar im Zickzack standig vor uncckugéht und sich dabei
nur wenig dem eigentlichen Minimum nahert. Die folgerigbtidee ist, die Suchrich-
tungen orthogon4? zueinander zu gestalten. Da die Dimension des Probheriss,
sollte das Verfahren nacN Schritten perfekt konvergieren, wenn die eindimensio-
nale Liniensuche ebenso perfekt das Minimum entlang dehr®@intung findet. Eine
perfekte Liniensuche ist in den meisten Fallen viel zu tedareine Invertierung der
lokalen Hamiltonians notig ist. Deswegen wird auch dasafedn der konjugierten
Gradienten zu einem iterativen Naherungsverfahren.

Unter den CG-Verfahren gibt es nun wiederum verschiedenantan -Fletcher-
Reeve$102], Polak-Ribiére[103] undBroyden-Fletcher-Goldfarb-Shanr04, 105,
106, 107] sind die bekanntesten - die sich jeweils in deriBesting des Koeffizienten
Bk unterscheiden.

Angewandtes Verfahren Wir verwenden den Fletcher-Reeves-Algorithmus 2 auf
der néachsten Seite. Zur Konvergenzbeschleunigung ist\@rionditionierung des
Verfahrens sinnvollM ist hierbei eine positiv definite Matrix. Die Konvergenzat

bestimmt sich aus der Konvergenzzahl %Eﬁ—i Die allgemeine Funktiorf (x) ist
hierbei durch das jeweilige zu minimierende Funktiong{y; }| zu ersetzen.

#D. h. die Konditionzahis (A) = I . 1 mit {”r:]?r:‘} 1A = {m‘f‘;‘} |AX|, x € cN
IX|=1

47engl. Conjugate Gradient
480rthogonal bedeutet hiefdc|A|dk,1) =0 Vke {0,1,...}
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Algorithm 2: Vorkonditioniertes konjugiertes-Gradienten-Verfahrenach
Fletcher-Reeves, aus [40]
Vorbedingung: f zweimal stetig differenzierbar und Menge
W(x9) = {xe g "|f(x) < f(x©9)} beschrankt
Data: x9in® " gegebenm = 0, M Vorkonditionierungsmatrix
Result Of(x(™) = 0 nach endlich vielen Schritten oder im
liMmm-—e [|Of (X™)|| = 0, [95]

d@ = —Of (xO);

while —0f(x9) £ 0do

Liniensuche:f (™ ++ap,d™) = mingin g f(M+ad™);
x(M+1) — x(m) (de(m);

g(m+1) —0Of (X(m—s-l));

h(m+1) — M- g(m+1);

B g pmey)

m= g<m+1> h(m+1)”’

dmD — _p(m+l) 4 B d(m
m=m+1;

3.1.7 Verfahren zur Liniensuche

Ist die mehrdimensionale Minimierung eines Funktional§ e€ine eindimensionale
Liniensuche im Unterrauniam,d™ }4 . eingeschrankt, muss als nachstes der Para-
meteray, bestimmt werden. Auch hierbei gibt es wieder verschieddisihgsansatze.
Sie unterscheiden sich darin, ob sie die Ableitungen dektiunals verwenden oder
nicht. Generell gilt, dass wir stets das Minimum des Fumitie eingeschrankt auf die
gefundene Suchrichtung erhalten wollen. Dies lasst sidoumulieren als das Finden
des Nulldurchgangs der ersten Ableitung.

Wie leicht einzusehen ist, gibt es kein allgemein bestefakezn. Um die Ent-
scheidung fur ein bestimmtes Verfahren zu treffen, muse giowagung zwischen
Nutzen (moglichst wenige Schritte bis zum Minimum) und derstén (Aufwand pro
Schritt) erfolgen. Die Kosten sind in unserem Fall durchlzbadétigten Fouriertrans-
formationen zur Auswertung des Energiefunktionals inpedell hoch, selbst fur die

Ableitung des Funktionals nach einem Paramgger . Es sollten also méglichst

wenig Schritte erfolgen. Einfache Verfahren wie die Eglsﬂkthaben leider nur einen
geringen Nutzen, bessere wie Armijo leiden unter einem tigiedd Schrittweitenpa-

rameter. Beide benétigen also relativ viele Auswertun@asser ist daher ein schritt-
weitenloses, an die Problemstellung angepasstes Venfaliedches die Potentialform
approximiert und in einem Schritt direkt ein genéhertesiMimm bestimmt. Zunéchst
wollen wir jedoch noch kurz die einfacheren Verfahren clest.

Bisektion und Varianten Die Bisektionbeginnt mit zwei gegegeben Startpunkten
a,b. Die Auswertung der Funktionalableitung an diesen beideie® muss unter-
schiedliche Vorzeichen liefern, denn dann muss sich antyder Stetigkeit der Funk-
tionalableitung eine Nullstelle in dem Intervgdl, b] befinden. Ein Schritt besteht dar-
in, die Funktionalableitung in der Mitte zwischen beidemkan auszuwerten und je
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nach Vorzeichen denjenigen der beiden vorherigen Randgumit gleichem Vorzei-
chen durch diesen zu ersetzen. Wir erhalten somit einevaitechachtelung.

Anstatt den Mittelpunkt des Intervalls zu nehmen, wird bei [Begula Falsider
Nulldurchgang der Sekante, welche sich aus den beiden Rakem und Funktiona-
bleitungswerten definiert, genommen. Mit einer zuséatelicModifikation - halbiere
den ersten oder zweiten Funktionsableitungswert nacimed#3er dem ersten Schritt
- erhalten wir dedllinois-Algorithmus

Newton-Verfahren Newton-Verfahren ergeben sich aus der Umkehrung der bei ei-
ner bestimmten Ordnung abgeschnittenen Taylor-Entwicklder Funktion. Sie sind
jedoch zunéchst nur lokal konvergent und werden erst dukam@dung und andere
Modifikationen global anwendbar.

Armijo-Verfahren  Die Armijo-Regel zum Ermitteln der Schrittweite in der Lémi-
suche ist eine solche Modifikation. Sie findet sich in Aldarius 3 wieder. Nachteilig
ist die bendtigte Anfangsschrittweite, welche zu bestimmvére, und die haufig néti-
gen Auswertungen des Energiefunktionals, die teuer sind.

Algorithm 3: Armijo-Liniensuche

Data: x¥ aktueller Punktgg Anfangsschrittweitea Parameterg
Suchrichtung,f (x) zu minimierende Funktion
Result o gefundene Schrittweite

0 = Op;,

X&) — xK 4 g.d:

it f(xk) < £(xM) +0a0f(x¥)Td then
Whlle f(x*tD) < £(x®) + caDf(x¥)Td do

=20,
) 3+
else
while f(x® ) > f(x¥) + oaOf(x®)Td do

0=05-0;
B xktl) —x L g.d

Angewandtes Verfahren Da die Potentialformen von der Problemstellung abhan-
gen, ist die Festlegung einer Anfangsschrittweite sehwigiy. Wir wollen deshalb
die Besonderheiten des Funktionals nutzen und aus dem B&eRuhktionals, sowie
dessen erster und zweiter Ableitung eine Approximation ianFdrm des Funktio-
nals abhangig von einem Parame®esuchen. Dieser stellt den Mischungswinkel der
Wellenfunktion mit der konjugierten Gradientenrichturay.dDie Approximation ent-
spricht also einer Taylorentwicklung ugy bzw. ® = 0 bis zur zweiten Ordnung,
wobei gilt:

Yy — cosO- Y +sind- ).
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Dies hat offensichtliche Vorteile. Zunéchst bleifgtorthonormal <(W; W) = & Vi
unter der Voraussetzung, dass die Suchrichiing (Y;|d;) = OVi und (¢|¢;) =1 -
orthonormal ist®:

[[4n]? = cog @[y ||* +sin” O] [|2= 1.

Die Approximation des Funktionals [{Ws,...,c080- Y +sin@- ..., Un}H =
E(©) hat dann die Gestalt (155):

£ (0) ~ £(0) = A+Bcos D +Csin 0. (155)
A,B und C kdnnen hierbei durch folgende drei Gleichungetgfdegt werden.
z(0) = £(0),
00le=0 00 le=0’
0’c| 0’

@‘ezo N ﬁ‘ezo'

Es werden also das Funktional und seine ersten beiden it in Abhangigkeit

des Parameter® bendtigt. Die notwendigen Formeln fiir die drei verschieatei-

nimierungen - ungestoérte, unbesetzte, gestorte - geben withang A.2 bis A.5 an.
Auflédsen nach den drei Bestimmungsgleichungen liefert digekannten Kon-

stanten.

A=z (0)—B, (156)
10%¢
B= 4002 ‘e:o’ (157)
0E
1
c=1%l. (158)

Damit der gesuchte Paramet®,i, ein Minimum beschreibt, fordern wir notwendig

g—g(@mm) =0und hinreichen(%%%(@mm) > 0. Damit erhalten wir einen Bestimmungs-
ausdruck fur den Liniensuchparameter:

Omin=3tan * | ———2= |. (159)

Weiterer Vorteil dieses Verfahrens sind die geringen Kasizas Energiefunktio-
nal muss ohnehin mit der veranderten Wellenfunktion ausgetvwerden, die Terme
der beiden Ableitungen erhalten wir dabei aus der Bestingligser Auswertung und
der ebenso noétigen Gradientenberechnung praktisch Kosten

Die obige Exaktheit der Minimumsbestimmung hangt jedoahder lokalen Glte
der Approximation des Funktionals an die wahre Form ab. Sienkalso wiederum
nur iterativ gesteigert werden, wenn mehrmals die Liniehsumit neu bestimmten
Gradienten und Gesamtenergie auf die gleiche Wellenfonkiihngewandt wird, bis
eine gewisse untere Schranke in der Anderung der Gesamieengterschritten ist.
Im folgenden Abschnitt wird uns dies als ,Minimierungsstthibegegnen. Eine feste
Zahl von 3 hat sich dabei ( [40], Abschnitt 5.1) als sinnvatdusgestellt.

49Es kann jedoch aus numerischen Griinden dennoch vortaiiti@ftgar notwendig sein, eine zuséatz-
liche Orthonormierung nachzuschalten.



3.2 Numerische DFT 91

3.2 Numerische DFT

Nachdem wir die notwendigen Algorithmen dargelegt habegrden wir in diesem
Abschnitt kurz beschreiben, wie die Grundzustandsdichteaxplizit numerisch ge-
funden wird. Die Minimierung des Funktionals soll dabeiamier Nebenbedingung
orthonormaler Kohn-Sham-Wellenfunktionen erfolgen.

In der Vorgehensweise halten wir uns vollstéandig an [4@ vdr in Algorithmus 4

wiedergeben.

Algorithm 4 : Grundzustandsfindung

L

o

Initialisiere dieNy, Startzustandqji(o)
Orthonormalisiere die Startzustande nach AlgorithmasfiSeite 81
Wellenfunktion i = 0, Minimierungsschritt m =0

Berechne Gesamtenerdig: nach Funktional (51), den Gradienten (122), die
verschiedenen Dichten (lokale, Spin-, Gesamt-, Rumptielakndichten)

Berechne Vorfaktoren der Potentiale

Fuhre einen Minimierungsschritt mit Funktional (51) clurnach dem
Gradientenalgorithmus 2 auf Seite 88

(a) Berechne Gesamtenerdi€”), aktualisiere die geanderten Teile der

Dichten und Vorfaktoren

(b) Berechne die steilste Abstiegsrichtu&f@), daraus die orthonormalisierte
{m=zm_ z’j\lii<wj|zi(m)>l.pj, wieder tiber Algorithmus 1, und mittels

|
der MatrixMg ¢ aus (161) die vorkonditionierte, die wieder

orthonormalisiert wurdeﬁi(m). Die konjugierte Richtung ergibt ich
schlieflich in der Form

- qm firm=0
oM =1 < (m) 5(m) . (160)
' A+ % flirm=£0

Nach Orthonormalisierung erhalten wir die endgtiltige Rioly $i(m).

(c) Liniensuche aus Abschnitt 3.1.7 auf Seite 89
(d) Ist qu(m) konvergent? Wenn nein, danmt- + und gehe zu 6a. Wenn ja,

gehe zu 7.

7. Ist die Gesamtenergie minimal? Wenn nein, gehe zur réch&hn-Sham-

Wellenfunktioni = (i + 1) moduloNy, m= 0 und zu 6a. Wenn ja, Ende.
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Eine geeignete Vorkonditionierungsmatrix M fir Schrittfainden [108] und ge-
ben sie in der Form (161) an,

27+ 18x+ 12¢% + 8x°
274 18X+ 12x2 4 8x3 + 1ox4
(Xo| — 30%Xc)

W™~ 507"

Mge =dcc (161)

mit X=

wobei xg = exp(iGr) Ebene-Wellen-Basiszustande angeben. Sinnvoll ist diese V
konditionierung vorallem wegen der zunehmenden Diaga@maidanz des Hamilto-
nians fur Basiszustande mit gro3gs|, wodurch die Terme der potentiellen Energie
gegen den kinetischen Term verschwindend klein werders [agt vorallem auch
daran, dass die Abschneideenergie der Ebenen Wellen{Basise gute Approxima-
tion deutlich gréf3er als die typischen Bindungsenergiemédt werden muss.

3.3 Numerische Anwendungen der DFT

Nach der Minimierung des Kohn-Sham-Funktionals befindeh gie Kohn-Sham-
Wellenfunktionen naherungsweise in einer Darstellung@emdzustandsdichte. Mit
diesen minimierten, besetzten, ungestorten Orbitalenddmun das erste unbesetzte
und die gestérten Orbitale zur Bestimmung der Bandlicke derdStromdichte be-
rechnet werden.

3.3.1 Bandliuckenbestimmung

Die Minimierung der unbesetzten Wellenfunktionen ver&rfalog zur Abfolge in
Abschnitt 3.2. Einzige Unterschiede sind das andere Esfergitional (113), welches
zu minimieren ist, und die damit einhergehenden unterdtibieen Ableitungen fiir
die Liniensuche, diese geben wir in Abschnitt A auf Seite Wgdler. AuRerdem mus-
sen die Dichten nicht neu berechnet werden, da die unbesditbitale gemal dem
Ansatz diese nicht beeinflussen.

3.3.2 Stromdichteberechnung

Auch die Minimierung der gestorten Orbitale verlauft naeindgleichen Schema aus
Abschnitt 3.2. Das zu minimierende Funktional ist diesmi@5), wieder finden sich
die Ableitungen in Abschnitt A auf Seite 139. Zu beachtendsiss sechs Minimie-
rungen fur die jeweils drei Komponenten der beiden Stoettpeen (137) notwendig
sind.

AulRerdem wird eine andere Vorkonditionierungsmatrix \@rdet, wir folgen [75]
in der Herleitung. Um das Funktional (125) zu minimieremd@en wir eine Inverse
von HOg; — (¢i(o)|H(°)|¢§0)>. Dazu ersetzen wir den zweiten Term durch die Spur
des Hamiltonians, wodurch der Operator fir jedes Orbitaeln bestimmbar wird.
Ahnlich zu (161) besteht eine Diagonaldominanz fur gr&R&Vir nahern den ersten
Term durch}|G|2+V(G). Um abschlieBend zu verhindern, dass die Inverse zu klein
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wird, fihren wir eine Konstantgein und erhalten (162) als Vorkonditionierungsmatrix
M:

1
z|G|Z+V(G) — N—{UTr(H@))

Mij =
J <%|G|2+V(G) - N—ler(H(O))> +¥?

dij. (162)

Sobald die sechs Minimierungen durchgefihrt sind, sinchdterendigen Wellen-
funktioneny®, yPund " *P bekannt, um die Stromdichte nach (136) zu ermitteln.
Zu deren Auswertung im Realraum mittels Wellenfunktionderen Koeffizienten im
reziproken Raum abgespeichert sind, sind eine Reihe vordfvansformationen not-
wendig. Glicklicherweise sind diese unabhangig vom Autweisort der Stromdich-
te r’ anwendbar und mussen somit nur jeweils einmal pro Wellédrﬁmpi(o) ange-
wandt werden. In Tabelle 2 findet sich die Aufzahlung.

W) 1
<Lu.<°\p|r> 1.3
(r'|w ”p> 1.3
< \p|w.”"> 3-3

< (r|yPy | 1-3
'x<r'\p|w§p>> 3-3
insgesamt 28

Tabelle 2: Aufzéhlung der notwendigen Fouriertransformationen zuswertung von (136)
pro Wellenfunktionpj, i< {0,...,Ny—1}.

Wie bereits erwahnt wird nicht die Stromdichte, sonderrldider fur folgende
Berechnungen notwendige Stromdichtetensor (142) etmiktit ihm kénnen dann
der chemische Abschirmtensor und die magnetische Sulsitiggitibestimmt werden.

Magnetische Suszeptibilitdét Zur Auswertung von (149) muss Uber das reale Gitter
integriert werden. Dies bedeutet, dass das ausgewertetezphodukt von Aufpunkt-
vektor r’ und Stromdichtetensal(r’) an jedem Gitterpunkt unter Berlicksichtigung
des Vorfaktors (154) aufsummiert wird.

AnschlieBend erhalten wir den Rang-2-Tensor mit neun &geiny;;, der sich in
die Summe eines Rang-0-, eines antisymmetrischen Rangdlkines symmetrischen
Rang-2-Tensors aufspalten lasst.

Xxx Xxy Xxz 100 0 XQy Xz Xxx X)éy sz
X= [Xyx Xy Xyz| =Xiso [0 1 O] + X% O Xp|+ xyx Xy xyz :
Xzx Xzy Xzz 001 Xz X?y 0 X2x Xzy Xz
(163)

Experimentell bedeutend ist vorallexp,o, welches wir auch zur Validierung be-
nutzen werden. Es lassen sich jedoch noch eine Reihe weitereessanter Parameter
definieren. Notwendig ist zunéchst eine Transformationai® ldauptachsensystétn

50engl. ,Principal Axis System*
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in dem der symmetrische Tensor Diagonalgestalt hat und me&yenmetrische ver-
schwindet.

100 [x#° 0 o
X=Xiso |0 1 O +| O x5° 0 |, (164)
00 1 0 0 xus

Es soll dabei gelten, dass die Wexfg® sortiert sind:x55° > x55°5> X771 Wir fassen
alle Parameter in Tabelle 3 zusammen.

isotropische Suszeptiblitdt Xiso = 3 (Xxx + Xyy + X22)
antisymmetrischer Tensof Xuv (Xvu Xvp)
symmetrischer Tensor Xuv (xvu + Xvu— 2Xiso)
Anisotropie Ax = XS@S— g XffSJr X55)
Asymmetrie n= %

33 iSO
Span X55°— X%s
Skew 3;(5:3 XZPZAS

33

S & = () (1+%;f12)
A = (X122 + (XT9)* + (X53)?

Tabelle 3: Tensoreintrdge und Parameter, die aus dem Suszeptgidindbry bestimmt wer-
den kdnnen. Identische Definitionen gelten fiir den Abscteinsoro.

Chemische Abschirmung Der Abschirmtensor lasst sich auf zwei verschiedene Ar-
ten bestimmen.

Einerseits lasst sich die Gleichung (146) numerisch integn. Hierbei muss je-
doch auf die Polstelle achtgegeben werden. Es ist bei di#gegrabzusehen, dass die
Gitterdiskretisierung deutliche Schwankungen in der Kogenz der Tensoreintrdge
induziert. Je abhangig davon, ob ein Gitterpunkt geraddlioklich in die Nahe einer
Kernposition fallt oder nicht.

Bei der zweiten Art wird Gleichung (147) benutzt, um die clshe Abschirmung
im reziproken Raum zu bestimmen. Dazu wird der Stromdiehsair fouriertransfor-
miert, so dass er als Tensi(G) im reziproken Raum vorliegt. Wird er dann in obige
Gleichung eingesetzt, die Abschirmung rucktransformied an der KernpositioR
ausgewertet, liefert dies gleichfalls die chemische Alreuling & fir diesen Kern.

Da die Abschirmungy jedoch nur diskret vorliegt, muss sie an der Kernposition
R aus den acht umliegenden Gitterpunkten interpoliert werBtene einfache, lineare
Interpolation der Art (165) genigt dabei und empfiehlt sialhctd den geringen Auf-
wand. Wir summieren tber die acht angrenzenden GitterpuRktwelche tbek in
beliebiger Reihenfolge indexiert seien, jeweils mit eineewichtungsfaktow.

Sei Ry ein beliebiger Gitterpunkt. Dann hat dieser drei direkteyétberliegende
nachste Nachbarn, je einen pro Achse, dieRjiR! und RZ bezeichnet seien, entspre-
chend nebenstehender Abbildung. Beilie Projektion des InterpolationsortBsauf
die Verbindungslinie zwischeRy undR,. Dann ergibt sich der Gewichtungsfaktor zu

Wi = s |R¢— R [Rg— RY| - [R¢ — .
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o(R) = ZWK'E(RK) (165)
it 1 i
mit W= 3 |T| Xic-
Es muss hierbei gelten, dass die Summe uber alle Gewiclitlkgen 1 ergibt.

Das ist leicht einzusehen. IR wieder ein beliebiger Gitterpunkt urfgf sein nach-
ster Nachbar, so gilty = |R{ — R¥|. Umgekehrt sei nuiiR; der beliebige Gitterpunkt
und dementsprecheri® sein nachster Nachbar entlang der X-Achse, so ergibt sich
der Abstand natrlich durdh— x mit der Maschenweité des Gitters. Da acht Sum-
manden auftreten, lassen sich je die Halfte zusammenfasskbmacheinander fiir jede
Achse obige Eigenschaft ausnutzen, wodurch stets einafrdieFaktoren vorwy zu

h wird. Es verbleibtll; = 1.

Die zweite Variante ist zu empfehlen, da bei der Berechnwand-duriertransformier-
ten die Polstelle analytisch bericksichtigt wurde. Es @&tegell ein stabileres Ver-
halten in der Konvergenz zu erwarten. Dazu sind zehn Fataresformationen nétig,
einmal je eine fir jede Komponente des Stromdichtetensazweitens eine weitere
zur Rucktransformation des Gitters des induzierten Mdgluets abgeleitet nach dem
aul3eren Feld.

Analog zu (163) lasst sich auch der Abschirmtensor aufspaihs Hauptachensy-
stem transformieren und die entsprechenden Parametdieerh&lieder ist die isotro-
pische Abschirmungs, die flr die Validierung verwendete.

3.3.3 Wannierfunktionsalgorithmus

Zur Loésung des Ortsoperatorproblems muss die Varianz,nAdgchnitt 2.3.3, Para-
graph ,Maximal lokalisierte Wannierfunktionen* gezeigtjnimiert werden. Die Va-
rianz berechnet sich dabei aus den Matrizen der drei vedehen Ortsoperatoren

X, ¥ undZ angewandt auf die Zustén(déo). Wegen der periodischen Randbedingun-
gen bendtigten wir einen andere Form des Ortsoperatorpediedisch ist. Es ist of-
fensichtlich, dass dieser (130) zu folgenden sechs satljstgierten Operatorel®
aquivalent ist.

A =C, = cos—x, (166a)

A? —§ —sinx (166b)

A® =C, = cos—y, (166¢)

A% = §, =siny, (166d)
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~ N 2

A® =C, = cosL—nz, (166€)
z

A® =5 = sinzl_—"z (166f)
Z

Im Falle mehrerer Matrizen, die gleichzeitig zu minimiesend und nicht notwendi-
gerweise kommutieren missen, schlugen [79] den CardosioB8oniac-Algorithmus
aus der Signalbearbeitung vor, der mittels elementargmnibigen — ahnlich der Jacobi-
Diagonalisierung — die Varianz (129) unter gleichzeiti@@agonalisierung aller Ma-
trixdarstellungen der Operatoren minimiert. Diese Varifim mehrere Operatoren er-
weitert sich dabei von (131) naturlich zu

o awy ({01} = zo{A<k ({0i}) (167)

Die iterative Berechnung dieser elementaren Rotatiorten ilgorithmus 5 auf
der nachsten Seite dargestdtitjst der Iterationsschritt

Die Jacobi-Diagonalisierung ist anderen Verfahren wie @&-Zerlegung zwar
unterlegen. Jedoch eignet sie sich hervorragend zur Ela@igiung. Betrachten wir
den Algorithmus, so ist leicht einzusehen, dass die Raotatielche inc unds steckt,
fir N/2 Indexpaare gleichzeitig berechnet werden kann. TrenrredievMatrix spal-
tenweise auf und ordnen jeweils jene zwei Spalten, die zwdexpaar (i,j) gehoren,
einem Prozess alleine zu, so kann dieser unabhangig vonrilemes die Rotation
berechnen und die Transformationen der Spalten durchitB&iazig fir die Transfor-
mation der jeweiligen lokalen Zeileneintrage missen diedieneten Rotationen aller
anderen Prozesse bekannt sein, die Reihenfolge der Anwerishjedoch wieder un-
abhangig, da die einzelnen Rotationen voneinander ungiggi&lemente betreffen.

Wir wollen im folgenden Abschnitt die genaue Art der von uesvghlten Paral-
lelisierung darlegen. Sie stellt das aus unserer SichingptMogliche dar — abgese-
hen von der Abfolge des ,Ringelspiels®, hier lie3e sich negte sinnvolle Pivotisie-
rung finden, so dass die elementaren Rotationen zuerst mihdees zu den grofiten
Nicht-Diagonalelemente durchgefiihrt werden.

3.3.4 Parallele Jacobi-Diagonalisierung

Folgende Probleme muissen gelost werden. Zunéachst migsbrddkpaare generiert
werden. AnschlielBend muss beantwortet werden, was in ddrpdssiert, dass nur
p < Ny/2 Prozesse zur Verfligung stehen. SchlieBlich wollen wirAdieder Kom-

munikation erklaren, mit der die Winkel und Spalten ausgstht werden. Wir halten
uns hierbei an die vorzigliche Beschreibung in [109] S. 4&ndeln diese jedoch
unseren Bedurfnissen gemalf3 ab und erweitern ihn. Da wildassage Parsing Inter-
face® [110, 35] verwenden, welches effektive All-to-Allekhmunikation bietet, lohnt
es sich nicht, die Winkel wie dort beschrieben in einer Riikgdation auszutauschen.

Indexpaargeneration Das Problem der vollstandigen Generation (e 1) - n/2
maoglichen Indexpaare ist als Schachtournier vorstellirlem unten Gegnern jeder
mit jedem genau einmal spielen soll. Dies kdnnen wir uns, iwidbbildung 9 auf
Seite 98 zu sehen ist, sehr leicht bildlich klar machen.
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Algorithm 5: Wannierlokalisierung

1. Berechne die reellen, symmetrischen MatriggiAM|y; )2

2. Fur jedes Indexpaar (i,j), wobek j wegen Symmetrie:
. . ) o~ tA(K) (K) . _ [ &i —ajj
(a) Bilde die 2x2-MatrixG = [J (zkh (AR h(A )) mit h(A) =
ajj + aji
(b) Finde deren Eigenwerte und Eigenvektoren.

© Setze(§> gleich dem Eigenvektor zum grof3ten Eigenwert, xrit 0.

(d) Berechne die Matrixelemente (ii), (ij), (ji), (jj) abvaend von der Ein-

heitsmatrix der RotationsmatrR™ mittelsR(™ (c,s) = (g _CS> , wobei

r=+vx+y%c=,/5" unds= m

(e) Fuhre die Ahnlichkeitstransformatigd®) — RMAKRM™ durch.

(f) Sammle die Transformationen (™) = RMU ™M wobeiU () mit der
Einheitsmatrix initialisiert wurde.

3. Berechne die Gesamtvariau%Nk)}

4. Prife, ob die Anderung in der Varianz kleiner als ein gegeb Toleranzwert
ist, wenn nicht, gehe wieder zu Schritt 2.

5. Wende die gefundene Transformation U auf die Wellenfonkn an:|y;) =
SiVilwj)
6. Wahlweise berechne Wannierzentren
L (2
R = o Oln(AY +iA)
L ,
R/ = o O(n (A7 +iA")) (168)
L 5 ..(6
R = o On (A7 +iA))

und die Einzelvarianz derten Wellenfunktion aus den entstandenen Diagonal-
elementen mittels (131).

8Da die Sinus- und Kosinuswerte nur an den diskreten Punleaiitlyt werden, lasst sich die Be-
rechnung durch Verwendung einer Lookup-Tabelle der eetslgnden Werte erheblich beschleunigen.
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| 1|1 3|57

v
2 | 4|6 |8
1|12 3]s 14| 2] 3
46| 8|7 6| 8| 7|5
116 4] 2 1|1 8| 6] 4
8| 7|5 | 3 75| 3|2
117 8] 6 1| 5|78
5| 3| 2] 4 32| 4|6

Abbildung 9: Beispiel der ,Ringelspiel“-Indexgeneration fii, = 8. In jeder Spalte findet

sich jeweils das Indexpaar (i,jNy/2 = 4 Paare kénnen gleichzeitig und unabhéngig vonein-

ander bearbeitet werden. Die Abbildung oben links zeigt\detauf des Ringelspiels, rechts

oben ist die Ausgangssituation. Jeweils von links nachtsagid oben nach unten folgen alle
weiteren Schritte einer Runde.
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In den beiden Zeilen befinden sich jeweils die beiden Kominédn bzw. Spalten
zu einem Indexpaar (i,j). Die Pfeile geben die Richtung dieg@lspiels an. Spieler 1
kann immer sitzenbleiben, der Rest wechselt von Platz ziz.M&ch 7 Runden hat
jeder einmal gegen jeden anderen gespielt bzw. wir habersigben verschiedenen
Indexpaare erzeugt. Algorithmus 6 vollfiihrt jeweils einenBe im Ringelspieltop[k]
und bot[k] sind zwei Arrays, welche die obere bzw. untere Zeile der Sigalten in
unserem Beispiel enthalten, also je einen der beiden Tedsrindexpaar§, j).

Algorithm 6 : Ringelspiel, aus [109]
Fuhrt eine Rotation der beiden Indexgruppen top und botrgune= Ny /2.
Hin- und Herkopieren der Indexarrays wird hier nicht augg-t
for k =0: m-1do
if k==1 then
| newtop[k] = bot[1]
else ifk > 1 then
| newtop[K] = top[k-1]
if k==m then
| newbot[k] = top[K]
else
| newbot[k] = bot[k+1]

Ist N ungerade, so lasst sich dies durch Einflgen einer phaltls und -zeile in die
Operatormatrizen beheben.

Ringprozedur Die nun folgende Idee der parallelen Diagonalisierung datrid ist
ein Ring ausNy/2 Prozessen. Jeder Prozess besitzt lokal die beiden Spdikeru
einem Indexpaar (i,j) gehoren, berechoeinds und wendet diese Rotationen auf die
lokalen Spalten an. AnschlielRend wird jeder Winkel in eirfeimg reihum weiterge-
geben und dieser auf die jeweiligen Zeileneintrage angetv@mschlielRend missen
Index- und Spaltenpaare analog zu Algorithmus 6 weitesjgdmd entsprechend aus-
getauscht werden. Zur Implementation auf einem Loop Systehe auch [111].

Mehrere Rotationen pro Schritt  Im Fall von nurp < Ny /2 Prozessen miissen meh-
rere Rotationen, also mehrere Index- und Spaltenpaare noae$s, bearbeitet wer-
den. Wir benétigen also stets eine Anzahl Prozesse die g@aiter vonNy,/2 sinc?™.
Mehrere Rotationen seriell zu bearbeiten, kann vortdilbaifh. Das Austauschen der
Spalten und Winkel benétigt Zeit, die im Falle einer seeelDiagonalisierung nicht
gebraucht wird. Es zeigt sich, dass erst bei groRen MatdeeRarallelisierung wirkt.
Gerade grof3e Matrizen miiy > 100 interessieren uns bei der Berechnung von Na-
noréhren besonders. Hier lohnt sich die ParallelisierisgAlgorithmus aul3erordent-
lich. Der vollstédndige Ablauf der Ringprozedur mit mehrefRRotationen pro Schritt
findet sich in Algorithmus 7 auf der ndchsten Seite. Er vedeeen Algorithmus 8
auf Seite 101 zum Austausch der Spalten unter den Prozessen.

51Es lieRe sich hierbei entweder eine eigene MPI-Gruppe igraroder auf die vorhandene Gesamt-
N, bzw.N,, undN,,-Gruppen zurlickgreifen. Letzteres ist ausreichend.
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Algorithm 7 : Parallele Jacobi Diagonalisierung, basiert auf [109]
Data: setist die Runde im Ringelspietpund die lokale Rotation
Result Matrix A, aufgeteilt in Spalten Aloc pro Prozess, wird disglisiert.
Vorbedingung: (Num % 2) == 0, (Num/2)% ProcNum ==

Verschaltung der Prozessnachbarbeziehung ;
repeat
for set =0 : Num-1do

for round = 0: maxroundsio
start = ProcRank * maxrounds + round;

i = top[start] < bot[start] ? top[start] : bot[start];
iloc = top[start] < bot[start] ?0: 1,
j = top[start] > bot[start] ? top[start] : bot[start];
jloc = top][start] > bot[start] ? 0: 1;
Berechne ¢, s flr (ij), erzeuge Vsmall :
Uloc[2-round] = Uloc[2 - round] * Vsmall;
| Aloc[2-round] = Aloc[2 - round] * Vsmall;
Allgather(c, maxrounds);
Allgather(s, maxrounds);
for 1 =0: Num/2do
i =topl[l] < bot[l] ? top[l] : bot[l];
iloc =top[l] < bot[l] ?70: 1;
j =topll] > bot[l] ? top][l] : bot[l];
jloc =top[l] > bot[l] ?0: 1;
for m = 0: maxroundsio
| Aloc[2-m][i,j] = VsmallT Aloc[2 - m[i,j]
Spaltenaustausch
| Ringelspiel
until A spread < tol;

Ein Beispiel: Wir haberNy = 400 Spalten ung = 8 Prozesse. D. h. jeder Pro-
zess fuhrt lokal 50 Spalten und 25 Rotationen durch. Die Amuag der acht paral-
lelen Rotationen lokal auf die Spalten mit jeweils 400 Ebigan erfolgt gleichzeitig.
Nach 25 Rotationen miissen lediglich 6-mal vier und 2-mahjei SpalteR? getauscht
werden. Durch geschickte Verwendung von Zeigern brauckeddy prozessinternen
Indexrotation keine Speicherbereiche umkopiert, sondarrdie Zeiger ausgetauscht
zu werden. Alle 200 Winkel werden durch effektive All-totAdommunikation in al-
len Prozessen zusammengefihrt. Die Drehungen der Zeitesigen erfolgt wiederum
gleichzeitig. Diese sind lokal aufgrund der Aufteilung mlr Eintrage lang. Der Aus-
tausch der Spalten geschieht direkt von einem Prozess zueilgdbenachbarten. Es
ist leicht einzusehen, dass die Geschwindigkeitsstengenm diesem Normalfall sehr
gut ist und der Overhead durch den notwendigen AustauscigwenGewicht fallt.
Einen ahnlichen Ansatz entwickelten Tervola und Yeung JHLZ einem Transputer
Netzwerk und geben Zeitmessungen samt Berechnungen an.

52pje .Randprozesse", also Prozess 0 und Prozess 7 in unsez@pi@, tauschen jeweils nur zwei
Spalten, da ihnen der jeweils andere Nachbar fehlt und exdekrotation hier intern erfolgt.



3.3 Numerische Anwendungen der DFT 101

Algorithm 8 : Spaltenaustausch

if ProcRank == Othen
if maxrounds > Then
| Abufferl = Aloc[2- (maxrounds- 1)]
Abufferl = Aloc[1] Sende blockadefreil ~ Abuffer) ;
for | = 2- (maxrounds-1) : 3; I-=2 do Aloc[l] = Aloc[l-2];
if maxrounds > Ihen
| Aloc[2] = Aloc[1]
for [=1: 2-maxrounds- 1, I+=2 do Aloc[l] = Aloc[l+2];
Aloc[2 - maxrounds- 1] = Abufferl, Empfange blockadefrei( Abuffer] ;
Ise ifProcRank == ProcNum - then
Abuffer2 = Aloc[1], Sende blockadefrei( Abufferd ;

for |=1: 2-maxrounds- 1, I+=2 do Aloc|[l] = Aloc[l+2];
Aloc[2 - maxrounds- 1] = Aloc[2 - (maxrounds- 1)];
for | = 2- (maxrounds-1) : 1; I-=2 do Aloc[l] = Aloc[l-2];
Aloc[0] = Abuffer2, Empfange blockadefrei( Abufferd ;
else
Sende blockadefrei(  Aloc[2- (maxrounds-1)]), Abufferl =
Aloc[2 - (maxrounds- 1)];
Sende blockadefreil  Aloc[1]), Abufferl = Aloc[1];
for | = 2- (maxrounds-1) : 1; I-=2 do Aloc[l] = Aloc][l-2];
for |=1: 2-maxrounds- 1, I+=2 do Aloc|[l] = Aloc[l+2];
Aloc[0] = Abufferl, Empfange blockadefrei( Aloc[0]);
Aloc[2 - (maxrounds- 1)] = Abuffer2, Empfange
| blockadefrei(  Aloc[2- (maxrounds-1)]);
if ProcRank != ProcNum - then

Warte auf Bestatigung( Send];
| Warte auf Bestatigung( Receivel,;
if ProcRank != Othen
Warte auf Bestatigung( Send?;
| Warte auf Bestatigung( Receivep;

[©)




102 4 Anwendungen

4 Anwendungen

Nachdem der Formalismus hergeleitet ist und seine Implatien erklart, kénnen
nun erste Atomkonfigurationen betrachtet werden. Bevounsrjedoch gréfl3eren Sy-
stemen zuwenden, muss die Implementation an kleinen Sgatetit bekanntem Ver-
halten und Gré3en wie der Suszeptibilitat validiert werdeabei ist es notwendig,
sich zuné&chst Schritt fur Schritt von einfacheren zu komigiten Systemen vorzuar-
beiten. So sind die Algorithmen zwar einzeln gut beherrscia vorallem kontrollier-
bar, aber die Gesamtfunktionsweise kann erst ganz am Eradpriii werden, wenn
die Rechnungen in einem experimentell messbaren Endwseritiszen. Die Glieder
in der Kette dazwischen aus Wellenfunktionsminimierungeiedener Gruppen, Zu-
sammensetzung zur gestdrten Wellenfunktion erster Ogirigildung der Stromdich-
te und schliel3lich der Berechnung den Endwerte sind dineldmzelnen Tests nur
schwer zuganglich.

Aus diesem Grund betrachten wir zunachst das einfachstichégbystem: Ein
Wasserstoffmolekil. An ihm lassen sich die Stromdichtedrilsehr gut verstehen,
so dass die Kette bis dahin validiert werden kann. AnscafidBverden wir einfa-
che Kohlenwasserstoffe isoliert innerhalb eines so geean8uperzellenansatzes in
der gasformigen Phase untersuchen. Anhand dieser kbne&usdzeptibilitéat und der
Abschirmtensor Uberprift werden.

Aus dieser Validierung werden wir auch versuchen, einedfehkchatzung zu ge-
winnen. Indem die Koordinaten der Atomkerne, der Startdes Zufallszahlengene-
rators und das Zellvolumen variiert werden, erhalten wihieunterschiedliche Werte.
Aus dem Male der Schwankungen wollen wir abschétzen, welebleler wir aus der
numerischen Berechnung erwarten kénnen.

AnschlieRend werden wir zunachst Acetanilid als groResgmanetrisches Mole-
kul betrachten. Hier mochten wir die von uns ermitteltensdarebungen mit einem
gemessenen Resonanzspektrum vergleichen. Danach koniféerey Molekile wie
Nanoréhren gerechnet werden. Diese werden so in eine Zelesperrt, dass sie
entlang der Symmetrieachse periodisch fortgesetzt simthdsen sich dabei mehrere
Einheitszellen in eine periodische Zelle sperren, sollefektstellen simuliert werden.

Eines mussen wir als Vorbemerkung erwdhnen: Obwohl in digefolen Abbil-
dungen stets die Stromdichte abgeleitet nach dem auRReldrlFsehen sein wird —
namlich der in (142) definierte Stromdichtetensor — wollein dennoch von einer
Stromdichte sprechen. Denn das externe Feld beeinflusgisGtarke, nicht aber die
dreidimensionale Gestalt der Stromdichte, wie offen$athanhand von (136) einzu-
sehen ist.

4.1 Validierung
4.1.1 Woasserstoffmolekdl

Das Wasserstoffmolekil ist das einfachst mogliche Molekglbesteht aus zwei Pro-
tonen im Abstand von 1.4 a.u., ausgerichtet entlang der MsAcverbunden durch ein
einzelnes, doppelt besetztes Valenzorbital. Daher foigt Eokalisation der Ladung

langs zwischen den Protonen und drehsymmetrisch um dién dliecbeiden Atome

definierte Achse (siehe Abbildung 10 auf der nachsten Seite)
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Abbildung 10: Drei Isoflachen der Ladungsdichte des Wasserstoffmolekiilks in Sicht auf
die YZ-Ebene, rechts auf die XZ-Ebene zur Verdeutlichungtehsymmetrie. Das Molekil
ist entlang der Y-Achse ausgerichtet.

Fur eine lokalisierte, punktférmige Ladungsverteilungvamten wir klassisch bei
Anschalten eines externen Magnetfelds eine ringférmigregihe ausgedehnte Vertei-
lung entsprechend eine torusformige Stromdichte. DieHegldales Torus sind dabei
Flachen gleicher Stromflussstarke. Ist diese Ladungshertenicht sphérisch, son-
dern in eine Richtung gestreckt, so sollte sich fur Felddoben orthogonal dazu ein
elliptischer Torus ausbilden. Die Starke des Flusses istideinerseits proportional
zum magnetischen Fluss, welcher die vom Ringstrom eingiessdme Flache durch-
strémt, anderseits proportional zur lokalen Ladungsdicht

Nach dieser Vorbemerkung wollen wir Abbildung 11 auf derhsden Seite be-
trachten. Hier istin drei Spalten, entsprechend aul3erigni€tdungen X, Y, Z, jeweils
eine Schnittebene zentriert auf den Schwerpunkt zwiscleenRiotonen dargestellt.
Griun symbolisiert hier eine starke, blaulich eine schwauhleeine Stromdichte. Es
ist jeweils deutlich eine kreisformige bzw. elliptischauktur zu erkennen, ganz im
Einklang mit der Erwartung. In der untersten Zeile befindeh schlief3lich eine per-
spektivische Darstellung dreier Isoflachen, welche dieaelte, gestreckte Torusge-
stalt haben. Zur Verdeutlichung des Stromflusses verweiseauf Abbildung 12 auf
Seite 105. Hier ist in einer Schnittebene senkrecht zur Ms&cund mittig zwischen
den beiden Protonen jeweils der Stromvektor, eingeschiufkdie Ebene, an jedem
diskreten Gitterpunkt dargestellt. Das Feld steht hieefeinfalls in Y-Richtung. Wir
haben aulRerdem zusétzlich den Stromvektor jeweils in ddebeKomponenten des
Stroms (136) resultierend aus den beiden Stéroperato8a) dlifgespalten.

Fir diesen einfachen Fall erhalten wir also qualitativ &bie Stromdichten.

4.1.2 Einfache Kohlenwasserstoffe

Anhand einiger einfacher Kohlenwasserstoffe (siehe Tathélmit Strukturdarstellun-
gen im Anhang B) wollen wir nun quantitativ die Minimierungerprifen. Zusatzlich
wird Tetramethylsilan $i(CHz), oder auchMe;Si) berechnet, da dieses Molekl in
experimentellen Messungen als Referenz dient und wir e& ganEichung der Wer-
te der Kohlenwasserstoffe bendétigen. Eine Reihe von Nakyerny die ihren Ursprung
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Abbildung 11: Von links nach rechts: Angelegtes aul3eres Feld in X-, Y- wiRichtung. Von

oben nach unten: Aufsicht auf Schnittebene durch Strontgichittig zwischen dem Wasser-

stoffmolekiil zentriert, orthogonal zu X-, Y- und Z-Achseielunterste Zeile zeigt eine per-

spektische Aufsicht auf drei ausgewahlte Isoflachen dem&tichte zur Verdeutlichung der
Torusstruktur. Das Molekul ist entlang der Y-Achse austieei.
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Abbildung 12: Stromvektorfeld auf der Schnittebene orthogonal zur Ygehmittig zwi-

schen den H-Atomen &(10,...,10), aufgespalten ifp und? x p-Komponente. Die Vektoren

wurden mit dem Faktor 2 skaliert. Aquivalent zu Abb. 11, teitt Spalte, zweites Bild. Das
eingezeichnete Gitter entspricht dem fiir die Rechnung eedsten.

einerseits in der Diskretisierung, andererseits in dete®yatik haben, miussen kon-
trolliert werden.

1. Endlichkeit der Basisfunktionen bzw. der GitterpunkiBhangigkeit von/Ec,
2. Endlichkeit des Superzellvolumens, Abhéangigkeit vonKimtenlangd.,
3. Beliebiger Anfangswert der Gradienten- und Liniens@chbhnung,

4. Genauigkeit der Konfigurationskoordinaten

Diese vier Punkte, welche schon in der Einleitung zu KapBedngesprochen wur-
den, wollen wir nun in den folgenden Paragraphen einzelmmgdin. Dabei richten
wir unser Augenmerk auf folgende Liste von Ergebniswerteobei wir die letzten
beiden unter dem Begriff ,Endwerte” zusammenfassen wermizmwir nur sie mit ex-
perimentellen Daten vergleichen werden:

« Gesamtenergie des SysteE($),

« Auswertung des Stérenergiefunktionals zweiter Ordnang fiir die je drei
Komponenten der beiden Operatoren (137),

« Isotropische magnetische Suszeptibilj{4e,

« Isotropischer chemischer Verschiebungsters® fiir jedes Element, gemittelt
im Falle mehrerer Atome.

Vor der nun folgenden Betrachtung des Konvergenzverhaltetissen wir noch
einige Konventionen hinsichtlich der Analyse festlegen:

» Die gewahlten Konfigurationen sind prinzipiell symmaethisd. h. sie sollten
ebenso eine symmetrische Abschirmung aufweisen. Auf Athweigen wer-
den wir im Einzelnen eingehen. Deswegen wird der Abschinstea™° tiber
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alle Atome eines Elements gemittelt. Dazu definieren wir dethmetischen
Mittelwert

N
X (169)

Z|I—‘

uberN Atome, und die Standardabweichung

N
=N (170)

unter der Annahme einer Normalverteilung. Diese werdersteits als Fehler-
balken in den Graphen verwenden und mit diesem Fehler dieleign Werte in
Fits wichten. FUr die Suszeptibilitat ist dies natirlickhitiméglich, da sie eine
makroskopische Grof3e ist, weswegen sie auch keine Felkienbaus solchen
Mittelungen erhalt.

* Interessieren wir uns einzig fur den Fehler einer Konvergeso werden die
Werte in diesen Mittelwert verschoben und mit einem sinevoVergleichsfeh-
ler skaliert dargestellt. In diesem Fall werden wir auf eg@sonderte Angabe
der Mittelwerte verzichten, sondern nur den absoluten éetlisétzlich zum
relativen in den Diagrammen dargestellen Fehler festhalte

* Die in den folgenden Diagrammen dieses Unterkapitelsatdegiten Werte sind
Rohdaten, wie sie die Implementation liefert. Die Zahlerrdem hinsichtlich
des Fehlers auf sinnvolle Stellen gekiirzt, aber sind soesgiewskaliert noch
physikalisch sinnvoll geeicht. Diese Betrachtung erfolgAbschnitt 4.1.4 ,Er-
gebnisse”, wo wir den Vergleich zu experimentellen Datemen.

Koordinatenabh&ngigkeit Aufgrund des Pseudopotentialansatzes muss das Poten-
tial innerhalb des Kernbereichs nicht mehr die exakte Faabeh, deswegen kdnnen
die Abstande unter den Atomen eines Molekils leicht verdaddinima haben. Wir
verwendeten stets experimentelle Geometrien, deren Bgsiéngen, -winkel und
Quelle wir in Tabelle 11 im Anhang B vermerken. Wir méchtemzdarstellen, dass
falsche Bindungslangen nicht nur in der Gesamtenergi@esarauch im minimierten
Fehler auffallen. Dazu wurden zwei verschiedene Koordimsitze ,set 1“ und ,set 2“
berechnet. Beim ersten wurde die Umrechnungsfak&897261 von Angstrom (A) in
atomare Einheiten (a. u. ) weggelassen, ein Fehler, derBeimtzen experimenteller
Geometrien in Angstrom gegeniiber den atomaren Einheitderimb-initio Simula-
tion leicht vorkommen kann. Wir bemerken anhand Abb. 13 aufrdichsten Seite
den deutlich groReren Fehler des falschen Koordinatezsaset 1, wodurch solche
fehlerhaften Geometrien auffallen. Im Folgenden wollen lvasonderes Augenmerk
darauf legen, dass die Koordinatensatze der verschieddotkile alle eine ahn-
liche Gute hinsichlich des Konvergenzfehlers aufweisemun@satzlich ist aber eine
Strukturoptimierung aufgrund des Pseudopotentialaasampfehlenswert.

Konvergenz fur Ecyt — :  Anhand von Formel (150) ist zu erkennen, dass die Ma-
schenweite der Diskretisierung WigE.: geht, den wir deswegen fortan verwenden
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Abbildung 13: Abhangigkeit des Konvergenzfehlers des ungestorten kefardtionals von
der Gute des Koordinatensatzes anhand von Tetramethylsilgset 1“ wurden die Bindungs-
langen falschlich mit 1 a. u./1 A skaliert.

und die Abhangigkeit der Werte von diesem bestimmen. Aus/denen fur diese end-
liche Diskretisierung wollen wir auf den Konvergenzwerttels Extrapolation schlie-
Ren. Da eine solche Extrapolation f{{Eq, —  schwer zu bestimmen ist, wird statt-
dessen Konvergenz fiir/{/Ec,t — O betrachtet. Dieser Term wird im Folgenden mit
.Diskretisierungsparameter bezeichnet und wir verwende ohne Angabe einer
Einheit in den Diagrammen.

Da anhand des gewahlten Diskretisierungsparameters ifoliggnden Diagram-
men weder die Abschneideenergien noch die Knotenanzalgiree erkennbar sind,
wollen wir sie kurz in Tabelle 4 zusammenfassen. Wir wahitebei eine Kantenlange
der Zelle von 20 a. u.. Diese Wahl werden wir erst spater fextigen konnen.

Ecut[H1] 3 6 9 12 18 24
1/vEeut 058 041 033 029 024 0.2
Knotenzahl X-Achse 32 48 64 64 80 96
Knotenzahl Y-Achse 32 48 64 64 80 96
Knotenzahl Z-Achse 32 64 64 64 96 96
Anzahl Ebener Wellen 2640 5631 8934 15367 26451 3846
Ecut[H1] 30 40 50 78 112

1/vEeut 018 016 014 011 0.09
Knotenzahl X-Achse | 112 128 128 160 192
Knotenzahl Y-Achse 112 128 128 160 192
Knotenzahl Z-Achse | 128 128 128 160 192

Anzahl Ebener Wellen 54031 84043 123921 245842 425980

Tabelle 4: Gewdahlte Abschneideenergien und sich daraus ergebendercnand Ebene-
Wellen-Anzahlen bei einer Kantenlange der Zelle von 20 a.u.

Da wir das Koordinatengitter im Rahmen dieses Validierabgshnitts stets unter
vier Prozessen aufteilten, die Wellenfunktion jedoch giehngibt sich aufgrund der
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Teilbarkeiten im Rahmen der parallelen FFT nur unter besatien Abschneideenergi-
en eine homogene Unterteilung in allen drei Achsen.

Die ungestorte Gesamtenergie (95) ist in Abbildung 14 geligsen Diskretisierungs-
parameter dargestellt. Als FehlaE(© wurde der Abstand der Gesamtenergi€)

gegen den extrapolierten Wéffi_ bei einer bestimmen AbschneideenerBig:

genommen. Den extrapolierter1EC\7\t/ert erhielten wir dabei éene kubischen Spline-
fit, ausgewertet an der Stelle 0. Dieser verwendet also ruletiiten drei Werte, was
wir aufgrund der Asymptotik fir sinnvoll halten. Die ext@djgrten Werte werden in
der Tabelle neben der Abbildung dargestellt. Es ist dabdieachten, dass aufgrund
der Pseudopotentialndherung die Gesamtenergie nuvesfaissagekraft besitzt. Wie

v ! [Molekil EO] ; [H{
— C4Hy, — CH, % Ecui=2
= 107Y b CyHg e TMS = CoH2 -12.79(7)
E CoHs -15.42(0)
% 10-2 3 CH4 -835(5)
% ] TMS -34.79(9)
< 1073 st 4

0.1 0.2 0.5

log (75—)

Abbildung 14: Links: Gesamtenergig© gegen Diskretisierungsparametgr/E., doppelt

logarithmisch. Rechts: Absolute, extrapolieﬁg)i . Die eingeklammerte Stelle gibt die
Ecut™
Unsicherheit an, deren GréRe wir dem Plot miti@ntnehmen.

wir sehen, haben alle Koordinatenséatze die gleiche Feahlienag von 102 ab 50 Ht.
Wir betrachten sie also als alle von annahernd gleicheri@Quainsichtlich der im
Paragraphen ,Koordinatenabhangigkeit‘ gemachten Bemmepen.

Ein Vergleich der Konvergenz der Werte der gestorten EagrgktionaleE(® nach
den sechs Storoperatorkomponenten (137) findet sich inlduig 15 ( 15.1 bis 15.4
auf der ndchsten Seite) auf Seite 109. Wir haben hier aufggeenderte Angabe der
extrapolierten Werte und somit auch auf einen Fit verzictita die Werte keinerlei
gesonderte Bedeutung haben, sondern einzig deren Koneeigeressant ist. Au-
Rerdem erfolgt die Darstellung nicht mehr logarithmiscaddr Fehler durch leichtes
Schwanken der Werte das Vorzeichen wechselt. Genereltemair eine schlechtere
Konvergenz als bei den ungestérten Zusténden, da die gastiirekt von deren Gite
abhangen. Sollten Schwankungen auftreten, so muss almededfwerden, dass die
Einhdllende eine abklingende Form hat.

Allgemein ist ein Schwanken in denx p-Komponenten zu bemerken, dpg
Komponenten verhalten sich stabil. Dies ist jedoch aufgmer Einfachheit des Stor-
operatorsp im reziproken Raum auch nicht anders zu erwarten. iDep-Operator
hingegen hangt vom realen Ort ab und seine Anwendung mussdes innerhalb
zweier aufeinander folgender Fouriertransformationestigehen. Hier kénnen Fehler
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Abbildung 15: Konvergenz der gestérten Energiefunktional@ fiir jedes der Kohlenwas-
serstoffe gegen DiskretisierungJEct.

aufgrund des diskreten Gitters auftreten und sich vemstériir erahnen zwar eine
leicht abklingende Tendenz, erwarten &hnliche Schwardwader auch in den resul-
tierenden Werte der Suszeptibilitdt und des Abschirmtengs gilt jedoch auch, dass
die Minimierung des gestorten Energiefunktionals nur eialMir den verbleiben-
den Fehler in der Minimierung der einzelnen gestorten Wéliektionen ist. Fur die
Konvergenz der Endwerte ist nicht die der Gesamtenergmelesa die jeder einzelnen
Wellenfunktion entscheidend.

In der folgenden Abbildung 16.1 auf der nachsten Seite fimdenun einen Vergleich
der ermittelten, ungeeichten isotropischen Suszepét@l der ausgewéahlten Kohlen-
wasserstoffe. Hierzu wurde aus den Diagonalkomponentegefiendenen Suszeptibi-
lititstensoren (149) der isotropische Wt nach Tabelle 3 auf Seite 94 bestimmt und
fur alle Kohlenwasserstoffe gegen den Diskretisierungapater aufgetragen. Deren
Konvergenz hangt als drittes Glied in einer Kette von dereGigr ungestorten und der
sechs gestoérten Wellenfunktionen gemeinsam ab, die aitésalie Stromdichte (136)
Eingang finden. Die schlechteste Komponente bestimmt asoBidd. Dennoch er-
scheinen die Werte erstaunlich stabil, auch wenn das S#emaaus der Minimierung
des Funktionals ag's® weitergegeben wurde.

Hier wurden einfache Geraden fur den Fit benutzt. Da die &\&5t18 Ht nur noch
lineare Konvergenz zeigen, haben wir nur Werte gréRererdinen den Fit einbezo-
gen. Wir protokollieren die gefundenen Werte in Tabelle 6%eite 111. Wir bemer-
ken, dass der Fehler aus dem Fit allgemein im Bereich von éda li

Abschlie3end folgt nun die Konvergenz fiir die gemitteltegerichte isotropische Ab-
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Abbildung 16: Endresultate gegen DiskretisierungsparametefBe,:.
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Molekl XISO|LZO[1US] O';_S|0|L:o[106] O-ICS:0|LZO[1(TG]
Ecut Ecut Ecut

CoH> —3.12+0.02 —29.13+£0.06 618+0.6

CoHs —4.15+£0.02 —-30.7£0.3 27+3

CHa —3.022+£0.09 —-31+01 38+7

TMS —-106+01 —29.68+0.04 1+3

Tabelle 5: Absolute, extrapolierte, ungeeichte Werte der magnetiscBuszeptibilitat

X'°| 1, desWasserstofsi{°| 1 und des Kohlenstoffabschirmtensa&°| 1 und
Ecut—0 Ecut—0 , , _ Ecat?
Fehler aus den in Abb. 16 eingezeichneten Geradenfits.

schirmung der Wasserstoffatome in Abb. 16.2 und Kohlefattwhe in Abb. 16.3 auf
der vorherigen Seite. Der Ubergang zu einer nur noch limeldomvergenz tritt beoy
friher ein, um 24 Ht, bedc ab 30 Ht. Wir haben deswegen nur Werte groRRer dieser
Abschneideenergie in den Fit einbezogen (siehe Tabelledbhalten wieder fest, dass
der Fehler aus dem Fit allgemein im Bereich von 4,&wei Ordnungen unter dem ei-
gentlichen Wert, liegt. Auffallig sind die noch recht grol¥eehler beC,Hg, TMSund
CHy far o‘CSO. Dies sind gerade die geometrisch komplexeren Struktaliemicht auf
eine Gerade eingeschrankt sind. Da die Kohlenstoffatomedtéts zentraler im Mo-
lekdl als die Wasserstoffatome liegen, ware hier vermtutiime Strukturoptimierung
notwendig, um die verschiedene Bindungslangen ins MinindemPseudopotentiale
Zu bringen.

AbschlieBend stellen wir fest, dass sich die Wertexf&f, of5° und 6i£° &hnlich
stabil verhalten wie die Energien selbst. Die relativen \Wwgenzfehler liegen bei
ein bis funf Prozent. Allgemein sind im Verlauf der Konvengedes Abschirmtensors
qualitativ drei Phasen erkennbar, deren Ursachen wir vigg ¥@rmuten:

1. In der Anfangsphase reicht die Zahl der Ebenen Wellert aie, um Uberhaupt
die Stromdichtestruktur im Einzelnen sinnvoll wiederZogie. Eine Konvergenz
ist fast noch gar nicht zu erkennen. Dies ist insbesondem@eargeometrisch
schwierigeren Forme@H,, C,Hs und Si(CHg)4 zu erkennen. Hier tritt die Kon-
vergenz erst spater aus dem Plateau heraus.

2. In der mittleren Phase geht die Konvergenz fast expogientie es fur eine
Approximation mit Ebenen Wellen zu erwarten ist.

3. Sie geht dann allerdings tber in die letzte Phase, wo dievé¢genz nur noch
linear verlauft. Hier treffen wir auf das Problem der Approation der Singula-
ritat in Kernnahe in der Abschirmtensorformel (146), welche Ebenen Wellen
nur denkbar schlecht darstellen kénnen, weswegen die Kgene nicht mehr
exponentiell, sondern nur noch algebraisch verlauft. Dadhtfertigt sich der
rein lineare Fit.

Hier konnte jedoch eine genauere, analytische UntersgctienKonvergenz interes-
sant sein.

Konvergenz fur L — c:  Auch wenn wir in diesem Abschnitt die Molekule isoliert
betrachten wollen, so wird weiterhin mit periodischen Rasdingungen und dadurch
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entstehenden Spiegelmolekiilen gerechnet. Zusatzlictlenatie Wannier-Orbitale in
virtuelle Zellen eingesperrt, deren Rand ein endlichescAbsidekriterium fur den ex-
ponentiellen Abfall darstellt. Durch diesen endlichen ta&bsl entsteht ein Randfehler.
Wir wollen den reziproken Wert der Kantenlangeer periodischen Zelle analog zum
vorherigen Paragraphen gegen null gehen lassen und witerswob und ab welcher
ZellgréRe dieser Randfehler ausreichend klein geworderisse dabei gefundene
Kantenlangd. wird die vorherige Wahlim Rahmen der Betrachtungen zur ogenz
des Diskretisierungsparameters rechtfertigen, da diélgiken organischen Molekiile
allesamt &hnlich groRe Ausdehnungen haben. Dabei haltatievibschneideenergie
bei B¢t = 50 Ht fixiert.

15 pree T T T T T T
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=
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Abbildung 17: Konvergenz des Randfehlers in den Endwerten mit der reagorantenlange
1/L, aufgefasst als Standardabweichung zum ermittelten M#té. Diese Abweichung wurde
jeweils in Relation zum Konvergenzfehler der Diskretisigg gesetzt.

Da uns hier nur der Fehler interessiert, wollen wir einergich der Konvergenz
des Randfehlers und des Konvergenzfehlers fir den Disleringsparameter ziehen.
Im Nachhinein rechtfertigen wir jetzt die Wahl von 20 a..s Klantenlange, die wir
in obigem Paragraphen verwenden, da ab diesem Wert der éhdedhur noch im
Prozentbereich liegt. Ein Verdopplung der Kantenlangéspeachend einer Veracht-
fachung des Rechenaufwands, bringt nur eine relative Aemo@ly an den wahren Wert
um ca. 1%. Die Werte davor hingegen weisen noch eine recBedgfonvergenzliicke
auf. Deswegen sehen wir unsere Wahl als richtig an und beziabr Werte groR3er
20 a.u. in den folgenden Fit einer einfachen Konstanten.
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Da wir nun annehmen, dass der Randfehler ab 20 a.u. konseigfiebetrach-
ten wir die Diskrepanzen als Ausreisser im Rahmen einer ldiverteilung und be-
stimmen wieder Schwerpunkt und Standardabweichung. Digdfun den Diagram-
men der Endwerte gegen die reziproke Kantenlang&stt, (Abb. 17.1) undT MS
(Abb. 17.2) wurden in diesen Schwerpunkt versetzt und sieskalass sie in Relation
zum Fehler aus der im letzten Abschnitt betrachteten Kgarer gegen den Diskreti-
sierungsparameter stehen. Diese halten wir beide in Eabeében den Abbildungen
fest.

Allgemein sind die Fehler kleiner als die des Diskretisigygparameters. Auﬁ"
von TMSsehen wir den konvergenten Verlauf des Randfehlers. Da dis@vstoffa-
tome die am weitesten aulR3en liegenden Atome in TMS sind,ssinllachbaratomen
in Spiegelzellen gleichzeitig am nachsten. Sie spurenaliserstes den Einfluss der
Orbitale in den Nachbarzellen, obwohl wir das Molekill jeweis isoliert betrachten
wollen. Je grol3er wie die Zelle machen, desto gréRer wirtl dec Abstand zwischen
diesen und desto geringer dieser Randfehler. Die groRderBatken fiiro!S° ergeben
sich, weil T MSrelativ zu den Wasserstoffatomen nicht symmetrisch istr igibt es
drei verschiedene Positionen, entsprechend drei vedsigsm Werten fiir jedes der
Wasserstoffatome in dd@€Hs)-Liganden. Die Mittelung ist also insofern unsinnig, da
es die geforderte Symmetrie nicht gibt, und dennoch sihnwail es sich gemittelt
Uber diese drei Wasserstoffatome wieder symmetrisch keHwist zu erkennen, dass
die Fehlerbalken fur gréReres Volumen kiirzer werden. DéteFeron oiSP ist gro-
Ber als der im Rahmen der Konvergenz mit dem Diskretisiexpagmeter bestimmte
Fehler, aber liegt im Bereich der anderen Molekule, die hieint untersucht wurden.
Wir betrachten deswegen 20 a.u. weiterhin als sinnvolletié&@ange der Einheitszelle.

Verschiedene Startwerte: Zur Validierung der Gradientenberechnung wollen wir
die Resultate fur verschiedene Startwerte des Zufallsgeors, ,Seeds”, betrachten,
um abschliel3end feststellen zu kdnnen, dass die Minimiestartwertunabhangig ist.
Wir wollen aufgrund der vorherigen Resultate wieder eieigs<,H,, welches sehr
kleine Fehler aufweist, und anderersdit¥lS welches zu den geometrisch komplexe-
ren Strukturen gehdrt und fur die Eichung entscheidendlistliesen Test verwenden.
In diesem Fall erwarten wir keine Konvergenz, sondern uteseéssiert die Streu-
ung der Ergebnisse — hier nur v, 6£° und of5° — besonders im Vergleich zum
Fehler aus der Konvergenz mit dem Diskretisierungspamenét Abbildung 18.1
und 18.2 auf der nachsten Seite sind fir verschiedene ®taetwie Abweichungen
von den drei Endwerten bei festeig,; = 24 Ht und Kantenlangé = 20 a.u. darge-
stellt. FUr eine Normalverteilung sollten 68% der Werte ulreg@en, der Rest aulder-
halb. Wir geben Fehler aus der vorherigen Konvergenzidgtrag Ag_,, mit dem wir
vergleichen, und den Fehler aus der Fitgerafignyjeweils in der Tabelle neben den
Abbildungen an. Wir befinden den auf diese Weise bestimmgditeFin den Tabellen
besonders fU€,H, als etwas zu klein, wie an den Graphen ersichtlich ist. Dig-Or
nung wird jedoch richtig wiedergegeben. Sie liegt im Rahmes Konvergenzfehlers
AE.. Dieser entspricht also dem allgemeinen Fehler des nucherisVerfahrens.

4.1.3 Fehlerabschéatzung

Wir betrachten nun die drei verschiedenen Fehler:
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Abbildung 18: Links: Schwankung, relativ zum Konvergenzfehler der Dasisierung, der

Magnetischen Suszeptibilit*°, chemischen Abschirmurg® undoi$® gegen Startwert der

Zufallsgenerators. Rechts: Tabellierte Werte aus den tdotenfits, welche die Standardab-
weichung vom ermittelten Schwerpunkt der Streuung wideege

1. KonvergenzfehleAE,
2. Randfehlen\
3. Startwertschwankunfseeq

Aus diesen ermittelten Schwankungen wollen wir nun einese@#fehler fur die drei
Endwerte festlegen. Da eine exakte Berechnung mittels $&hefsFehlerfortpflanzung
nicht maglich ist, wollen wir eine Abschéatzung geben. Diar§tertschwankung ist
bereits im Konvergenzfehler enthalten, da die verschiedexbschneideenergien ei-
ne unterschiedliche Anzahl an Gitterpunkten bewirkenpeiegleichem Startwert des
Zufallsgenerators in unterschiedlichen Anfangswertsnltieren. Der Fehler aus dem
endlichen Volumen muss jedoch gesondert berticksichtigieve In Tabelle 6 auf der
nachsten Seite ist diese Abschatzung zusammengefassteliviren jeweils die grof3-
ten relativen Fehléf (iber die betrachteten Kohlenwasserstoffe und summieren di
Fehler aus den verschiedenen Diskretisierungen. Diesachétn wie als den resul-
tierenden Gesamtfehler des numerischen Verfahrens.

53Aufgrund der Unsinnigkeit des relativen Fehlersdﬂé‘i’ geben wir einen geschétzten relativen Fehler
an.
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XISO O-;_s|0 GICS:O

A 0.03 0.01 01
AL 0.01 0.005 0.01
Gesamtfehlen 0.04 0.02 0.1

Tabelle 6: Abschatzung des relativen Gesamtfehlers auf Basis dettelt@in Standardabwei-
chungen hinsichtlich der Konvergenz der verschiedenekrBlisierungsparameter.

4.1.4 Numerische Ergebnisse und Schlussfolgerungen

AbschlielRend wollen wir nun die Rohdaten anhand von Tettiaytglan bzw. Was-
serstoff eichen und die Werte mit experimentellen Dateprsiits und numerisch be-
rechneten Werten anderer Gruppen andererseits vergheiche

Zur Eichung der magnetischen Suszeptibilitat verwenderdem Wert von Was-
serstoff, weil sich diese aus einer Integration Uber dasv@amen bestimmt und
das Wasserstoffmolekll die einfachste Konfiguration, figr all3erdem genaue ex-
perimentelle Werte vorliegen. Dazu bestimmen wir analog eerapolierten Wert
fur 1/1/Ecyt — 0 aus einem Geradenfit. Wir erhalten als Schnittpunkt mitAddnse:
(—6.2394-0.005) - 10~“. Die Suszeptibilitéat vor, nach [113] betragt im gasférmigen
Zustand—1.98- 10-cn?/g, entsprechend-3.96- 10-cm?®/mol. Wir erhalten einen
Eichfaktor von: 15564 0.13cn/mol. Die mit diesem Faktor skalierten Werte der
Kohlenwasserstoffe in der Einheit10-%cm?®/mol finden sich in Tabelle 7 auf der
nachsten Seite, zusammen mit den Daten anderer Grupperxpedneentellen Wer-
ten aus [113]. In der letzten Zeile geben wir den jeweiligemlBr der Methode an,
insofern die einzelnen Gruppen diesen angeben.

Zur Eichung der Abschirmtensoren wird die Skala von [91]uietfy welche die
13C-Verschiebung voriT MSmit 188.1 ppm angeben. Aufgrund der Pseudopotential-
methode fehlen die Kernelektronen in der Berechnung dentlichte. Diese tragen
jedoch, gerade weil sie stark um den Kern lokalisiert siethr svohl zur Stromdich-
te bei. In Falle von Kohlenstoffatomen und da die Kernetaitnwellenfunktion von
Bindungen relativ unbeeinflusst bleibt, ist es jedoch nofigtlies durch eine additive
Konstante zu korrigieren. Diese héngt jedoch von der ArtRssudopotentials und
dem Element ab. Anstatt die Konstante anzugeben, werdeminNVerteoigo SO ver-
schieben, dass der Wert fliMSauf den obigen experimentell bestimmten Wert fallt.
Die Ergebnisse sind in der Einhgippmin Tabelle 9 auf Seite 117 festgehalten. Auf-
grund der fehlenden Kernelektronen bei Wasserstoff noii8snicht geeicht werden.
Wir finden hier direkt die Rohdaten mit der Einhgipmin Tabelle 8 auf der nachsten
Seite wieder.

Die einzelnen theoretischen Gruppen verwenden jeweilsrschiedliche Metho-
den. Die drei Hauptgesichtspunkte sind das Modell (Haifi@ek oder Dichtefunktio-
naltheorie), die Basis (Ebene Wellen, Gaul3- oder Slatbit&de) und die verwende-
te Eichung. Schindler und Kutzelnigg [83, 114] I6ésen dieapgelten Hartree-Fock-
Gleichungen und benutzen die IGLO-Eichung. Hdller und hksc[115] benutzen
ebenfalls Hartree-Fock, aber in der GIAO-Eichung. Keitld Bader [88] schliel3-
lich verwenden die CSGT-Methode. Sie bauen alle auf der dithvon Ditchfield
et al [84] auf, die GAUSSIAN benutzen. Hansen und Bouman J[1ilézen hinge-
hen eine eichfreie Darstellung im Rahmen der Random PhapeoRimation. Mau-
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ri et al [117] verwenden DFT-LDA, ebenfalls mit Ebenen-WelBasis. Sebastia-
ni [68] schliel3lich verwendet CPMD mit PBE-GGA und Ebenerilévein der CSGT-
Eichung. Die letzten beiden Methoden sind also mit der vangewahlten vergleich-
bar, die Vergleiche mit den Hartree-Fock-Methoden sollen dnterschied zu einem
anderen Ansatz aufzeigen.

Molekdil | exp. [113]] [68]2 | [88]° [83, 114F [115]% | vorliegende Arbeit
CoH, 20.8 21.7 | 24.0 233 24.3 | 198+0.1

CyoHg 26.8 27.2 | 29.0 357 329 | 26.3+0.1

CH, 174 17.2 | 18.0 20.8 19.3 | 1918+ 0.6

TMS 74.8 — — 95.2 — 67.3+0.6

Fehler +1 — +1 +1

aDie Daten mussten mangels Tabelle den Diagrammen entnonwerelen. Wir nehme#j = 0, da
dies unseren Rechnung entspricht.

bfir d{r} wird die Formel (17) (CSDGT) verwendet, Basissatz S

SWir vergleichen mit ,IGLO DZ* bzw. ,Basis II*.

d10s6p und 6s Basis fir C, Wert aus Komponenten gemittelt

Tabelle 7:Magnetische Suszeptibilitat in10-6cn?® /mol einiger einfacher Kohlenwasserstof-
fe. In der ersten Spalten finden sich die experimentellee®anschlieend folgen die nume-
rischen Resultate.

Molekul | exp. [68] [117] | [83,114F} [115] | vorliegende Arbeit
CoH> (29.3) [118]| 29.6 28.6 | 26.6 29.9 | 29.1+0.06

CoHs (29,9) [119]| 30.4 29.7 | 30.5 30.6 | 30.7+0.3

CHq (30,6) [120]| 30.9 30.7 | — 314 | 310+01

TMS (30.8) [119]| — —- 30.9 — | 297+0.04

Fehler | £2 +2 +01 | — +1 +1

a IGLO Dz*, VerwendetCH, zur Eichung.

Tabelle 8: Negative!H NMR chemische Verschiebung impm In der ersten Spalten finden
sich die experimentellen Daten, anschliel3end folgen dieanischen Resultate.

Der Vergleich zeigt, dass unsere Ergebnisse im Rahmen dierem Methoden
liegen. Der absolute Fehler in der Bestimmung der magretisSuszeptibilitat liegt
bei 1 ppm (TMS betrachten wir aufgrund des SiliziumatomsAalsreisser), der Was-
serstoffabschirmung ebenfalls bei 1 ppm und der Kohlefais€hirmung bei 10 ppm
gegeniber experimentellen Werten. Zu erkennen ist, dasgvdite der Kohlenstof-
fabschirmung noch grél3ere Ungenauigkeiten, auch bei Satiagegeniber den zum
Vergleich herangezogenen Hartree-Fock-Ergebnissenetsd#w. Dies liegt einerseits
an dem weggelassenen Stromdichtet&rm(siehe Abschnitt 2.3.4, Abschnitt ,,Strom-
berechnung®) als auch an der Pseudopotentialmethode. dififeche additive Kon-
stante vermag die komplexeren Strukturen der Kernele&trawur ndherungsweise zu
parametrisieren. Die Suszeptibilitdt und die Wassemstthirmung werden von un-
seren Rechnungen jedoch sehr gut widergegeben.

Mit einigen wenigen Molekilen hatten wir Schwierigkeitengichtlich des resul-
tierendem‘cso, namlich BenzolCgHg und EthinC,H,4. Beide haben eine planare Struk-
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Molekil | exp.[91]| [68] [83,114F [116](B) [115] vorliegende Arbeit
CHa 195,1 173 196.2 196 195.8 1887

CoHs 180,9 160 185.2 184 186.2 16D3

CoH> 117,2 138 118.7 127 119.1 125+0.6

Fehler | £0,1 +2 — +5 — +1

a IGLO Dz, VerwendetCH, zur Eichung.

Tabelle 9:13C NMR chemische Verschiebung jmpm geeicht ariT MS In der ersten Spalten
finden sich die experimentellen Daten, anschliel3end falinumerischen Resultate.

tur und besitzen DoppelbindungénWir vermuten hier Probleme mit der Eichvari-
anteRg = r’ der verwendeten CSGT-Methode. Die CSD8&Tefert nach Keith und
Bader[88] furoc ,dramatisch bessere” Werte. Aus Zeitmangel war eine Implaati-
on und Auswertung jedoch nicht mehr méglich. Das Zusamngenleon Wannierzen-
trendy = d, vk, | —wie Sebastiani es fir-Orbitale vorschlagt, wodurchj, = O folgt —
liefert bei unseren Rechnungen nur unsinnige Stromdichisrdenen die individuelle
Stromflussstruktur der Atome vollig verloren geht. Diesé\@erigkeiten sind inso-
fern noch ratselhaft, da die qualitative Stromdichte nfividuellen Wannierzentren
d« mit der aus anderen Berechnungen [88, 121] libereinstimiatywiv im nachsten
Abschnitt noch naher erlautern werden. Da nur die Kohldfagischirmung abwich,
vermuten wir den Unterschied einerseits in der Art des Rysoténtials. Sebastiani
verwendet hier einen sehr geschickt parametrisierten TY][ Die von uns gewahl-
te Kleinman-Bylander-Form ist gerade im Realraum nichinosgk Andererseits ist
nicht gesichert, ob innerhalb der numerischen Bestimmuagudalytische gesicher-
te Translationsinvarianz (140) korrekt ist. Schlie3lieheden sich die Probleme der
gesamten Eichung erst beim Ubergang von der Analytik zu nisohen Lésungen.
Dass die verschiedenen Eichungen aber durchaus sehralmgeliche Stromdichten
und somit auch Werte produzieren, werden wir ebenfalls mmchéchsten Abschnitt
ausfihren.

4.1.5 Stromdichten

Die CSGT-Eichung bietet im Gegensatz zu anderen Eichmethddn Vorteil anné-
hernd exakter Berechnung der Stromdichte innerhalb deadigeten Zelle. Wir wol-
len in diesem Abschnitt die Stromdichten darstellen und deiten von Keith und
Bader [88, 121] vergleichen, auf die die CGST-Eichung Zkmgatt.

Zundachst betrachten wir Abbildungen 19, 20 und 21. Wir hgbesils links die
Isoflachen der Stromstérke und rechts den Stromfluss aleiekt eingschrankt auf
eine geeignete Schnittebene dargestellt. Hier ist déutlas unterschiedliche Vorzei-
chen vorols° und0i§° zu sehen, entsprechend dia- und paramagnetischem Fltess, de
umgebende Strome im Uhrzeiger- bzw. im Gegenuhrzeigedsigimen und dadurch in

>4Die Ringstuktur des Benzols im Rahmen der Mesomerie veralasith in der Wannierzentrums-
bestimmung zu abwechselnd einfachen und doppelten Birafung

55ContinuousSet of DampedGaugeTransformationsd{r} = r sumy (r — Rg) exp(—agq(r —Rg)*)
mit ag = 2, Q ist der Atomindex.



118 4 Anwendungen

der gegebenen Feldrichtung ein lokal abgeschwéachtes lersiavktes Magnetfeld in-
duzieren.

19.1:CoHy, Isoflache 19.2:CoH,, Stromvektorfeld

Abbildung 19: Isoflachen (0.01 bis 0.1 in 0.01-Schritten, dann 0.1 bisi®1-Schritten) der

Stromdichte vorCoH,, berechnet bekt.: = 78 Ht,a = 20 a.u., Maschenweite 0.125a.u. und

die Ausdehnung des Plots rechts betragt 4 a.u. in X- und 8a¥tRichtung. Es liegen hierbei
alle Atome in der Schnittebene.

Nach dieser Vorbetrachtung wollen wir die von uns beredmdsoflachen eini-
ger Molekile mit Darstellungen von Keith und Bader verdieis. Dazu haben wir in
Abbildung 22, 23 und 24 auf Seite 122 diese jeweils nebenderagestellt. Zunachst
ist deutlich die tUberstimmende Struktur zu erkennen. Inillobg 24 haben wir zu-
satzlich die mit anderen Eichungurspringen berechneteanan des Benzolrings
von [88] aufgefuihrt. In 24.4 ist der Vorlaufer zur CSGT-Mede IGAIM zu erken-
nen, welcher lokal am Ort des betrachteten Kohlenstoffajamlches ganz links liegt,
Ubereinstimmende Ergebnisse liefert, jedoch anderndmtgefichungen und Singulari-
taten. In 24.3 wurde ein einziger Punkt als Eichursprungadgtyvdie Symmetriemitte
des Rings. Sie gibt den aul3erhalb flie3enden diamagnatisciteden innerhalb flie-
Benden paramagnetischen Strom korrekt wider, bleibt saest lokal ungenau. Im
Gegensatz zur CSGDT-Methode in 24.2, welche global ak&ugatome berechnet.
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4.1 Validierung

20.2:C,Hg, Stromvektorfeld

20.1:C,Hg, Isoflache

Schritten) der

Schritten, dann 0.1 bisrd0302

Abbildung 20: Isoflachen (0.01 bis 0.1in 0.01

Stromdichte vorCyHg,

Maschenweite 0.125a.u. und

die Ausdehnung des Plots rechts betragt 6 a.u. in X- und fartRichtung. Die Schnittebene

20a.u.

a=

=78 Ht,

berechnet bekqt

wurde hier so gelegt, dass die Kohlenstoffatome und zweseghs Protonen in ihr liegen.

21.2:TMS Stromvektorfeld

21.1: TMS Isoflache

Schritten)

Maschenweite 0.125a.u.

und die Ausdehnung des Plots rechts betragt 8 a.u. in jed#uRig. Die Schnittebene wurde
0.1 Aunterhalb des Silizumatoms in Richtung der Ebene, eetirei der vier Kohlenstoffato-

Schritten, dann 0.1 bis90.3.02-

Isoflachen (0.01 bis 0.1 in 0.01

Abbildung 21:

78 Ht,a=20a.u.,

der Stromdichte volT MS berechnet bekqy;

, verschoben.

me enthalt
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Wir erkennen, dass unsere Berechnung in 24.1 mit denen debT3/ethode global
Ubereinstimmt. Unterschiede ergeben sich vorallem in ddreNler Kohlenstoffatome,
wo der von uns berechnete Strom tberproportioniert ensthaa wirRy = r’ verwen-
den, welchesl{r} =r in [88] entspricht und dort als ,dramatisch ungenauer izg
auf den Strom in Kernnéhe beschrieben wird, vermuten witddgache darin.

22.2: Berechnetes Stromvektorfeld

22.3: Stromdichte mit Niveaulinien aus [121]

Abbildung 22: Stromdichte vorCHy in einer Schnittebene mit C Kern und zwei Protonen.
Links: Isoflache (0.01 bis 0.2 in 0.01-Schritten) unserereBbBnung bek.; = 78 Ht, a =
20, a.u.. Rechts: Stromdichtekarte von Keith und Bader.

4.2 Rechenzeitanalyse

In der Analyse der nétigen Rechenzeitgp wollen wir in drei Schritten vorgehen.
Als erstes werden wir getrennt die Vor- und Nachteile ded&eiAufteilungsarten —
nach den Wellenfunktionen und nach den Gitter- bzw. Basiizoenten — anhand
einzelner Programmteile betrachten. Der unterschiedigbtigte Speicherplatz pro
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23.2: Berechnetes Stromvektorfeld

.l
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23.1: Isoflachen der berechneten Stromdichte

20a.u.. Rechts: Stromdichtekarte von Keith und Bader.

a

23.3: Stromdichte mit Niveaulinien aus [121]
Abbildung 23: Stromdichte voi€;Hg in einer Schnittebene mit beiden C Kernen und allen vier

Protonen. Links: Isoflache (0.01 bis 0.2 in 0.01-Schrittergerer Berechnung bg,
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W

7=

24.1: Isoflachen der berechneten Stromdicht24.2: Stromdichte mit Niveaulinien, CSDGT aus [88]
mit unterlegtem Stromvektorfeld

S

2

—_—

24.3: Stromdichte mit Niveaulinien, symmetriezentrier24.4: Stromdichte mit Niveaulinien, IGAIM aus [88]
aus [88]

Abbildung 24: Stromdichte vorCsHg in einer Schnittebene mit allen sechs C Kern und allen
sechs Protonen, quer zur Symmetriachse. Links: Isoflaché ffs 0.2 in 0.01-Schritten) un-
serer Berechnung bE; = 78 Ht,a= 20 a.u.. Rechts: Stromdichtekarte von Keith und Bader.



4.2 Rechenzeitanalyse 123

Prozess je nach Aufteilungsart soll uns hierbei nicht edsieren. Wir wollen hier-
bei qualitativ Uberprifen, inwieweit die implementiert@igorithmen effektiv sind.
Anschlie3end soll deffiked sizg ,speed-up“S betrachtet werden. Dieser (bei fester
ProblemgroReN) gibt Auskunft, inwieweit sich der Programmablauf durchesVer-
dopplung der Prozesszahl beschleunigt. Optimal ist sieténearer Zusammenhang
und eine Steigung dieser Gerade von 1, welche aber auReolkstémdig paralleli-
sierbaren Probleméh nicht erreichbar ist. Eine geringere Steigung weist auhtnic
parallelisierbare Programmteile hin, eine nicht nichelire Steigung auf geringere
Effektivitat durch notwendige Kommunikation und Lastvala zwischen Prozessen,
z. B. im Rahmen einer All-to-All-Kkommunikation.

Die Skalierbarkeit des Codes mit der Problemgrof3e liefersHalierte ,speed-up®
Sicale Hier wird gleichfalls auf einen linearen Zusammenhangoffehdass also ein
Npe - N groReres Problem vaNpg Prozesseinheiten immer noch in der gleichen Zeit
erledigt werden kann wie ein Problem der GrdB8gon einem Prozess. Diesen haben
wir aber nicht gesondert betrachtet, da er ahnliche Zusarhémge wie der Speed-Up
liefern sollte.

trun(Nal)
S=_ o= 171a
trun(NaNPE ( )

Npg - trun(N, 1
Sscale= pe - frun(N, ) (171b)

trun(N - Npg, Npg

Wir werden in diesem Abschnitt die Durchlaufzeit der Sintiola fir TMS mit
verschiedenen Prozesszahlen betrachten und daraus dah3p@ach (171a) gewin-
nen. Tetramethylsilan hat 16 Valenzorbitale, weswegenrewmis, zwei, vier und acht
Prozesse betrachten wollen. Als Abschneideenergie wakhiles0 Ht, da dies eine
durch 16 teilbare Gitterknotenanzahl pro Achse liefeiigelle 4). Das Gitter und
die Basis sind somit gleich groR in jedem berechneten Fall.

Folgende Programmteile werden wir nun einzeln betrachten:

» Stromdichte: Innerhalb der Stromdichteberechnungen wird Uber die kiene
Wellenfunktionen summiert die Stromdichte (136) pro Gptenkt berechnet.
Hier wird vorallem die parallele FFT-Routine benutzt, ura thpulsoperatoren
anzuwenden. Zu erwarten ist eine lineare Beschleunigungaille aufgeteilter
Wellenfunktionen, da die einzelnen Teile des Strgmzur Wellenfunktionygy
unabhangig voneinander sind. Jedoch missen die Einzetiitbte von allen
Prozessen zur Gesamtstromdichte gesammelt werden. Féaufgeteiltes Git-
ter wiederum kann die Bestimmung des Stroms an mehreren étisvgsorten
gleichzeitig erfolgen, gleichzeitig wird die FFT beschiat. Hier bleiben die
Teile des Gitters unabhangig, weswegen keine abschlie38athmlung not-
wendig ist. FUr diese Routine erwarten wir also einen lieeausammenhang
mit grof3er Steigung in beiden Fallen, etwas besser im Fallaafgeteilten Ko-
effizienten.

* Dichte: Die Dichteberechnung (151) ist der obigen Routine &hnkakch hier
werden vorallem die FFT-Routinen benutzt, um aus den rezgor Koeffizi-

56Beispielsweise Monte-Carlo-Simulationen, wo Ausweremgurch das statistische Mitteln zufalli-
ger Wiurfe erfolgt.
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enten der Wellenfunktionen reale Koeffizienten zu machenddrch Quadra-
tur und anschlieende Summierung zur Gesamtdichte angesamerden. Im
Falle aufgeteilter Wellenfunktionen kénnen mehrere Hutizhten parallel be-
rechnet werden, im Falle aufgeteilter Koeffizienten wire @ransformation be-
schleunigt. Problematisch ist die Summierung zur Gesaimieli die immer er-
folgen muss, auch wenn sich nur eine Einzeldichte aufgrimet dinimierung

verandert hat. Wir erwarten also eine deutlich groReregigj bei einem auf-
geteilten Gitter.

» Gram-Schmidt: Bei der Gram-Schmidt-Orthornormalisierung (siehe Alteri
mus 1) missen Skalarprodukte bestimmt werden. Sind dieeWehktion auf-
geteilt, also nicht alle lokal einem Prozess zuganglichidene sich Wartezeiten
durch den notwendigen Austausch der Koeffizienten eiestellnd zwar weil
sowohl lokale gesendet, als auch nicht-lokale empfangedememissen. Die-
se Routine wird also unter Aufteilung der Wellenfunktionengsamer werden,
nicht schneller. Wird hingegen das Gitter aufgeteilt, kanfgrund der linearen
Unabhangigkeit der einzelnen Koeffizienten der Basisionkin, die Berech-
nung des Skalarproduktes vollstandig parallel ablaufbanso die Subtraktion
der projezierten Wellenfunktion. Im Falle aufgeteilter efficienten erwarten
wir also eine lineare, groRe Steigung.

» Wannier: Die Routine zur Erzeugung der Maximal Lokalisierten Wamfiank-
tionen (siehe Algorithmus 5) ist schlieBlich die kompldareder ausgewahl-
ten. Zun&chst muss die Matrixdarstellung der Ortsopezatberechnet werden.
Ahnlich zu Gram-Schmidt wird diese langsamer im Falle aigfifer Wellen-
funktionen, schneller im Falle aufgeteilter KoeffizientdmschlieRend werden
diese Matrizen diagonalisiert (siehe Algorithmus 7). Higielt die Art der Auf-
teilung keine Rolle, sondern einzig die Anzahl parallelgtdnder Prozesse, auf
die die Spalten der Matrizen aufgeteilt werden. Durch demendigen Spal-
tenaustausch untereinander sollte sich anfangs einedirgtaigung ergeben,
die aber abknickt, wenn schlie3lich auf jeden Prozess ncin Bin Spaltenpaar
pro Matrix entféllt. Hier fallt irgendwann der Kommunikatisverlust durch den
Spaltenaustausch gegeniber dem Gewinn aus parallelechBereg und An-
wendung der Rotationswinkel ins Gewicht. Zusatzlich ist3 ®in sehr kleines
System. Eine 16x16-Matrix kann auch auf einem Prozess irekier Zeit dia-
gonalisiert werden. Die parallele Jacobi-Diagonaligigruvird erst bei grol3en
Systemen ab 50 und mehr Valenzorbitalen entscheidend hid@end muss die
Transformation der Wellenfunktionen durchgefiihrt werdénalog zu Gram-
Schmidt leidet sie unter aufgeteilten Wellenfunktionen profitiert von aufge-
teilten Koeffizienten.

Aufteilung der Wellenfunktionen  Generell missen wir zunéchst darauf hinweisen,
dass bei einer Aufteilung der Wellenfunktion die Minimumaise parallel erfolgen
muss, wobei jeder Prozess aber annimmt, dass die anderéenfiektionen dabei
konstant bleiben, um ein verniinftiges Minimum bestimmeRkénnen. Generell soll-
te daher die Anzahl an Prozessen, welche sich die Welletiturgn teilen, gegen-
Uber der Zahl an Wellenfunktionen klein sein. Ansonstenvsetkt das gerade aktuelle
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Energieminimum immer starker gegeniber den Einzelappratkxonen, bis eine ver-
ninftigte Bestimmung nicht mehr mdéglich ist, weil die Annadnder Konstanz nicht

mehr gegeben ist.

T T T T T T ('EES ..9 é
Stromdichte—+— c c
SGram-S[éhcgligt =] . y) o (% o %
Wannier-- & - n o | Q .
| Speed-Up | I} = 9 c ©
N o - = c (]

@ - o = @] © c g

= 3} - . — — —

g - alhh o o© = | o
o 1 1] 1 1 1 1 1
N — 1 |2|18 08 073 1.09 1.08
D e — 4 | 317 0.87 0.46 0.791.19

Prozessanzah! 8 581 166 0.28 0.621.81

Abbildung 25: Der Speed-Us vier ausgewdahlter Programmteile und des Gesamtablaufs in
der Simulation von Tetramethylsilan bei einer Aufteilureg @vellenfunktionen auf 1, 2, 4 oder
8 Prozesse.

Unter den maximal acht Prozessen werden nun jeweils die 1@nienktionen aufge-
teilt und dazu betrachten wir Abbildung 25. Hier ist der Sp&kp der vier verschiede-
nen Programmteile und zuséatzlich der der Gesamtlaufzeidit@mierung (,Speed-
Up*) gegen die Anzahl der Prozesse dargestellt. Wie erwvastaeler Speed-Up der
Stromdichte sehr gut. Wannier gewinnt zunachst noch duielparallele Rotation,
dann Uberwiegt der gréRer werdende Kommunikationsveristm-Schmidt verhalt
sich wie beschrieben. Die Dichte schlief3lich verliert ag steigt dann aber wieder
an. Wir vermuten den Effekt in zwei Ursachen. Einerseitglwlie Dichteinitalisierung
durch die parallelen Einzeldichteberechnungen lineacHieanigt, andererseits wird
die Aktualisierung weniger haufig aufgerufen und damit diengation zur Gesamt-
dichte effektiver, weil aufgrund der gleichzeitigen Minarungen weniger Schritte
insgesamt bis zum Minimum notwendig sind (rund 3900 beiraif¥ozess, 800 bei
acht Prozessen).

Insgesamt ist zu sehen, dass gerade dieser letzte Effekheidend ist. Die Strom-
dichteberechnung ist recht effektiv und tragt nur im Preizereich zur Gesamtlauf-
zeit bei, analog fur die Wannierbestimmung. Entscheidesitiel Gram—-Schmidt, die
Dichteberechnung und insbesondere die parallel verldefeMinimierungen. Den-
noch scheint sich eine Aufteilung der Wellenfunktionereiallunter dem Aspekt des
Speed-Up nicht zu lohnen.

Aufteilung der Koeffizienten Die Aufteilung des Gitters ist sicherlich der effizi-
entere Fall. Integrationen Uber das Gitter kdnnen voltitiparallel ablaufen. Wir
betrachten Abbildung 26 auf der nachsten Seite. Dies isbsban der Stromdichte-
berechnung, als auch der Gram-Schmidt-Orthonormalisgerund der Wannierfunkti-
onsbestimmung ersichtlich. Gram-Schmidt hinkt etwas @jrivenn nur auf wenige
Prozesse aufgeteilt wird. Da hier fiir jede Wellenfunktiaa u Ny Skalarproduk-
te ausgetauscht werden muissen, scheint die dazu notweBgngphronisierung, den
Vorteil der Aufteilung anfangs zu schlucken. Vielleicheffie sich hier durch nicht-
blockierendes Senden/Empfangen noch eine Beschleungueighen. Bei Wannier
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Abbildung 26: Der Speed-Up vier ausgewahlter Programmteile und des Gabkufs in
der Simulation von Tetramethylsilan bei einer Aufteilurey &oeffizienten auf 1, 2, 4 oder 8
Prozesse.

ist das Einknicken ab vier Prozessen deutlich, welches ilhe Bar aufgeteilten Wel-
lenfunktionen durch die Verluste in der Matrixberechnumgl 'ransformation ver-
deckt wurde. Die zu diagonalisierenden Matrizen sind beiSTM klein, so dass der
Austauschverlust den lineare Verlauf bei acht Prozesserangedeutet dampft.

aaaaaaaaaa

Proc Gamma

27.1: Speed-Up, Konturplot 27.2: Speed-Up, 3D-Plot

Abbildung 27: Die bendtigte Laufzeit unter verschiedentlicht Prozelslerader Simulation

von Tetramethylsilan als dreidimensionaler Plot, in X4Rimg aufgeteilt nach Koeffizien-

ten (Gamma), in Y-Richtung aufgeteilt nach Wellenfunk&ar{Psi). Der Speed-Up-Faktor ist
links als Konturlinien, rechts in Z-Richtung aufgetragen.

Vergleich beider Varianten Zwar scheint die Aufteilung des Gitters gegeniber der
Aufteilung der Wellenfunktionen klar vorzuziehen zu s¢&mloch muss auch der Spei-
cherverbrauch und die Anzahl der notwendigen Minimiersobstte bei einer sol-
chen Entscheidung beriicksichtigt werden. TMS ist hieresiath ein zu kleines Sy-
stem, um dartber genauere Rickschlisse zu geben. Auchdlie Ges Gitters spielt
eine Rolle. Das mit 50 Ht betrachtete ist das drittgré3te famdrisiert damit automa-
tisch eine Aufteilung der Koeffizienten. AuRerdem habenksher nicht untersucht,
wie sich der Mischfall beider Aufteilungen gleichzeitigriélt. Dazu wollen wir uns
Abbildung 27 zuwenden. Hier wurden die beiden obigen Féadmlkininiert berech-
net. Es wurden also sowohl zur Aufteilung der KoeffizienteriKoordinate) als auch
zur Aufteilung der Wellenfunktionen (y-Koordinate) bis acht Prozesse benutzt und
der Speed-Up (z-Koordinate) dieser (x,y)-Aufteilung dteti. Wir haben einerseits
einen Konturplot des Speed-Ups und eine dreidimensionaticAt erstellt. Generell
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ist zu sehen, dass sich eine Kombination lohnen kann. Be&aavir die Steigungen
fur jeweils festes ,Proc Gamma™, also feste Anzahl an Pseea fur die Aufteilung
des Gitters, sehen wir, dass diese mit zunehmendem ,Proer@agrol3er wird. An-
dererseits ist die Einbuchtung der Steigungen fir festesc,Psi* deutlich. Schuld
daran tragt die Gram-Schmidt-Routine, die bei einer (3 @ffeilung mehr als dop-
pelt so schnell wie bei einer (8,4)-Aufteilung ist und degese den Speed-Up nach
unten druckt. Jedoch werden auch diese Geraden steilerdB3eges ,Proc Psi“. Bei
grol3en Abschneideenergien sollte also immer zundchsieifteilung des Gitters fa-
vorisiert werden. Erstim Falle vieler Wellenfunktionemia sich die Aufteilung dieser
zur Steigerung der Geschwindigkeit der Minimierung.

4.3 Halbleiter

In diesem Abschnitt wollen wir die Bandliicken einiger Haltdr bestimmen. Wir
wahlten folgende: GaAs, GaP, GaSb, InSh. Die verwendetem@&gien finden sich
im Anhang B in Tabelle 12. Hierbei wurden zunéchst die untzése Zustdnde mini-
miert, anschlieBend durch Diagonalisierung des Hamatorm der Basis der Kohn-
Sham-Zustande die Eigenwerte bestimmt und schlie3licBiierenz des energetisch
tiefsten unbesetzten und des energetisch hochsten leesEigenwerts genommen. In
Abbildung 28 sind die extrapolierten Bandliicken gegen diskiBtisierungsparame-
ter aufgetragen. Wir haben eine Konstante an die Werte g&ilddt gefittet und die
Werte in der nebenstehenden Tabelle festgehalten, wo sexpetimentellen Werten
verglichen werden.

0.1 T T T T

E Gans + Bandlicke| num. [eV] exp. [eV]
0.08F o S 2 4 | GaAs 157 1.35
N i S i | Gasb 0.26 0.67
: £ { | GaP 1.83 2.24
g oot 1 | nsb 0.50 0.165
0.025— % _
o x o . 3 E
O(-) OI.2 OI.4 OI.G OI.8 -1

Diskretisierung ¥sqrtEeut

Abbildung 28: Links: Konvergenz der Bandliicke gegen Diskretisierungapater ¥+/Ecut,
Rechts: Tabelle der extrapolierten Bandliicken in eV im légof mit experimentellen Werten.
Die Zahlen wurden auf sinnvolle Stellen gekiirzt, der Fetltss Fits liegt zwischen 16 fiir
InSb und GaSb und 1@ fiir GaAs und GaP. Die experimentellen Werte stammeditaisde.

Auffallig ist zunachst die saubere Konvergenz von Gallitseaid und Galliumphos-
phor, trotz des vermeintlichen Ausléschungsproblems mOifferenzenbildung der
Eigenwerte, und die schlechte von Galliumantimon und Imdintimon. Der Grund
liegt in der Pseudopotentialmethode, die fir schwerer &amgenauer wird. Indium
(In) hat eine Ordnungszahl von 49, Antimon (Sb) 51, Galliuga) 31, Arsen (As)
von 33 und Phosphor (P) von 15. AnschlieRend mussen widailgs feststellen, dass
diese ndherungsweise Bestimmung der Bandlicke nur einaui@geit im Bereich
von absolut 1/4 eV bzw. relativ 10 bis 20 % vermag, selbst faA&und GaP. Hier
spielen unserer Meinung drei Faktoren eine Rolle: die uiigende Konvergenz von
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GaSb und InSb, die falsche Gesamtenergie aufgrund der lingesen Kernen zu un-

genauen Pseudopotentialndherung und es ist bekannt p&%,die verwendete LDA

sich um 40 % verschatzen kann und gerade die Allgemeinenéatadverfahren (sie-

he Abschnitt 2.2.4, ,Generalized Gradient Approximatjohfer bessere Ergebnisse
liefern.

4.4 Acetanilid

£

1
|

29.1: Chemische Struktur 29.2:13C-Resonanzspektrum
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Abbildung 29: Strukturdarstellung (weiss=H, grau=C, blau=N, rot=0) dad von [123] ge-
messené3C-Resonanzspektrum.

Im Rahmen der Validierung haben wir nur relativ symmetréshtolekiile betrach-
tet, bei denen zu erwarten ist, dass der Abschirmtensotisgérist fir die Atome eines
Elements. Deswegen wurde bisher die Abschirmung stets dibse Atome gemit-
telt. Die chemische Verschiebung liefert in Form des geerems Resonanzspektrums
eines Molekils, wie es in Abbildung 29.2 zu sehen ist, abeh gerade Hinweise
auf asymmetrische Strukturen. Dazu wollen wir in diesemchb#t kurz Acetani-
lid als Beispiel eines groReren Molekils mit asymmetriscBieuktur (siehe Abbil-
dung 29.1) simulieren. Wir verwenden experimentelle Geadere[124]. Das Kon-
vergenzdiagramm unserer Rechnung mit nebenstehendelleTdbe Fitwerte ist in
Abbildung 30 auf der ndchsten Seite dargestellt. AcethfiliHyNO) hat acht Koh-
lenstoffatome, sechs in einem aromatischen Ring, einexrikidthylgruppe, das letzte
als Andockstation fiir diese zwischen einem Sauerstoff-ainem Stickstoffatom. In
einer Messung ist demnach zu erwarten, dass das Spektruderdehiebungen grob
drei zu unterscheidende Bereiche haben wird. Einen flr dah&ergruppe und zwei
weitere fur die Kohlenstoffatome in dem angehangten Ligandufgrund der wie zu-
vor festgestellten noch recht ungenadié®-Bestimmung wollen wir Unterschiede wie
endliche Temperatur und andere Korrekturen vernachiissigfie an Abbildung 30
ersichtlich, kénnen wir zwar nicht die 6er-Gruppe ausrenthgenau auflésen, um die
einzelnen Peaks, welche im experimentell bestimmten 8pekerkennbar sind, zu
unterscheiden, die beiden des Liganden treten jedochictetiérvor. Wir bemerken
aber auch, dass die von uns errechnten Werte allgemein upm2@grschoben schei-
nen.
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Abbildung 30: Extrapolierte und an TMS geeichete Endwerte der einzelra@rigfstoffab-

schirmungeroi$?, C1-6 ist die Sechsergruppe des Benzolrings und kann niltlsnéher

aufgeltst werden. C8 verbindet O- und N-Atom, C7 liegt inMethylgruppe. Experimentelle
Werte aus [123].

4.5 Nanordhren

Nanordhren lassen sich als aufgerollte einatomige LagsrSagehserkohlenstoffrin-
gen verstehen. Je nach Aufrollrichtung ergeben sich dayechiiedene Typen. Dieser
WindungsvektoKC,, lasst sich in den beiden Einheitsvektomnunda, der Zellen auf
dieser Flache darstellena; + ma, und damit durch das nattrliche Zahlenpgam)
klassifizieren. Der Winke® der Windung unterscheidet dabei den T9p= 0 °*Wird
mit ,,zigzag" und @ = 30 °mit ,armchair* bezeichnet. Fir eine anschauliche Darstel-
lung dieser verschiedenen Typen siehe Abbildung 1 auf Beite

Empirisch wurde herausgefunden, dass sich Nanorohremusugfglieses Zahlen-
tupels in drei Klassen einteilen lassen [8]:

1. n=m: metallisch
2. n#m, abern = m— 3-k, k € A : halometallisch’
3. Alle anderen sinthalbleitend

Von Defekten abgesehen sind damit drei Zahlen entschefdeisdmtliche Merkmale
einer Nanoréhre: die beiden natirlichen Zahtamdm, welche die Windung charak-
terisieren, sowie der Abstand zweier Kohlenstoffatomenligh ac_c = 1.421A. In
Tabelle 10 haben wir alle weiteren Charakteristika, wekibl aus rein geometrischen
Uberlegungen und Abschnitt 2.2.5, ,Periodische Zellergeben, und ihre Formeln
zusammengetragen. In der dritten Spalte halten wir daleeidirte flr die Konfigu-
ration (5,0) (siehe auch Abbildung 31 auf der nachsten Gelte wir stellvertretend
simulieren, fest.

Wir wéahlen (5,0) aufgrund seines symmetrischen Aufbausidwelchen sich be-
sonders leicht anschauliche Stromvektorfelder ergebenNBnoréhre vom Typ (5,0)
enthalt aber nur 20 Atome in der Einheitszelle, wahrendsgiee Nanordohren im Be-
reich zwischen 100-1000 Atomen pro Einheitszelle liegeimsfielsweise hat (4,3) 148
Atome und (11,10) 1324 Atome. Diese grol3eren Zahlen ergsistnnatirlich auf-
grund des von null verschiedenen Windungswinkels. Als Kammss zwischen Sym-
metrie und Praxis simulieren wir deshalb 5 Einheitszeltait,dementsprechend 100

57Halbmetalle haben auch am absoluten Nullpunkt noch besBeder, ein Halbleiter wird dagegen
zum Isolator [64], S. 307.
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Name Formel NT (5,0)
Umfang L ICh| = avn2+m2+nm 12.3A
Durchmessed; L 3.92A
Windungswinkeld tand = zﬁr{; 0°
GrolRter gemeinsamer Teiler|dGGT von (n,m) 5
GroRter gemeinsamer Teiler
von (2n+m, 2m-+n)ds d, 3d keln. Teiler von n-m 5

3d, 3d Teiler von n-m
Lange der Einheitszelld | \df—iL 4.26 A
Atomzahl pro Einheitszell&l %”j*”m) 20
Sechsecke pro Einheitszelle| 10
Einheitsvektorlanga V3ac_c 2.461 A
Realer Einheitsvektoay 8(V3,1) (2.13,1.23)A
Realer Einheitsvektos, 8(V3,-1) (2.13,-1.23) A
Reziproker Einheitsvektdy; %T(%g, 1) (1.47,2.55) 1/A
Reziproker Einheitsvektds, %"(%3, —1) (1.47,-2.55) /A
WindungsvektoCy na; + ma (10.65,6.15) A
Translationsvektoil (zr&‘:”) a; — (zr&:m) a (-2.13,3.69) A

Tabelle 10: Aus geometrischen Betrachtungen erhéltliche Charaktexisiner Kohlenstoff-

nanordhre des Typs (n,m). Wir verwenden die gebrauchkzhdngstrom anstatt atomarer
Einheiten und Vektoren sind in kartesischen Koordinatey) @ngegeben.
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31.1: geometrische Struktur 31.2: Ladungsverteilung, 1dangs31.3: Ladungsverteilung, quer

Abbildung 31: Geometrie und berechnete Grundzustandsladungsdictge l&m quer zur
Symmetrieachse der Nanoréhre (5,0) in einer betrachtetb@ Zus 5 Einheitszellen.
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Atomen und 200 doppelt besetzten Valenzorbitalen. Wir tesmiinsgesamt acht Pro-
zesse, verteilen die Wellenfunktionen auf zwei Gruppee,vdederum die Koeffizi-
enten unter jeweils vier Prozessen teilen. Die Einheiszst (20.13,20.13,20.13) a.u.
grof3. Wir wollen nun im folgenden ein rein qualitative, diigg3ende Betrachtung der
gefundenen Stromdichten geben.

0 92199 0P @ o o @0 %o @0
@°9 °|° 9°0 o @ WV °%0 @ (%]
o0 o0 [ ] ] o 0 [ ]
[ ] o @@ 020000 O o o @o 20 O
o o o0 d ] R o
@ 0@ olo 900 o Q@ D 00 B> o
p ° d°. S O °oa @° © o
Oﬁa 0% g" 0%@6 ° "ybq%’ e s’i)qn@ o
32.1: Feld quer 32.2: Schnittebene 1, Feld landg®2.3: Schnittebene 2, Feld langs

Abbildung 32: Darstellung der gewéhlten Schnittebenen.

Wir vergleichen nun die berechnten Stromdichten bei zweichlgedenen Diskre-
tisierungen, einerseits 12 Ht in Abbildung 33 auf der néah$&eite und andererseits
24 Ht in Abbildung 34 auf Seite 133. Wir betrachten jeweils miagnetisches Feld
qguer und l&ngs zur Symmetriachse der Nanoréhre und habeemgewohl Isoflachen
der Stromdichte als auch das Stromvektorfeld selbst aaigen. Die Schnittebenen
wurden dabei wie folgt gewahlt, wir betrachten Abbildung 82im Feld quer zur
Symmetriachse schnitten wir am Rand der Nanorthre enttandass jeweils die dort
liegenden Sechserringe hintereinander zu sehen sing: (&l 32.1). Wir unteressie-
ren uns hierbei fur die auf der ,,Oberflache” der Nanorohreimgrten Strome. Beim
Feld langs zur Symmetriachse haben wir zwei verschiedehaitBbenen gewahilt.
Far 12 Ht verlauft ,,Schnittebene 1" genau zwischen den ingséichtung verlaufen-
den Bindungen eines Sechserrings (s. Abb. 32.2) und fir 2&#Huft ,Schnittebene
2" s0, dass in der Ebene zehn Kohlenstoffatome liegen (s. 3213). Aufgrund des
Typs der (5,0)-Nanordhre ergeben sich im Langsfall diesei mteressanten Schnit-
tebenen, denn es gibt hier quer zur Symmetrieachse prdjegiei unterschiedliche
Absténde der Kohlenstoffatome untereinander, wie aus @éildung ersichtlich ist.
Hier interessiert uns besonders, wo in beiden Fallen efkestr Ringstrom zu erwar-
ten ist.

Das ,Ausfransen” innerhalb des Stromvektorfeldes — besmnfiir ein Feld langs
zur Symmetrieachse in Aufsicht auf die ganze Zelle — in Baweihinein, wo die
Stromdichte verschwindet, beruht aufgrund der Darstgllnnmerisch sehr kleiner
Werte und sollte ignoriert werden. Wiederum werden dier8tlichten hier als Roh-
daten pro Gitterpunkt widergegeben. Die Berechnungerstsbinoétigen auf aktuel-
len Dual-Xeon-Systemen mit2Ghz in der gewéhlten Aufteilung ca. 8 Stunden und
ca. 100 Mb pro Prozess Hauptspeicher fur jeden der vier .HallEs sollen hierbei
nur ungeféhre Angaben sein, da die Implementation zwairdhitish bendtigter Ord-
nungen optimiert, aber noch nicht jedes letzte Quantchesubgekitzelt wurde. Wir
vermuten einen moglichen Verbesserungsfaktor 2 sowohéghBnzeit als auch Spei-
cherverbrauch. Darauf werden wir in den Schlussbemerkungeh eingehen.
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Stromvektorfeld, 12 Ht, Feld langs
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12 Ht

0), Isoflachen der Stromdichte (0.01 bi33.4: NT (5,0), Stromvektorfeld,

Schritten, 0.1 bis 0.18 in 0.02

Feld quer

33.3: NT (5,
0.1in 0.01

12 Ht

Schritten),

oben mit

unten queBzuanmetrierichtung.

Abbildung 33: Berechnete Stromvektorfelder und zugehdrige IsoflachetZiHt

Feldrichtung in Richtung der Symmetriachse
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34.1: NT (5,0), Isoflachen der Stromdichte (0.01 b8l.2: NT (5,0), Stromvektorfeld, 24 Ht, Feld langs
0.1 in 0.01-Schritten, 0.1 bis 0.28 in 0.02-Schritten),
24 Ht, Feld langs (Ebene 2)

W

34.3: NT (5,0), Isoflachen der Stromdichte (0.01 bi34.4: NT (5,0), Stromvektorfeld, 24 Ht, Feld quer
0.1in 0.01-Schritten, 0.1 bis 0.3 in 0.02-Schritten), 24
Ht, Feld quer

Abbildung 34: Berechnete Stromvektorfelder und zugehdrige Isoflacheg4itt, oben mit
Feldrichtung in Richtung der Symmetriachse, unten queByunmetrierichtung.
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Es ist zu erkennen, dass die Stromdichte bei 12 Ht noch niclteechend konver-
giert ist. Die grobe Struktur der beiden Rechnungen stimpetréin, aber im Detail
gibt es Unterschiede.

Betrachten wir zunéchst das Feld in Langsrichtung: Hierseisvir die verschie-
denen Schnittebenen unterscheiden. Beim Schnittebenen2rken wir einen dia-
magnetischen Ringstrom, der auf3en um die Rdéhre fliel3t, eelohSchnittebene 1
nicht zu sehen ist. Wir vermuten auch einen paramagnetisBirgstrom innerhalb
der Rohre in Analogie zum Benzolring. Ausserdem ist der $-lnsSchnittebene 2,
wie anhand der angegebenen Isoflachen zu erkennen istchiglisher als in Ebene
1. Dies ist aufgrund des gréf3eren Abstands der Kohlenstofia fiir diese Schnittfall
auch zu erwarten gewesen. Es ergeben sich also lokal deutlinterschiede.

Gehen wir weiter zum Feld in Querrichtung zur Symmetrieachs fallt nun fur
gleiche Schnittebenen bei 12 Ht auf, dass das Bild der Is@taooch unscharf wirkt.
Die Strome innerhalb eines Sechserringsystems sind zaregke die genaue Struktur
um die Kohlenstoffatome jedoch nicht. Bei 24 Ht wird die &t wiederum deutlich
klarer, weswegen wir hier einen grof3eren Ausschnitt geviten. Wir bemerken die
diamagnetischen Strome innerhalb der Ringe, wie sie sich beim Benzolring erge-
ben. Diese fand auch Terrones in Arbeiten, die auf [17] arébafir den Buckyball
und stehen daher im Einklang mit unserer Berechnungen.

Insgesamt erwarten wir konvergente Werte wiederum ab 50&tien auf eine
Berechnung dieser jedoch verzichtet, da unsere Kohldabgwhirmwerte noch nicht
verlasslich sind. Deswegen mussten wir auf eine Fitwetithesung der Werte ver-
zichten, da ihre Aussagekraft noch zu gering wére. Es zeigtaber bereits, dass die
darstellenden Qualitéten der verwendeten CSGT-Eichunglsaftvoll sind und die
gewahlte Implementation solche grof3en Systeme sehr gatbegten kann. Aufgrund
der fehlenden Betrachtung des Scale-Up kénnen wir nocle sissage dartber tref-
fen, wie sich diese fir Systeme mit mehr Valenzorbitalerhaien wirde. Wir ver-
muten aber, dass aufgrund des prinzipiell linearen Zusarhareys eine Verdopplung
der Valenzorbitale durch eine Verdopplung der Zahl an Pysee, die sich die Wel-
lenfunktionen teilen, hinsichtlich der obig gemachten Alogn ausbalanciert werden
kann.
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5 Schlussbemerkungen

5.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit ist eine ab-initio Methode implementierorden, die die effiziente
Berechnung der magnetischen Suszeptibilitdt und des skbben Abschirmtensors
gestattet. Diese GroRRen sind direkt experimentellen Megsu zuganglich. Die Im-
plementierung erfolgte, aufbauend auf dem ProgrammpaeBdnd-fur-Band-PCG-
Verfahrens von Hamaekers [40], im Rahmen einer variatieneDichtefunktional-
stdrtheorie mit einer Ebenen Wellen-PseudopotentialotethDiese ist besonders fiir
Berechnungen in der Festkorperphysik geeignet, es kénbenach viele andere
Systeme als periodisch aufgefasst werden, die fiir die Rhg$iemie und Biologie
bedeutend sind. Der Ansatz beruht besonders auf der l@tstis Natur der elektroni-
schen Zustande innerhalb der WannierfunktionsdarstgliDiese ergibt sich aus einer
einfach zu erhaltenden unitdren Transformation des besetinterraums der Bloch-
Funktionen des Grundzustands. Dadurch kann mit einem raniesteen, periodischen
Ortsoperator der Ortserwartungswert eines Orbitals mestiwerden. Entscheidend
ist hier der exponentielle Abfall der Aufenthaltswahrsohehkeit. Dies erlaubt an-
schlielBend die Verwendung des nicht-periodischen Ortatgs, welcher im Rah-
men der Stérung der Grundzustandswellenfunktionen duastiid3ere, angelegte ma-
gnetische Feld bendtigt wird, und somit eine Berechnungrgnetischen Antwort
der Orbitale erméglicht. Die Reaktion des Systems auf desrmx Feld zeigt sich in
Kreisstromen, die das lokale Magnetfeld verdndern und mhddie Aufspaltung der
Energiezustande von Kernen mit nicht-verschwindendemnetésghem Moment be-
einflussen. Diese lokal unterschiedlichen Aufspaltunged dem Experimentator in
Frequenz-Intensitats-Messungen als verschobene Redioinem zugénglich und lie-
fern die Basis einer Validierung des gewahlten Ansatzes,vde auch mit anderen
numerischen Methoden verglichen. Aufgrund der numeris@erechnung ist die Ei-
chinvarianz der induzierten Stréme nicht mehr gegeben andrel durch verschiede-
ne Anséatze versucht, diese wiederherzustellen. Wir vedetem die CSGT-Methode,
welche insbesondere eine naherungsweise exakte Berertiauglobalen Stromdich-
te ermoglicht. Dadurch fordert sie ein visuelles Verstasdes Zusammenwirkens der
dia- und paramagnetischen Stromflisse innerhalb des MslgkiEntstehen der expe-
rimentell zug&nglichen Abschirmung. Somit erhielten wicla inbesondere Einsicht
in die Auswirkungen der Struktur des Molekils auf diese @rof3

Anschiel3end versuchten wir insbesondere grol3ere Systesndean Bereich der
neuen Nanowelt zu studieren. Es zeigte sich, dass wir intpuRechenzeit oder Spei-
cherverbrauch noch nicht an Grenzen stiel3en und sehr wdhat ibage sind, Systeme
mit hunderten bis tausenden Atomen zu behandeln. Der Vadeeigewahlten Basis
ist gerade, dass die Anzahl der Wellenfunktionen nur lieden Aufwand der Mini-
mierung und nur innerhalb der Bandliicken-, der Gram-Sch@ithonormalisierung
und der Wannierfunktionsbestimmung quadratisch eindehtNachteil ist die groRRe
Anzahl an Basisfunktionen, die bendtigt wird, um lokaligéeZustande zu beschrei-
ben.

Es zeigt sich aber auch, dass der Sinn einer numerischem&sgimicht nur im
Reproduzieren experimenteller Werte liegt. Vielmehr kdimSimulation Einsichten
darlber verschaffen, inwieweit die geometrische Struétag Molekuls die verschie-
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denen Messwerte beeinflusst. Hinsichtlich der Genauigikeitergleich von theoreti-
scher Rechnung und experimenteller Praxis im Rahmen defiéaing muss bedacht
werden, dass wir isolierte Molektile betrachtet haben, ngdgen in der Messung der
Einfluss von Losungen und der Unterschied zwischen gasfi@moind flissiger Phase
bedeutend sein mag. Aulerdem haben wir mir festen Geomejgeieechnet, die zu-
satzlich nicht an die Pseudopotentialstruktur angepassiem sind. Messungen hin-
gegen mitteln Gber Nullpunktvibrationen, -rotationen @amdiere innere Bewegungen.
Auch haben wir noch nicht das Optimum in der Vorhersage @rteMit einem op-
timierteren Pseudopotential, einer anderen Eichung (CEBt@t CSGT) und einem
verbesserten Austausch-Korrelations-Funktional (PEEAGwerden genauere Rech-
nungen maglich sein. Der letzte Punkt betrifft ganz besodech die Bandliicken-
bestimmung, welche stark von einem PBE-GGA-Funktionafifieeen wirde. Diese
Verbesserungen wirden sich hingegen kaum auf die bishétiggnRechenzeit oder
den Speicherverbrauch auswirken, sind jedoch in der Imgaeierung schwieriger
und waren im Rahmen dieser Diplomarbeit nicht mehr duratuigh Weiterhin lasst
sich der bisherige Speicherverbrauch noch verbesserm dienStromdichte nicht
nach Abschluss aller sechs Minimierungen, sondern jewaith einer berechnet und
aufsummiert wird. Aufgrund der Summation der einzelnenmieist dies moglich.
Dies bedingt jedoch sechsmal so viele Fouriertransfoomati wie bisher fir die be-
nétigten ungestérten Wellenfunktionen.

5.2 Ausblick

Schlief3lich wollen wir tiber die obig angedeuteten Verbesggen hinaus einen Aus-
blick geben, was an Erweiterungen und anderen Rechnungemeseant ware. Wir
wollen dies aufgrund des Umfangs etwas freier und insbesenduch im Hinblick

auf den Anwendungsaspekt dieser Arbeit tun.

Erwahnt haben wir bereits die ,persistent currents”. [15grt in seinem Artikel
eine kurze Einleitung mit vielen Literaturverweisen, abezlglich eines experimen-
tellen Musters, welches nach den Messungen unglickliciseavernichtet wurde und
nun im Missklang zu nachfolgenden theoretischen Uberlgegnisteht. Der Aharonov-
Bohm-Effekt wurde in diesem Zusammenhang in [126] studiert

Auch bereits angesprochen hatten wir die nicht bekanntes/é¢genzordnung in
den berechneten GrofRen, die am Ende linear zu verlaufemscHeer kbnnte eine
thereotische Uberlegung und anschlieRende Uberpriifurigchliisse dariiber geben,
ob die von uns angewandte lineare Extrapolation der diskrigtaschenweite wirklich
korrekt ist, oder ob wir beispielsweise ein Polynom andéminung hatten verwenden
mussen.

Auch die Nanordhren liefern noch ein weites Feld fur mogigusblicke. Wir
hatten aufgrund der fehlenden Genauigkeit noch nicht diglidtikeit, Defektstellen
oder Funktionalisierungen zu studieren: ob z. B. durch eheihdes Atom im Git-
ter flr ein quer stehendes Feld ein merklicher, lokalerrBtimduziert wirde. Da die
Nanoréhren vermutlich dotiert werden missen, um ausrettifieie Ladungstrager
fur einen Einsatz innerhalb eines Transistors zu gewdtele hatte dies Einfluss auf
die Empfindlichkeit gegenuber Stromimpulsen, die in andéreitungsbahnen nahe
des Transistors vorbeiflie3en. In [10] wird eine solche Nahie als Verbindung zwi-
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schen Source und Drain verwendet. Hier wiirden unsere Regbnuworallem auch
ein visuelles Verstandnis des Einflusses der Defekt- bzwieBsellen liefern.

Auch am Formalismus selbst lassen sich noch einige Erweigen finden. Durch
Einbau eines elektrischen Feldes liel3en sich Dipole undPdiarisierbarkeit bestim-
men [75]. Hier wére auch der Einfluss auf die unbesetztendddstinteressant. Pho-
nonen lassen sich im Rahmen von dynamischen Gitterschnirggy also ersten und
zweiten Ableitungen der Atompositionen, im Rahmen der @iftinktionalstdrtheorie
betrachten [127].

Noch fraglich ist, wie sich das Vektorpotenti&(r) wie in der Quantenelektrody-
namik als eigenstandiger Freiheitsgrad einfiuhren lie@eass Absorption und Emis-
sion von Photonen berechnet werden kdnnen. Hier stelltdashgrundséatzliche Pro-
blem, dass das Hohenberg-Kohn-Theorem nicht fir angereg#nde gilt. Vielleicht
lieRe sich die Absorption aber wiederum als Stérung beteachEine Losung dieses
Problems wiirde insbesondere den in der Einleitung angelsgpmen Gratzelzellen [19]
helfen. Bei ihnen lauft die Lichtabsorption und der Ladureyssport getrennt. Hier
kénnten also auch getrennte Untersuchungen stattfindeerseits tUber die Effekti-
vitdt der Umwandlung der absorbierten Energie und andsterdie des Ladungs-
transports im Leitungsband der verwendeten Titaniumdimenoteilchen. Ihre Kon-
kurrenz [128, 129] nutzt Buckyballs in den ,Groninger Zefileum durch Photonen
angeregte Elektronen einzusammeln. Auch diese kdonntechmest werden.

Bisher wird auch der Spin der Orbitale noch nicht vollstgntietrachtet. Ein
Wechseln des Spins beispielsweise durch eine auf3ere §tidturicht méglich, auch
kdnnen wir bisher nur geradzahlige Elektronenzahlen betea. Ware es moglich,
die vollstandige Pauligleichung, also die relativistesdtrweiterung der Schrodinger-
gleichung, zu I6sen, so tate sich als weiteres hochspasadreld die Spintronik auf.
Hierbei wird gehofft, Emitter und Leiter [130, 131] flr spilarisierte Elektronen
bauen zu kdnnen. Aufgrund der Chiralitéat der Nanordhrchi@mien sich hier grof3ar-
tige Moglichkeiten auftun, wenn diese durch elektrisché@e zum Ausstol3 von sol-
chen Elektronen gebracht werden kénnen. Besonderes dgidanoréhrchen schei-
nen hier ein vielversprechendes Feld.

Es gibt wiederum auch Bemuihungen, die UnzulanglichkeiemDFT in Bezug
auf die Austausch-Korrelatons-Energie zu erschlieRedgrmndie wahre nicht-lokale
Natur der Austausch-Korrelation im Rahmen derallgemeinerten Kohn-Sham-Me
thodeverwendet wird. Hierbei befinden sich die Kohn-Sham-Zu$én einem nicht-
lokalen Potential. Der numerische Aufwand ist dabei jedaaigleichbar mit Hartree-
Fock-Berechnungen. Sanchez-Friera und Gobdy [132] ekélten einen Ansatz in-
nerhalb der Vielteilchenstortheorie, der dies verbessert
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A Anhang

Im folgenden Abschnitt wollen wir die Formeln und Ableitwergfur die Approximati-
on des Potentials innerhalb der Liniensuche - siehe Abichii7, Paragraph ,Ange-
wandtes Verfahren” - der drei Probemteile ,Grundzustaneigge”, ,Bandlicke* und
~Stromdichtetensor kurz und knapp festhalten.

A.1 Minimierung eines Erwartungswertes

Zunachst eine kurze Nebenrechnung. Wir wollen allgemeim El@vartungswert ei-
nes beliebigen, linearen Operatdsder von® abh&ngen mag, hinsichtlich eines zu
minimierenden Orbitalg) berechnend, sei hierbei die orthonormalisierte Gradien-
tenrichtung.

(W c05©) + 1 SIN(©) Al coS®) + i sin(@)|__

- [(-q;. Sin(®) + & cos(®) Ay cog©) + §; sin(©)) +c.c.

+ (Y cog®) + §; sin(®) iA|qJ| cog0) + ¢ sin(@))} ‘o—o (172a)

=(01AlW) + (WAG) + (W —ANJ|>
=2R ({(Gr|AW)) + (W —A|lIJ|>

aa_(;wl cog(®) + i sin(©) |Alyi cos(©) + i sin(©))|

~|(~Wicog©) — i sin(©) Ay cog©) + i sin(©))
+2(~ 41 sin(©) + §1 cosO)| Al —sin(®) + i cos©))
+ (W cog©) + ) Sin(©)|A| — Yy cog©) — §; sin(O))

+2 <<—qJ| sin(®) + ¢, cogO)| iA|qJ| cog0) + §; sin(@)) + c.c.) (172b)

+ (Y cog®) + §; sin(© )|a(292ANJ| cog0) + §; sin(O )>] ‘
=(—W AW+ 2(6 [AlBr) + (Wi |A] — )

+2 (20 (@ 5AW) ) + W] Aw)

0=0

—2( 61 A1) — (A ) 4 (A -+ (| A
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A.2 Grundzustandsenergie

Nun bestimmen wir leicht die erste Ableitung des Funktier(&ll) nach dem Parame-
ter ©. Die zu minierende Wellenfunktion s¢jj. Das Funktional lasst sich in drei Teile
aufspalten: Kinetisch und ionisckyin_ion, Hartreezy _tej) und Austauschkorrelation
Exc-Teil- N beschreibt hier jeweils die Gesamtdichte nach (94). Wilemozunachst
nur die ersten Ableitungen von diesen Teilen einzeln bbtesc

OEH Teil
00 le=0
~36 | 3 WMy}~ 2uln@)]
Z%% z//Wj(f)zLﬁi)_tp';fr/)tIJj(r)d3r’d3r] (173a)

328 | @ikl | +2% | (@ Valn] )

innereyy auBera);

=2% ((&1|Vu[n]|w)).

Dazu bendtigten wir die Definition des Hartree-Potentidk) (

OExC-Teil
00 0=0
0 3
5 | S Wil ) — [ vcln(@)In(r)c + 4 [n(©)]
]
0
=35 (£ INO)] (173b)
[ On 0gxc on 5
=] o™+ N5 500
= g—ngcd?’r

=28 ({(§1[Vxc[n]|w))-

Hier wiederum die Definition des Austausch-Korrelatiordntials (45).

0Ekin—ion
00

©=0
0
" 00

2% (<$|\ — 102 4+ Vion|w))

hierbei sollVign das zusammengefasste Pseudo-/Kernpotential beschreiseralle
restlichen Potentialterme - bis auf den kinetischen - dibtnfon® abhéangen.

> (1] = B+ Vinl) (1730)
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Nun fihren wir die Ergebnisse (173a), (173b) und (173c) zesdmtableitung
zusammen.

a_z
00 le=0

<Z£J /vXc[n(@)]n(r)d3r +£xc[n(@)]> 474
—29{. <<$|(m | - lD +V|on +VH[ ]+VXC[n]|l]Ji(m)>) +
=2 (@™ 2 1p™)).

Die zweite Ableitung erhalten wir durch weitere Ableitunerersten. Wieder be-
trachten wir die drei Teile getrennt.

02En_Tei
002  le=0
3%n on [dVy on
= [ Z v ak
002 il + 00 < on a@|> (175a)
on oV
—2(@ V81 — (Wil ) + [ 55 S,
—
=p(r) =Vu[p(r)]

wobei sichp(r) = {i2% <<$i(m)\ﬂ(°)\wi(m)>> wie eine Dichte bestimmen lasst.

0°Exc_Teil
002 0=0
62 V [ ] @ OVXCQ 3
002 *“"¥ 9o \ on 06 (175b)
an \ 20V
=2(<as| Mcclnl 1) — WiVl + [ (55 ) e,
=p(r)
aszin—ion
002  le-0 (175¢)

=2( (1l = 307+ Vionl&1) — (W] = 302+ Vionlt) ).

Analog fuhren wir nun wieder die drei Teile zusammen und leghadie zweite
Ableitung.
acy
002 le=0
6V
=2( @1loc ) — Wl 1)) + [ )V lp(r)ler + [ 02 SEE.
(176)
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Zur Auswertung der zweiten Ableitung (176) bendtigen waoatlie erste Ablei-
tung des Austausch- und des Korrelationspotentials. Winém hierbei die Dichte
stets zum Wigner-Seitz-Radiug um, der in der numerischen Berechnung spéater an-
stelle verwendet werden wird.

Zunachst das Austauschpotential (177a), sowie erste linidkeweite Ableitung (177c).

0Ex
w(n) =220 )
d 3\"?
g Ex(n) ) == (3) s (1772)
1/3 6\%° 1
B (3(2)7 1),
1/3
3 (37
b
1\ 1/3 2 _,_[2 2/3 o (177 )
(-2 Em)2).
() 2(3\"® g
on? :§<ﬁ> n
(177¢)

_ ()3 (84 (M*E s

=) (9 (6) )

uUnd analog die gleichen Rechnungen fiir das Korrelatioesyial (178a), sowie er-
ste (178b) und zweite Ableitung (178c).

., Ogc
Ve(r) =gc+ 2 -(r)

ET L 178
{ (1+B1\F+B2rs) (l+ 661\/_+ ) ,I's > 1 ( a)

Alnrs+ (B—2A) + 2Crsinrs+ (2D — C)rs te<l

oVe(r)
on
9/2
—27(1%1?%2&)3 [SBlr; +21B1Bord’ +lGB§r§+r§(8[32+7B§)] Tre>1
— 3 (A+5(CInrs+2D+C)) ,rs<1’
(178b)
62VC(r) B
on?
_ ™2y 13/2 7 15/2 3
A gy 3B+ (64 e + 157358 +
2343 By) + r8(176B2 + 140B2R,) + 1751 B2ra /2 + 643 re>1-
1;2{5 6[9A+8Crslnrs+6Crs+8Dr N re<1

(178c)
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A.3 Spindichtefunktional

Im Falle der LSDA - Potentiale sind (66) und (67) - missengamweitere Ableitun-
gen der dortigen Hilfsfunktionen (68) und der Polarisa{iéh) bestimmt werden. Wir
wollen kurz noch einmal daran erinnern, dass die Konstagige®arametrisierung fur
die beiden Potentiale von der Polarisatfpabhingen. Wir hatten je zwei Satze, einen
fur den vollstandig polarisierted = 1 und einen fur den unpolarisiertén= 0 Fall,
angegeben und zwischen beiden wird mittels der Hilfsfumin interpoliert.

Zundachst betrachten wir das Austauschspindichtefunti(@6), aufgetrennt nach
SpinUp-n; und SpinDown-Dichten, .

L. 3(3) «[rom %+ 2n,\ ¢
X~ g\n n n
3/6\3[4 (179)
3 o]

2% (Ef+Ex).

Die Funktionale spalten sich also komplett bis auf einerfaktor auf. Wir kdnnen die
Ausdricke (177b), (177a) und (177c) tibernehmen.

AnschlieRend betrachten wir das Korrelationsspindicimitional (67). Hier wol-
len wir genauso vorgehen und versuchen, die Ableitungerspieabhéngigen Funk-
tionals auf Terme der spinunabhéngigen Ableitungen zumifckren.

o€
Ve =¢ —-Nn
(¢} C+an

—ec(n,0) + [ec(n, 1) — gc(n,0)] £(2)
+{ %m0+ [aﬁm,n—%w Q)+ ec(n 1) —ec(n0)] 2 (@)} -n

on on on
—\Ve(n,0) + [Ve(n, 1) = Ve(n,0)] f(2) + [c(n, 1) — ec(n,0)] %% n,
(180a)
Ve
on
_ 0V Ve Ve of aC
=35 (M0)+ [E(n,l)— E(n,O)} f(2) + Mc(n, 1) —Vc(n,0)] or
Oc dec af oz
[E(n, 1) — E(n,O)} a_Z% .n
0%f cag\2 - afa% - afag
+ [ec(n,1) — ec(n,0) (a_zz(%) 'n+&W'”+&%>
_ 0V Ve Ve af aC
=35 (M0)+ [E(”’l)_ E(n,o)} £(2) +2- Me(n, 1) — Ve (n, 0)] o

02f /907 \2 Of 92
et ~ie0) (G () o)

(180Db)
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0\

on2

un

Trn0+ e - Lm0 10+ | FEny - FEmno

Yo Yo Yo oM ~ oV ( )] of o¢

o T

aVC aVC afOZ aZf az 2 afazz

+2- { [E(n,l)— W(n,o)} G—Z%-F Ve(n, 1) —Ve(n,0)] (a_z2 (%> o
02f 100\2 of 82

+ [ec(n,1) — &c(n,0)] (a_zz (a_f]> 6_16—n§>

oec ogc 0%f 107\2 0f 9%C

+”'{[m<”’l)‘ﬁ<”’°)] <a_z2(%) +a—zw>
03f ;07\3 0°f_ 079%C 0°faCo’C of o

+en D) -ecn0] (52 (3) + 502 g+ 3o g+ 3t )

32 anamd  92Zonare T 9z o

an
0Ve 0Ve Ve N Ne of o
im0+ [SEny-Teno] 10+ [Smy - SEmo] G o
0%f s07\2 of 02
O3 (07\3 _ 02970 of 8%
+n'[€C(n’l)_8C(n’o)](a—@(%) 3'6—12ﬁﬁ+6_zﬁ>‘
(180c)

Und schlief3lich die der bendtigten Polarisatfonunterschieden nach SpinUp-

o 1-(m+n)—(m—n)-1 2n

a—m a (nT + nl)z n2
621 4nl
a—n% Y (181a)
03¢ 12n;
33
6nT n
d SpinDown-Dichte,
o¢ -1l (m+n)—(m—n)-1_ 2m
on, (M +ny)? o
021 4nT
a—nf —cy (181b)
0% 12y

A3 4
anl n
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und der Hilfsfunktionf ({)

of 1 4 1 1

=553 1010

0°f 1 4 _2 _2

et (RN R C S O] (182)
03 f 1 -8

0 % 27 [(1+Z)7% - (1—3)7%] :
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A.4 Bandlicke

Der Unterschied der unbesetzten Minimierung zur besetaigibt sich dadurch, dass
die Dichte im Funktional (113) nur Uber die besetzten Olbitaestimmt wird. Die
Berechnung muss also nicht mehr selbst-konsistent erfolge

Mittels der Vorlberlegungen aus Anhang A.1 folgen die beideleitungen so-
fort.

oE

6= 2Re((Bi] — 307+ Vion + 2V [N + exc[n™)[wi)), (183a)
62E 12 1 tot tot
@:2(<$|‘—§D +\/|on+§VH[n ]+ch[n ”$|> (183b)

— (W1 302 + Vion + 3VH [N + excln'] | 4i)).
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A.5 Stromdichtetensor

Analog wollen wir die nétigen Formeln flr die Stortheoriglegen. Das Funktional
ist hier (125). Wieder nutzen wir die Voriberlungen aus Amtha.1.

Zunachst die erste Ableitung nach dem Liniensuchpara®tend seiwﬁl) die zu
minimierende Wellenfunktion.

rAC
00 ‘0:0:
:Z[Z <<%w'(‘l)‘e—o|H(O)6k'_7\kl|¢|( )+ <‘le |H ) Sk1 — 7\kl|%wl(1)‘e—o>)+..,
<wk 00 ‘9:06"' W)+
+%‘“k oo M)+ M ).
Es gilt i Zk W ‘ = $§l), wobeiiligl) wieder die konjugierte Richtung zur Wellen-

=0
funktion l]JJ ) meint.

U
00 ‘e:o N

2

3 (@17 1H 80 — Nl 3+ W H B0 N3y ) +
+<$§1>|H<1>|w<k°>>6j+<w<k°>|H<l>|d5<”>ak,}
=3 (@8 =A™ + (018 26" ) +

+ @) HE ) + 8
=2Re(@} HOY) + 3 (ha+Ai) @7 147)+

<$§1)\H(1)‘w§0)> + <QJ§O)|H(1)|E§§1)>.

(184)
Analog folgt die zweite Ableitung.
023
7-lo-0=2 (@ HOF) — (W HO)) +
90 i j j j (185)

3 O+ (1007 + O ) + @ R ),
7)
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A.6 Imaginare Wellenfunktionen

Abschliel3end mussen wir uns noch einmal mit der SymmetnieVddlenfunktion
beschéftigen. Die Implementation der FFT aus [40] kann nareeller Symmetrie
umgehen. Zur Speicherung der rein imaginaren, gestortdievilanktionen negativer
Symmetrie missen wir also die imagindre Einheit herausmnieind bei jeder Rech-
nung getrennt berlcksichtigen. Wir wollen die Problematik dem Impulsoperator
im folgenden ausfiihren. Sie bedeutet namlich, dass die ®yriminedindungen (87)
und (88) mit einemG-Vektor durchmultipliziert werden und wodurch diese varta
schen.

reinreell:l¢x _c=(-G)-qx_-c =—-G-Tke = —C ke,
k-G = (—G)-Cx-c kG e (186)

rein imaginar:6|7k7,e = (—G) ‘Ck-G= (—G) -—CkG = 6|7k7G-

Um die Symmetriebedingungen auch im Falle des auf die Weltdtion angewand-
ten Impulsoperators korrekt zu gestalten, muss nichiGngondern mit-iG malge-
nommen werdert, undc; bezeichnen hier Real- und Imaginarteil eines Koeffizienten

reinreell:C ¢ =—i(—G)-Ck-c=IG- (¢ +i-C)ikc
= (GG —iGCr)ike = (G +1-Ci)ike =Cike
Gke=—i(G) ckec=—IG-(c+i-C)ike
= (GG —iGc =@ +i-G =G kG,
- ( .Q kG = ( i I)I,.k,G e (187)
rein imaginarc kg = —i(—G) -G k-c = —IG- (G +i-GC)ikG

= (-GG +iGG)ixe =—(G+i-C)ixe = —Cikc
Gkc=—1(G) ke =—IG- (¢ +i-C)ikc
= (GG —iGC )i ke = (G +1-C)ike =Ci kG-
Diese imaginare Einheiti muss irgendwo ihren Ursprung haben. Dies wollen wir

kurz und knapp in der nun folgenden Tabelle darstellen.lddiesoll fur die rein ima-
ginéren, gestérten Wellenfunktionen erster Ordnung gel€”) = iV und @

Ausdruck Bemerkung
WO B YD) = <llJ(°)| —ip g —ip; belasst Symmetrie, s. (187)
(WO |p ! )> (@] - iﬁiNJ (0)) —i von links, analog auch fiiif x p);
(LIJ(O)NJ ) =i (Yl \lTJ( >:O Gram-Schmidt
(W ]yt >=< i |w h=1 Gram-Schmidt
|INJ| > |INJ| > Gradient
NJ ) =iot NJ ) bleibt
p||L|J| >: (— p||L|J| >) wie gewinscht
i

i

(Fx P)ilw®) = (Fx~ip) W) imaginar
<llJ(0 |p.|r Y@y = (g |—|p|r YWr'[g@) i geht zup; auf linke Seite—i
WO B WD) = (O (i |D) i bleibt rechtsi
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B Experimentelle Geometrien

Name | Summen-| rcc fcH OHce OHCH Struktur
formel

Methan CHy — 2.0674 — 109.47 1

Ethin CoHz 2.2903 2.0596 180° —

Ethen CoHy 25307 2.0806 121.04° 118°

Ethan CoHe 28917 2.061 109.36° 120°

-
e
e

\
J
)
A
J
)
J
]
y )
L %)
J

Benzol CeHs 2.6437 2.0806 120.00° —

A
T

Tabelle 11:Bindungslangen;; und -winkela;jk in atomaren Langeneinheiten fir einige aus-
gesuchte Testmolekile, entnommen aus [133]

TMS? | Si(CH3)q | — 2.0598 109.47° —-

8rgic = 3.5205 a.u.pcsic = 10947°.

Name Gitterkonstante [A] Struktur

Galliumphosphor (GAP 5.44 (5.45) ZinkblendeR43m)
Galliumarsenid (GaAs) 5.635 (5.54) ZinkblendeH43m)
Galliumantimon (GaSb) 6.12 (6.09) Zinkblendé&{(43m)
Indiumantimon (InSb) 6.45 (6.49) ZinkblendeR43m)

Tabelle 12:Bindungslange und Struktur der Einheitszelle der untdrgic(in Klammern die
Raumgruppe) Halbleiter aus [134], in Klammern die von un&Rammen der Pseudopotential-
methode benutzten Werte.
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