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Kapitel 1

Einleitung

Die mathematische Formulierung physikalischer Modelle geschieht in der Regel mit Hilfe
von Differential- und Integralgleichungen. Dariiberhinaus besteht ein grofles Interesse an
Integralgleichungen, denen keine physikalische Modellierung, sondern die dquivalente Um-
formulierung bestimmter partieller Differentialgleichungen zugrundeliegt. Es ist die Rede
von elliptischen Differentialgleichungen und der Integralgleichungsmethode.

Bei Kenntnis einer Fundamentallosung ® des zugehdrigen Differentialoperators L wird
die urspriinglich im Gebiet €2 anséssige Differentialgleichung zuriickgefiihrt auf eine In-
tegralgleichung auf dem kompakten Gebietsrand I', wobei Ableitungen der Fundamen-
tallosung den Kern des Integraloperators bilden [15]. Beim FEinfachschichtpotentialansatz
tritt die Fundamentallosung selbst als solcher auf: Betrachtet man die homogene Opera-
torgleichung Lu = 0, so fithren beispielsweise die Dirichlet-Randwerte b zu der Randinte-
gralgleichung

/F (. y) ply) ds(y) = b(z)

mit der Losung ¢, aus der sich dann die Losung der Differentialgleichung problemlos be-
rechnen 14f8t. Hiermit ist ein Dimensionsgewinn verbunden, denn der zweidimensionale
Rand bietet verschiedene Vorteile gegeniiber dem Gebiet 0 C R3 als Triger einer Ope-
ratorgleichung. So ist zum Beispiel nach der Diskretisierung mittels Finiter Elemente die
Dimension des neuen Systems bei gleicher Auflésung kleiner als die des originalen. Des-
weiteren zeichnet sich die Randelementmethode, d. h. die Finite-Elemente-Diskretisierung
der Randintegralgleichung, durch hohe Genauigkeit und relativ einfache Gittererzeugung
aus. Andererseits iibertragt sich die Lokalitdt von L nicht auf den Integraloperator, was
im Diskretisierungsprozef fiir vollbesetzte Matrizen sorgt. Diese wiederum haben bekannt-
lich einen hohen Rechenaufwand zur Folge. Die Matrix-Vektor-Multiplikation erfordert
beim Losen des diskreten Integralgleichungssystems einen im Freiheitsgrad N quadratisch
anwachsenden Aufwand, wenngleich NV eine Ordnung kleiner ist als der entsprechende Pa-
rameter Np der Finite-Elemente-Raume fiir die Differentialgleichung. In verschiedenen Ar-
beiten wird diese Problematik diskutiert und es werden Methoden wie das Panel-Clustering
oder die Multiskalen-Matrixkompression zur Effizienzsteigerung vorgestellt, welche immer
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auf einer diinnbesetzten Approximation der Systemmatrix A; basiert. Neben dem Diskre-
tisierungsfehler entsteht damit ein Kompressionsfehler, den es so zu kontrollieren gilt, dafl
die aufgrund der Kompression gestorte Losung mit unverminderter Ordnung gegen die
exakte Losung der Integralgleichung konvergiert, siche beispielsweise [17], [22], [14] und
[26].

Eine weitere Gemeinsamkeit all dieser Verfahren besteht in der Notwendigkeit, die Ma-
trizen teilweise explizit assemblieren zu miissen. Beim Galerkin-Verfahren entsteht so ein
gewaltiger Aufwand, denn es handelt sich im wesentlichen um die vierdimensionale Integra-
tion des Kerns iiber Dreieckpaare (7, ,) der Randtriangulierung mit geringem Abstand
zueinander. Im allgemeinen sind diese Integrale nicht analytisch berechenbar und man mufl
auf Kubaturverfahren, das mehrdimensionale Analogon zu Quadraturverfahren, zuriick-
greifen. Dadurch entsteht erneut ein Approximationsfehler, so daff der Kubaturgrad dem
Diskretisierungsparameter angepafit werden muf3, um die Konvergenzordnung der Galerkin-
Losung wiederum nicht zu gefdhrden. Es stellt sich heraus, dafl im sogenannten Nahfeld
grofle Kubaturgrade nétig sind, wofiir die Diagonalsingularitdt des Kerns verantwortlich
ist. Und das bedeutet einen hohen Rechenaufwand, zumal die Auswertung des Integranden
relativ viel kostet. Sind die beiden Dreiecke nicht disjunkt, so versagen Standardkubatur-
verfahren komplett und der schwach-singuldre Integrand ist iiber die Duffy- Transformation
[10] erst zu regularisieren. Fiir den Fall, daf§ der Kern des Integraloperators zudem Cauchy-
oder sogar hypersingulér ist, sind vorher auf kontinuierlicher Ebene regularisierte Integral-
begriffe wie der Cauchy-Hauptwert bzw. das part-fini-Integral heranzuziehen.

Hier ist nun eine Fallunterscheidung, wie man sie bei der Definition einer zuldssigen Tri-
angulierung durchfiithrt, vonnoten, die ergibt, dafl im Fall der Flachensingularitét (m, =m,)
der Aufwand zur Integralauswertung am geringsten ist und sukzessive ansteigt mit ab-
nehmendem Grad der Singularitéit. Die unangenehmste Situation findet sich schliellich im
fast singularen Nahfeld, in dem Paare disjunkter Dreiecke mit kleinem Abstand zueinan-
der liegen. Die Ursache hierfiir liegt in der Gegebenheit, dafl im singuldren Nahfeld nach
einer inneren Integration iiber niederdimensionale Querschnitte des Integrationsgebiets der
verbleibende Integrand fiir die dufleren Integrationen analytisch ist und mit konstantem
Kubaturgrad ausgefiihrt werden kann. Je grofler die Dimension der Schnittmenge aus In-
tegrationsgebiet und zweidimensionaler Singularitit des Kerns ist, desto frither in Bezug
auf die geschachtelte Integration kann zu einem konstanten Kubaturgrad fiir die restli-
chen »partiellen< Integrale iibergegangen werden. In [22] werden vierdimensionale Trans-
formationen, die diese Querschnitte iiber dem a-dimensionalen Einheitswiirfel [0, 1]* mit
1 < a < 3 parametrisieren, dargestellt. Setzt sich der Rand I' zudem aus stiickweise ebenen
Fléachenstiicken zusammen, so kann die &uflere Integration nach Vertauschung der Integra-
tionsreihenfolge sogar elementar durchgefithrt werden, denn die besagten vierdimensiona-
len Transformationen regularisieren in dem Fall nicht nur, sondern bewirken desweiteren
eine Trennung der Variablen mit polynomialem Faktor. Die asymptotische Komplexitéat
wird folglich von den fast singuldren Integralen bestimmt, beziiglich derer sich die Gauf3-
Legendre-Tensorproduktquadratur gegeniiber der Interpolationskubatur als vorteilhaft er-
wiesen hat und — eine uniforme Triangulierung vorausgesetzt — exponentiell konvergiert.
Diese Produktquadratur kommt auch im singuldren Nahfeld bei der »inneren< Integration



tiber [0,1]* zum Einsatz. Damit ist festzuhalten: Der Aufwand beziiglich einer der vier
Kategorien »Gleiches Dreieck<«, »Gemeinsame Kante<, >Gemeinsame Ecke< und >Fast
singuldres Nahfeld< betrigt je Doppelintegral O(log®(N)). Der Exponent « entspricht der
Anzahl der Richtungen, in denen der Gau-Legendre-Grad in Abhéngigkeit von N erhoht
werden muB: In einer Richtung, falls 7, = m, gilt, und in zwei, drei bzw. vier Richtungen in
den restlichen Kategorien in dieser Reihenfolge. Diese Konfiguration stellt den Ausgangs-
punkt unserer Untersuchungen dar, wobei wir bei polynomialem Rand je nach Lage der
Dreiecke in 4 — o Dimensionen elementar integrieren.

Daf§ die Losung des Problems vor allen Dingen im fast singuldren Nahfeld und im
Fall der gemeinsamen Ecke erstrebenswert ist, liegt nicht nur an dem hoheren Aufwand je
Dreieck-Paar, sondern zudem an dem quantitativen Ubergewicht dieser beiden Kategorien
innerhalb des Gesamt-Nahfeldes. Das Problem der Flachen- und der Kantensingularitét
kann als gelost angesehen werden. Man beachte, dafl jedes Dreieck 7 mit lediglich drei
anderen eine Kante gemeinsam hat, wogegen viele Dreiecke 7 in einem Eckpunkt oder
iiberhaupt nicht beriihren, aber nahe dran liegen. Wir beziehen uns in dieser Arbeit auf das
Nahfeld, das es innerhalb des Panel-Clustering zu erzeugen gilt. Die Zahl der Dreieckpaare
darin ist asymptotisch durch O(N) beschriankt [17]. Somit stellen wir eine Komplexitét
von O(N log” N) zur Erzeugung der einzelnen Kategorien und einen Gesamtaufwand von
O(N log* N) fest.

Es wurden in der Vergangenheit vor allen Dingen im fast singuldren Nahfeld verschie-
dene Versuche der Effizienzsteigerung unternommen. In [2] beispielsweise treten innerhalb
der Tensorproduktquadratur die GauB-Legendre-Formeln in Kombination mit der Gauf}-
Jacobi-Quadratur auf. Zur Vermeidung von hohen Kubaturgraden wird in [27] die Unter-
teilung der Dreiecke empfohlen. Unentbehrlich ist diese bei Anwendung der Multiskalen-
Matrixkompression, wenn iiber das Kartesische Produkt aus Dreiecken unterschiedlicher
GroBenordnungen integriert wird [29]. Das Ziel, die im singulidren Bereich mogliche Tren-
nung der Variablen auf den fast singulédren zu iibertragen, verfolgt die Arbeit [22]. Sie fithrt
das Integral iiber m, X m, mit m, N7, = () auf sechs Integrale {iber Paare mit gemeinsamer
Ecke zuriick und nutzt so die bessere Asymptotik (O(N log® N)) in dieser Kategorie aus.
Das geht allerdings zu Lasten einer grofleren Konstanten in der Aufwandsabschétzung,
denn es sind jetzt sechs dreidimensionale Integrale an Stelle von einem vierdimensiona-
lem zu berechnen. Die Einfithrung von Polarkoordinaten im Rahmen des Kollokationsver-
fahrens [18] ermoglicht auch im Galerkin-Verfahren [21] die elementare Integration iiber
eine Dimension und stellt eine vielversprechende Alternative dar mit einem ebenfalls auf
O(N log® N) verbesserten Aufwand im fast singuliren Nahfeld. Dieser Methode sind zwar
nur polynomiale Riander zugénglich, jedoch wurde in [22] diskutiert, warum die Integration
iiber eine stiickweise ebene Ersatzoberfliche im allgemeinen ausreicht.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung effizienter Techniken zur Nah-
feldkubatur. Eine erste Aufwandsverbesserung gegeniiber der klassischen Tensor-Gauf-
Quadratur konnte dabei durch die Einfithrung der Variierenden Tensorproduktquadratur
erzielt werden. Dieser unserem Wissen nach neuen Methode liegt die Beobachtung zugrun-
de, daf} bei der Anwendung sogenannter conical product rules der Verzerrung des Kartesi-
schen Kubaturgitters keine Rechnung getragen wird. Das dreieckige Randelement 7 wird
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wegen der Tensorfaktorisierung iiber einem Quadrat parametrisiert, wodurch in der Néahe
der Ecke A von m, der eine ganze Kante des Quadrats zugeordnet wird, eine unrentable
Anhéufung von Kubaturpunkten auftritt.

Genau derselbe Effekt wird bei der Regularisierung durch die Duffy-Transformation aus-
genutzt, wenn in dieser Ecke eine schwache Punktsingularitéit existiert. Ist der Integrand
allerdings im gesamten Dreieck m — wie im fast singuldren Fall — glatt, so variiert der Qua-
draturgrad bei dieser Methode beziiglich des Faktors, der iiber die zur gegeniiberliegenden
Seite a parallelen Linien quadriert. Er wird entsprechend der Lénge dieser gestauchten
Linien gewahlt: Je ndher diese dem besagten Eckpunkt von 7 sind, desto mehr Punkte
kénnen gespart werden. Wahrend im fast singuldren Nahfeld die zweifache Anwendung,
d. h. beziiglich beider Dreiecke, moglich ist, erlauben die Kategorien der Kanten- und
der Punktsingularitdt immerhin noch eine einfache. Eine genauere Analyse der vierdimen-
sionalen regularisierenden Transformationen ergibt, dafl hier zwei Transformationen eines
einfacheren Typs enthalten sind, von denen die eine tatséchlich regularisiert. Die andere
hingegen transformiert die bereits erwéhnten zwei- bzw. dreidimensionalen Querschnit-
te, Dreiecke bzw. Prismen mit dreieckigen Grundseiten, ausschliefilich wegen der Tensor-
Faktorisierung auf den a-dimensionalen Einheitswiirfel mit o = 2, 3. In der Néahe der Naht,
die sich durch das gesamte Integrationsgebiet zieht, tritt wieder eine Anhdufung von Kuba-
turpunkten auf und die Variierende Tensorproduktquadratur ist erneut Effizienz steigernd
anwendbar.

Eine vollkommen andere Idee beruht auf einer Formel von Z. P. Nowak, die zweidimen-
sionale Fldchenintegrale, wie sie beim Kollokationsverfahren auftreten, exakt bestimmt.
Man weif, dal sich im Fall ebener Dreiecke und L = —A das Doppelschichtpotential
beziiglich 7

Dp(z) = /ﬂéni(y)@(fv,y) p(y) ds(y)

in einem festen Punkt z iiber einen Raumwinkel, den Fldcheninhalt eines Kugeldreiecks
auf der Einheitssphére, auswerten 148t. Der Gauflsche Integralsatz ermdglicht anschlies-
send die Erweiterung auf das Einfachschichtpotential [15]. Hier kniipft die vorliegende Ar-
beit an und entwickelt zuerst entsprechende Formeln fiir das hypersinguldre Potential der
Potentialgleichung und anschlieffend fiir das Einfachschicht-, Doppelschicht- und hyper-
singulédre Potential der Lamé- und der Stokes-Gleichungen. Die Intuition besteht in einer



Faktorisierung der Kerne in einen singuldren und einen polynomialen Anteil. Die Poten-
tiale zum singuldren Anteil lassen sich wieder auf das Laplacesche Doppelschichtpotential
zuriickfithren, woraus sich schliellich die eigentlichen Potentiale inklusive Polynomanteil
rekursiv ergeben. Die Helmholtz-Gleichung bildet diesbeziiglich eine Ausnahme und muf3
getrennt betrachtet werden, denn eine Faktorisierung wie in den anderen Féllen ist hier
nicht durchfithrbar. Wir zerlegen daher die Fundamentallosung ® 5 additiv in einen sin-
gulédren und einen hinreichend glatten Rest, indem wir deren trigonometrischen Zéhler in
seine Taylor-Reihe entwickeln. Das zugehorige Potential des singuldren Anteils 148t sich
einmal mehr dank partieller Integration auf bekannte Grofien reduzieren. Auf den glatten
Rest sind abstrakte Kubaturformeln mit hinreichend hohem, aber konstantem Exaktheits-
grad anwendbar, weshalb er innerhalb dieses Raumwinkelansatzes ausgeklammert werden
kann.

Im fast singuldren Nahfeld bilden diese Formeln nun einen der beiden zweidimensiona-
len Faktoren in einer Tensorproduktkubatur iiber 7, x m,. Das bedeutet konkret, dafl in
den Stiitzstellen einer Kubaturformel (), das Potential vermége obiger Formeln beziiglich
m, ausgewertet wird und eine zweidimensionale Kubatur iiber 7, iibrigbleibt. Das hat den
Vorteil, dafl der Kubaturgrad nur noch auf einem der Dreiecke erhoht werden muf, da der
andere Faktor bis auf Rundungsfehler exakt integriert. Die Implementierung der klassischen
oder der Variierenden Tensorproduktquadratur als komplementédrem Faktor (), voraus-
gesetzt hat das einen Aufwand von O(N log? N) im fast singuliren Nahfeld zur Folge.
Damit {ibernimmt die Kategorie >Gemeinsame Ecke< die Verantwortung fiir die Gesamt-
Asymptotik, die jetzt O(N log® N) betrigt. Eine Eingliederung ist folglich auch im Fall der
Punktsingularitét erstrebenswert. Die kann leider nicht kanonisch wie im Fastsinguléren er-
folgen, weil die Kubaturverfahren @), iiber 7, aufgrund der Singularitit versagen wiirden.

T[X
Eine neue Idee besteht darin, die Eingliederung mit der im Anfang beschriebenen Duffy-
Transformation aus [23] zu kombinieren. Zum Versténdnis dieser Methode ist eine alterna-
tive Sichtweise dieser Transformationen hilfreich. Wir haben noch nicht erwéhnt, daf§ die
Regularisierung der singulédren Integranden auf einer Unterteilung des Integrationsgebiets
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in Untergebiete beruht. In der hier betrachteten Situation sind es derer zwei. Letztendlich
wird fiir festes v € 7, beziiglich y nicht mehr {iber das gesamte Dreieck 7, wie bei dis-
junkten Dreiecken, sondern nur noch iiber ein von z abhéngiges Teildreieck 7, integriert.
Es wird desto kleiner, je ndher x dem Schnittpunkt von 7, und m, kommt. Hier finden
also trotz der Regularisierung Auswertungen der Potentiale statt — und zwar beziiglich der
Dreiecke 7, in @ € m,. Eine Eingliederung obiger Formeln wére an dieser Stelle moglich. Es
ist jedoch von Vorteil, zuerst zu transformieren, um elementar beziiglich x iiber Linien inte-
grieren zu konnen, die strahlférmig von der Singularitit in A zur gegeniiberliegenden Seite
a von 7, verlaufen. Nach dieser machen wir die Transformation in den verbleibenden drei
Dimensionen wieder riickgéngig und so bleibt eine eindimensionale Integration beziiglich
z {iber a. Der Integrand ist das Potential in Abhéingigkeit von z € a beziiglich mj = m,.
Es bieten sich eindimensionale Gauf-Legendre-Formeln fiir dieses Integral an, deren Qua-
draturgrad logarithmisch in N angehoben werden muf. Damit haben wir die Komplexitét
in dieser Kategorie von O(log® N) auf O(log N) und damit den Gesamtaufwand zur Nah-
felderzeugung auf O(N log® N) verringert. Uns ist kein vergleichbares Ergebnis bekannt.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt:

Kapitel 2 stellt bekannte Ergebnisse zur Theorie und Numerik von Integralgleichungen
bereit. Wir konzentrieren uns dabei auf die Potential- und die Helmholtz-Gleichung sowie
den Einfachschichtpotentialansatz. Hervorzuheben ist die Ankniipfung an das Lemma von
Strang zur hinreichenden Wahl der Kubaturgenauigkeit.

Kapitel 3 beleuchtet die Unterscheidung zwischen Nah- und Fernfeld aus zwei unter-
schiedlichen Richtungen, der Matrixassemblierung und der Matrix-Vektor-Multiplikation.
Wir orientieren uns in dieser Arbeit, insbesondere bei den numerischen Vergleichen, an dem
Nahfeld, wie es beim Panel-Clustering definiert wird. Daher erfolgt hier eine Darstellung
der dafiir notwendigen Oberflichenstrukturierung.

Kapitel 4 stellt den Hauptteil der Arbeit dar. Wir erinnern an die klassische Tensor-
produktquadratur und beziehen uns dabei auf [29]. Desweiteren fithren wir diesbeziiglich
eine Fehleranalyse durch, die unter Annahme eines polygonalen Randes ohne eine von
Rahmendaten abhingige Konstante auskommt und so die sorgfiltige Angabe von hinrei-
chenden Kubaturgraden ermoglicht. Es wird auf eine ableitungsfreie Fehlerabschitzung
fiir die GauB-Legendre-Quadratur zuriickgegriffen [9], wozu die analytische Fortsetzbar-
keit des Integranden in Ellipsen der komplexen Ebene beziiglich der einzelnen Variablen
entscheidend ist. Es ist moglich, die Gréfe der Ellipsen in Abhéngigkeit der Dreieckdurch-
messer und des Dreieckabstandes zu bestimmen. Somit sind einfache Kubaturgradkriterien
angebbar. Auflerdem fithren wir die Variierende Tensorproduktquadratur ein. Die Ergeb-
nisse beziiglich der klassischen Produktquadratur lassen sich durch kleine Anderungen auf
das neue Verfahren iibertragen, was fiir eine sinnvolle Verteilung der variierenden Quadra-
turgrade unentbehrlich ist. Bei der Riickfithrung des VTQ-Fehlers auf den der einzelnen
Faktoren ist eine Aufspaltung des Fehlers, wie sie in [29] fiir die Tensorproduktquadra-
tur angewendet wird, allerdings nicht moglich, da der variierende Faktor nicht mehr mit
dem fixen vertauscht werden kann. Wir fithren eine andere Aufspaltung durch, die diese
Vertauschbarkeit nicht benotigt. Danach geben wir die wichtigsten Eigenschaften der regu-
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larisierenden Transformationen, wie sie in [23] erklért sind, wider. Beziiglich der Wahl der
hinreichenden Kubaturgrade greifen wir ebenfalls auf diese Arbeit zuriick. AuBlerdem wird
dargestellt, wie die VT'Q auf die singulédren Félle >Gemeinsame Kante< und >Gemeinsame
Ecke< erweiterbar ist.

Der dritte Abschnitt dieses Kapitels hat den Raumwinkelansatz zum Inhalt. Nach einer
Darstellung der Formeln fiir Einfachschicht- und Doppelschichtpotential der Potentialglei-
chung entwickeln wir dhnliche Formeln fiir deren hypersinguléares Potential. Anschlieend
erfolgen die Herleitungen fiir das Einfachschichtpotential der Helmholtz-Gleichung. Leider
ist es nicht moglich, diese auf andere Ansitze wie den Ansatz von Brakhage-Werner [5]
zu iibertragen. Wir gehen kurz auf die Schwierigkeiten ein. Die Raumwinkelformeln fiir
die Lamé- und die Stokes-Gleichungen werden in einem gemeinsamen Unterabschnitt be-
trachtet. Erfreulicherweise ist hier die Angabe von Formeln fiir alle Ansétze moglich. Ein
weiterer Unterabschnitt widmet sich der Eingliederung der Raumwinkelformeln in das
Galerkin-Verfahren. Neben dem fast-singuléren Fall gehen wir auf den der Ecksingularitét
ein. Hier stellt die Eingliederung die Voraussetzung dar fiir die Verbesserung der asympto-
tischen Komplexitéit. Die Raumwinkelformeln benétigen eine Reihe von nicht-elementaren
Operationen wie beispielsweise den Logarithmus. In einem letzten Unterabschnitt wollen
wir eine Idee erldutern, wie die Effizienz dieser Formeln gesteigert werden kann, indem
die nicht-elementaren Operationen approximiert werden mittels Interpolation vorab tabel-
lierter Werte. Es ist darauf zu achten, dafl dieser Approximationsfehler keine signifikante
Vergroflerung des Gesamtfehlers der semi-analytischen Integration bewirkt. Diese Methode
stellt praktisch den Versuch dar, die Exaktheit der Raumwinkelformel in Effizienz umzu-
wandeln.

Im abschliefenden Abschnitt dieses Kapitels erldautern wir, warum es nicht moglich
ist, die Schnelligkeit mit Kubaturverfahren beziiglich der Singularitéit angepafiter Mafle zu
steigern.

Die letzten drei Kapitel dieser Arbeit bilden den Numerikteil. In Kapitel 5 beginnen wir
mit Hinweisen zur Implementierung. Bei der Anwendung der Raumwinkelformeln miissen
beispielsweise Dreiecke in eine bestimmte Ebene transformiert werden. Wir geben dazu
eine giinstige Moglichkeit an.

In Kapitel 6 vergleichen wir die Laufzeiten der verschiedenen Verfahren zur Nahfeldas-
semblierung am Beispiel der Helmholtz-Gleichung miteinander. Das Nahfeld stammt von
einer Oberflaichenstrukturierung, wie sie beim Panel-Clustering entsteht.

Zum Schluf} betrachten wir in Kapitel 7 eine Anwendung. Es handelt sich dabei um ein
Helmholtz-Innenraumproblem mit Dirichlet-Randwerten. Wir simulieren die schallweiche
Streuung einer Kugelwelle.

Ich danke Herrn Prof. Dr. Michael Griebel und ebenso Herrn Dr. Klaus Giebermann fiir
die motivierenden Diskussionen und wertvollen Ratschlége.






Kapitel 2

Integralgleichungen

2.1 Die Integralgleichungsmethode

Gegenstand dieses Abschnitts ist die Umformulierung einer Randwertaufgabe in eine Rand-
integralgleichung durch einen Potentialansatz, der in den ersten beiden Unterabschnitten
dargestellt wird. Danach folgen Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen. Die Ausfiihrung
konzentriert sich auf das Einfachschichtpotential und die Dirichlet-Randwertaufgabe, also
auf schwach-singulédre Fredholmsche Integralgleichungen erster Art. Fiir eine ausfiihrliche
Darstellung beispielsweise komplizierterer Sprungrelationen schlage man in [15] nach.

2.1.1 Die Fundamentallésung

Q) C R? sei ein beschriinktes, Cl, -berandetes Gebiet (siche Anhang), Q* := R?\ Q dessen

stw

AuBenraum. Der kompakte Rand T' := 9Q = 9Q7T trenne die beiden Gebiete. Unser Aus-
gangspunkt ist der lineare, elliptische Differentialoperator L mit konstanten Koeffizienten.
Die klassische Form der zugehorigen Dirichlet-Randwertaufgabe mit homogener rechter
Seite lautet

Lu = 0 in QW (2.1)
You = b inT

mit v = ulr und u €C2<Q(+)> ﬂC()(W).

Definition 2.1 Die zu L gehérige Fundamentallosung ®(z,y) = ®(x—1y) erfillt die Iden-
titdt

Lo(y) = 3, (2.3)

mit dem Diracschen Funktional 6, im distributionellen Sinne und hat in x = y eine Sin-
gularitdt moglichst schwacher Ordnung.
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Beispiel Zwei wichtige skalare Differentialgleichungen (K = R bzw. K = C) sind

—Au =0 (Potentialgleichung)
und  Au+k?u = 0 (Helmholtz-Gleichung)

mit den Fundamentallosungen

1 1
® - - -
@9 = T o=yl
1 ) k —
w0y — L ewlikls—yl)

dr oz =yl

Die Helmholtz-Gleichung fiir die C-wertige Unbekannte u beschreibt die Ausbreitung zeit-
harmonischer akustischer Wellen in Q). Die Dirichlet-Randbedingungen besagen, dafl der
Druck am Rand des Gebietes gleich Null sei und modellieren die Streuung an schallweichen
Hindernissen [7]. Der Parameter k = 2* heifit Wellenzahl und A € R Wellenlénge.

Es seien y;, i = 1...k, Punkte in R\ Q). Dann geniigt das von den endlich vielen
Punktladungen erzeugte Potential

k

u(z) = Zai D (z,y;)

i=1

der Differentialgleichung (2.1), ohne dabei im allgemeinen die Randbedingung (2.2) zu
erfiillen. Mit einer kontinuierlichen Verteilung der y; € I" sieht es besser aus. Die Summation
geht dann in Integration iiber.

2.1.2 Oberflachenpotentiale

Mit Hilfe der folgenden Oberflichenpotentiale werden wir die Differentialgleichung (2.1)
l6sen. Die Integration iiber Flédchen wird in Definition A.6 im Anhang erklart.

Definition 2.2 Esseil’ € Cl,,, ¢ € C°(T) und n(y) der nach aufen gerichtete, fast iiberall
definierte Normalenvektor an T in y. Mit der Fundamentallosung ®(x,y) der Potential-

oder der Helmholtz-Gleichung definieren wir fiir alle x € R3\ T’

Aw@>:'4wawﬂww@ (2.4)

und D (2) :‘A&iﬁwmwﬂw@@» (2.5)

das Einfach- und das Doppelschichtpotential mit der Belequng .

Bemerkung Es gibt neben diesen noch ein hypersingulidres Potential. Es wird sich mit
Hilfe des Laplace-Doppelschichtpotentials eine Moglichkeit ergeben, verschiedene Ober-
flaichenpotentiale effizient auszuwerten. In diesem Kapitel soll das Einfachschichtpotential
im Vordergrund stehen.
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Satz 2.1 Das Einfach- und das Doppelschichtpotential mit stetiger Belequng ¢ losen die
Differentialgleichung (2.1).

Beweis Die Behauptung folgt durch Vertauschen von Integration und Differentiation unter
Verwendung von [13, Abschn. 11, Satz 2]. O

Satz 2.2 Sei I’ € CL,, eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit im R3. Gilt fiir die in
['\ zo stetige Funktion f

f(z) < Cla — x| mit A < 2,
so ist f diber I' integrierbar. f heifit dann schwach singulér.

Beweis Falls I' = R?, ist die Aussage bekannt. Der allgemeine Fall folgt, indem man den
Integranden ¢(7(t)) v/g(t) im R? betrachtet. O

Bemerkung Die Fundamentallosung ®(z,y) ist fiir festes € I' schwach singulédr. Daher
existiert (2.4) auch fir z € T.

Nihert sich € Q™) einem a € T, dann geht die parameterbehaftete Integration

1
Sp(r) = / ——(y) ds(y
(@) = [ et sty
eines stetigen in die eines schwach singuldren Integranden iiber. Was bedeutet das fiir die

Glattheit der Funktion S¢(x)?

Satz 2.3 FEs sei ' € C!

tw und ¢ € C°T). Das Einfachschichtpotential ist dann stetig
im R3.

Beweis Siche [15, 8.1.7].

Die Stetigkeit des Einfachschichtpotentials und die Dirichlet-Randbedingung (2.2) fithren
zu der Randintegralgleichung

Sp(x) =b(x), x €T (2.6)

als einer Fredholmschen Integralgleichung erster Art. Es ist damit mdglich, die Innen-
und die Aulenraumaufgabe simultan zu 16sen. Es zeigt sich, dal das Abklingverhalten des
Einfachschichtpotentials fiir + — oo in den Rahmen der Auflenraum-Problemstellung pafit.

Satz 2.4 Die Dirichlet-AufSenraumlosung (2.1)/(2.2) ist eindeutig, falls
lu(z)] = O(1)r)  firr=|z]— o
|Vu(x)| = O(1/r?)  firr=|z| — oo (Potentialgleichung)

und

(2 —ik)u(@)] = O1/r2)  firr=|z| — oo (HelmholtzGleichung)
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gleichmapsig fir alle x/ || x ||a erfillt sind. Die Dirichlet-Innenraumaufgabe der Poten-
tialgleichung hat hochstens eine Losung. Bei der Helmholtz-Gleichung gibt es irreguldre
Wellenzahlen, fiir die die Innenraumaufgabe nicht mehr eindeutig lésbar ist. Ist k* kein
FEigenwert der Potentialgleichung mit Dirichlet-Randwerten, so gibt es auch hier héchstens
eine Innenraumlosung.

Beweis Siche [7] und [15].
Bemerkung Das Einfach- und das Doppelschichtpotential erfiillen die Ausstrahlungsbe-

dingungen. Man spricht im Falle der Helmholtz-Gleichung auch von der Sommerfeldschen
Ausstrahlungsbedingung.

2.1.3 Die variationelle Formulierung

Es sei I' € C** und 1/2 < | < k + . Dann 148t sich der Spuroperator v, aus (2.2) stetig
auf H'(Q™) fortsetzen [30, Satz 8.7]. Der lineare Spuroperator

01 H'(Q) — H'VA(T)

erlaubt folgende Problemstellung:
Es sei b € HY?(T'). Dann heifit v € H'(Q) schwache Losung des inneren Dirichlet-
Problems der Potentialgleichung, falls

(VU,V?})L2(Q) =0 VUEH&(Q) (27)

mit  ypu = b
gilt. Dagegen heiBt u € H'(Q) schwache Helmholtz-Innenraumlésung, falls u
(VU, V'U)LQ(Q) — /{?2(11,, U)Lz(Q) = 0 Wwe H&(Q) (28)

mit  ypu = b
geniigt. Die Definition der Sobolev-Raume findet sich im Anhang.
Satz 2.5 Fir ' € C* und o € [—3,1] sind die Operatoren

272
S : H () — HYO(R®)  und (2.9)
(oo S) : H2*(I') — Hz™(I) (2.10)

mit S aus (2.4) stetig. Wir schreiben in (2.10) im folgenden anstatt vy o S einfach S.
Beweis Siehe [§].

Bemerkung Man beachte, daf§ fiir T' € C%' die Riume HY(T) nur fiir [ < 1 definiert
sind und die Aussage (2.10) optimal ist.
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Korollar 2.1 Der Operator S : L*(T') — L*(T) ist kompakt.
Beweis Die Verkettung von kompakter Einbettung mit stetigem S
L3T) — H~ () 2 H3(T) — LXT)
ist kompakt. O

Wir konnen somit die stetige Sesquilinearform a : H~2(I') x H2(I') — K

a(p) = (Sp.u) = / / B(z,y) oly) D@ ds(y) ds(x) (2.11)

definieren. Hierbei ist (-, -) die Duale Paarung Hz(T') x H~2(I') — K. Konkret gilt also fiir
alle o, € H™2(T)

la(e, V)| < Cllelr-12¥lr-1/2- (2.12)
Wir nehmen an, daf§ die Sesquilinearform a(-, ) koerziv ist
Rale.o)l 2 allellr_y—elelt, #<-1/2) (2.13)

und mit dem Energieraum X := H~2(T') die Bedingungen

inf sup ale, %) > a > 0 (2.14)

veX yex [@llo-tllelle -y

und V¢ € X dJpe X @ a(p, ) # 0 (2.15)

erfiillt. Die Ungleichung (2.14) heifit inf-sup-Bedingunyg.
Es sei b € Hz(T'). Dann heiBt ¢ € H~'/2(I") schwache Losung der Randintegralglei-
chung (2.6), falls

alp,¥) = () VY e H V(D) (2.16)
gilt. Nach [4, Satz 3.3.6] ist S : H 2(I') — H2(I) ein Isomorphismus. Damit ist (2.16)
eindeutig losbar. Der Operator S aus (2.9) liefert die Losung von (2.7) bzw. (2.8).

2.2 Die Randelementmethode

Wir nutzen die variationelle Formulierung der Integralgleichung (2.16), um diese mittels
Finiter Elemente zu diskretisieren. Die Triger unserer Ansatz- und Testfunktionen sind
Teile des Randes I', daher spricht man von der Randelementmethode.
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2.2.1 Das Galerkinverfahren

Neben dem Kollokationsverfahren (siehe [15]) z&hlt das Galerkin-Verfahren zu den wich-
tigsten Diskretisierungsverfahren bei der Integralgleichungsmethode. Wahrend beim Kol-
lokationsverfahren die Disktretisierung erfolgt, indem die Identitdt (2.6) nicht mehr fiir
alle x € T', sondern nur noch in endlich vielen Kollokationspunkten z; € I' gefordert wird,
ist es beim Galerkin-Verfahren Gleichung (2.16), die nicht mehr fiir alle ¢» € H~Y2(I),
sondern nur noch fiir Funktionen aus endlichdimensionalen Unterriumen von H~'/2(T) zu
erfiillen ist. Ersetze also in obiger Variationsformulierung (2.16) den Hilbertraum H~/2(T")
durch eine ausschopfende Folge von endlichdimensionalen Unterrdumen S} und suche zu

b e HY?(I) die Galerkin-Lésung ¢g € Sy, die

a(ea, ) = (b,¥)r.0 VY €Sy (2.17)

erfiillt als eine Néherung an die exakte Losung ¢ aus (2.16). Wegen der Koerzivitat (2.13)
gelten die Bedingungen (2.14) und (2.15) auch noch, wenn man X = H~2(I') durch S),
ersetzt [16, Theorem 8.2.8].

Satz 2.6 Es seibc HY?(I'). Dann gibt es genau ein g, das (2.17) lost.
Beweis Mit [4, Satz 3.3.6].

Wihlt man eine Basis (¢;);es von S, und gilt ¢ = Z;VZI w;p; € Sp, dann ist (2.17)
dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

mit den Koeffizienten a;; = a(yj, p;) und b; = (b, ¢;). Wir treffen nun auf eine Reihe
von Problemen, die beim Aufstellen der Matrix und beim Losen des Gleichungssystems
entstehen:

e Das Problem (2.16) ist zwar sachgeméf gestellt [4], was durch die relativ starke
Norm im Bildraum erreicht wird, aber numerisch instabil. Entscheidet man sich bei
der Wahl der Sy, nédmlich fiir die nodale Basis (siche Unterabschnitt 2.2.2), so dafl
lellro = h||wl gilt, dann hat die Kompaktheit von S auf L*(T") (Korollar 2.1)
erst die Unbeschrinktheit der Inversen S~ und dann || A, || — oo fiir A — oo zur
Folge.

e Fiir die spektrale Kondition der A, gilt ko(A,) = O(h™') unter der Annahme, dafl
erneut die nodale Basis den Raum S}, erzeugt [14]. Damit sind die Matrizen zwar
besser konditioniert als jene, die bei elliptischen Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung entstehen, aber dennoch nicht gut. Das fithrt beim Losen beispielsweise mit
Krylovraumverfahren zu vielen Iterationsschritten. Vorkonditionierer wirken dem ent-

gegen.

e Ist N die Dimension von S, dann betrigt der Aufwand fiir eine Matrix-Vektor-
Multiplikation O(N?), denn Ay, ist vollbesetzt.
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e Fiir jeden Matrixeintrag sind vierdimensionale Doppelintegrale iiber I' zu bestimmen.

In dieser Arbeit steht der letzte Punkt im Vordergrund. Zunéchst sollen die S}, konstruiert
und die Frage beantwortet werden, wie die Konvergenz der ¢ gegen ¢ von der Wahl der
Unterrdume S}, abhéngt.

2.2.2 Triangulierung und Konvergenz

Wie bei den Finiten Elementen der elliptischen Differentialgleichungen setzen sich unsere
Ansatz- und Testfunktionen stiickweise aus Polynomen zusammen und haben einen kleinen
Tréager, was aber leider wegen der globalen Integraloperatoren und im Gegensatz zur Situa-
tion bei den Differentialgleichungen nicht zu diinnbesetzten Matrizen fithrt. Geméfl dem
Tréger dieser Splinefunktionen und zur Unterscheidung von ihren Vorbildern, den Finiten
Elementen, heiflen diese Randelemente und das Diskretisierungsverfahren Randelementme-

thode.

Triangulierung

Definition 2.3 FEine zuldssige Triangulierung von I' ist eine Zerlequng
T, :={m :1<v<n}

von I" in (gekrimmte) Dreiecke mit

I'= U m, und w,Nm, € {0, gemeins. Punkt , gemeins. Kante}, falls v # p.

v=1

Die Maschenweite h := max, {diam(m,) : m, € T,} ist der entscheidende Diskretisie-
rungsparameter, weshalb wir auch Ty, := 7T, schreiben. Fine zuldssige Triangulierung heifit
uniform, falls mit von m unabhdngigen Konstanten ¢ und co

ch? < |n| < ey h? (2.19)
qgilt.

Nun zu den Ansatz- und Testrdaumen: Wir nehmen an, dafl es eine zu 7;, gehorige regulére
Parametrisierung (7,),

Tyt Dpep — Ty
gibt, so daB T’ € C&* = 7, € C** gilt. Dabei bezeichnet
Avp ={(z,y) eR*:0<2<1,0<y <z}

das Referenzelement. Es werden die Splinerdume Sy, ,,,

Spo = {p € L) : ¢, ist konstant fur alle 7 € 7,} und
S = {peC’(I):¢or, ist linear auf Ay fiirallel <v<n},

)
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betrachtet. Die Dimension dieser werde mit /N bezeichnet und im Falle n = 0 gilt N = n.

Bemerkung Unsere Darstellung umfafit ein konformes Galerkin-Verfahren mit identi-
schen Ansatz- und Testfunktionen.

Im Falle der stiickweise konstanten Ansatzfunktionen wéhlen wir als Basis die charak-
teristischen Funktionen x,. Die Rdume S} 1 werden von der Lagrange- oder nodalen Basis
aufgespannt, die durch ¢;(x;) = 6;; charakterisiert wird. Die z; sind dabei die Knoten-
punkte, d. h. die Ecken der Dreiecke.

Satz 2.7 T;, sei eine uniforme Triangulierung und ¢ = ) w; ;. Dann gilt mit von h
unabhdingigen Konstanten Cy und Csy

Cillellro < hflwl < Coflellro (2.20)

und Cyh™2 < n <Cyh™2. (2.21)
Beweis Siche [4].

Konvergenz

Die diskrete inf-sup-Bedingung und die Stetigkeit der Sesquilinearform a(-,-) ermoglichen
die Abschétzung des Galerkinfehlers in der Energienorm durch den Approximationsfehler

le—vallr-12 < C wgsf lo—=|r-1/2 ( Cea-Lemma [4,3.3.7]). (2.22)
h

Ausschlaggebend ist also die bestmogliche Approximation, welche im folgenden Satz cha-
rakterisiert wird.

Satz 2.8 (Approximationseigenschaft) Fir alle s,0 mit =2 < 0 < s < n+1 und
o <n gibt es eine Konstante C(o,s), so daf fir alle ¢ € H*(I") ein ¢ € Sy, existiert mit

e —¢lre < CR77 l@llrs - (2.23)
Hierbei bestimmt n = 0,1 die Wahl der Ansatzfunktionen.
Beweis Siche [3] und [6].

Damit erhalten wir Konvergenz, vorausgesetzt, die Matrixelemente sind ungestort.

Satz 2.9 FEs seien I',b und S hinreichend glatt bzw. reguldr. Dann konvergiert die Galer-
kinlosung gegen die exakte Lisung ¢ der Randintegralgleichung

lo = ¢allr-12< CHT32 || @ le g < CR™*2 [[b]lr 2 - (2.24)

Beweis Cea-Lemma, Approximationseigenschaft und Regularitat.

Falls —2 < 0 < 5 < n gilt, ist es moglich, starke gegen schwache Sobolevnormen un-
ter Verlust von h-Potenzen abzuschéitzen:

lellrs < Clo,s) R % ||¢llrs (Inverse Ungleichung). (2.25)
Beweis [6] und [14].
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2.2.3 Die volldiskrete Losung

Die Galerkinlosung wird in der Praxis nicht berechnet, denn bei der Assemblierung der
Matrix und der rechten Seite ersetzt die numerische Integration die analytische und liefert
damit Approximationen

an(p, ) == Qrarlp Y] = D Y Quoxm [0 ®Y] Voo, 00 € 5 (2.26)

Ty €71, my €T},

an die urspriingliche Sesquilinearform

alp. 1) = / / B(z,y) o(y) B(@) ds(y) ds(z)
und

br(¥) := Qr[by] Vi €Sy

an die rechte Seite

be HY? = H™V? mit <b,¢p>= /b(x)¢(x) ds(z).
r

Bemerkung Die Kubaturformeln bestehen aus Punktauswertungen des Integranden, wes-
halb die gestorten (Sesqui)-Linearformen ausschlielich fiir stiickweise stetige Funktionen
erklart werden kénnen. Dies schrinkt die Stérungsanalyse aber nicht ein.

Es ist zu beachten, dal weder die Eindeutigkeit oder Existenz einer Losung ¢, von

an(n, V) = bu(¥) Vi € S, (2.27)

noch die Konvergenz dieser gegen die exakte Losung ¢ apriori klar sind. Gilt fiir ein € > 0

la(p,¥) —an(e, )] < Chflollp 1l 1,
so erfiillt ay(+,-) fir hinreichend kleines h < hq die diskrete inf-sup-Bedingung

|ah(907¢)| > :Y > 0 (228)

inf sup =
veshyes, lellr—1llvlr -1

und das volldiskrete System (2.27) ist fiir o < hg eindeutig losbar und stabil (siehe dazu
[16, Lemma 6.5.3] und [24]).

Es stellen sich in diesem Zusammenhang zwei wichtige Fragen.

1. Wie genau miissen die Integrale approximiert werden, damit die Konvergenzrate der
Galerkin-Losung fiir die gestorte Galerkinlosung erhalten bleibt?
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2. Was bedeutet das fiir den Kubaturgrad des gewéhlten Verfahrens?

Die zweite Frage wird in den néchsten Kapiteln ausfiihrlich diskutiert. Auf die erste Frage
liefert folgender Storungssatz eine Antwort.

Lemma 2.1 (1. Lemma von Strang) Es sei (2.28) erfillt und ¢ bzw. @y, seien die
Lésungen von (2.16) bzw. von (2.27). Dann gilt

o —¢nllr-12 < C( inf { 1o —vnlle1j2 + sup | a(vn, wn) — ah(vh,wh)\}
onESh wh €S, | w [Ir,—1/2

(b, wn)r,0 — (b, wn)r,0 } > (2.29)
Twn Tr1/2 | |

+sup{

wpESH

Beweis Siche [24, Lemma §].

Nach diesem Satz ist die Konvergenz offensichtlich nur dann méglich, wenn die Integrale
mit feiner werdender Triangulierung 7; genauer approximiert werden. Es findet hier also
ein zweiter Grenzwertprozef statt. Folgende Bedingungen an die gestorten Formen erweisen
sich als hinreichend fiir die Erhaltung der Galerkin-Konvergenzordnung (2.24):

lalp, ¥) = an(e, )] < CR™2 |l loy ¥l Y, 4 € Sp (2.30)
und () — br()] < CR™32|[|lp 12 Vi € Sp. (2.31)

Beweis [24, Theorem 9.

Die Auswertung der disketen Form (2.26) setzt sich aus maximal n? Teil-Kubaturen, den so-
genannten Dreveck-gegen-Dreieck- Kubaturen, zusammen: Je kleiner die Tréger von ¢ und 1),
desto weniger. So besteht die Berechnung eines Matrixkoeffizienten im Falle der stiickweise
konstanten Ansatzfunktionen (S;, = Sho) aus nur einer Dreieck-gegen-Dreieck-Kubatur.
Den Briickenschlag zur Herleitung hinreichender Kubaturgrade bilden Fehlerabschétzun-
gen von

|E7r1-><7ry[90(1)¢]| =
Joo [, @2, y) o(y) ¥(x) ds(y) ds(z) — Qroxr, [ DY (2.32)

auf die im néchsten Kapitel eingegangen wird. Was noch fehlt, ist eine (2.30) entsprechende
Forderung an diesen lokalen Approximationsfehler.

Satz 2.10 Gegeben seien beliebige Kubaturverfahren Qr,xx, fir alle (7, m,) € Ty x Tj.
Erfillen diese die Forderung

| By, [0 @Y < CR™2 @Iy iy 9 [l o172 Vo, 00 € Sh, (2.33)

so konvergiert die gestorte Losung pp von (2.27) mit der Rate der Galerkinldsung (2.24).
Der Ubergang vom lokalen zum globalen Fehler kostet also zwei h-Potenzen.

Beweis Siche [24, Lemma 10].



Kapitel 3

Das Nah- und das Fernfeld

Die entscheidenden Nachteile der Randelement- gegeniiber der Finite-Elemente-Methode
resultieren aus den Eigenschaften des (schwach-) singuldren Kerns ® . Wegen der Globalitét
des Trigers supp ® erfordert ein Projektionsverfahren die Berechnung aller N? Matrixko-
effizienten. Diese ist aufgrund der Diagonalsingularitéit des Kerns zur Matrixdiagonale hin
sehr aufwendig. Beim Galerkin-Verfahren handelt es sich zudem um Doppelintegrale, die
die analytische Assemblierung der Matrix im allgemeinen verhindern. Desweiteren ist die
vollbesetzte Matrix fiir einen hohen Aufwand bei der Matrix-Vektor-Multiplikation verant-
wortlich.

Dem gegeniiber steht die im Vergleich zu den FE-R&umen kleinere Dimension der Rand-
elementriume bei gleicher Maschenweite h: Betrachtet man den Einheitswiirfel = [0, 1]
und eine Triangulierung mit Wiirfeln bzw. Quadraten, so besteht der gesamte Wiirfel aus
1/h? Elementen, wihrend die Oberfliche T' lediglich in 6/h? Vierecke zerfillt. Hier steht
h ausnahmsweise fiir die Kantenldnge und nicht fiir die sich von dieser nur durch einen
festen Faktor unterscheidenden Maschenweite. Ein zweiter sich daraus ergebender Vorteil
der Randelementmethode gegeniiber der FEM besteht in der Gittererzeugung. Diese macht
besonders bei komplizierten Geometrien einen grofien Anteil der Finite-Elemente-Methode
aus. Die beiden folgenden Abschnitte werfen einen Blick auf die zwei grundlegenden Be-
standteile einer Randelement-Simulation. Beziiglich beider motiviert das singulédre Verhal-
ten des Kerns die Unterscheidung zwischen einem Nah- und einem Fernfeld.

3.1 Die Matrixassemblierung
In (2.33) am Ende des vergangenen Kapitels wurde das Mafl bestimmt, in dem die Kuba-

turgenauigkeit in Abhéngigkeit von h erhoht werden muf}, um die Galerkin-Konvergenzrate
zu erhalten. Es galt

|E7ra;x7ry[§0q>¢]| < CpTeo H‘PHWW} ||¢||ﬂ17_1/2 Vo, € Sh.

Fiir den Fall n = 0 geben wir ein Kriterium fiir den absoluten Fehler an.
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Satz 3.1 Es sein =0, ¢ = Zj Vj Xnj ¥ = D _; Wi X, und die Triangulierung Ty uniform.
Gilt fiir die Matrizkoeffizienten a;; == a(Xx,, Xx,) und afy := an(Xx;s Xr,)

lag; —al| < C”C, (3.1)

j
so konvergiert die volldiskrete Losung (2.27) mit der optimalen Konvergenzrate (2.24) gegen

die exakte Lésung.

Beweis Einsetzen von (3.1) ergibt

| Erixn; [ U] = [avjXa;, WiXm) = an(VjXn,, Wie;)
= |vwil|aij —ag;
< Clvjwy| h°
< Clojwi| B || xa; 00 | X [0
< Clojwil B> || X, v | X 0,12 wegen (2.25)
= CE° @l 0 19 llri-1/2 -
Somit ist (2.33) erfiillt. O

Welche Konsequenzen hat diese Forderung fiir den Kubaturgrad der speziellen Kubatur-
formel? Muf} dieser fiir h — 0 erhoht werden? Wir werden sehen, dal der Kubaturgrad
entscheidend von der Lage der Singularitdt abhéngt. Dazu setzen wir

P.(r) = {f:7m—K: for Polynom vom Grad k}.

Satz 3.2 Es sei Qr, xx, cine abstrakte Kubaturformel iiber 7, x m, mit Exaktheitsgrad k,
das heifit Polynome vom Grad < k werden exakt integriert. f : m, x m, — K sei k4 1-mal
stetig differenzierbar und I' N, und I' N, hinreichend glatt. Dann gilt mit |a| =k + 1

/ flw,y)ds(y) ds(@) = Quxn, f| < CH g lmy| 1D lloom s, -

Beweis Mit Taylorscher Formel. Siehe dazu auch [22]. O

Wir sehen, dafl der Abstand ¢ := dist (7, 7,) eine entscheidende Rolle bei der Frage nach
dem Kubaturgrad spielt. Ist dieser ndmlich nach unten beschréankt, 6 > ¢ > 0, so sind die
Ableitungen des singulidren Anteils des Kerns, 1/ ||z — y |2, gleichméBig beschrankt und es
reicht ein konstanter Exaktheitsgrad, um die Bedingung (3.1) zu erfiillen. Riicken dagegen
fir h — 0 die Dreiecke nédher zusammen, so mufl der Kubaturgrad erhoht werden, wie
folgendes einfaches Beispiel illustriert.

Wir betrachten f(x) = |z|~'/? auf der Intervallfamilie I, := [h, 2h]. Die Substitution

2%h 2
/ x V2dy = \/ﬁ/ Y2y
h 1
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Ty

Abbildung 3.1: Zwei Dreiecke im Nahfeld

verdeutlicht, dafl die verschiedenen h-abhéngigen Integranden — abgesehen von dem Fak-
tor v/h — aus einem identischen Term bestehen. Damit kann kein Kubaturverfahren mit
konstantem Exaktheitsgrad der Forderung (3.1) geniigen, denn die Singularitét des Inte-
granden neutralisiert die schrumpfende Intervallénge.

Satz 3.3 ET(FZQ”XZFZ) set das Produkt aus zwei abstrakten Kubaturformeln mit den Fxaktheits-

graden v, und v, auf den Dreiecken 7, m, € Ty. Auferdem gelte ®(z,y) < Clz — y|~¢.
Falls v, > n und v, = v, +n, dann gilt mit 6 > 0 fir alle p € Py (7,), g € Py(m,):

h

Yy+1
paen| < 0w (3) Inlaldlo,. (32)

Beweis Siehe [24, Theorem 4].

Dieser Satz bestétigt unser einfaches Beispiel: Falls § > ¢ > 0 gilt, erreicht man mit
hinreichend grofien, aber fixen Graden ~, und 7, jede algebraische Konvergenzordnung.
Setzt man dagegen 6 = ah mit @ > 1 in die obige Abschétzung ein, dann wird die erfor-
derliche Rate (2.33) offensichtlich mit keinem konstanten Kubaturgrad erreicht.

Ein Vergleich von (3.2) mit (2.33) ergibt

Satz 3.4 FEs seid =1, n, 0 und h wie oben. Dann sichern in Abhdngigkeit von h und ¢
die Kubaturgrade

log &

g
B = [+ 1 (4 3) 0
Ogg

1 und vy =7 +n (3.3)

die Konvergenzrate (2.24). [x] bezeichnet dabei die kleinste ganze Zahl gréfler oder gleich x.
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Beweis [24, Theorem 11].

Es ergibt sich also in natiirlicher Weise die Unterscheidung zwischen Nah- und Fernfeld.
Man koénnte nun versuchen, die Begriffe Nah- und Fernfeld klar zu fassen, indem man
Dreieck-Paare dem Fernfeld zuordnet, falls mit einem beschrankten Exaktheitsgrad ei-
ner bestimmten Kubaturregel die asymptotische Konsistenzbedingung (2.33) erfiillt wird.
Wir wollen unsere Aufmerksamkeit aber einem anderen Punkt widmen. Der Aufwand
einer Randelementsimulation wird nédmlich zunéchst von der Fernfeldassemblierung und
der Matrix-Vektor-Multiplikation beim Lésen der Gleichungssysteme (jeweils O(N?)) be-
stimmt.

3.2 Schnelle Matrix-Vektor-Multiplikation

Das Ziel eines Kompressionverfahrens besteht darin, die vollbesetzten Matrizen A, mittels
diinnbesetzter A;, zu approximieren und somit die quadratische Komplexitét der Matrix-
Vektor-Multiplikation zu durchbrechen. Dieser Approximationsprozefl hat erneut eine Sto-
rung der Galerkin-Losung zur Folge. Es gibt verschiedene Verfahren, die zwischen dem
Kompressionsfehler und der Effizienzsteigerung sorgfiltig abwégen. Oberstes Gebot ist
dabei einmal mehr die Erhaltung der Galerkin-Konvergenzrate.

Die Multiskalen-Matrixkompression bedient sich einer geschickten Wavelet-Basiswahl
zur Darstellung der Galerkin-Losung, beziiglich der die Matrix Aj, numerisch diinnbesetzt
ist; d. h. man kann ohne grolen Genauigkeitsverlust viele Koeffizienten von A;, durch Null
ersetzen. Das hat den Vorteil, dafl im Rahmen der Matrix-Vektor-Multiplikation die Ope-
rationen beziiglich dieser Eintrige entfallen. Desweiteren kann man auf deren Berechnung
verzichten, vorausgesetzt man kennt ein Kriterium zur Identifikation (siche z. B. [26]).

Beziiglich der Geometrie robuster ist das Panel-Clustering-Verfahren, welchem auch
komplizierte Randmannigfaltigkeiten, auf denen keine hierarchisch strukturierten Funktio-
nenrdume existieren, zuginglich ist. Es bedarf lediglich einer hierarchischen Strukturierung
der Oberflachentriangulierung, welche aber keine Glattheitsanforderungen an I' stellt und
zu einer additiven Zerlegung von Ay in eine Nah- und eine Fernfeldmatrix fiihrt. Die Glatt-
heit des Kerns im Fernfeld erlaubt dann eine approximative, lokale Trennung der Variablen
und diese wiederum eine Faktorisierung der Fernfeldmatrix in zwei diinnbesiedelte, nicht
quadratische Faktoren. Die Trennung der Variablen erfolgt in [22] zum Beispiel mittels
Entwicklung des Kerns in Taylorpolynome. Die Anwendung von Kugelflichenfunktionen
in [14] steigert nochmals die Effizienz. Dieses Verfahren wurde urspriinglich fiir das Kollo-
kationsverfahren von Hackbusch und Nowak in [17] eingefithrt und spéter von Sauter auf
das Galerkinverfahren verallgemeinert (siche [22]).

Beiden Methoden gemeinsam ist die explizite Erzeugung der Nahfeldmatrix. Wir ori-
entieren uns in dieser Arbeit an dem Panel-Clustering-Algorithmus, ohne die Matrixkom-
pression wirklich durchzufiihren. Vielmehr werden wir unsere Methoden im Nahfeld, wie
es beispielsweise in [14] erklédrt wird, testen. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung der Kern-
entwicklung zur Trennung der Variablen sei auf die angegebene Literatur verwiesen. Wir
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wollen also nur kurz die Oberflachenstrukturierung darstellen und damit Fern- und Nahfeld
einfiihren.

Definition 3.1 (Cluster-Baum) Fin Cluster T ist eine nichtleere Vereinigung von Drei-
ecken ™ € Ty,. Jedes Cluster besitze ein Zentrum z, und einen Radius p., so daff B, =
{z € R®: |xv — 2| < p,} die kleinste T enthaltende Kugel ist. Eine Menge von Clustern
bildet einen Clusterbaum Cy, falls sie die Bedingungen

1. T €Cy und T, C Cy,
2.7’1#7’266}1 = 7'107'2:@\/7'1CT2\/7'2CT1 und

3. ein Cluster 1 ist ein Sohn von Cluster 1o, falls fir 7' # m gilt:
1 CT C19 = 7 =7. Cluster 7 ist dann der Vater von 1

erfillt. Ein Cluster T heifst n-zuldssig zu m € T, (n € (0,1)), falls p. < ndist(m, z;) gilt.

Definition 3.2 (Nah- und Fernfeld) Es sein € (0,1). Das Fernfeld von 7, € T, besteht
aus den Clustern

Fn(my) = {1 € Cp, \ Tp, : T ist n-zulissig zu m und alle Vorfahren von T nicht},
wogegen das Nahfeld aus den Dreiecken
Ni(my) = {my € Tp, : alle Vorfahren von m sind nicht n-zuldissig zu 7 }
besteht. Es gilt T' = Np,(7) U Fy(m) fiir alle 7 € Ty,

Satz 3.5 FEs sei T, eine uniforme Triangulierung der Oberfliche I, Cy der Cluster-Baum
aus Definition 3.1 und 0 < n < 1. Dann gult:

Ni(m)| < cpn—i (3.4)
Fa(m)| < @%bg(fv). (3.5)

Beweis Siche [17].

Bemerkung

e Im Fernfeld kénnen nicht alle Matrixeintrédge mit konstanter Stiitzstellenanzahl be-
rechnet werden. Es handelt sich hier jedoch nach der Matrixfaktorisierung nur noch
um zweidimensionale Integrale (siche [14]).

e Bei groflen Problemen spielt die Restriktion des Speicherplatzes eine wichtige Rolle.
Matrixkompression wirkt sich hier in gleichem Mafle giinstig aus wie beziiglich der
Effizienzsteigerung bei der Matrix-Vektor-Multiplikation. In der Praxis erweist es sich
als sinnvoll, die Eintrége der beiden Fernfeldmatrizen nicht abzuspeichern, sondern
bei jedem Zugriff neu zu berechnen, um weiteren Speicherplatz zu sparen.
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Die Anzahl der zu berechnenden Nahfeldmatrixeintrige ist laut Satz 3.5 durch O(N) be-
grenzt. Das singulére Verhalten des Kerns treibt den notwendigen Kubaturgrad der vier-
dimensionalen Integration aber in solchem Mafle in die Hohe, dafl die Nahfeldkubatur den
Flaschenhals der Randelementmethode darstellt.



Kapitel 4

Nahfeldkubatur

4.1 Die Duffy-Transformation

In Satz 3.3 blieb die spezielle Form der Kubaturformeln unbestimmt und lediglich der
Exaktheitsgrad ging in die Fehlerabschitzung ein. Das fiithrte zu einer Abschitzung, die
nur fiir 6 > h Konvergenz sichert. Vollkommen ausgeklammert war zudem der Fall, dafl
die Dreieck-Paare nicht disjunkt, die zu integrierende Funktion also singuldr ist. Einen
Ausweg bildet die Duffy-Transformation [10]. Bei den fast singuldren Integralen erlaubt
sie im Rahmen eines Tensorproduktansatzes die Anwendung von GauBquadraturformeln,
die, eine uniforme Triangulierung vorausgesetzt, auch fiir § < h exponentiell konvergieren;
im Fall der singuldren Integrale regularisiert sie den Integranden und macht erst dadurch
die Anwendung klassischer Quadraturformeln moglich.

Im ersten Unterabschnitt orientieren wir uns an Kubaturfehlerabschédtzungen aus der
Arbeit von von Petersdorff und Schwab [29] und fiihren fiir polygonal berandete Gebiete
eine sorgfiltige Fehleranalyse durch. Die vierdimensionalen regularisierenden Transforma-
tionen im darauf folgenden Unterabschnitt entstammen der Arbeit von Sauter [23], der
dhnliche erstmals in seiner Dissertation [22] angegeben hat.

4.1.1 Fast singulire Integrale

Die herkéommliche eindimensionale Interpolationsquadratur mit n festen Stiitzstellen er-
reicht geméfl der n Freiheitsgrade, gegeben durch die n Gewichte, einen Exaktheitsgrad
von n — 1. Die GauB-Quadratur (siehe [9, 2.7]) verzichtet auf die Festlegung der Stiitz-
stellen apriori und bestimmt die Gewichte und die Stiitzstellen so, dafl Polynome bis zum
Grad 2n — 1 exakt integriert werden. Die Nullstellen der Legendre-Polynome bilden dabei
bekanntlich die Stiitzstellen der Gau-Legendre-Formeln, der Formeln, die beziiglich des
Lebesgue-MafBes Polynome exakt integrieren. Grundsétzlich lassen sich zu allgemeinen Mas-
sen Gauf-Formeln entwickeln, was stets auf die Untersuchung orthonormaler Polynome, zu
denen die Legendre-Polynome zéhlen, hinausléduft. Gerade diese Tatsache verhindert eine
Verallgemeinerung auf den mehrdimensionalen Fall, denn eine abgeschlossene Theorie zu
mehrdimensionalen orthonormalen Polynomen beschriankt sich auf Spezialfille. Handelt
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es sich beim Integrationsgebiet jedoch um einen achsenparallelen Quader, so wird iiber
einen Tensorproduktansatz die Anwendung der GauBformeln auch im Mehrdimensiona-

len moglich. Zunéchst aber zu einer ableitungsfreien Abschétzung des eindimensionalen
Fehlers.

Satz 4.1 f sei im Intervall I = [—1,1] reell-analytisch und in die abgeschlossene Ellipse
Er 11 C € mit Foci 1 und -1 und Halbachsensumme p analytisch fortsetzbar. Dann gilt fiir
den Fehler E™ der n-Punkt Gauf-Legendre-Formel G™

|E"| = ‘/1f(x) dr — G"f| < Cp™® max |f(2)]. (4.1)

zeaeﬁm
Beweis Siche [9, 4.6.1.11].

Die eindimensionalen Gaufiformeln sind vermdoge folgender Vorschrift auf Funktionen be-
liebig hoher Dimension anwendbar.

Definition 4.1 (Tensorprodukt) FEs seien

Q=Y wg(«") (=12
j=1

Kubaturformeln iber Q; und f € C°(; X Q). Dann wird durch

NN (1) (2 1) (2

Qf = @i@af == > > ol f (2", o)

j=1 k=1
eine ny - No-Punkt-Formel, das Tensorprodukt von Q1 und (Qs, tiber 1 X o erklirt.
Die Aufspaltung des Produktfehlers

(I-Q)f=15L[I—Q2) f]+ Q2 [(I1 — Q1) f] (4.2)
mit [f:=L1Lf := / f(x1, x2) drodry
o J,

fithrt diesen auf den der einzelnen Faktoren zuriick (siehe [29, 4.2]). An unsere Bediirfnisse
angepafit bedeutet dies konkret . ..

Satz 4.2 Es seiu € [—1,1]* und @; := (uy, ..., Ui_1,Uir1,---,us) € [—1,1]3. Die Funktion
[ [-1,1]*" — K erlaube firi € I = {1,2,3,4} und alle 4; € [—1,1]> eine analytische
Fortsetzung nach £ | C C als Funktion von w;. Definiere fir alle i € I

M; == max max |f(u). (4.3)

ﬁi€[71,1]3 u; EEPI
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Dann gilt fir allei € I und n; € N

(1-cuemencn)f| < €3 max (L-G) f(u) (4.4)
i—1 uiG[—l,l]B *
4

Beweis Der Satz ist nur geringfiigig allgemeiner als Proposition 4.3 in [29], wo p; = p2 und
p3 = ps gefordert wird. Letztendlich wird mit der Aufspaltung (4.2) Satz 4.1 angewendet.

Bemerkung Vorerst soll die Einschrankung p; = ps und p3 = p4 aus [29] erhalten bleiben.
Spéater wollen wir dann untersuchen, ob mit einer Verallgemeinerung des Tensorprodukt-
ansatzes die Effizienz gesteigert werden kann.

Die Duffy-Transformation

D (5) = (et (iy i) 45)

bildet [—1,1]? auf das Element A,.; = {(Z1,%2) € R? : 0 < & < 7; < 1 } ab und ermdglicht
so die Anwendung der Produktquadratur auf Dreiecke:

/ f(e)ds(z) = /A F(r(5))v/G7 di
_ / 1 / f(r o D)) (6+ 1)/4 VE; ded.

Nach Satz 4.2 konvergiert das GauB-Tensorprodukt exponentiell in n := min;{n;}, falls
der Integrand koordinatenweise analytisch ins Komplexe fortsetzbar ist. In [29] werden die
Halbachsensummen insofern bestimmt, dafl es eine vom Kern und I abhéngige Konstante
~ gibt, so daf3

J
,01-:1—#7%. (4.6)

gilt. Im folgenden soll fiir polygonale Oberfléchen die Konstante v in einer Fehleranalyse
explizit bestimmt werden. Danach kénnen wir dann hinreichende Kubaturgrade angeben.

Lemma 4.1 Der Kern k(x,y) habe eine ||z — y ||5%-charakteristische Singularitit. Die
beiden ebenen Dreiecke 7, und 7, mit positivem Abstand 6 > 0 mégen die Durchmesser h,
und hy, haben. Dann ist unabhingig von u; € [—1,1?

f(u) == k(7,0 D(uy,us), 7,0 D(us,uy)) : [-1,1]* = K
beziiglich u; in die Ellipse E° 11 C C analytisch fortsetzbar. Es ist p; aus (4.6) mit
<y =2 (4.7)
und h = hy, fallsi=1,2, und h = h, sonst.
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Beweis Ohne Einschrinkung sei i = 1. Fiir festes 4y = (ug, us, uq) sei hy, < h, die Lénge
der Strecke s,, := {# = 7, 0o D(uj,u3) : uy € [~1,1]} C 7,. Desweiteren mégen die
Dreiecke so im Raum liegen, da8 s,, = {(21,0,0) € R®: —h,,/2 < x; < h,,/2} gilt. Das
Linienintegral in (4.4) beziiglich f lautet dann

1

[lf(u) = /_k(TIOD(ul,Ug), Tyoﬁ(ug,u4))du1

1

_ /_lk((hu2/2-z1,0,0),y)dzl.

1

Die analytische Fortsetzbarkeit des Integranden wird ausschliellich durch den Term

Gle1) = /(g /2 21— 10)? + 3 + 13

bestimmt. W&hlt man den Hauptzweig der Wurzelfunktion [11, 5.2], so ist G(z1) und somit
k(z1,0,0) holomorph in der von den zwei Halbgeraden

g2 = {21EC:(hu2/2-zl—y1)2+y§+y§:—c,OSCGR,:i:%zlz()}

2 /
= {21€Ci21:h—<y1:|:’i c+y%+y§>,020}
ug

saufgeschnittenen< komplexen Ebene C \ (g; U ¢2). Diese beiden Halbgeraden werden

durch die Punkte
2 )
Yl,zzh— (y1iwy§+y§> eC (4.8)
u2

dy = diSt(C (YLQ, [—]_, 1])

beschréankt. Es gilt

2 2
SchlieBllich sieht man, dafl zu vorgegebenem dy gerade die Y; o mit verschwindendem Re-
alteil die Grofie der gesuchten Ellipse am stérksten einschrinken (siehe Abbildung 4.1).
Fiir die Neben- und Hauptachse der Ellipse mit den Foci -1 und 1, die in Y; = idy
und Y, = —idy zwei Scheitelpunkte hat, gilt b = dy und @ = \/d% + 1 und somit

p1 =dy + +/d? + 1. Wegen (4.9) und h,, < h, folgt

) 5\?
> 9 - 1+ (2=
P = hx+ -l—( hz)

5. (4.9)

o
> 2 +1. (4.10)
Diese Abschéatzung ist unabhéngig von 4; und gilt damit gleichméflig beziiglich ;. O

Die Ansatzfunktionen und die Gramschen Determinanten haben zwar keinen Einfluf3 auf
die Groe der Ellipsen, dafiir aber auf das Verhalten des Integranden auf selbigen.
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9

9,

Abbildung 4.1: Analytische Fortsetzung in eine Ellipse nach C

Lemma 4.2 Es seien |k(z,y)| < C ||z —yl|3% f(u), 6, pi mit v < v* wie in Lemma 4.1
und n = 0,1 der Grad der Ansatzfunktionen. Dann gilt fir M; aus (4.3)

_fo pl™ 2 k2 | falls i=1,3
— L Co4p] hZhI ., sonst

=

mit  f(u) :

F(u) (95 075 0 D(ur, up)) (95 0 7y © D(uz, ug))
X /Gy /Gy (w1 + 1) (uz +1)/8.

Hierbei sind die ; die Basiselemente aus Shy,.

Beweis Die Abschétzungen

mMaxXg, MaXy,ceri

(05 © 7w 0 D(uy, up))| <
maxy,eeen |(u1 +1)] < pr und /g, < Ch2
sind klar. Nicht trivial hingegen ist

Flu) < C8 4.11
o B S S () < i

Es sei o. E. s, = {(%1,0,0) € R®: —h,/2 < z; < h,/2}. Auf der Ellipse 5621/27,%/2 mit
Halbachsensumme

PL= 5 M= 7<7h—x—|—1> = §5+—
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wird der Kern in (4.11) letztendlich ausgewertet und fiir die nichtskalierten Singularitéten
gilt

Vi = byie=pEivid+y3 € C

2 2 N i
Wegen p; < % 0+ \/(%5) + (%) folgt fiir die Nebenachse b von 551@/2,@/2

bo< L
Y

und damit
diste (V12,87 o 02) = (1-5) 8 (4.12)

Die Voraussetzung |k(x,y)| < C|z — y|~? sichert dann

max max f(u) < C(dist@ <1~/1,27€ﬁlhz/2,hz/2>>d

ﬁie[fl,l]g u; €EPL

< C6 % wegen (4.12).

Daraus folgt die Behauptung. O

Zusammenfassend erhalten wir

Satz 4.3 Unter den Voraussetzungen der Lemmata 4.1 und 4.2 gilt

)(1 - Gz;Gz;Gg;ng)f] < ChZh2o ) (1 + m y)) . (4.13)
i=1 Z

Daber gilt h(yy) = he, falls i@ = 1,2, und h.,) = h, sonst; <n>:= n+1, fallsi=1,3,
und <n>:= 1 sonst.

Beweis Lemma 4.1, Lemma 4.2 und Satz 4.2.

Korollar 4.1 Das Gaufische Tensorprodukt konvergiert bei uniformer Triangulierung 7y
exponentiell. Es sei n = 0. Gilt fir die Grade

—log(6%) + 2 |log hl
2log p;

n; : (4.14)

sl [

dann konvergiert die gestorte Galerkinlosung o, mit der Konvergenzrate (2.24) gegen die
exakte Losung ¢. Hier gilt r; = %, falls e = 1,3 und r; = 0 sonst.

Beweis Einsetzen von (4.14) in (4.13) ergibt (3.1). O
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Identische Dreiecke

Gemeinsame Kante

Gemeinsame Ecke

Fast sing. Nahfeld

Ty = Ty

N

T, N, = Kante

3N

7, N, = Ecke
~ 9N

0 > 0, aber klein
> 9N

Tabelle 4.1: Anzahl der Paare in den Kategorien

4.1.2 Singulidre Integrale

Haben die beiden Dreiecke 7, und 7, einer zuléssigen Triangulierung (Def. 2.3) keinen posi-
tiven Abstand 4, so ist eine weitere Fallunterscheidung notwendig. Insgesamt unterscheiden
wir bei der Nahfeldkubatur zwischen vier verschiedenen Kategorien (siehe Tabelle 4.1). Der
Integrand ist in den ersten drei Féllen unbeschrénkt und weist eine Singularitét im Inte-
grationsgebiet auf. Die entsprechenden Referenzdreiecke

1. Ah Ah A:"Lef = {?) eR?:0 < QQ < Ql < h},
2. Ag - A1I}ef ) Ah = {:& € RQ : (Ql? _g2>T ref} und

spiegeln die gegenseitige Lage der Originaldreiecke 7, und , zueinander wider. Uber diese
Referenzelemente werden die originalen Dreiecke schliellich parametrisiert:

Tyt AZ — Ty,

_ h
Ty Ay — Ty

Damit wird nach einer Unterteilung von A x Al in sechs (Identische Dreiecke, Gemein-
same Kante) bzw. zwei (Gemeinsame Ecke) Teilgebiete D; die Regularisierung des sin-
guldren Integranden mittels vierdimensionaler Varianten der Duffy-Transformation (4.5)
moglich. Fiir eine genaue Darstellung der Teilgebiete und der Transformationen verweisen
wir auf Sauter [23]. Wir wollen uns in diesem Unterabschnitt auf schwach singulidre Ker-
ne beschrianken. Die Darstellung beziiglich Cauchy- und hypersingulérer Kerne findet sich
ebenfalls bei Sauter.

Identische Dreiecke
Das zu bestimmende Integral lautet

If = // // (5, §) 2(§) ¢ (3) 92 (2)

wenn man ®¢(z, 7)) <I>(7'($) 7(9)) und ! := p; o 7 setzt. Nach Einfithrung der Rela-
tivkoordinaten z = §y — 2, die die Slngularltat fixieren, gilt

9=(9) dj dz,

6
If:Z/D O, 2 + &) (2 + ) ©°(8) g (&) gu (2 + &) di dz.
=1 i
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Die Koordinatentransformationen (#®, 2()) bilden jetzt (1, w;,wy, w3) € Ry x T auf D;
ab. Hier steht T} fiir den d-dimensionalen Simplex {# € R% | |#|a< h} und Ry fiir den
Wiirfel [0, 1]¢. Setzt man

loc

Hioe(#, ) == (&) ©7°(8) 9= (2) gx(1)

so ist schliefSlich
6
If = / / wi Y B0 20 4 20 Hroo(20 20 4 30)) duw diy. (4.15)
RiJTy ST

Lemma 4.3 Q,, und Q, seien Kubaturformeln iber T4 und Ry. Dann gilt

(I - Qan) f < gg}%}l{ (Iw - Qw) f(777 w) + urjlé%?}f (In - Qn) f(777 w) . (416)

Beweis Mit (4.2) wie in [29, 4.2]. O

Satz 4.4 Es sei f wie in (4.15) und der Rand U sei bi-Lipschitz-stetig (siehe [23]) und
stiickweise analytisch. Dann st

(1 +1)/2,w)

fiir alle j € [=1,1] analytisch in w € T und fir allew € T§ beziglich 7j in eine Ellipse £,
mit Halbachsensumme p > 1 analytisch fortsetzbar.

Beweis Siche [25].

Fiir die hinreichenden Kubaturgrade ergibt sich dann

Korollar 4.2 Es sei Q, 1= G} die n-Punkt Gaufs-Legende-Formel iber [—1,1] und Q,,
eine abstrakte Kubaturformel iber T mit Exaktheitsgrad ,,. Unter der Voraussetzung

3 |log hl

4.17
2log p ( )

Yo =2 und n >

ist die Bedingung (3.1) in Bezug auf Kubatur iber gleiche Dreiecke erfillt.

Beweis Wir wenden Lemma 4.3 an. Daf der erste Summand von (4.16) die Bedingung
erfiillt zeigt man mit Taylor. Es gilt |T#| < h? und der Exaktheitsgrad 2 liefert die restlichen
drei h-Potenzen. Die Behauptung folgt fiir den zweiten Summanden in (4.16) aus Satz 4.1
und Satz 4.4 durch Einsetzen. O
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Gemeinsame Kante

Nun sind Integrale der Form

Ir= / / / / " B%(, 9) 9 (5) P1(2) g, (5) gy (9) df

zu berechnen, wobei ®'°(&,9) := ®(7,(&),7,(9)) und @i = @; o 7, baw. Ol := @; o7,
gesetzt wurde. Anders als in der Kategorie »Identische Dreiecke< ist f hler genau dann
singulédr, wenn 2, := 11 — 1 = Ty = 9 = 0 gilt. Mit 29 := o und 23 := 5 und

Hioe(,9) = &1°(2) ¢°() 9r. (%) g, (9)

6 ~ ~ ~ ~
_ loc ia| Z1+ T Ty 21+ 2 .
=3 o ()07 )) e ((2) (727 e

Diese D; weichen von obigen ab und werden neben den neuen Koordinatentransformatio-
nen (2", 29) wieder in [23] beschrieben. Letztere bilden jetzt (1, w) € Ry x TI auf D; ab.

Mit
~ (%) @ | @) ~(1) (@) | A0
~ € 2+ T z x
flnw) = o ((Z(li))a( ! L0 ' >> Hioc ((j))( ' L) ' ))
3 2 3

gilt dann I f Z/ / mw? f(n,w)dwdn. (4.18)
R

gilt

+

N~

Lemma 4.4 Es sei Q,, eine abstrakte Kubaturformel diber T und Q) ein Tensorprodukt
tber Ry mit eindimensionalen Gauf-Legendre-Faktoren. Dann gilt

(I -QuQy) f < mz}%x( — Qo) f(n,w) + max max (I, — Q) f(n,w)

weTh n2€[0,1]
I, — n,w) . 419
+ max nfré%ﬁ}( m — Q) [(n,w) (4.19)
Beweis Mit (4.2) wie in [29, 4.2]. O

Satz 4.5 T erfiille die Bedingungen in Satz 4.4. Dann ist die Funktion

g(,w) = wr f((7+1)/2,0)

in (4.18) fiir alle i € [—1,1]? analytisch in w € TY. Auferdem ist sie fiir alle w € Ty und
i € [—1,1] beziglich 7o und fir alle 7, € [~1,1] beziiglich 7, in eine Ellipse £, mit
Halbachsensumme p > 1 analytisch fortsetzbar.
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Beweis Siehe [25].

Somit sind wieder Standardkubaturformeln anwendbar.

Korollar 4.3 Es sei ), := GG} das n X n Gauf-Legendre-Tensorprodukt iber [—1,1)?
und Q. eine abstrakte Kubaturformel iiber T mit Exaktheitsgrad ,,. Mit

3| log hl
2log p

Yo =2 und n > (4.20)

ist die Bedingung (3.1) wieder erfiillt.

Beweis Folgt wieder wie 4.2. Einziger Unterschied ist, daf jetzt nur || < h? gilt. Eine
zusétzliche h-Potenz steuert aber die Determinante der Transformation bei, da der Kern nur
schwach singular ist. O

Gemeinsame Ecke

If = / / / / (2, §) Hioe(,§) dj di

ist genau dann singulér, wenn &y = 29 = 7; = ¥ = 0 gilt. Damit ist die Einfithrung von
Relativkoordinaten {iberfliissig. Das Integrationsgebiet mufl im Fall der gemeinsamen Ecke
lediglich in zwei Teilgebiete zerlegt werden, um den Integranden zu regularisieren [23],

Der Integrand in

If = Z / (2, §) Hioe(,§) di i

Mit den Koordinatentransformationen (2@, §®), die (n,w) € Rs x T! auf D; abbilden,
ergibt sich

If = //hn1w32<1>loc @ gDy mHloc (2D @) dw dn . (4.21)
R3 JT)

=1

Lemma 4.5 Q,, sei eine abstrakte Kubaturformel iber T} und Q,, das Gaufsche Tensor-
produkt tiber Rs. Dann gilt

(I = Quly) f < max (L, —Qu) f(n,w)

neRs
3
+ 3 max max (I, — Q) f(n.w). (4:22)

£~ ety iiel0,1]?

Beweis Mit (4.2) wie in [29, 4.2]. O
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Ident. Dreiecke | Gemeinsame Kante | Gemeinsame Ecke | Fast sing. Nahfeld
# N 3N ~ 9N > 9N
d 3 2 1 0
K(N) O(log N) O(log® N) O(log® N) O(log* N)

Tabelle 4.2: Asymptotische Komplexitiat im Nahfeld

Satz 4.6 T' sei wieder stiickweise analytisch und bi-Lipschitz-stetig. Dann ist
2
0070 = 0 3060, ) Hr (59,
i=1

fiir alle fj € [—1,1]% analytisch in w € TP und fiir alle w € T und allen), € [—1,1)? beziiglich
i (1< 1< 3) in eine Ellipse £, | mit Halbachsensumme p > 1 analytisch fortsetzbar.

Beweis Siche [25].

Korollar 4.4 Q,, sei eine abstrakte Kubaturformel iiber TP mit Ezaktheitsgrad ~, und
Q, = GrGrGY die Tensor-Gaufformel iber Rs. Unter der Voraussetzung

nTn
3| log hl
2logp

Yo =2 und n > (4.23)

ist die Bedingung (3.1), die die optimale Konvergenzrate fiir die gestérte Losung sichert,
erfillt.

Beweis Wie (4.17) und (4.20). Es ist hier |T}*| < h, dafiir liefert die Determinante zwei h-
Potenzen. a

Satz 4.7 Die affin-linearen Karten 7, und 7, mdogen wieder ebene Dreiecke m, und m,
beschreiben. Dann sind die reqularisierten Integranden in (4.15), (4.18) und (4.21) poly-
nomial in w und die Integration iber T elementar durchfiihrbar.

Beweis Siche [22], [2].

In Tabelle 4.2 sind die asymptotischen Komplexititen der Doppelintegrale aufgefiihrt.
Diese gelten sowohl fiir stiickweise ebene wie auch fiir gekriitmmte Oberflichen. Die In-
tegration iiber T} erfordert in beiden Situationen einen konstanten Aufwand: Entweder
wird mit konstantem Kubaturgrad numerisch integriert oder es wird elementar integriert.
Wir stellen fest: Je schwécher die Singularitét, . ..

e desto grofler der Aufwand je Doppelintegral, namlich O(log4_d N),

e desto mehr Doppelintegrale in der jeweiligen Kategorie.

Aus diesen Griinden gilt bei der Suche nach effizienteren Algorithmen unsere grofite Auf-
merksamkeit den beiden letzten Fillen. Wir beginnen mit einer Weiterentwicklung der
Tensorproduktquadratur.
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4.2 Variierende Tensorproduktquadratur

Die Anwendung der Duffy-Transformation in den letzten beiden Abschnitten hatte unter-
schiedliche Ziele: Wahrend im singuldren Fall der Integrand in erster Linie durch diese
regularisiert und damit Standard-Kubaturverfahren anwendbar wurden, ging es im fast
singuldren Fall lediglich um die Anwendung der Gauf-Quadratur auf diesen iiber einen
Tensorproduktansatz und deren bessere Konvergenz (vgl. Satz 3.3 mit Satz 4.3). Um die
Wirkungsweise der Transformation in den unterschiedlichen Fiéllen zu illustrieren, betrach-
ten wir folgendes Beispiel: Die Funktion

1

werde iiber das Dreieck Ay, := {(z,y) € R? : 0 < y < x < h} integriert, hat aber in 0 eine
schwache Singularitéit. Die Regularisierung von f geschieht durch

D:[0,h] x [0,1] — Ay, (f’) - (fn),

indem die Gramsche Determinante ,/gp = £ von D die schwache Singularitéit in 0 hebt:

flz,y) =

¢
4 DW_D_&W'

Die Anwendung des Tensorproduktansatzes auf
(foD): [0,h] x[0,1] = R
entspricht der Anwendung des Verallgemeinerten Tensorprodukts [9, 5.6.1] auf
Ay —R.

Es macht keinen Unterschied, ob man zuerst A;, zu dem Rechteck [0, k] x [0, 1] »aufklappt<,
um auf den dadurch regularisierten Integranden f o D die klassische Produktquadratur
anzuwenden oder ob auf das innere Integral von

/Oh/oxﬂm,y)dydx

im Rahmen des Verallgemeinerten Produktansatzes Quadraturformeln Q(z) angesetzt wer-
den, die aus einer einzigen Formel Q durch Skalierung hervorgehen. Fiir kleines x wiirde der
Integrand f zwar immer singulérer, das Intervall [0, z] aber entsprechend kleiner, was den
z-unabhingigen Quadraturgrad in y-Richtung rechtfertigt. Welchen Effekt hat die Trans-
formation D : [0,1]*> — A;, wenn die Singularitit — wie im reguléren Nahfeld — nicht im
Integrationsgebiet liegt? Dann wird der ohnehin glatte Integrand zusétzlich gegliattet und
die Quadratur iiber die Linien s, := {(z,y) € A; : y € [0, x|} sicherlich desto genauer, je
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kleiner z ist. Der Tensorproduktfehler hingt aber im wesentlichen vom maximalen Fehler
der eindimensionalen Linienintegrale ab. Daher liegt eine Verallgemeinerung des klassischen
bzw. des Verallgemeinerten Produktansatzes in dem Sinne nahe, daf§ die Integration iiber
y nicht mit derselben, sondern mit frei wahlbaren Quadraturformeln durchgefiihrt wird.
Die Idee besteht darin, fiir kleine x entsprechend der Linge von s, weniger Stiitzstellen
zur Berechnung der Linienintegrale beziiglich y iiber s, zu spendieren.

Definition 4.2 (Variierende Tensorproduktquadratur) Es sei Q; = {(z;), (w;)} ei-
ne Kubaturformel tiber Ay und abhingig von x € Ay seien mit Qo(z) = {(yx(x)), (me(x))}
solche tiber Ay definiert. Dann wird durch

ny N2 x]

Q = QQa(z Z Z wj e (5) f (25, yn(x5)) (4.24)

=1 k=1

die Variierende Tensorproduktquadratur tiber A = Ay X Ay erkldart. Sind die Formeln ()4
und Qy(x) fir alle x € Ay positiv, so ist auch die VTQ positiv.

Bemerkung Dieser Ansatz lafit sich in Anlehnung an den Verallgemeinerten Produkt-
ansatz natiirlich auch fiir Gebiete erkldren, die nicht durch Transformation auf ein Kar-
tesisches Produkt A; x As zuriickgefiihrt werden kénnen. Wegen oben angesprochener
Aquivalenz im Falle der Integration iiber Dreiecke begniigen wir uns aber mit der eben
formulierten Version.

4.2.1 Fast singulire Integrale

Die Riickfiihrung des Produktquadraturfehlers auf den Fehler der einzelnen Faktoren im
letzten Abschnitt beruhte auf der Aufspaltung (4.2). Und fiir diese ist die Vertauschbarkeit
von (J; bzw. I} mit ) essentiell, wenn mit [; die Integration iiber die erste Variable
bezeichnet wird. Beim Verallgemeinerten Produktansatz ist das leider nicht moglich, da (-
von z abhéngt. Dieser Ansatz spiegelt in groflerem Mafle die Idee der Aufsummierung von
Linienintegralen und der damit verbundenen Festlegung der Quadraturreihenfolge wider.
Darauf beruht auch folgende Abschétzung.

Lemma 4.6 FEs seien Q1 und Qo(x) positive Formeln iber Ay bzw. Ay und Q := Q1 Qa(x)
die VTQ iiber A = Ay x Ay und f: A — K. Dann gilt fir den Gesamtfehler

(-] < € (max(Bn)e) + max(EW) ) (4.25)
Dabei gelte  (Exf)(x )fA z,y) dy — Qz(x )f(x7y)‘

und (Elf y = ‘fAl JZ,y)dZE—Qlf(ZL‘,y)‘ :
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Beweis Die folgende Aufspaltung benétigt nur die Vertauschbarkeit von ) mit .

/ f(e,y)dyde — Qf(z,y)| = 'Q1 (Bof)(a / fla,y) dyde — Q, f(m)dy'
A A1 J Az Ao

[ mitenal
< € (max(Eaf)(o) + man(EN)))

< foEne]|+

TEAL

Letzte Ungleichung folgt aus der Positivitat der Gewichte von (). O

Das néchste Lemma ist die Erweiterung von Lemma 4.2.

Lemma 4.7 Die Funktion f:[—1,1]* — K erlaube fiir alle 4; € [—1,1]> als Funktion von
u; eine analytische Fortsetzung nach €7y, C C, falls i € {1,3}, und nach 5539{""” c C,
falls i € {2,4}. Definiere firi=1,3

M' = ‘
e, max [f ()

Zu allen uy,ug € [—1,1] seien na(uq),na(us) € N erklirt. Dann gilt fir alle nq, no(uy), ns
und ny(us) € N

‘(I—GZing(ul)ngGZj(“g’))f‘ < C( > max (L-Gy) f(u)

Us

ie{13) a;€[—1,1]3
_ (mi(ui-1)
+ Z uzé?af(us (f; = Gyt )f(u))
1€{2,4}
<o X i+ > max
i€{1,3} ieqzay HECLP

x (i) max | f(u)])).

w; €EPI(%i—1)

Beweis Der Beweis verlauft genauso wie der von Satz 4.2 (in dieser Arbeit), man ersetzt
nur Satz 4.2 in [29] durch Lemma 4.6 und beachtet, daf§ die Quadraturformeln in uy- und
uys-Richtung von uy bzw. us abhéngen. O

Satz 4.8 Die Strecke s,, == {r =1, 0 B(ul,uQ) cug € [—1,1]} C m, habe die Linge hy,
und sy, = {x = 7,0 D(us,uq) : uq € [-1,1]} C m, die Linge h,,. Die Voraussetzungen
aus Satz 4.3 seien wieder erfillt und

Gl = G GRtIGrGrs) (4.26)
das Variierende Tensorprodukt vom Gauf-Legendre-Typ. Fiir dessen Fehler gilt

‘ (I . GZ) f ’ = ¢ hi hz 6_d <i€§’)} <1 T h(jy) ) e

) —2n;(us—1)+n
) ).
* . Z Ui rlrg[%z(lvl} ( - ! hui—l
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wobei n;(u;—1) fir i = 2,4 N-wertige Funktionen auf [—1,1] sind.

Beweis Dieser Satz ist eine Folgerung aus Lemma 4.7 und aus Verallgemeinerungen der
Lemmata 4.1 und 4.2: Diese gelten ndmlich auch fiir die Variierende Tensorproduktqua-
dratur. Man beachte nur, daf§ fiir ¢ = 2,4 die

0
huz’—1

pi(ui—1) =147

nicht konstant, sondern R, -wertige Funktionen von u; ; sind. Im Beweis von Lemma 4.1
wird lediglich auf die Abschétzung von h,, und h,, nach oben durch h, verzichtet. O

Eine einfache Folgerung ist nun

Korollar 4.5 FEs sein = 0. Gilt fir die Kubaturgrade der VTQ

1 —log(6%) + 2|loghl
= 2 + 2 log p;
—log(6%) + 2 |log hl
2log pi(ui-1)

n; , fallsi=1,3, (4.27)

, fallsi=2,4, (4.28)

n; (Uz'—l)

dann konvergiert die gestorte Galerkinldsung ¢y mit der Konvergenzrate (2.24) gegen die
exakte Ldosung .

Beweis Wieder durch Einsetzen.
Wir wollen uns noch kurz der Frage zuwenden, welchen Einflufl die Wahl der Karte
To  Dpep — Ty

auf die Effizienz dieser Methode hat. Es mogen a, b, und ¢ die Seiten, A, B und C die
Eckpunkte von 7, bezeichnen, wobei die Seite a dem Punkt A gegeniiberliege, . ..
Gilt fiir die Seitenlédngen |a| > |b] > |¢|, dann ist die Wahl

7(0) =C (4.29)

erstrebenswert. Denn einer genaueren Untersuchung zufolge geht in die fixe Stiitzstellen-
anzahl ny nicht der Dreiecksdurchmesser h,, sondern die maximale Lénge der 7(0) ein-
schliefenden Seiten ein. Und im Falle 7(0) = C' sind das mit a und b die beiden ldangsten
des Dreiecks. Damit werden in (4.28) die ng(uy) minimiert, denn fiir die ist das mini-
male |c| verantwortlich. Ist dagegen c¢ eine der beiden 7(0) einschlieBenden Seiten und

la| > |b] >> |c|, dann profitieren wir weder in u;- noch in us-Richtung von dieser kurzen
Seite (siche Abbildung 4.2).
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Aref

Abbildung 4.2: Glattung durch die Duffy-Transformation

4.2.2 Singulire Integrale

Die regularisierenden vierdimensionalen Transformationen in den singuldren Kategorien
>Gemeinsame Kante< und >Gemeinsame Ecke< beinhalten jeweils zwei Transformationen
des Dufty-Typs: Eine tatsdchlich regularisierende und eine, die zwei- bzw. dreidimensionale
Querschnitte der D; lediglich wegen der Tensor-GauBquadratur zu Quadern saufklappt<.

Gemeinsame Kante

Die Teilgebiete D; (i = 1,...,6) sowie die zugehorigen Transformationen werden wie bereits
erwahnt in [23] dargestellt. Wir erldutern anhand des Teilgebiets D;, wie die Variierende
Tensorquadratur in diesem singuldren Fall Effizienz steigernd eingebracht werden kann. Es
sei also

0§23§h
—h < 2z < —z3
D, =
—h—2z <2 <0
-2 —2 <11 < h
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mit der zugehorigen Transformation (1, w) € Ry X T — Dy :

Z%l) —Wwi
N e (4.30)
Z3 w1 -T2
i.gl) w1 + Wo

Abbildung 4.3 zeigt die dreidimensionale Projektion des vierdimensionalen Gebiets Dy auf

Abbildung 4.3: Projektion von D; auf den R?

den (21, 22, z3)-Raum: Eine Pyramide mit Spitze im Ursprung und dreieckiger Grundseite.
In (4.30) werden die zu dieser Grundseite parallelen Querschnitte der Pyramide mittels der
Koordinaten (n1,72) € Ry parametrisiert. Die Multiplikation mit w; — durch einen kleinen
Punkt »-< in (4.30) gekennzeichnet — stellt den regularisierenden Anteil der vierdimensiona-
len Duffy-Transformation dar. Bildlich gesprochen wird D; im Ursprung, der Singularitét,
saufgeklappt<. Dagegen hat die Multiplikation 7; 7, in der dritten Komponente von (4.30)
keine regularisierende Wirkung und dient nur der Anwendung der Tensorproduktquadratur
auf jene dreieckigen Querschnitte. Hier ist nun wie im fast singuldren Nahfeld die Variie-
rende Tensorproduktquadratur einsetzbar. Man beachte, dafl bei stiickweise ebenem Rand
die VTQ iiber R, und die elementare Integration iiber T4 verkniipft werden konnen, da
sie komplementér sind.
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Gemeinsame Ecke

Besteht die Schnittmenge der beiden Dreiecke 7, und 7, aus einem Punkt, so ist die Un-
terteilung in zwei Gebiete D; und Dy notwendig, um mit geeigneten Transformationen den
Integranden auf R3 x TP zuriickziehen und damit regularisieren zu kénnen. Die dreidimen-
sionalen Querschnitte, die ausschliefilich der Tensor-GauB-Quadratur wegen transformiert
werden, sind jetzt Prismen mit dreieckigen Grundseiten. Die Koordinaten (11,12,73) € R
parametrisieren diese, so dal auf zweidimensionale Querschnitte wieder VT(Q angewendet
werden kann. Dies ist auch bei allgemeinen gekriimmten Réndern sinnvoll. Im néchsten
Abschnitt werden wir allerdings eine andere Methode fiir stiickweise ebene Rénder kennen-
lernen, die im Fall des gemeinsamen Punktes gerade iiber diese Dreiecke exakt integriert.

4.3 Der Raumwinkelansatz

Setzt sich die Oberflache I' aus ebenen Dreiecken zusammen, so ist es mdoglich, fiir einige
Kerne ® und polynomiales ¢ die Punkt- gegen Dreieck-Integrale

&@mwwz/mawwww@, (4.31)

™

wie sie beim Kollokationsverfahren auftreten, analytisch auszuwerten. Beim Galerkin-Verfahren
ist fiir die wesentlichen Kategorien >Fast singuldres Nahfeld< und »Gemeinsame Ecke< im-
merhin noch eine semi-analytische Kubatur moglich, worauf im letzten Abschnitt dieses
Kapitels eingegangen wird. Zunéchst sollen im ersten Abschnitt diese Formeln fiir das
Einfach- und Doppelschichtpotential des Laplace-Operators aus der ersten Auflage von [15]
zitiert und bewiesen werden und danach auf den Kern des Hypersinguldren Operators er-
weitert werden. In den folgenden Abschnitten wird dann untersucht, inwiefern diese For-
meln auch auf die verschiedenen Ansétze des Helmholtz-, Stokes- und Lamé-Problems
iibertragbar sind. Erfreulicherweise funktioniert das fiir alle Ansétze der Stokes- und der
Lamé-Gleichungen und fiir den Einfachschichtpotential-Ansatz der Helmholtzgleichung.

Ausgangspunkt ist die Berechnung des Laplace-Doppelschichtpotentials mit konstanter
Belegung

_i <n(y)7§_y>
Agm ) i= g [ SEEE )

beziiglich 7 in z mittels Bestimmung des Raumwinkels.

Definition 4.3 (Raumwinkel) Der zu m und & gehdrende Raumwinkel ist der Flichen-
inhalt |A k| des Kugeldreiecks

Ag:={zeBi(§):Tyem, sodafzecly}.

Da das Integral (4.31) invariant ist unter orthonormalen Transformationen, kann angenom-
men werden, dafl 7 in der z1-zo-Ebene liegt und € = z3-n gilt mit n = e3 = (0,0, 1)7. Diese
Transformation muf} allerdings in der Praxis erst durchgefiihrt werden und dies moglichst
effizient (siche Kapitel 5). Damit ergibt sich < n,{ —y >= x5 — y3 = x3. Es gilt
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A X r X3

2

Abbildung 4.4: Punkt und Dreieck

Satz 4.9 A(g,7,1) = @) AL
Beweis Siche [15, 8.2.14].

Es sei v eine Seite von 7, v die #uBere Normale und ¢ der Tangentialvektor an diese,
so daB (v, ) und (v, ¢ n) positiv orientierte Orthonormalbasen der x1-7,-Ebene
bzw. des R? bilden. Der Eckpunkt x? von v folge auf z_, wenn man ~ durch o) orientiert.
Zusétzlich bendtigen wir die Grofien

a, = <y, > yen,

df = <x$,a(7) >,

ey = /a3 +a2 und (4.32)
sf = /€2 +d?, (4.33)

deren geometrische Bedeutung in Abbildung 4.4 illustriert wird. Man beachte, daf a, nicht
von y € v abhéngt und wohldefiniert ist. Zur effizienten Berechnung des Raumwinkels
setzen wir noch

¢ = e+ sl ST,

A, = c;Lc; + ai djd;,

B, = ay(djc; —d;c) und

C, = arg(A,+iB,) € (—m, 7. (4.34)

In [15] ist an dieser Stelle ein Druckfehler und A, mit B, zu vertauschen. Falls A, = B, =0
gilt, ist C, nicht definiert, was nur fiir 23 = 0 eintreten kann.
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Satz 4.10
sign(x3)
A m 1) = { i 2, Gy Jalls 23 70 (4.35)

0 sonst.

Beweis siehe [20].

4.3.1 Potentialgleichung
Einfach- und Doppelschichtpotential

Das Einfach- und das Doppelschichtpotential mit polynomialer Belegung setzt sich aus
Termen der folgenden Form zusammen

1 yiyb
Ey = — > L 2 = dyy dys
Yi ty3 + 13
- J ok
und Dj, = 3 Y192 5 dyy dys .

At Jr (y? +y3 + 23)2

Mit Hilfe des GauBischen Integralsatzes lassen sich die (hoheren) Doppelschichtpotentiale
und die Einfachschichtpotentiale auf Doy = A(§, m, 1) und Linienintegrale

1 J .k
EQ = — : % y; _ (4.36)
Yi +yz t a3
iiber alle Seiten v von 7 zuriickfiithren. Diese sind ebenfalls analytisch berechenbar.
Lemma 4.8 Es sei & € R3\ U, ;. Dann gilt mit ", = EY)y =0
1 st 4+df 1 s, —d
E(’Y) — 2l 2l - i 2l
0T g %8 (sy—l—dw) e (q—aq)
1 (s; —d;) (st +d)
= Elog( ! 763 LA ) , falls e, # 0, (4.37)
1 max{|d]], |d7 [}
EY = — e lls e =0 4.38
® T A (min{|d¢|,|d;|} el =0 3
1 2
ESZ) L <(2k7 —1)a, Vév)onqu —(k-1) (a% + (553 V@) )Eé,yk)fz
6L, k2, 0
EQ = <a7Ej(.Z)Lk —uVED +1> WD > 1k >0, (4.40)

Ty, : 2
E](g) — ;((2] _ 1) a, VE’Y)EJ(Z)I,O _ (] — 1) <a,2Y + <$3 l/é'y)) )E_]('Z)Q,O
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~G0 ), 521, und (439)
EJ(7€) = <avE§7c) 17 ’é )E(llk 1) /V2 720, k>1. (4.40")

Im Falle lup)\ < ‘I/éw‘ wende man (4.39°) und (4.40°) anstelle der Formeln (4.39) und
(4.40) an. Dabei gilt

GY = (@) (@) st — (a1, (25,)" 57) -

Hier bezeichne xi die i-te Komponente des Punktes ac € R%. In (4.87) nehme man je
nach i) di > 0, u) dy < 0 oder ii) d; < 0,d} > 0 den Term, der die Ausldschung
fiihrender Stellen vermezdet

Diese Formeln sind aus [15, 9.4.5 ff], dort teilweise fehlerhaft und ohne Beweis oder Refe-
renz. Daher folgt ein ausfiihrlicher Beweis.

Beweis 7 liege parallel zur x;-Achse und gehe aus 7 durch Drehung um den Ursprung
hervor, so da§ 0¥ = —e; = (—1,0) und folglich a5 = y, gilt, falls y € 7.

von (4.37):
5 1 1
E(’Y) — E(V) — / d
00 00 e My 2 s(y)

- (o)

47 y1_7d+
= Lo (M) -
47 st —df
von (4.38): folgt aus log(|z|) = =
von (4.39): Es gilt
() ()
1
E((]Z):_/(VQ ?22 vy yl) dS(y)
Ar VUi Y+ Y3
Also folgt mit r:= \/y? + y5 + y5 und
Glyr ) = =" (5" — ")
aus
P 9 V(v)y V(‘r)y2 _ 1/( )y -1
e L N L
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(A1) + () + (07 s)?

= (b= 1) 0575 =)

r
7y (g — )
r
2 ()
_ Y5 + x3
= (k=1 @y —y) 2 # +(k—1)
() () M, .
x (3 s — v yn) 2 (1 7y + vy y?)r(’ﬁ )
- V(v)y1 (V(v)y2 V§’Y)y1)k71
r

(™)
as + (1" 3)? Lk A"y — ) )"
r r

(V(’Y)y B l/( )y )

r
() ™)

) ™)

= (k=1) (" y —1"y)" -

—(k=1) Wy + 5 y,) -

() (1) ()

_ k . (V Yo — I/l yl)k + _Vl Y - (1/2 Yg — ]/1 yl)k_l
r r
™M, _ -2
= (k-1 (a2 + (V(W)$3)2> ) (13 Yo — vy )*
T
(52 = ) o 0y — vy
+k ~2k-1)wa
T v r

die Behauptung

_d; a
/d+ a—ylG(yhav)d?Jl = G&)—l-

(4.40) rechnet man einfach nach. O

Nun zu den eigentlichen Potentialen.

Satz 4.11 Es sei £ € R3\ 7. Dann gz’lt mit Eg 1 :=0

B = —asDoo + 3 o By (4.41)
Y
1
Ep = k+1{ (1= k) Eo - 2+Z<$3V2”)E3,3 1+a7EéZ)> } E>1 (442)
AR A i-2k
+Z (I% Vp)E]('z)l,k + CLWEJ(Z)>>, kE>0,j7>1, (4.43)

Doy = —xg{u k) Eoi 2*2”2 YA B = (4.44)
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Dy = —u3 Z I/f\/)Eéz), k>0, und (4.45)
gl
Dj = —Dj_27k+2 - ZL’%Dj_Q,k + I3Ej—2,k, ] > 27 k=>0. (446)

Beweis Mit r := \/y? + y3 + 22 sind die Vektorfelder und deren Divergenzen

2

r 1 =z
(4.41)  Gly) = <&%>  divG(y) = —+ 3,

r r3
_ T
Yy iy +y"““>

(4.42) G(y) = ( , 2

T T
(k+1)ys | a3 (k—1)y5?

divG(y) = + ;
r T
. . . T
By sty ys
4.4 — 3 J1 2 1 2 192
(4.43)  G(y) ( . . :
divGy) = UTEHD) wys+ G-V a3yl s
7” 7
k—1\ T k—2 k
k—1
(4.44) G(y) = (0, Y2 ) ,divG(y):%—y—z und
T T

k T k
119 6l = (2.0) . avee) = -2
r r
in einer Ungebung von m C R? stetig differenzierbar bzw. stetig und die Behauptung folgt
aus dem Gaufischen Integralsatz (siehe [13]). O

Bemerkung

Fiir £ € 4%\ v (7° Gerade mit v C 4Y) existieren die Integrale, man kann aber E](Z) =0
setzen, da der Wert hier nicht in die Rechnung eingeht. Gleichung (4.38) werden wir an
anderer Stelle noch benétigen.

Hypersingulédrer Operator

Die Normalenableitung des Doppelschichtpotentials [15, 8.2.5/8.3] fiihrt zu einer Integral-
gleichung mit dem hypersinguldren Kern

0 0 1 1
YY) = G anty) a7 e —y] (447)
| (<n<y>,n<x>>

4z

[z —ylP® [z =yl '

Das zugehorige Oberflachenpotential existiert im allgemeinen nur noch als part-fini Integral
(siehe [28]). Wir werden spéter sehen, dafl in den entscheidenden Situationen dieses mit
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dem Lebesgue-Integral iibereinstimmt und wir bei der Bestimmung analytischer Formeln
diesen regularisierten Integralbegriff ignorieren kénnen. Nimmt man wieder polynomiale
Ansatzfunktion an, so reicht es in Bezug auf den ersten Summanden, Terme der Form
1 vl s
Djk: = — 5 12 2 o\ 3 dyl dy2 (448)
AT Jo (g3 +y3 + x3)?

und in bezug auf den zweiten Terme der Form

3 . ik
T = 43 N gy, dy, (4.49)
T (y1 + ZUQ + x3)

zu bestimmen, da <n(y), n(x)> konstant ist und <y—x,n(x)> ein Polynom ersten Grades
in . Dieser lineare Faktor des Kerns wird hier als zusétzliche Ansatzfunktion interpretiert
und es sind — falls die eigentlichen Ansatzfunktionen z. B. vom Grad 1 — die T} fiir
0 < j+k < 2 auszuwerten.

Analog zu Lemma 4.8 bestimmen wir zuerst die Linienintegrale

1 vl v
DY) = 4_/ L2y, (4.50)
T 7(y1+y2+x3)2

Lemma 4.9 Es gilt mit D(() )1 DY ) =0unde, #0

1 1 /db do
pw _ 1 1 (4 by 4.51
00 4 e? ((ﬁ 37) ’ ( )
1 2
D(()Z) — m<(2k —3)a, Véw)D(()Vlz L= (k=1) (a,?y + (333 %V)) )
x DY)y + VG ) 1 < (452)
DY = v a, DY + vV ED) Gg’q, (4.53)
DR = (@D~ >D§-1>1,M) /un% j21 k>0, (4.54)
1 . . 2
Dy = ) ((27 - 3)a, " DY g — (5 - 1) (ai + (rcg Vé”) )
x D, o — 0G0, 0) 1<j#2, (4.52)
D%) = 0 )(Ly Dgo) + n? Eé'(y)) + V(V)Ggo), und (4.53")
Dy = (awpy,g,l e )Dj(.l)l,ml) W >0, k> 1. (4.54')

Im Falle |v{| < || wende man (4.52°), (4.58°) und (4.54°) an. Die Hilfsgrofen G%)
lauten jetzt

G = () ) st~ Y ) 53)

Hier bezeichne asz wieder die i-te Komponente des Punktes :cvi c R2.
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Beweis 7 liege wieder parallel zur x;-Achse und gehe aus v durch Drehung um den Ur-

sprung hervor, so dafl ¢V = —e; = (—=1,0)" und a5 = 1y, falls y € 7, gelten.

von (4.51):
1 1
A J5 (4} + 43 + 23)2

Dy = Dig) ds(y)

_ 1 Y1
Am - (y3 +23) \ /y? + 12 + 22 .

)*

+
r3 r3

—df;'
11 [dy df
 Arx 2 \st 57/
von (4.52): Es gilt
L —
D((JZ)ZZ/( = )ds(y)-
)5 (yF +y2+yg>
So folgt mit r := \/y? + y3 + y5 und
Gl = = (5 s — "y
aus
2
P B Vp) (k—1) (V(v)y2 _ V§ )y )h—2 V@yl(l/y)yz _ va)yﬁkfl
—Gy)| = + 5
ayl Y2=a~ r r
(ke 1) (W gy AT 047 ) o ()
= 2 1 3
,
A 04 — )M
3
2 ()
+ z
R S mt < SISy
% (,/(*Y)y2 _ Vp)yl)k—z ) (VP)Z/ + Vy)y )(v (V)y - Vé )92)
73
va)y (Vév)yz B Vf”yl)’“‘l
+ %
4 (s (3, _
N N e AR i e Ly -nu
™) ()
—(k=1)(v (’Y)y1 +V§7)y2) ) (Vz7 Yo — V1N )
73
(k). (W (v )y _ U(W)y ) fv)y (v (’Y)y _ Vp)y )
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) ™) )=

= (k—1) (a +(y§”)x3)2).(” L0 +(k—2)><
r
(I/(W)yg . V( )yl) (V( )y2 . V(v)yl) —1
X 2 3 ! — (2k - 3) u&) ay -~ 7”31
die Behauptung
[ 2 tnaran = il
Genauso folgt (4.53) aus
2
o 0wy =y, _ LW vy ys — )?
) =
oy r r r
Y2=0~
oy (g — )
rs '
(4.54) rechnet man einfach nach. O

Mit diesen Linienintegralen kénnen wir nun die gesuchten Fldchenintegrale bestimmen.

Satz 4.12 Es sei & ¢ . Im Falle a,, = 0 setze man D](.Z) = 0. Dann gilt
a) x3 #0

Dj, = xigbjk , V4, k>0, (4.55)
Too = 3;3 <D00 + Z%Dgg> : (4.56)
Y
Ty, = —% S uDY, k>0, (4.57)
Y
T = ~Tjopra— 22T on+Djog, j>2, k>0, (4.58)
b) x3 =0
Doy = Za7 o (4.59)
Dy = —Zu EY, (4.60)
Dy = — ZVQ 03) und (4.61)
Dj, = ]+k 12% ]k,j+k>2. (4.62)
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Beweis Es wird im wesentlichen wieder der Gaufische Integralsatz angewendet:

(156) Gl = (4.2), divGy) = 1, 8

r3’ 3

(457) Gly) =

(4.60)  Gly) =

(
(
(4.61) Gly) = (0,%>,divG(y):—7‘7{—2 und

yj+1 yk yk—H . . yjyk
(4.62) Gy) = 17“3 z 17“32’ , divG(y) = (j+k—1) ;32 )
Gleichungen (4.55) und (4.58) sind klar. (4.59) folgt wie (4.56). O

4.3.2 Helmbholtzgleichung

Wir beginnen mit einer Herleitung analoger Formeln fiir das Einfachschichtpotential der
Helmholtzgleichung. Dabei profitieren wir von einer Aufspaltung des Kerns in glatten und
nicht-glatten Anteil. AnschlieSend weisen wir auf die Probleme hin, die diesbeziiglich beim
Ansatz von Brakhage-Werner [5] auftreten.

Einfachschichtpotential

Der Imaginérteil des Kerns ®(x,y) = exp(ik r) /(47r) bereitet iiberhaupt keine Schwierig-
keiten.

Satz 4.13 Der Imagindrteil

1 sin(k ||z —yll)

(b% 3
@9 = T =yl

(4.63)

ist fortsetzbar zu einer auf R® beliebig oft stetig differenzierbaren Funktion.
Beweis Wir betrachten fiir festes & = (9, x3,y) mit 25 = yo und z3 = y3 die Funktion
O (1) = Bg (w1, )

und stellen fest, daB fiir x1 # y;

s()(z) = o —a(wl—yﬂ +§($1—y1) -+
gilt. Damit stimmt sie — bis auf x; = y; — mit einer reell-analytischen Funktion iiberein.

Die Fortsetzung @) 7&
- ) Pg(z,y) fallsz #y
s (r,y) = { k/4m sonst
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ist somit nach allen Variablen beliebig oft stetig differenzierbar und damit beliebig oft total
differenzierbar. O

Korollar 4.6 Um die Konsistenzbedingung (3.1) firmn = 0 zu erfillen, sind somit abstrakte
Kubaturformeln konstanten FExaktheitsgrades v > 1 ausreichend.

Beweis Folgt aus Satz 3.2. O

Nun zum Realteil: Hier entwickeln wir wieder den trigonometrischen Zéhler explizit,

1 1 k? k
W) = —( — — 2 |z — Nz —yl®? =+ 4.64

um zwischen einem singuléren Anteil und einem glatteren Rest zu unterscheiden.

Satz 4.14 Fiir den Restterm

1 [k kS kS
rest . v _ 3 _ v _ 5 v _ T _
(e, y) = 4W(4! lo =yl =% llz—ylP +5; o —yll” -+ )
gilt
iz, y) € C*(R®)  und (4.65)
olel

rest

md)% (x,y) < C fir |a] =3 und z #y. (4.66)
Beweis Daf} die beiden Eigenschaften fiir die einzelnen Summanden gelten, rechnet man
einfach nach. Dann sieht man, daf fiir alle 1 <|a|<3 und ||z — y||< %

olel

— lz—y|'| < C, =z ,
eyl < Caty

gleichméBig beziiglich ¢ > 3 gilt. Die Eigenschaft (4.65) folgt nun sukzessiv mit Hilfe
von [12, Satz 21.5], denn fiir |a| < 2 konvergiert

0 it glal i
> A e

i=3,5,7...

gleichméBig auf B1 (y) (Konvergenzkriterium von Weierstrafl). Weicht man auf Kompakta

K. = B%(y) \ B(y) aus, so folgt Aussage (4.66) analog, denn die Konstante C' hdngt nicht
von € > 0 ab. Wie man sich leicht klar macht, reichte hier die Beschrinkung auf die parti-
ellen Ableitungen nach x. a

Korollar 4.7 Bei der Kubatur von ®§(x,y) geniigt der Ezaktheitsgrad v = 1 oder v = 2.



4.3. DER RAUMWINKELANSATZ o7

Der fithrende Summand in (4.64) entspricht gerade dem Einfachschichtpotential des Laplace-
Operators, wofiir bereits analytische Formeln entwickelt sind. Wir brauchen also nur noch
analytische Formeln fiir den Summanden

Lz —yl
— x _
47 Y

zu bestimmen, um auch das Helmholtz-Einfachschichtpotential mit konstantem Aufwand
berechnen zu kénnen. Wir beginnen wieder mit den Linienintegralen. Es sei

Ly = /y{ Yo \J Ut + Y3 + a3 dy (4.67)
ol

Lemma 4.10 Es sei a, # 0. Dann, gilt mit LS, = L), = 0

) = 8% (ahst —dys; +e2 AY). (4.68)
1) = (ke LG - k= (@ + (7)) 2L
FAVGELL) k=, (4.69)
Ly = (@l =L ) 52 1, k20, (4.70)
I = (@i a0 = G- 0 (a+ (rad?) )20,
— VéW)Gﬂ)LO), j>1 und (4.69")
Lﬂ) = (ang,Wk)fl - V£7)L§1)1,k71> /s, 5 >0,k > 1. (4.70')

Im Falle ]1/9)\ < \V§7)| wende man (4.69°) und (4.70°) anstelle der Formeln (4.69) und
(4.70) an. Dabei gilt

1 ; 3 C\j/— \k 3
¢ = (@) @l sy = (Y (e5,) )

Beweis Es gelte wieder 0" = —e; und as = Yo, falls y € 4, mit der aus v durch Drehung
um den Ursprung hervorgegangenen Geraden 7.

von (4.68):

. 1
Ly = Ly = E[\/y%y%ﬂ%%dsw)
Y
_ 1 yin /v +yi+ai+ (vs +23) lo + /Y5 s+ a3
g U1 1T Y 3 Y2 3) 108 { Y1 YT Y 3

— + ot — 2 ()
= —(d s _dvs'y_{—e'yF()O)‘

gt
y1=—dy
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von (4.69): wie (4.39) und (4.52).
von (4.70): wie (4.40) und (4.54). O

Die entsprechenden Fléachenintegrale
L = /y{ Yo /YT + Y5 + 23 ds(y)

lassen sich nun wieder rekursiv berechnen.

Satz 4.15 Es sei & € R3\ |, 7. Dann gilt mit Ey_q =0

1
LOO = g (SL’% EOO + ; CL,YL((%)) y (471)
L ! { 2(1 k)L
= —— x5 (1 — _
Ok k‘—l-?) 3 0,k—2
+ Z (x% 1/9) L(()7/2_1 + ayL(()z)> }, kE>1 und (4.72)
g
L ! ( 2(; 1)L
kT ks \ T Y T ik
+ 3 (ALY + 0, ))) k20,52 1. (4.73)
>
Beweis mit dem Gauflschen Integralsatz wie in Satz 4.11. O

Doppelschichtpotential

Wie bei der Potentialgleichung kann man auch bei der Helmholtz-Randwertaufgabe einen
Doppelschichtpotentialansatz [15] betrachten, fiir dessen Kern

o 1 etklle—yll

n(y) (”“ Iz =yl —1> <n(y),y — x> (4.74)

A ||z —y®
gilt. Bekanntlich ist dieser Anstz fiir bestimmte irreguléire Wellenzahlen £ nicht mehr dqui-
valent zum urspriinglichen Auflenraumproblem [14]. Brakhage und Werner [5] haben eine
Linearkombination des Einfach- und des Doppelschichtpotentials vorgeschlagen. Dieser An-
satz vermeidet die Probleme des einfachen Doppelschichtpotentialansatzes, ohne auf dessen
Vorteile zu verzichten, wie z. B. die gut konditionierten Systemmatrizen.

Entwickelt man die Exponentialfunktion in (4.74) explizit, so lassen sich die Terme der
Gestalt

lz =yl =yl wnd |z —y|~

wieder auf den Raumwinkel sowie analytisch berechenbare Linienintegrale zuriickfiihren.
Die Terme mit ungeraden Exponenten o > 3 sind genauso wie die Summanden mit geraden
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Exponenten o > 0 hinreichend glatt und in O(1) Operationen numerisch zu integrieren.
Alleine der Summand

1
P (v, y) =
|z —yl?
entzieht sich einer effizienten Berechnung mit der hier vorgestellten Methode, denn der
gerade Exponent verhindert eine Riickfithrung mit dem Gaufischen Integralsatz auf das
Laplace-Doppelschichtpotential.
Zum Schlufl wenden wir uns noch Systemen von Differentialgleichungen zu.

4.3.3 Lamé- und Stokes-Gleichungen

Wie beim Hypersinguldren Operator im Fall der Potentialgleichung besteht bei den Lamé-
und den Stokes-Gleichungen, die wegen ihrer grofien Ahnlichkeit zusammen betrachtet
werden, die Idee in der Faktorisierung des Kerns in einen polynomialen und einen singuléren
Anteil.

Einfachschichtpotential

Die Fundamentallésungen der beiden Gleichungen, der Kelvinsche Fundamentaltensor und
das Stokeslet, sind nun Matrizen und lauten

O pme(,y) = A+—3“<||a;—y||—11d+ At (@) (‘”_y)T) (4.75)

SOt ) S P P
und
1 - (r—y) (x—y)"
Dgrores(T,y) = e <||x—y|| YId + EEE (4.76)

mit den Lamé-Konstanten A und p und der Viskositat v. Hier ist ®@gyopes die fiir uns
interessante 3 x 3 - Untermatrix der eigentlichen 4 x4 - Singularitdtenmatrix D stokes [15].

Man sieht, dafl die Koeffizienten in (4.75) und (4.76) im wesentlichen aus dem Laplace-
Einfachschichtpotential Ey, und den D mit 0 < j+k < 2 aus (4.48) bestehen, die bereits
in Satz 4.12 fiir den Hypersinguldren Operator der Potentialgleichung berechnet wurden.
Wiéhlt man stetige, stiickweise lineare Ansatzfunktionen, so sind die Ej;, fir 0 < j+k <1
und die Dj;, fiir 0 < j 4+ & < 3 auszuwerten.

Doppelschichtpotential

Die Doppelschichtpotentiale ergeben sich wie bei den skalaren Differentialgleichungen durch
die Anwendung eines Randoperators ~; auf die jeweilige Fundamentallosung: Im Fall der
Lamé-Gleichungen beispielsweise hat dieser Normalspannungsoperator die folgende Gestalt

yEu = A(divu) n(y) + ng—u + pun X rotu.
n
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An dieser Stelle wichtiger ist die spezielle Form dieser Doppelschichtpotentiale:

T
Ly, _ n(y)” (z—y)
iy Prame(2,Y) 47T(/\+2M)< |z —y]?

n(y) (x —y)" — (& —y)n(y)"
o —y|?
20+ ) @ —y) T
D wEwT) @)

2

A Id

+

_|_

und
3 (= -y

i ey WOV -

Viy cI)Stokes (l’, y) =

Diese beiden Potentiale bestehen koeffizientenweise wieder aus Gréfien, die wir bereits
kennen: Dyg, Djj, fir j +k <1 und T}, fiir j + k < 2, siehe Satz 4.11 und Satz 4.12. Fiir
stetige, stiickweise lineare Ansatzfunktionen berechne man wieder entsprechend hohere
Terme.

Hypersingulédrer Operator

Wir beschrénken uns hier auf die Darstellung des hypersinguldren Lamé-Kerns

2 { un(y)n(x)? + (A — ) n(x)n(y)t

47T()\+2/L)T ||Tx—y||3 .
+(M%%An(y) (x]i/)_z(”? (ﬂ?—w)m
+3% (An(y) (@ —y)" +2p(z —y)n(y)")
+3ﬂ%;%ﬁg(Mx—wn@V4ﬂun@Mx—wﬂ
+3 (A%—mmm

. ) (wﬂg)_zi[y?) (fv—y)) .(x_y>(x_y)T}_

Neben den alten Gréen Dy, Tjk benotigen wir jetzt zusitzlich

1 i s
1}'1€ = 4— 2 2 N dyl dyg und (479)
T Jr (yi + 3 + 73)>

yl yh
= ;;;3/ o dyidys. (4.80)
™ (y1 + Y3 +$3)2

13
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Dazu definieren und berechnen wir zunéchst die Linienintegrale

7k
v . 1 Y1 Y5
j—vjk = E 2 2 2 5 d")/ (481)
v (1 +v3 +x3)2

Lemma 4.11 Es gilt mit T, = T, = 0 und e, # 0

1 1 dr d-
00 362 ( 00 47r (s3)3 (s7)2))° (4.82)
1 2
TO(,Z) = T2 ((2]{; 5)a, e )To(?k)—l —(k—1) <a3 + (xg u@) )
XT3+ vGHLL ) 1< kA4, (4.83)
() () () M2t YV { ” ()
Toyw = vy ayToy +117 Doy — Goss (4.84)
79 = (0T - ,,nggzg,m) /y1 =1,k >0, (4.85)
1 , 2
1 = (B (e ()
x T — G0 >1 0) 1< j#4, (4.83")
() W 2 L B o) /
Ty = v ayT3y +vy7 Dyg + TGsoa (4.84)
10 = (0I5 =T ) 87 520 k> 1 (4.85)

Im Falle |1/§7)| < \V§7)| wende man (4.83°), (4.84°) und (4.85°) an. Die Hilfsgrissen G;Z)
lauten hier

G = (Y @) /(5% = (0,7 (22" / (57)°) -

Es bezeichne x-

iy wieder die i-te Komponente des Punktes xf € R2,

Beweis Wir beschrinken uns auf den Beweis von (4.82). Es liege 4 wieder parallel zur
x1-Achse, so dal 07 = —e; = (=1,0) und a5 = ys, falls y € 7, gelten.

~ 1 1
T = Ty = - ds(y)
4 (% + yz + x3)

o 1 Y1 2 U
 An -3 (12 2 2 2 DY 2 2 2 2
T30t as) (s +ad)r BtV rrad)|

= L Q_D(’Y)_i_i d’jYL _ d’; )
3e? 00 4g (s1)® (s7)3

—+
_d'y
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Die restlichen Aussagen folgen genauso wie die entsprechenden Aussagen der letzten Unter-
abschnitte. O

Mit Hilfe dieser Linienintegrale geben wir die Formeln fiir die Flachenintegrale (4.79) und
(4.80) nur an; der Beweis erfolgt wieder mit dem GauBschen Integralsatz.

Satz 4.16 FEs sei & ¢ w. Mit TJ(Z) =0, falls a, =0, gilt

a) x3 # 0
1 - .
T'jk = jk;vjakzoa
T3
Voo = L 3T00+Za Té(”)/) 7
5ZE3 S 7
~ ‘%‘3
k= = Z;WTOSZ% k>0,
~jk = _‘7j—2,k+2 — 23 ‘7j—2,k + Tj—zkz, j=>2, k>0,
b) T3 = 0

Too = —3 Z a, T30,
T3 = <2D10 - Z Vlw)D(A/ ) )
T21 = Z (7 20 )

1
Tos = 3" <2D01_ZV2’Y)D(’Y>a
T12 = —§ZV17 DO; und
¥
1 .
T = g 2u ol itk #3
¥

4.3.4 Eingliederung in das Galerkinverfahren
Fast singulires Nahfeld

Im letzten Kapitel und in den ersten Abschnitten dieses Kapitels erfolgte die Kubatur
iiber Dreieck-Paare mittels Produktquadratur und verschiedener zweidimensionaler Fak-
toren. So gentigten, falls dist (7., m,) > C galt, beziiglich jedes Dreiecks abstrakte Ku-
baturformeln mit konstantem Exaktheitsgrad, wihrend sich im fast singuldaren Nahfeld
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zweidimensionale GauB-Legendre-Tensorprodukte als unentbehrlich erwiesen haben. Diese
wurden dann durch die Variierende Tensorproduktquadratur ersetzt, was eine bessere Kon-
stante in der Aufwandsabschétzung zur Folge hatte. Aber auch diese Weiterentwicklung
verhinderte nicht, dafl der Quadraturgrad in jeder Dimension logarithmisch im Abstand ¢
und der Maschenweite h angehoben werden mufite. Damit ergab sich ein Aufwand von
O(log* N ) Operationen fiir jedes Doppelintegral {iber 7, x m, und ein Gesamtaufwand fiir
die Nahfeldassemblierung (Definition 3.2) von O(N log* N) Operationen.

Es liegt also nahe, im fast singuldren Nahfeld einen der beiden zweidimensionalen Fak-
toren durch die analytische Punkt-gegen-Dreieck-Integration aus den letzten Paragraphen
zu ersetzen.

Definition 4.4 (Raumwinkelansatz) Es seien &, und w, die Stiitzstellen bzw. Gewichte
einer beliebigen Kubaturformel Q,, tber m, und ® der Kern bzw. der singuldre Anteil des
Kerns, falls die Helmholtz-Gleichung betrachtet wird. Mit Ag(x,m,, ¢) aus (4.31) verstehen
wir im fast singuldren Nahfeld unter dem Raumwinkelansatz die FEingliederung

//q)(x’y)*”(y)w(x)ds(y)ds(x) = /A¢’($,7Tya¢)¢<x)ds(x)
) wAs(Gnm ) Y(E).  (4.86)

Satz 4.17 Q., bezeichne die Gauf-Produktquadratur (Def. 4.1) oder die Variierende Ten-
sorproduktquadratur (Def. 4.2). Dann fihren die in (4.14) bzw. (4.27) und (4.28) angege-
benen Quadraturgrade wieder zur Erfillung der Konsistenzbedingung (3.1).

Beweis Der analytische Faktor integriert — von Rundungsfehlern abgesehen — exakt. Also
folgt die Aussage mit der Aufspaltung (4.2). O

Bemerkung Damit betrigt der Aufwand zur Berechnung des Reguldren Nahfeldes nur
noch O(N log® N).

Gemeinsame Ecke

Es ist ersichtlich, daf} ein naives Eingliedern wie eben beschrieben im Fall der gemeinsa-
men Ecke nicht mehr moglich ist. Bei schwach singuldrem @ ist Ag(z, 7y, ) zwar in einer
Umgebung von Om, beschrénkt, aber nicht differenzierbar, was die Anwendung von Kuba-
turverfahren auf Ag(z,m,, ¢) in 7, verbietet. Bei Cauchy- oder hypersinguldrem Kern ist
dieses parameterabhéngige Integral nicht einmal mehr beschriankt (siehe [21]). Kombiniert
man die analytischen Formeln allerdings mit der Regularisierung aus Unterabschnitt 4.1.2,
so ist es moglich, den Aufwand auf O(log N) zu senken.
Zuerst bemerken wir, dafl sogar der hypersingulare Kern, fiir den

O(z,y) < Clla—yl™
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gilt, iiber die Punktsingularitéit, wie sie in dem hier betrachteten Fall auftritt, Lebesgue-
integrierbar ist und wir wie vorhin im regulédren Fall keine anderen Integrationsbegriffe wie
Cauchy-Hauptwert oder part-fini-Integral heranziehen miissen. Der Integrand wird nun
regularisiert, indem fiir festes x € m, beziiglich y nicht mehr {iber das komplette zweite
Dreieck 7, sondern nur noch iiber ein Teildreieck 7, C , integriert wird und ergidnzend
dazu fiir festes y € m, beziiglich  nur iiber ein Teildreieck 7¥ C m,. Das entspricht der
Aufteilung des Integrationsgebiets in die Teilgebiete Dy und Dy wie in [23] beschrieben. Die
alternative Sichtweise ermoglicht uns allerdings die Anwendung der Raumwinkelformeln auf
die Teildreiecke. Trotzdem werden wir mit Hilfe der Duffy-Transformationen die Gebiete
D; (i = 1,2) zuerst »aufklappen<, um den sich daraus ergebenden Integranden beziiglich
w elementar integrieren zu konnen. Denn wir hatten bereits gesehen, dafl die besagten
Transformationen nicht nur regularisieren, sondern auch eine Trennung der Variablen mit
polynomialem Faktor in w bewirken.
Zuerst zum Teilgebiet D;: Es seien A" und AZ wie in 4.1.2 und

AY:={j €Al > —w},

wobei w € [0, h] gelte. Mit den Abbildungen

Xo (0,0 X [0,1] = Ay, Xalw,m) = (n‘jw>

w ., w w = —he
w087 ) = ()

schreibt sich der erste Integrand in (4.21) wie folgt

ol (W M) Hype (21, 9W) = w - (m w?) (70 0 X Ty © Xy) i (7w © Xa) ©5(T © X)) Gy Gy -

Wir setzen
flw,n) = ®(reoxe 1y 0x;)0i(Ty0X,) gn,
und sehen, daf
I, = / w3 m Ploc (i'(l), g(l)) H,, (i-(l)7 ﬂ(l)) dn dw
Dy

h p1 1,1

= /0 /0 (/0 /(; f(ub 77) w? n1 dns d771> goi(Tx o X:):) G, W dns dw (4.87)
ho ol

— /0 /O (/z P(7, 0 Xo(w,m2),y) ©i(y) ds(y)> 0i(7y © Xy) G, w dija dw

mit = 7, 0 Xz (w,n2) gilt. AuBerdem ist 7y := 7,(AY) eines der oben erwihnten Teildrei-
ecke. Fiir das innere Integral gilt

A (T3 0 Xalw, ), 7y, 05) = /x<I>(Txoxz(w,nz),y)wj(y)dS(y)-

Yy
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und an dieser Stelle wire bereits eine Eingliederung moglich.
Wir kénnen annehmen, daf§ die Basisfunktionen ¢; und ¢; Monome in den lokalen
Koordinaten # und gy sind. Somit zerfillt ¢; o 7, o x, in ein Produkt

Pi0Te 0 Xa(w,m2) = W i)
mit @ > 0 und @;(12) := ¢; 0 T © xz(1,m2). Desweiteren gilt fiir ein b > —3

f(Wﬂ?) - wb ’ f(177]>

Also formen wir (4.87) weiter um:

//(//fwnwmdnsdm) i 0 Tz © Xa(W, M2) W G, A2 dw
= / w3 gy - / ( / / f(1,n) 771d771d773) Gi(12) g, d1o
0
h 1
- / W / ( / @(noxx<1,nz>,y>soj<y>ds<y>> 54(12) g Ao
0 0 Ty

ha+b+4

1
- at+bi4 /0 Ag (7o 0 Xa(1,72), Ty, ©5) Pi(12) G, A2 (4.88)

Bei der Integration iiber Dy geht man analog vor. Es sei AY := {# € A" : 3, < w}, die
regularisierenden Transformationen lauten jetzt

w w w mw
210,1] x [0,1] — AY ) X2 (m, =
Xz [ ] [ ] X (771 773) <773 mw)

. h o —Ww
und  xy, @ [0,A] X [0,1] — Ay, Xy(w,m) = <—772W) .

Damit ergibt sich wie oben

Do

ha+b+4 1
= / Ag(1y 0 xy(1,1m2), 70, 05) ©5(12) G, Ao (4.89)
0

a+b+4

Definition 4.5 (Raumwinkelansatz bei gemeinsamer Ecke) Unter dem Raumwin-
kelansatz verstehen wir jetzt die Fingliederung der Formeln in (4.88) und (4.89). Man
beachte, dafl * = 7, 0 xz(1,m2) ¢ m, bzw. x = 7, 0 X, (1,m2) ¢ 7, gilt. Im Helmholtz-Fall
bedeutet das wieder eine Beschrinkung auf die zwei fiihrenden Summanden des Realteils.

Satz 4.18 Wdhlt man die Gauf-Legendre-Quadraturformeln G™ fir die Quadratur beziig-
lich mo, dann fihren die in (4.23) angegebenen Quadraturgrade zur Erfillung der Konsis-
tenzbedingung (3.1).
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Beweis Der analytische Faktor integriert wieder exakt. O

Bemerkung Der Aufwand zur Berechnung eines Doppelintegrals bei gemeinsamer Ecke
betrégt damit nur noch O(log V). Die Gesamtheit der Kubaturen iiber Dreieck-Paare die-
ser zweitwichtigsten Kategorie erfordert folglich O(N log N') Operationen.

4.3.5 Interpolation im Raumwinkelansatz

Die Formeln zur exakten Integration beinhalten neben den elementaren Operationen (+,
—, * und /) auch nicht-elementare wie die Wurzel, den Logarithmus >log< sowie die Argu-
mentfunktion »arg<, die abhéngig von ihrer Implementierung ein Vielfaches der Rechenzeit
einer elementaren Operation beanspruchen. Wir wissen, dafl der Fehler einer Produktkuba-
tur im wesentlichen vom groiten der einzelnen Faktoren abhéngt. In unserer Situation, in
der iiber niederdimensionale Querschnitte exakt integriert wird, ist der Gesamtfehler sogar
gleich dem Fehler eines einzelnen Faktors, ndmlich gleich dem Fehler der Kubaturen @,
bzw. @,. Somit wollen wir auch in Bezug auf den Raumwinkel-Faktor einen wohl dosier-
ten Fehler zulassen — in der Hoffnung, dafl die Approximation effizienter ist als die exakte
Auswertung. Dazu sollen die gesuchten Werte obiger nicht-elementarer Operationen aus
vorab berechneten mittels Interpolation gewonnen werden.

Das Polynom p € P, interpoliere die Funktion f € C"™! in xg...7, C lipe = [0, Tp).
AuBerdem sei h; := |x,, — xo|. Fiir den Interpolationsfehler gilt dann (siehe [19])

If(@) = p@) e < CRITFO oo (4.90)

Man kann nun zu festem n den Interpolationsparameter h; dem Diskretisierungsparameter
h zur Einhaltung der Konsistenzbedingung anpassen. Dazu wiirde das urspriingliche In-
tervall I = [a, b] in disjunkte Subintervalle I}, der Lénge h; unterteilt, in denen dann die
lokale Interpolation stattfinde. Dem konstanten Rechenaufwand stiinde dann ein steigen-
der Speicherbedarf fiir h — 0 gegeniiber. Wir wollen an dieser Stelle einige Ideen vorstellen,
ohne sie auszufiihren. Erste Versuche haben gezeigt, dafl der Speicherzugriff ganz entschei-
denden Einfluf auf die Effizienz hat.

Die Wurzel
Zur Bestimmung von s¥ in (4.33) wird mit kleiner werdender Maschenweite 2 — 0 auf
0 < x = ei—l—diﬁ2 < ch

die Wurzel f(x) = \/x angewandt. Nun ist diese aber in x = 0 nicht differenzierbar und
eine direkte Interpolation ist obiger Abschétzung zufolge nicht ratsam. Dagegen ist f im
Intervall I = [1,4] glatt. Darum tabellieren wir geniigend Werte der Wurzel in I und
transformieren x.

Es sei a € {2,4,8,16...}, so daB o? -z € I = [1,4] gilt. Dann stellt

) = 20D

(67
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eine geeignete Approximation an f in [0, 1] dar, falls p eine gute an f in I ist.

Der Logarithmus
Im Gegensatz zur Wurzelfunktion wird der Logarithmus

f(z) = log(z)

in Lemma 4.8 ausschliellich auf reelle Zahlen x > 1 angewandt, was aus der Tatsache folgt,
dafl die Linienintegrale E(()g) positiv sind. Damit bereitet die Singularitét in 0 keine Proble-
me. Wir tabellieren jetzt im Intervall I = [1, e] und wenden fiir x > e das Additionstheorem
in folgender Weise an

f@) = p(5) +a = f@).

wobei a € Ny so gewéhlt werde, dafi % € I gilt.

Die Argumentfunktion

Die numerische Auswertung der Argumentfunktion mit Wertebereich (—m, 7| greift auf den
reellen Arcuscosinus zuriick. So gilt fiir z = 21 + i 2, € C\ {0}

arccos (21/\/2% + z%) falls 2o > 0
— arccos (zl/\/zf - zg) sonst.
Leider ist der Arcuscosinus in z;/4/2? + 23 = +1 nicht differenzierbar. Mit Hilfe von Sym-

metrieargumenten la8t sich dieser aber auf das Intervall I = [O, \/Li] mit Werten in [%, g}
zuriickfithren. Es gilt ndmlich fir —1 <t <0

arg(z) =

arccos(t) = m — arccos(—t)
und fiir 2 € S% mit 2, > %, >0
arccos(z;) = g — arccos(Zs) .

Wir konnen also zo > z; > 0 annehmen. Mit s := 2 € [0, 1] gilt dann (siehe Abbildung 4.5)

22

arg(z) = arccos(ﬁ).

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, dafl wir

als Funktion einer Verénderlichen effektiver interpolieren kénnen.

Abschlielend gehen wir noch der Frage nach, inwiefern der Singularitit angepafite Ku-
baturverfahren eingesetzt werden konnen. Wir beschrénken uns dabei auf schwach singulére
Kerne, da die Probleme bereits hier auftreten.

€ C>([0,1])
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4

71122 1

Abbildung 4.5: Interpolation von arccos

4.4 Die Singularitit als Gewichtsfunktion

Das schwach singuldre Verhalten des Kerns erzwingt bei feiner Triangulierung 7; im Nah-
feld grofle Quadraturgrade. Im folgenden soll untersucht werden, ob es ein Mafl u gibt,
beziiglich dem der Kern giinstigere Eigenschaften annimmt. Ist der Integrand beispiels-
weise das Produkt aus einer hinreichend glatten Funktion f und einer schwach singulédren
Gewichtsfunktion w € L'()\), dann ist mit u(z) := w(z) X ein solches Maf} gefunden:

/f dx—/f ) dp(z (4.91)

A bezeichne hier das Lebesgue-Maf3. Die aufwendige Konstruktion p-angepafiter Quadratur-
verfahren wiirde einmalig erfolgen und die Glattheit von f schnelle Kubaturen ermoglichen.
Zunéchst wenden wir uns allgemeinen Gaufi-Quadraturformeln zu. Folgendes einfaches Bei-
spiel mit dem schwach singuliren Kern w(z) := |2, — 22|™%2? und 7 = [0, 1] motiviere das
Vorgehen. Wir zerlegen zuerst das Integrationsgebiet

//f x)drydr, = /Ol/oxlf(a:) dxgdxl—i-/ / f(z)w(z) dxs dxy,

um die beiden Teilgebiete wie folgt zu transformieren

// £(@) w(a) da do //fffn

Die Duffy-Transformation dient hier der Charakterisierung des singulédren Verhaltens des
Kerns beziiglich einer Koordinate: Der Integrand ist genau dann singuldr, wenn n = 1 gilt.

d£ dn .
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Das gesuchte Maf ist daher das Produkt aus g1 = v/ X und pp = (1 — 77)’% A,

=1 Q 2,

so dafl die entsprechenden Formeln vom Gauf-Typ innerhalb eines Tensorproduktansatzes
angewendet werden koénnen [9, 2.7]. Die Konstruktion dieser erfolgt genauso wie die der
Gauf}-Legendre-Formeln — unter der Beriicksichtigung, dal das Maf j4; bzw. p9 an die Stelle
von A riickt. Wie wichtig allerdings die Charakterisierung der Singularitdt beziiglich einer
Koordinate ist, tritt beim Ubergang zu zweidimensionalen Flichen zutage: Die Dimension
des Gebiets dg = 4 ist um zwei groer als die der Singularitit dg = 2. Die Fixierung der
Singularitdt mit Relativkoordinaten ermdoglicht daher nur eine Charakterisierung dieser
durch dg — ds = 2 Koordinaten. So hat der Integrand moglicherweise die Form

1

und ist genau dann singuldr, wenn z; = 2o = 0 gilt. Die Suche nach integrierbaren Ge-
wichtsfunktionen der Form

(I)(Zl, Zg) =

9(2) = 91(21) ga(22) ,

die die Singularitat auflosen, ist offensichtlich vergebens.

Eine Alternative stellt die mehrdimensionale Interpolationskubatur dar. Diese sichert
zwar keine exponentielle Konvergenz im Kubaturgrad wie die Gauf3-Formeln, aber Satz 3.2
hat (beziiglich des Lebesgue-Mafles) gezeigt, dafl unter gewissen Glattheitsvoraussetzungen
an den Integranden ein konstanter Exaktheitsgrad geniigt, um die geforderte Konsistenz-
ordnung der Sesquilinearform zu erfiillen. Dieser Satz 148t sich mit leichten Modifikationen
auf MaBe der Form p(z) = w(x) A iibertragen. Damit wire ein Verfahren mit optimalem
Aufwand O(N) gefunden, aber ...

Satz 4.19 Es gibt kein Maff pn = w(x) N, das eine Zerlequng (4.91) ermdglicht, so daf
f €Cl und D'f gleichmifig in h beschrinkt ist.

Wir verzichten hier auf einen kompletten Beweis mit unergiebigen Details. Letztendlich
scheitert die Zerlegung daran, dafl man sich auf eine Referenz-Gewichtsfunktion beziehen
mufl. Der abgespaltene Faktor in

1 _ #44 1

224z 22+cz2 22+ 22

ist nur fiir ¢ = 1 differenzierbar. Genau solche Félle treten ein, wenn man beziiglich ei-
nes Dreieckpaares eine Gewichtsfunktion gewéhlt hat und anschliefend eines der Dreiecke
bewegt.






Kapitel 5

Implementierungsdetalils

Wir geben Implementierungshinweise beziiglich der zwei wesentlichen Verfahren.

5.1 Variierende Tensorproduktquadratur

Es wird angenommen, dafl in einem Vor-Proze$ die Lénge der kiirzesten Seite |c| berechnet
und gespeichert und die Karte (4.29) folgend gewihlt wurde. Desweiteren nehmen wir ebene
Dreiecke an, obwohl dieses Verfahren nicht auf solche beschréankt ist. Nachdem n; und ng
in (4.27) bestimmt sind, konnen wir mit Hilfe der zugehorigen Stiitzstellen u? (1 < v < n,,
i =1,3) die Langen h,, < h, und h,, < h, der Linien

Su, = {x=1,0D(up,ug) : up € [-1,1]} C 7,
und 8., = {x=7,0D(us,us) : us € [~1,1} C 7,

bestimmen. Dazu sind jeweils nur eine Multiplikation der auf [0, 1] transformierten Stiitz-
stellen mit |c¢| notwendig. AnschlieBend werden in (4.28) die n;(uf ;) fir alle 1 < v < mn;
und i = 2,4 bestimmt. Es ist von Vorteil, in (4.27) und (4.28) fiir jedes Doppelintegral
log(6%) nur einmalig auszurechnen. Das gleiche gilt fiir log h, allerdings in Bezug auf die
gesamte Simulation, schliellich steht der Diskretisierungsparameter h bereits am Anfang
der Rechnung fest.

5.2 Raumwinkelansatz

Im Abschnitt 4.3 hatten wir gewisse Annahmen an die Lage des Dreiecks 7 und des Punk-
tes £ im R? gemacht. Wir wollen kurz erliutern, wie die Transformationen, die die dort
beschriebene Ausgangssituation schaffen, effizient durchgefiihrt werden kénnen. Vorher ma-
chen wir noch folgende Annahmen:

e Im Vor-ProzeB wurden die dufleren Normalenvektoren 7, an 7; bestimmt.

e Vom Auflenraum betrachtet sind die Punkte der Dreiecke im Gegenuhrzeigersinn
angeordnet.
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Do, p1, p2 Eckpunkte von m;

function Trans_A(m;){

Do =DPo; P2 =DP2—Po; P1=p1—Po; Po=0;

FEy :pl/ le Hz;
Ey =iy, x Ep;
E2 = ﬁﬂ'z;

b1 = (le H2,0,0)T;
p2 = ( <Eo, p2>, <Ey, p>, <[, po> )T;

Berechne o7 fiir alle Seiten v
T

L) — <U§v)’ _Ugw)) :

Abbildung 5.1: Trans_A

Bei der Matrixassemblierung werden in einer &ufleren Schleife {iber alle Dreiecke m; die Nah-
felder NV, (m;) sukzessive berechnet. Dazu wird in einer Routine Trans_A die affin-lineare
Abbildung T; bestimmt, die 7; dann abstandsgetreu in die x1-z9-Ebene transformiert. Au-
Berdem werden in Trans_A noch die neuen Tangential- und Normalenvektoren o € R?
und v € R? von Tj(m;) bestimmt.

Beim Durchlaufen des Nahfeldes N}, (7;) bestimmt dann eine zweite Routine das Bild
Ti(m;) jedes Dreiecks aus N, (m;), das mit m; hochstens eine Ecke gemeinsam hat, um
erst darauthin die Stiitzstellen &, € T;(w;) der Kubaturformeln @, bzw. @, aus 4.3.4 zu
berechnen. Das hat den Vorteil, daf fiir hohe Kubaturgrade nicht entsprechend oft die
Transformation T} auf zu frith berechnete &, € 7; angewendet werden mufl. Um jetzt Ag
aus (4.31) berechnen zu kénnen, muf schliefllich noch die Translation

T =&
Ely | — | v
z z

auf m; und &, ausgeiibt werden. Gliicklicherweise sind die bereits berechneten Groflen o)
und v invariant unter =. Damit ist die gewiinschte Ausgangssituation hergestellt. Bei
gemeinsamer Ecke wird nur der Anteil (4.88) oder (4.89) berechnet, fiir den iiber m; per
Raumwinkelformel integriert wird. Der (additiv) komplementére Anteil wird im Rahmen
der Assemblierung von N, (7;) bestimmt, wenn 7}(7;) in jener Ebene liegt.



Kapitel 6

Numerische Vergleiche

Wir wollen in diesem Kapitel die Laufzeiten der verschiedenen Verfahren messen. Dazu
betrachten wir die Nahfeld-Assemblierung, wie sie zur Losung der Helmholtzgleichung im
Einheitswiirfel mit Hilfe des Einfachschichtpotentialansatzes durchgefiihrt werden mu#,
falls das Panel-Clustering-Verfahren zur Kompression eingesetzt wird. Diesbeziiglich be-
stimmt ein Parameter n € (0,1) die Grofle des Nahfeldes — genauer gesagt — des fast sin-
guldren Nahfeldes, denn die singuldren Kategorien gehoren schliefilich immer dazu. In [14]
wird die optimale Wahl dieses Parameters im Hinblick auf die Ausfithrungszeit des Panel-
Clustering-Algorithmus untersucht und es ergibt sich sowohl theoretisch wie auch praktisch
ein Optimum in 7 = 1/e. Wir vergleichen die Assemblierung fiir diesen und einen weiteren
Wert. Es handelt sich um eine stiickweise ebene Oberflache, so daf3 alle in dieser Arbeit
dargestellten Verfahren durchgefiihrt werden kénnen, ohne auf Ersatz-Polyeder ausweichen
zu miissen. Desweiteren ist im singuldren Nahfeld eine semi-analytische Integration in dem
Sinne moglich, dafl wir je nach Lage der Dreiecke in 4 —a Richtungen elementar integrieren
konnen. Es ist zu beachten, da die Gréfie Doy zum Beispiel bei der Bestimmung von FEyg
nur benotigt wird, wenn x3 = 0 gilt (vergleiche Satz 4.11). Beim Wiirfel ergibt sich eine
fiir allgemeine Geometrien unrealistische Effizienz des Raumwinkelansatzes. Wir berechnen
daher stets Dy, auch wenn dieser Wert nicht gebraucht wird.

Es werden die folgenden Notationen verwendet:

FS? d-dimensionale elementare Integration im singuldren Nahfeld
G? | d-dimensionale GauB-Legendre-Tensorproduktquadratur iiber [0, 1]%
VIR Variierende Tensorproduktquadratur iiber 7
VIQ? Tensorprodukt aus zwei V7T'Q)-Formeln iiber 7, x m,
RW Raumwinkelformeln
A* Formel A berechnet singularen Anteil, Q1 ®Q); glatten Rest
A Formel A berechnet singulidren Anteil, Q3®Q3 glatten Rest
A®B Tensorprodukt aus den Formeln A und B
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N #(1my, my) G* VIQ?  VIQRRW* VIQ®RW*™*
192 20024 0.66 0.44 0.49 0.69
768 86342 5.66 4.14 3.02 3.87
3072 347804 58.14 32.54 16.50 19.83
12288 1624704 490.72 266.24 98.24 113.28
49152 | 6661248 3773.44  1863.68 515.84 576.00
196608 | 26305536 || 25364.48 11944.96 2526.72 2757.12

Tabelle 6.1: CPU-Zeit [s], n =1/e

Die Bezeichnung FS steht dabei fiir >Fundamentalsatz< und weist auf den Fundamental-
satz der Differential- und Integralrechnung hin. Die Helmholtz-Fundamentallésung wird
beim Raumwinkelansatz bekanntlich in einen singuldren und einen glatten Anteil zerlegt.
Theoretisch reicht fiir letzteren eine abstrakte Kubaturformel mit Exaktheitsgrad 1. Wir
greifen sowohl auf eine 3-Punkt Formel Q)3 fiir Dreiecke mit einem Exaktheitsgrad 2 aus
[19] als auch auf die eindeutig bestimmte 1-Punkt-Formel ); mit Exaktheitsgrad 1 zuriick.
Sie hat das Gewicht % an der Stiitzstelle (%, %) € A,¢. Wir wenden beide innerhalb eines
Tensorproduktansatzes auf m, x m, an. Im Fall der gemeinsamen Ecke ist zu erwéhnen,
daB bei der Integration des glatten Anteils die Unterteilung in die Teilgebiete D und Do
nicht notwendig ist und die nicht-disjunkten Dreiecke genauso wie im fast singuléren Fall

gehandhabt werden.

6.1 Fast singuldres Nahfeld

Wir betrachten den uniform triangulierten Einheitswiirfel auf sechs Level. Es werden kon-
stante Ansatzfunktionen betrachtet. Damit kann der Quadraturgrad von G* (4.14) folgend
angepafit werden. Der fixe Faktor der VT'Q erfiillt (4.27), der variierende (4.28). In Tabel-
le 6.1 werden die Laufzeiten im fast singuldren Nahfeld von vier Verfahren gegeniiberge-
stellt. Die Spalte #(m,,m,) gibt die Anzahl der Dreieckpaare im fast singulédren Nahfeld
an. Man erkennt, dafl durch die Verwendung der Variierenden Tensorproduktquadratur
eine Verbesserung der Konstanten in der Komplexitat um einen Faktor zwei eintritt, was
dem allgemeinen Verstdndnis von dieser Methode entsprechen diirfte. Eine bessere Kom-
plexitatsordnung wird dagegen erst durch die Anwendung der Verfahren VIQ)® RW™* und
VIQRRW ™ erzielt. Der glatte Rest wird nun mit dem Tensorprodukt @)1 ® Q)1 bzw. Q3RQ)3
integriert, was eine konstante Stiitzstellenanzahl 1 bzw. 9 ergibt und keine Probleme be-
reitet. Beim singuldren Anteil ist lediglich beziiglich eines Dreiecks der Kubaturgrad zu
erhohen. Hier wird in beiden Verfahren VT'() eingesetzt. Auf dem feinsten Gitter sind die
beiden Verfahren sogar um Faktor 10 schneller als das Referenzverfahren G*.

Als néchstes betrachten wir die Entwicklung des Fehlers. Wir hatten die hinreichenden
Kubaturgrade (4.14), (4.27) und (4.28) aus der Bedingung (3.1) fiir den Fehler der gestorten
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N G* VIQ?  VIQ@RW* VIQ® RW**
192 1.98e-06 1.98e-06 4.44e-06 4.44e-06
768 2.00e-08  2.00e-08 9.88e-09 9.95e-09

3072 | 1.46e-10 1.46e-10 1.15e-10 9.88e-11
12288 | 8.04e-13  8.04e-13 8.20e-13 4.27e-13
49152 || 1.23e-14 1.23e-14 1.26e-14 6.13e-15
196608 || 4.79e-17  4.79e-17 1.68e-16 1.61e-17

Tabelle 6.2: Fehler bez. ||+[|o , 7 =1

Matrixkoeffizienten hergeleitet. Das fithrt uns zu der >Norm«

Allee = max |a;;l,
Al = max oy
wobei mit | - | der Betrag in C und mit I die Menge der Indexpaare des fast singuléren

Nahfeldes bezeichnet werde. Tabelle 6.2 listet die Fehler der gestérten Nahfeldmatrizen in
dieser Norm auf. Als erstes fillt die Ubereinstimmung der Fehler von G* und VT'Q? auf.
Das ist damit zu erkldren, daf3 die Fehler in dieser Norm durch die Koeffizienten dominiert
werden, die wir Dreiecken mit relativ grolem Abstand ¢ = dist (7, 7,) zuordnen. Beziiglich
dieser Dreiecke stimmen V7T'Q und G* allerdings fast iiberein, da es sich hier um relativ
kleine Kubaturgrade handelt und eine umfangreiche Ausdiinnung des Kubaturgitters nicht
ohne Verletzung der Konsistenzkriterien moglich ist, was dann natiirlich auch unterlassen
wird. Bei den Dreiecken 7, und 7, mit kleinem Abstand ¢ und folglich hohem Kubatur-
grad kommt es dagegen zu Genauigkeitsunterschieden zwischen beiden Verfahren. Man
kann sagen, dafl die Variierende Produktquadratur gleichméfigere Genauigkeiten liefert,
wéhrend es bei der Tensor-Gauf-Kubatur zu Spriingen mit (zu) hoher Genauigkeit kommt,
die im Endeffekt aber nicht augenutzt werden kénnen. Insgesamt ist zu beobachten, dafl
alle Verfahren gute Ergebnisse liefern und die Konsistenzbedingung (3.1) in allen Fillen
erfiillt wird.

Die gleichen Testrechnungen wurden beziiglich des Parameters n = % durchgefiihrt. Die
Tabellen 6.3 und 6.4 zeigen die Ergebnisse. Man stellt fest, dafy die wesentlichen Aussagen
beziiglich des anderen Parameters auch hier zutreffen. VT'Q ist G* um einen festen Faktor
iiberlegen und die beiden Raumwinkelansétze erfiillen eine bessere Komplexitéitsordnung.
Anders als im ersten Beispiel differieren nun die Fehler der Variierenden und der klassischen
Tensorquadratur. Da die Grofle des Nahfeldes monoton fallend in 7 ist [17] und wir nun
n = % > % betrachten, ist das fast singuldre Nahfeld in diesem Fall kleiner, was natiirlich
insgesamt zu kiirzeren Laufzeiten fithrt. Dadurch wird aber der vorhin erwdhnte Effekt
verhindert, dafl der Fehler in der hier betrachteten Nahfeld-Matrixnorm von Koeffizienten
bestimmt wird, fiir die sich VT'Q und G* kaum unterscheiden. Das beste Verfahren in Bezug
auf Effizienz stellt erneut VIQ@RW™ dar: Es ist bei guter Genauigkeit am schnellsten und
iibertrifft G* auf dem hochsten Level sogar um Faktor 15. Dies ist wiederum auf das
kleinere Nahfeld zuriickzufithren. Der Raumwinkelansatz entwickelt namlich erst ab einem
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N #(ercaﬂw

Gt VIR

VIQ®RW™

VIQ & RW™**

192
768
3072
12288
49152
196608

N

4604
18010
72244
375936 2
1528448
6021632

Tabelle 6.3: CPU-Zeit [s], n =

G4

20.50

1632.00
11525.12  4966.40

0.16
2.31

15.20

VIQ?

0.14

1.37
10.87
105.12
727.04

VIQ® RW*

0.13
0.78
4.25
29.12
150.40
762.88

0.18
0.98
0.02
33.28
168.32
832.00

VIQ® RW*

192
768
3072
12288
49152
196608

9.96¢-07
8.13e-09
4.68e-11
3.70e-13
3.91e-15
2.01e-17

9.96e-07
8.13e-09
5.19e-11
3.93e-13
4.08e-15
2.02e-17

4.64e-06
4.97e-09
4.98e-11
7.22e-13
1.09e-14
1.68e-16

4.57e-07
4.34e-09
2.03e-11
1.96e-13
1.87e-15
9.85e-18

Tabelle 6.4: Fehler bez. ||| , 7 = 3

bestimmten Kubaturgrad Vorteile. Und je kleiner das Nahfeld, desto grofler ist der Anteil
an Kubaturen mit relativ hohen Kubaturgraden.

6.2 Singulires Nahfeld

Wir hatten bereits festgestellt, dafl die einzig problematische Kategorie innerhalb des sin-
guldren Nahfeldes die der gemeinsamen Ecke ist. Dies belegt auch Tabelle 6.5, in der die
Laufzeiten der Verfahren FS? ® G4~¢ verglichen werden, d = 3,2,1. Daher konzentrie-
ren wir uns auf den Fall der Ecksingularitdt. Wir stellen Vergleichsrechnungen beziiglich

N Gleiches Dreieck Gemeinsame Kante Gemeinsame Ecke
192 0.02 0.05 0.11
768 0.08 0.28 0.91
3072 0.34 1.63 6.90
12288 1.61 11.83 73.45
49152 7.40 60.92 435.60
196608 36.16 371.84 3536.96

Tabelle 6.5: CPU-Zeit [s] des singuldren Nahfeldes (Referenzkonfiguration)
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7

N | #(rpymy) | GPQFS G'®@FS@RW* G'®@FS®@RW**
192 1684 0.11 0.10 0.11
768 6868 0.91 0.48 0.54
3072 27604 6.90 2.35 2.58
12288 | 110548 73.45 12.29 13.27
49152 | 442332 || 435.60 56.72 60.48
196608 | 1769472 | 3536.96 280.32 294.72

Tabelle 6.6: CPU-Zeit [s] (gemeinsame Ecke)

N GPRFS G'@FS®QRW* G'®@FS@RW**
192 | 8.33e-08 1.90e-07 8.30e-08
768 || 9.29¢-10 3.00e-09 9.31e-10

3072 || 1.27e-11 4.54e-11 1.27e-11
12288 || 2.34e-14 6.86e-13 2.33e-14
49152 || 3.83e-16 1.07e-14 3.84e-16
196608 || 1.03e-18 1.68¢-16 9.11e-19

Tabelle 6.7: Fehler bez. |||l (gemeinsame Ecke)

drei verschiedener Verfahren an. Bei allen geschieht die Regularisierung mittels Duffy-
Transformation. Das Standardverfahren G3RFS begniigt sich allerdings mit der elementaren
Integration in einer Dimension. Als Alternative integrieren wir in zwei weiteren Richtungen
analytisch, was auf die zwei Methoden G'@FS®QRW* und G'@FS@RW™** hinausliuft, wel-
che in Definition 4.5 erklirt wurden. Die Quadraturgrade beziiglich G* bzw. G! werden [23]
folgend angepafit. Es gilt n > 2log(h) — 1. Hier entsteht ein dhnliches Bild wie bei den
disjunkten Dreiecken. Obwohl diese Kategorie quantitativ der fast singuldren unterlegen
ist, wird bei einem Vergleich der Tabellen 6.1, 6.3 und 6.6 deutlich, daf bei ausschliefSlicher
Anwendung der Raumwinkelformeln im reguldren Nahfeld die Ecksingularitéit jetzt einen
ebenso groflen Rechenaufwand in Anspruch nimmt. Damit bleibt auch hier der Einsatz
dieser Formeln nicht ohne Auswirkungen auf die Gesamtkomplexitit der Nahfeldassemb-
lierung.

Die Verfahren sind natiirlich beliebig kombinierbar. So kann man den reguliren An-
teil der Helmholtz-Fundamentallosung mit konstantem Kubaturgrad berechnen, ohne auf
den singuldren Anteil den Raumwinkelansatz anzuwenden und erreicht eine Effizienzstei-
gerung um einen konstanten Faktor gegeniiber G*, denn bei der Berechnung des singuléren
Anteils beispielsweise mittels Gauf-Legendre-Tensorprodukt wird dann auf die Auswer-
tung des Cosinus und des Sinus verzichtet. Desweiteren kann man die zweidimensionale
Gauf-Legendre-Tensorquadratur an Stelle der Variierenden Tensorquadratur im Raum-
winkelansatz heranziehen, was zu einem Effizienzverlust im fast singuldren Nahfeld fithren
wiirde.
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Abbildung 6.1: Fast singuléres Nahfeld, n = %
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Abbildung 6.2: Fast singuldres Nahfeld, n = %
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Abbildung 6.3: Gemeinsame Ecke

6.3 Asymptotik

In der Theorie hatten wir fiir die Verfahren einen Aufwand von O(N log® N) festgestellt,
wobei a zwischen 1 und 4 variierte. Um die Komplexitédtsordnungen einiger Verfahren mit-
einander zu vergleichen, betrachten wir den Aufwand f relativ zur Grole des Nahfeldes.
Darunter verstehen wir formal eine Division durch N, denn die Grofle des Nahfeldes verhélt
sich wie O(N) fiir N — oo. Um aber eine moglichst genaue Darstellung zu garantieren,
teilen wir die in den Tabellen 6.1, 6.3 und 6.6 gemessenen Zeiten durch die Anzahl der
dabei wirklich ausgewerteten Doppelintegrale, welche dort mit #(m,, m,) bezeichnet wer-
den. f(N) stehe also fiir die in den Tabellen aufgefiithrte Rechenzeit in Abhéngigkeit vom
Freiheitsgrad N. Wir tragen in den Abbildungen 6.1, 6.2 und 6.3

f(N) - 100000
#(72, 7Ty)

auf, so dafl sich der theoretisch prognostizierte Aufwand in einer affinen Geraden mit der
Steigung « offenbaren wiirde. Wir benutzen folgende Abkiirzungen:

log, gegen  loglog;y N

Gt VIQ RWA G? RWA
G* VIQ?* VIQRRW* | GP@FS G'@FS®@RW*

Man sieht klar die Effizienzsteigerung der Variierenden Tensorproduktquadratur um einen
konstanten Faktor gegeniiber der Gaufl-Produktquadratur, die in den ersten beiden Gra-
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phiken einer affinen Verschiebung der Kurven nach unten entspricht. Das dritte Verfahren
in den Abbildungen 6.1 und 6.2 stellt den Raumwinkelansatz dar, wobei der glatte Rest
von Q7 X @y integriert wird genauso wie bei RWA im Fall der Ecksingularitdt in Abbil-
dung 6.3. Hier sind nun die besseren Ordnungen an den keineren Steigungen der Graphen
abzulesen.



Kapitel 7

Numerisches Beispiel

Zum Abschlufl wollen wir uns einer Anwendung der Randelementmethode widmen. Dazu
betrachten wir die schallweiche Streuung von Kugelwellen in einem geschlossenen Raum.
Dies fiihrt uns erneut zu der Helmholtz-Gleichung mit Dirichlet-Randwerten. Wir betrach-
ten wie im letzten Kapitel den Einfachschichtpotentialansatz mit stiickweise konstanten
Ansatzfunktionen.

Zunéchst konzentrieren wir uns allerdings auf die Randintegralgleichung und untersu-
chen die Konvergenz der Galerkinlosung, indem wir eine exakte Losung ¢ vorgeben. Die
diskrete rechte Seite by, ergibt sich nun durch

b= | | [ ¥ olw) dsty) dsta), (7.1)

wobei dieses Doppelintegral mittels Gaufl-Legendre-Formeln unter eventueller Hinzunah-
me der Duffy-Transformation bis auf Maschinengenauigkeit approximiert werden kann. Es
ist zu beachten, dafl die Raumwinkelformeln hier nicht angewendet werden kénnen, da ¢
im allgemeinen kein Polynom ist. Wir verzichten auf die Matrixkompression und stellen
die quadratischen Matrizen explizit auf. Fiir realistische Probleme mufl die Nahfeldkuba-

N |l — @nllo Kontraktion |u(p) — uxn(p)] Kontraktion

12 5.750-01 1.12e-02

48 2.71e-01 2.12 4.63¢-03 241
192 1.24e-01 2.18 7.18¢-04 6.45
768 5.980-02 2.07 1.10e-04 6.51
3072 2.950-02 2.03 2.08¢-05 5.29

Tabelle 7.1: Fehler der Galerkin-Losung auf I' = 99 und in Q = (0,1)?

tur selbstverstindlich in ein Matrixkompressionsverfahren eingegliedert werden. Wir de-
monstrieren hier an einem kleinen Beispiel die Konvergenzeigenschaft. Die Theorie sagt
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unter bestimmten Glattheitsvoraussetzungen eine Konvergenz der (gestorten) Galerkin-
Lésung ¢ von der Ordnung % in der H _%(F)—Norm voraus. Tabelle 7.1 zeigt die lineare
Konvergenz dieser in der L?(T')-Norm und damit die Stimmigkeit von Theorie und Praxis.
Alle Kubaturverfahren des letzten Kapitels legen hier den Grundstein fiir die Konvergenz.
AnschlieBend haben wir eine Losung u(z) der Helmholtz-Gleichung in € vorgegeben
und die zugehorige Randwertaufgabe gelost. Mit Hilfe deren Losung ¢p, und des Operators
S aus (2.9) erhalten wir dann eine Approximation an die Losung des Innenraumproblems.
Die punktweise Superkonvergenz von Sy, im Inneren von () gegen u l&8t sich mit dem
Aubin-Nitsche-Lemma beweisen [14] und in Tabelle 7.1 beobachten.

Nun kommen wir zur eigentlichen Anwendung. Es sei

exp(ik ||« =y [|2)
K,(z) = a,
! 2 Iz = yoll2

v

eine endliche Uberlagerung von in v, € Q positionierten und mit a, gewichteten Kugelwel-
len mit der Wellenzahl k. Wir suchen die an I' gestreute Welle. Dazu ist die Helmholtz-
gleichung im Inneren von €2 zu 16sen. Die Dirichlet-Randbedingungen

u(lx) = —Ky(z), z €T, (7.2)

sorgen dann fiir die schallweiche Streuung. Es sei daran erinnert, dal zur Geometrie (2
irreguldre Wellenzahlen k aufgrund von Resonanzen existieren kénnen, so dafl die Innen-
raumaufgabe nicht mehr eindeutig 16sbar ist. Betrachtet man den Wiirfel [0, a]® der Kan-
tenldnge a, dann bildet

f(@) = []sin (27;5”)

=1

eine Eigenfunktion des Laplace-Operators zum Eigenwert 127%/a? und es gilt f|r = 0. Ist
also Q = (0,a)? und k = 1272 /a?, so bildet mit u auch u + f eine Losung der Helmholtz-
Randwertaufgabe, welche folglich nicht mehr eindeutig losbar ist. Wir nehmen an, dafl &
regulér ist.

Die Punktsingularitéiten von K, verhindern, daf sich einfallende und gestreute Welle
gegenseitig aufheben. Dies folgt aus der Tatsache, dafl —K, als Linearkombination der
Fundamentallésungen nach Anwendung des Helmholtz-Operators L im distributionellen
Sinne eine solche der Diracschen Punktfunktionale bildet, weshalb sie keine Losung der
homogenen Helmholtzgleichung sein kann.

Diese gegenseitige Elimination wird bei Aulenraumproblemen und ebenen als einfallen-
den Wellen von der Abklingforderung im Unendlichen verhindert. Eine ebene einfallende
Welle macht dagegen aufgrund dieser Uberlegungen im Innenraum keinen Sinn, abgesehen
davon, dafl sie dort physikalisch sinnlos ist.
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Im folgenden betrachten wir ein quaderformiges Tonstudio mit den Ausmaflen [0,1] X
[0,1] x [0,0.9]. Dieses wird zum einen mit Schall absorbierenden W#nden und zum ande-
ren mit glatten Wénden ausgestattet. In den Punkten y; = (%, }1, %) und y, = (}l, %, %)
befinden sich zwei Schallquellen. Fiir die Wellenzahl gilt k = 15.

Die Anfangstriangulierung ist in Abbildung 7.1 ohne Decke dargestellt. Wir verfeinern
diese zweimal auf konventionelle Weise, so daf schliellich eine Simulationsberechnung mit
N = 35840 Freiheitsgraden durchgefithrt wird. Da wir auf Matrixkompressionsverfahren
verzichten und die gesamte Matrix erzeugen, ist diese Rechnung von einem einzelnen Com-
puter nicht zu bewerkstelligen. Deshalb parallelisieren wir das Simulationsprogramm und
fithren die Berechnungen auf 112 Prozessoren des Parallelrechners Parnass2 der Abteilung

fiir Wissenschaftliches Rechnen und Numerische Simulation, Universitdt Bonn, durch.

Abbildung 7.1: Innenansicht des Tonstudios mit Schalldimmung (Anfangstriangulierung)

In Abbildung 7.2 und in Abbildung 7.3 sind die Realteile der beiden Losungen beziiglich
der verschiedenen Geometrien abgebildet. Die rechten Bilder zeigen die quadratische Decke
und besonders hier wird der strukturelle Unterschied zwischen beiden Lésungen deutlich.
Man koénnte das Gitter in den Spitzen der Gerduschpyramiden adaptiv verfeinern, um die
Singularitdten der Losung dort besser aufzulosen. Wir verzichten auf die Darstellung der
Imaginérteile, da deren Betriage beziiglich beider Geometrien verschwindend klein sind.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit nach Moglichkeiten gesucht, den Rechenaufwand zur Nah-
feldassemblierung in der Randelementmethode zu verringern. Wéahrend die Problematik
der vollbesetzten Systemmatrizen in anderen Arbeiten thematisiert wird [17] [22] [14] [26],
haben wir uns auf effiziente Integrationstechniken im Nahfeld konzentriert, die an keines der
Matrixkompressionsverfahren gebunden sind, aber natiirlich erst in Verbindung mit ihnen
Sinn machen. Ausgehend von einem Referenzverfahren sind bei der Suche unterschiedliche
Richtungen eingeschlagen worden. Groflere Effizienzsteigerungen erzielte ein explizites, das
heifit ein dem Integranden angepafites Verfahren.

Zuerst stellten wir ein neues implizites Kubaturverfahren vor, mit dem — wie numeri-
sche Ergebnisse zeigten — eine Verbesserung der Komplexitéit um einen konstanten Faktor
erreicht wird. Die Variierende Tensorproduktquadratur fufit auf einer besseren Anpassung
des Kubaturgitters an das dreieckige Randelement und stellt eine Erweiterung der Tensor-
produktquadratur dar. Hier sind eine sorgfiltige Wahl der Kubaturgrade und ein einfaches
Kriterium zur Bestimmung dieser besonders wichtig. Fehleranalysen, die wir beziiglich der
Gauflschen Tensorproduktquadratur durchgefiihrt haben, konnten auf dieses Verfahren ver-
allgemeinert werden.

Ein explizites, semi-analytisches Verfahren ergab sich durch die Eingliederung einer
exakten Integrationsformel fiir Potentialauswertungen, wie sie im Kollokationsverfahren
auftreten. Die urspriinglich auf das Einfach- und Doppelschichtpotential des Laplace-
Operators beschriankten Formeln wurden auf dessen hypersinguléres Potential und auf alle
Potentiale (Einfachschicht, Doppelschicht- und hypersinguléres Potential) der Lamé- und
der Stokes-Gleichungen {ibertragen. Eine additive Zerlegung der Helmholtzschen Funda-
mentallosung ergab auch die Anwendbarkeit auf den Einfachschichtpotentialansatz dieser
Differentialgleichung.

Die Eingliederung in das Galerkin-Verfahren geschah im Fall disjunkter Dreiecke, indem
die Formeln einen der beiden zweidimensionalen Kubaturfaktoren innerhalb eines Tensor-
produktansatzes bildeten. Den anderen stellte die Variierende Tensorproduktquadratur
dar. Damit bereitete die Fehleranalyse in dem hier als Raumwinkelansatz bezeichneten
Verfahren keinen zusétzlichen Aufwand. Die asymptotische Komplexitét im fast singuléren
Nahfeld lie sich auf diese Weise auf O(N log® N) verbessern, weil die Kubaturgrade nur
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noch in zwei Richtungen logarithmisch in h ~ N =3 erh6ht werden muBten. In Bezug auf
den Einfachschicht- und Doppelschichtpotentialansatz der Potentialgleichung ist dies al-
lerdings nicht neu. Mit der Verallgemeinerung der Raumwinkelformeln auf andere Ansétze
(beziiglich anderer Differentialgleichungen) wird diese bessere Ordnung nun jedoch auch
dort erreicht.

Durch die Eingliederung der Formeln im Fall der Ecksingularitéit konnte dagegen der
asymptotische Aufwand in dieser Kategorie generell von O(N log® N) auf O(N log N) ver-
kleinert werden, was einen Gesamtaufwand der Nahfeldassemblierung von O(N log® N) zur
Folge hat und neu sein diirfte. Die Eingliederung in diesem singuléren Fall beruht auf der
Beobachtung, daf3 sich in den regularisierten Integralen Potentialauswertungen verbergen,
wie sie die Raumwinkelformeln liefern. Den entscheidenden Vorteil erhélt dieses Verfah-
ren allerdings erst durch den Umstand, dafl auf die elementare Integration beziiglich einer
Richtung nicht verzichtet werden mufl. Damit ist in dieser Kategorie das Integral nur noch
mittels eindimensionaler numerischer Integration zu approximieren.

Die bessere Asymptotik konnte anschliefend auch in der Praxis nachgewiesen werden.
Am Beispiel des Helmholtz-Einfachschichtpotentials wurden bei feinster Maschenweite Be-
schleunigungen um einen Faktor im zweistelligen Bereich gegeniiber einem Referenzverfah-
ren gemessen.

Es zeigte sich, dal der Vorsprung dieses semi-analytischen Verfahrens von der Grofle des
Nahfeldes und dem Anteil an Dreieckpaaren mit extrem hohen Kubaturgraden abhéngt.
Beziiglich weiter entfernter Dreiecke im Nahfeld verliert der Raumwinkelansatz mdoglicher-
weise gegen ein anderes Verfahren. Hier bietet es sich an, eine Methode einzusetzen, die
verschiedene Techniken kombiniert und die abhéngig vom Abstand 6 der beiden Dreiecke
den jeweils optimalen Baustein wahlt.

Die Riickfithrung der allgemeinen Potentiale auf das Laplace-Doppelschichtpotential
(4.35) und auf die Linienintegrale (4.36) héngt selbstversténdlich nicht von dem Verfahren
ab, welches letztere letztendlich bestimmt. Wenn es also moglich wére, das Doppelschicht-
potential oder die Linienintegrale schneller auszuwerten, wiirden alle Ansétze davon profi-
tieren. Eine erste Idee in dieser Richtung wurde mit der Interpolation der nicht-elementaren
Operationen vorgestellt.



Anhang A

Mathematische Hilfsmittel

Es werden einige grundlegende Definitionen zusammengestellt, die in dieser Arbeit benotigt
werden. Die Einfithrung der Fliachen im ersten Abschnitt stammt aus [13], die Definition
der Sobolevrdume ist [30] entnommen.

A.1 Untermannigfaltigkeiten

Definition A.1 S C R¥ offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung 7: S — R", k < n,
heifst Immersion, falls rang VT =k, Vt € S.

Folgende Definition einer Fléche ist aus praktischer Sicht sinnvoll.

Definition A.2 Fine Teilmenge M C R™ heiffit m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
der Klasse C**, wenn es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U C M relativ
M, eine offene Teilmenge S C R™ und eine Immersion 7 : S — U der Klasse C**
gibt, die S homdomorph auf U abbildet, 0 < k < 1, CF := C*°. Nicht differenzierbare
Untermannigfaltigkeiten seien stets Lipschitz-stetig, d. h. k =0= k= 1.

Dagegen heif$t eine Teilmenge M C R™ m-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klas-
se C&5 falls M € CO' und es endlich viele offene Mengen M; C M gibt mit

stw>
e (N M;=10,
e U M;=M und
o M, € CF" Vi.

Die M; heiffen glatte Komponenten von M.

Eine Immersion 7 mit obigen Eigenschaften bildet zusammen mit ihrem Bild U eine Kar-
te (7,U). Uberdecken die Kartengebiete U; einer Familie ((7;, U;))ic; M, so spricht man
von einem Atlas, schlielich erfiillt jede dieser Familien die Atlas-Axiome einer abstrakten
Mannigfaltigkeit. Damit ist jede Untermannigfaltigkeit eine Mannigfaltigkeit.
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Definition A.3 M sei eine m-dimensionale C**-Mannigfaltigkeit mit dem Atlas (7, U;)ier.
Eine Funktion ¢ : M — R gehort zur Klasse C"*(M) , 1+ X <k + r , falls

por €CMNr N (Uy), Viel
qgilt.
Im néchsten Abschnitt benttigen wir die

Definition A.4 (Partition der Eins) (U;)ies iberdecke M endlich. Eine Familie () e
von Funktionen auf M heif$t der Uberdeckung (U;) untergeordnete Partition der Eins, falls

o VjeJ Jiel mita; eCPU,;), d h. aj € C*(M) und supp(o;) CC U,
o) .a(z)=1 und 0 < oy(z) <1, Vo e M.

Werden dagegen die a; o 1; nur als lokal-integrierbar und supp(a;) C U; vorausgesetzt, so
spricht man von einer lokal-integrierbaren Partition der Eins.

Bemerkung Ist eine endliche Uberdeckung gegeben, dann existiert immer eine Partiti-
on der Eins. Es werden nur kompakte Oberflichen betrachtet, daher gibt es immer eine
endliche Teiliiberdeckung.

A.2 Sobolevriaume auf Mannigfaltigkeiten

Wie bei den elliptischen Differentialgleichungen sind es die auf L*(Q2) [30] aufbauenden
Sobolevraume, die den Rahmen schaffen fiir die variationelle Formulierung der Randinte-
gralgleichung.

Sobolevriaume im R"

Definition A.5 Es sei Q C R™ ein Gebiet, | € Ny, o ein Multiindex und o] =), |o].
HY(Q) = {gp € L2(Q) : Vo, |a] <1, I € L2(Q) mit
/chav dr = (—1)l / e Dvdr, Y e CSO(Q)} :
Q Q

D% wird verallgemeinerte Ableitung zum Multiindex « genannt. Zusammen mit dem Ska-
larprodukt und der induzierten Norm

(o )os =Y / Do) Do) di , || o= /(@ @)as -

lo| <

wird H'(QY) zum Hilbert- bzw. Banachraum. Sei nunl= 1|+ X >0, 0 <\ < 1.

s _ s 2
HY(Q) := {@EHUJ:// D () ngi(yﬂ da:dy<oo,Vs§UJ}
aJo |z —y|**
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(600 = (@ D)oy + 3 /Q/Q(DssO(fv)—DSsO(y))(D%(x)—Dsw(y)) drdy

_ r+2A
sl<L1] |z =yl

Die vollstindige Hiille von C§° beziiglich || - ||, bildet den Raum

H{(Q) = C(Q).
Ist 1 < 0, so wird auf L*(2) durch

o lsim sup (200
pelse ” (0 HQ,fl

eine Norm erklirt, beziiglich deren Topologie die Menge L*(S) nicht abgeschlossen ist. Die
vollstindige Hiille stellt den negativen Sobolevraum

H[(Q) — m\l'llm
dar.

Bemerkung Es sei ¢; € L?(Q2) eine Cauchy-Folge mit lim; .o || v; — ¢ ||o,—s = 0. Dann
wird durch

(60} 1= lim (0(0). () (A1)
eine duale Paarung H), x H=' — K mit (-,¢) € H}(Q)" erkliirt. Es gilt sogar
H(Q) ~ YO, (A2)

siehe [1, Abschnitt 3.2].

Sobolevriaume auf Fliachen

Es sei (7,U) eine Karte der Untermannigfaltigkeit M C R". Die Matrix (g;;(t))i%-; mit
den Komponenten
or(t) or(t) "7, (t) T,(t)

w5 ) %

heiit Maftensor in t € 771(U), dessen Determinante ¢(t) := det g; ;(t) Gramsche Deter-
mainante.

Bemerkung Der Mafitensor und die Gramsche Determinante héngen von der Karte ab.

Das Integral iiber Untermannigfaltigkeiten, das mit Hilfe der Gramschen Determinante
erklart wird, ist dennoch invariant unter Kartenwechsel.
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Definition A.6 (7;,U;)ier sei ein Atlas der Untermannigfaltigkeit M und (o);es unter-
geordnete lokal-integrierbare Partition der Fins. Wir setzen noch &; = Zjej(i) a;, wobei
J(i) ={j € J: supp(a;) C U;} gilt. Dann heifit die Funktion ¢ : M — R iiber M

integrierbar, falls
t— o(1i(t)\Vgi(t) firallei el
integrierbar ist und wir definieren
IREEEED WL ORI O
iel YT (Vi

Satz A.1 Das Integral einer Funktion iiber eine Untermannigfaltigkeit ist unabhdingig vom
Atlas und der Partition der Eins.

Beweis Siche Forster [13].

Definition A.7 (Sobolevraume auf Mannigfaltigkeiten) Es sei M eine kompakte Un-
termannigfaltigkeit, mit endlicher untergeordneter Partition der Eins («;)ier, | < k + K,
falls k+r € Z, und | < k + k sonst. Der Raum

H(M) ={po—=K|Viel (p-a;)om:7 (U;) =K € Hy(r " (U))} (A.3)

wird zusammen mit dem Skalarprodukt (o, ¥)r = Y ., ((¢ - ;) o7, (¥ - ;) o T3) piwm)
zum Hilbertraum.

Satz A.2 Die Definition von H'(M) ist unabhingig vom Atlas und der untergeordneten
Partition der Fins. Verschiedene Atlanten bzw. Partitionen der Eins fiihren zu dquivalente
Normen induzierenden Skalarprodukten.

Beweis Siche Wloka [30, Satz 4.2].
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