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Kapitel 1
Einleitung

Viele Problemstellungen in den Natur- und Wirtschaftswissenschaften lassen sich durch
mathematische Modelle beschreiben und z.B. als eine Differentialgleichung oder Integro-
Differentialgleichung formulieren. Nur in seltenen Féllen besitzen diese Probleme eine ana-
lytische Losung. Somit miissen numerische Verfahren zur Approximation der Lésung ange-
wendet werden. Zwei Kernpunkte des wissenschaftlichen Rechnens sind die Diskretisierung
des mathematischen Modells mittels Verfahren wie z.B. Finite Differenzen oder Finite Ele-
mente sowie die schnelle Lésung der entstehenden Gleichungssysteme.

Wir werden uns in dieser Arbeit dem Bereich der Finanzmathematik zuwenden und uns
dort auf die Optionsbewertung konzentrieren. Die Finanzmathematik beschéftigt sich mit
Themen aus dem Bereich von Finanzdienstleistern, wie etwa Banken und Versicherungen.
Ein Teilgebiet der Finanzmathematik ist die Bewertung verschiedener Finanzprodukte. Ziel
dieser Bewertung ist es, den fairen Preis eines (derivativen) Finanzproduktes zu ermitteln.
Derivative Finanzprodukte sind solche, deren Zahlungen von anderen Finanzprodukten ab-
héngen. Ein Beispiel fiir derivative Finanzprodukte sind Optionen. Sie bieten dem Kaufer
das Recht, den zugrunde liegenden Basiswert zu einem festen, vor Beginn der Optionslauf-
zeit bestimmten, Ausiibungspreis zu kaufen (Call-Option) oder zu verkaufen (Put-Option).
Grundlegend fiir die Bewertung von Optionen ist die Wahl eines geeigneten stochastischen
Modells der zeitlichen Entwicklung des zugrunde liegenden Basiswertes. Erst wenn das
Kursmodell eine gute Approximation der Kursbewegungen in der Realitét ist, ist es auch
moglich, einen fairen Preis der Option zu berechnen.

Lévy-Prozesse bilden im Allgemeinen die Basis der Kursmodellierung. Abhéngig von der
Wahl des zugrunde liegenden Lévy-Prozesses entstehen verschiedene Modelle, die zur Kurs-
modellierung eingesetzt werden kénnen. So bildet beispielsweise die Brownsche Bewegung
die Grundlage des bahnbrechenden Modells der Optionspreisbewertung von F. Black, M.
Scholes und R. Merton, das 1973 entwickelt wurde. Hierbei sind die Kursinkremente nor-
malverteilt.

Empirische Untersuchungen haben jedoch ergeben, dass normalverteilte Zuwéchse die Be-
wegungen eines Aktienmarktes nicht gut approximieren. Bei einer Analyse der Marktbewe-
gungen fillt auf, dass wesentlich mehr Bewegungen existieren, die einen Abfall des Kurses
bewirken als solche, die eine Steigerung eines Kurses bedeuten. Dies fiihrt zu der Forde-
rung, dass eine die Marktbewegungen wiederspiegelnde Verteilungsfunktion nicht symme-
trisch sein sollte. Des weiteren werden unendlich viele kleine Bewegungen beobachtet, die
sich in einer Singularitét der Verteilungsfunktion dufern miissten, die bei einer Normal-
verteilung jedoch nicht gegeben ist. Ein zusétzliches Problem, das bei der Verwendung
von normalverteilten Bewegungen entsteht, ist, dass auch grofe Anderungen im Wert des
Kurses nicht realistisch genug dargestellt werden konnen. Dies ist auf den schnellen Ab-
fall der Normalverteilung zu beiden Seiten zuriickzufiihren. Eine weitere Eigenschaft der
Brownschen Bewegung ist, dass der modellierte Kursverlauf stetig ist. In der Realitét ist
das nicht wiederzuerkennen, denn plétzliche und unerwartete Ereignisse rufen Spriinge im
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Kursverlauf hervor, die nicht durch eine Normalverteilung zu modellieren sind.

Eine Alternative der Kursmodellierung, in der die Nachteile der Brownschen Bewegung
nicht weiter auftreten, ist die Verwendung von Sprung-Diffusions-Modellen. Diese beruhen
auf zwei Komponenten, dem Sprung- und dem Diffusionsteil. Die Diffusionskomponente
besteht aus einer normalen Brownschen Bewegung. Die zweite Komponente, der Sprung-
Teil, besteht aus einer Impuls- und einer Verteilungsfunktion. Die Impulsfunktion gibt den
Anstof fiir eine Kursinderung, deren Grofe durch die Verteilungsfunktion bestimmt wird.
Der Sprung-Teil ermoglicht es, plétzliche und unerwartete Kursinderungen zu modellieren.
Ein besonders bekanntes Sprung-Diffusions-Modell zur Bewertung Européischer Optionen
wurde 1976 von R. Merton vorgestellt. In [Mer76] wird gezeigt, dass der faire Preis einer Op-
tion eine partielle Integro-Differentialgleichung (PIDE) erfiillt. Diese umfasst neben einem
Differential-Operator zweiter Ordnung auch einen nicht-lokalen Integralterm, der spezielle
Behandlung, sowohl theoretisch als auch numerisch, benétigt. Nur unter speziellen An-
nahmen einer Sprung-Verteilung ist es moglich, eine geschlossene Losung zur Berechnung
eines Optionspreises zu verwenden. Werden andere Sprung-Verteilungsfunktionen betrach-
tet, so sind keine analytischen Losungen bekannt und es miissen numerische Verfahren zur
Optionspreisbewertung herangezogen werden.

Zur numerischen Losung von Integro-Differentialgleichungen werden in der Regel Finite
Differenzen oder Finite Elemente Methoden verwendet. Wird dann ein #-Schema mit 6 >0
fiir die Zeitdiskretisierung eingesetzt, muss in jedem Zeitschritt ein Gleichungssystem ge-
16st werden.

Eine Galerkin-Diskretisierung des Integral-Operators fiihrt dabei zu einer vollbesetzten
Matrix. Der Aufwand fiir einen Zeitschritt betragt bei Einsatz eines iterativen Losers min-
destens O(N?), fiir einen direkten Loser O(N?3). T. von Petersdorff und C. Schwab ver-
wenden in [PS01] eine Wavelet-Basis-Matrix-Kompression zur Reduktion der Komplexitét.
Die Kernidee ist die Darstellung der Galerkin-Approximation in einer Wavelet-Basis. Zur
Losung wird als iterativer Loser ein GMRES-Verfahren benutzt. Eine Vorkonditionierung
der Matrix geschieht ebenfalls mittels Wavelets.

Von R. Cont und E. Voltchkova wird in [CV05] eine numerische Losung vorgestellt, die auf
einem Operator-Splitting in einen lokalen und einen nicht-lokalen Teil beruht. Der nicht-
lokale Teil wird explizit mit Hilfe von Kollokationsverfahren behandelt, der lokale Teil wird
implizit mit Finiten Differenzen diskretisiert. Die Losung erfolgt implizit in der Zeit. L.
Andersen und J. Andreasen verwenden in [AA(QQ] zur Losung des Problems ebenfalls ein
Operator-Splitting. Sie behandeln den Integral-Term auch explizit, verwenden jedoch eine
Crank-Nicolson Diskretisierung in der Zeit.

Die explizite Behandlung des Integral-Terms bietet einen entscheidenden Vorteil: Das Pro-
blem reduziert sich von einer Integro-Differential-Gleichung auf eine Differential-Gleichung
fiir jeden Zeitschritt, denn in dieser Form muss das Integral nur ausgewertet, nicht jedoch
gelost werden.

Die Matrix des entstehenden Problems ist folglich nur noch diinn besetzt und hat eine
Bandstruktur. Somit ist es mdoglich das Gleichungssystem direkt mit einem BandlGser in
O(N) Operationen zu losen. In [CV05] wird bewiesen, dass die explizite Behandlung des
Integrals ausreichend ist, um eine Konvergenz des Verfahrens zu erreichen. Die Stabilitét
der Crank-Nicolson-Diskretisierung fiir die behandelte PIDE unter moderaten Einschrin-
kungen wird in [dFV04] gezeigt.

Aus diesem Grund folgen wir [CV05] und [AA00| und verwenden eine Finite-Differenzen
Diskretisierung fiir den Differential-Teil, behandeln den Integral-Term explizit und l6sen
das Gleichungssystem in jedem Schritt des Crank-Nikolson-Verfahrens mittels eines direk-



ten Losers fiir Bandmatrizen.

Da keine analytische Losung fiir den nicht lokalen Integral-Teil bekannt ist, muss auch
dieser mittels numerischer Methoden berechnet werden. Dazu bieten sich vor allem ver-
schiedene Kollokationsverfahren an, da es bei einer expliziten Behandlung des Integrals nur
notwendig ist, das Integral auszuwerten, nicht jedoch zu 16sen. Der Nachteil der expliziten
Berechnung ist jedoch der erhebliche Aufwand, da das Integral fiir jeden Ortsdiskretisie-
rungspunkt berechnet werden muss.

Ziel dieser Arbeit ist es, ein robustes Verfahren zur Lésung der PIDE zu erhalten. Dabei
bezeichnet die Robustheit die Eigenschaft des Verfahrens fiir jegliche Wahl der Parameter
und nicht nur fiir ausgewahlte zu konvergieren. Diese Untersuchung der Robustheit wird in
Form einer Sensitivititsanalyse durchgefithrt. Dabei wird beobachtet, wie sich die Ande-
rung der Modellparameter (Zins r, Laufzeit T' der Option, Volatilitdt o und Austibungspreis
K) auf die Konvergenz auswirken.

Wir werden feststellen, dass sich das Verfahren als robust gegeniiber dem Zins r und der
Laufzeit T herausstellt. Jedoch beobachten wir zunéchst eine Reduktion der Konvergenz-
rate fiir besonders kleine Volatilitdten und sehr grofse Ausiibungspreise. Diese Verschlech-
terung kann jedoch durch eine stabile Diskretisierung und eine Verschiebung des Diskreti-
sierungsgebietes behoben werden. Dies werden wir im weiteren Verlauf der Arbeit zeigen.

Die numerische Lésung der PIDE ermdoglicht es, verschiedene Sprung-Verteilungsfunktionen
zu betrachten. Zum einen untersuchen wir die Lognormalverteilung, die erstmals 1976 von
Merton vorgeschlagen wurde und zu der eine geschlossene Losung angegeben werden kann
[Mer76]. Zum anderen werden die Varianz-Gamma- und die CGMY-Verteilung betrach-
tet [MCC98], [CGMY02], [GMY99|. Die CGMY-Verteilung zeichnet sich durch ihre grofe
Flexibilitat aus, denn abhéngig von der Wahl der Parameter konnen unterschiedliche Eigen-
schaften der Verteilungsfunktion realisiert werden. So besteht die Md&glichkeit, durch Wahl
der Parameter eine Varianz-Gamma-Verteilung oder eine Verteilung mit endlicher oder
unendlicher Aktivitdt und Variation darzustellen. Eine besonders realistische Widerspiege-
lung der Marktdaten wird der CGMY-Verteilung mit unendlicher Variation zugeschrieben.
Die Eigenschaft der unendlichen Variation schlégt sich jedoch in einer Singularitidt der Ver-
teilungsfunktion nieder, wodurch die numerische Integration erschwert wird und besondere
Behandlung erfordert.

Kleine Bewegungen in Aktienkursen lassen sich jedoch durch eine Brownsche Bewegung
modellieren. Aus diesem Grund verfolgen wir den Ansatz von [CV05], in dem zur Berech-
nung der CGMY-Verteilung mit unendlicher Aktivitédt die Singularitét abgeschnitten und
durch eine Verstarkung der Brownschen Bewegung ausgeglichen wird.

Weiterhin werden wir verschiedene Kollokationsverfahren zur Auswertung des Integrals
vorstellen und hinsichtlich ihrer Eignung zur Berechnung der unterschiedlichen Verteilungs-
funktionen untersuchen.

Neben dem Verfahren zur Losung der PIDE werden in dieser Arbeit auch andere Verfahren
zur Bewertung Furopéischer Optionen beschrieben und zu Vergleichszwecken eingesetzt. So
werden zum einen die geschlossenen Losungen, die fiir zwei bestimmte Sprungverteilungs-
funktionen erhalten werden konnen, untersucht. Eine analytische Losung kann fiir den Fall
des ,plotzlichen Ruins* erhalten werden. Der plotzliche Ruin ist dadurch definiert, dass
im Fall eines Sprungs wahrend der Laufzeit der Option der Kurs auf den Wert 0 féllt. In
diesem Fall ist die geschlossene Losung durch eine Anwendung der Black-Scholes-Formel
mit modifiziertem Zinsparameter gegeben. Die zweite analytische Losung kann angegeben
werden, wenn die Sprungverteilungsfunktion eine Lognormalverteilung ist. Die geschlos-
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sene Losung ist dann eine unendliche Summe, deren Summanden durch eine modifizierte
Black-Scholes-Formel gegeben sind. Zusétzlich werden die Summanden mit einer Poisson-
Verteilung gewichtet.

Weiter wird die Form der Erwartungswertentwicklung zur Bestimmung des fairen Options-
preises dargestellt und untersucht. In der unendlichen Summe der Erwartungswertentwick-
lung besteht jeder Summand aus der Berechnung eines zukiinftigen Kurswertes, dessen
Optionspreis dann wiederum durch die Black-Scholes-Formel bestimmt wird. Auch hier
wird dieser berechnete Wert mit einer Poisson-Verteilung gewichtet. Zur Bestimmung des
zukiinftigen Kurspreises wird in jedem Summanden ein Monte-Carlo-Verfahren verwendet.
Eine andere Mdglichkeit zur Bewertung Européischer Optionen ist die direkte Simulation
des Aktienkursverlaufs mittels Monte-Carlo-Verfahren. Hierbei werden die Kursbewegun-
gen fiir die Laufzeit der Option explizit simuliert. Durch eine Wiederholung dieser Simula-
tion und der Bestimmung eines Mittelwertes fiir den Kurspreis am Ende der Laufzeit kann
schliesslich ebenfalls der Optionspreis bestimmt werden. Ein Problem, das bei der Ver-
wendung des Monte-Carlo-Verfahrens auftritt, ist die Ziehung von Zufallszahlen, die einer
speziellen Verteilung zugrunde liegen. Um diese Zufallszahlen zu erhalten, muss die Be-
rechnung der inversen Verteilungsfunktion moglich sein. Diese sind im Allgemeinen jedoch
schwer zu berechnen. Bekannt sind nur Verfahren zur Bestimmung normalverteilter [Mor95]
und lognormalverteilter [Gla04] Zufallszahlen, die in dieser Arbeit verwendet werden.

Neben dem eindimensionalen Sprung-Diffusions-Modell wird weiterhin ein Modell zur Be-
wertung von Basket-Optionen auf Grundlage eines Sprung-Diffusions-Modells vorgestellt
und in zwei Dimensionen numerisch umgesetzt. Das Kursmodell, das in diesem Fall zugrun-
de gelegt wird, hat folgende Eigenschaften: Dem Diffusions-Teil unterliegt eine Brownsche
Bewegung, die fiir alle Kurse unterschiedlich sein kann. Der Sprung-Teil jedoch ist fiir alle
Kurse gleich, was bedeutet, dass die relative Anderung (nicht jedoch die absolute) und die
Zeitpunkte der Spriinge fiir alle Aktienkurse des Baskets gleich sind. In den ,normalen,
regelméfig auftretenden Bewegungen (modelliert durch die Brownsche Bewegung) kon-
nen die Kurse unabhéngig sein oder korrelieren, d.h. sie konnen sich positiv oder negativ
in ihren Bewegungen beeinflussen. Zur Umsetzung der Bewertung eines zweidimensiona-
len Baskets verfolgen wir den bereits fiir die eindimensionale PIDE vorgestellten Ansatz.
Auch hier wird der Integral-Teil explizit behandelt und die Diskretisierung mittels Finiter
Differenzen vorgenommen. Die entstehende Matrix des Gleichungssystems ist nicht langer
tridiagonal und somit kann das direkte Losungsverfahren aus Effizienzgriinden nicht weiter
verwendet werden. Es wird zur Losung auf ein iteratives Verfahren (GMRES) mit einem
Jacobi-Vorkonditionierer zuriickgegriffen.

Die Beitrage dieser Arbeit lassen sich folgendermafien zusamenfassen:

e Umsetzung eines Verfahrens zur Losung der PIDE mittels Finiter Differenzen, expli-
ziter Behandlung des Integrals und direkter Losung der entstehenden linearen Glei-
chungssysteme

e Untersuchung der Robustheit des Verfahrens anhand einer Sensitivitétsanalyse

e Sicherstellen der Robustheit durch stabile Diskretisierung und Anpassung des Dis-
kretisierungsgebietes

e Untersuchung der Anwendbarkeit des Verfahrens auf verschiedene Verteilungsfunk-
tionen (Lognormalverteilung, Varianz-Gamma- und CGMY-Verteilung)

e Umsetzung verschiedener Vergleichsverfahren zur Bestimmung des Optionspreises



e Vorstellung eines Sprung-Diffusions-Modells zur Bewertung von Basket-Optionen und
seine numerische Umsetzung in zwei Dimensionen

Der weitere Aufbau der Arbei stellt sich wie folgt dar:

Im zweiten Kapitel werden die Grundlagen der Optionspreisbewertung beschrieben. Es wer-
den die wichtigsten Definitionen der verwendeten Optionstypen angegeben und die Struktur
der Ausiibung und der Auszahlung dargestellt. Nach der Einfiihrung verwendeter Begriffe
im Zusammenhang mit Optionen werden verschiedene Méglichkeiten der Anwendung von
Optionen geschildert.

Kapitel 3 gibt einen Uberblick iiber Lévy-Prozesse. Nach einer allgemeinen Definition eines
Lévy-Prozesses werden verschiedene Beispiele von Lévy-Prozessen gegeben und beschrie-
ben. Ein Abschnitt iiber die Kursmodellierung mit Lévy-Prozessen beschreibt zunéchst die
Geometrische Brownsche Bewegung und die Nachteile derselben bei der Kursmodellierung.
Als verbessertes Modell wird das Sprung-Diffusions-Modell vorgestellt.

Das vierte Kapitel stellt verschiedene Moglichkeiten zur Bewertung Européischer Optionen
dar. Dabei wird zum einen die Bewertung Européischer Optionen nach dem Black-Scholes-
Modell betrachtet. Es werden die Annahmen des Modells, die Black-Scholes-Gleichung
und die analytische Losung derselben, die Black-Scholes-Formel, beschrieben. Vergleichend
wird zum anderen die Bewertung Européischer Optionen anhand des Merton-Modells, das
auf einem Sprung-Diffusions-Modell beruht, untersucht. Fiir dieses Modell werden dann
die Annahmen und die partielle Integro-Differentialgleichung, zur Berechnung des fairen
Optionspreises dargestellt. Weiterhin werden die verschiedenen numerischen Verfahren zur
Bestimmung des Optionspreises nach dem Merton-Modell behandelt. So werden die ge-
schlossenen Losungen, die Erwartungswertentwicklung, das Monte-Carlo-Verfahren und die
Diskretisierung der PIDE beschrieben.

Im fiinften Kapitel wird die Bewertung von Basket-Optionen betrachtet. Das entsprechen-
de Modell und die entstehende PIDE zur Berechnung eines Optionspreises auf einen Basket
werden vorgestellt und die Diskretisierungs- und Losungsverfahren beschrieben.

Das sechste Kapitel beinhaltet die numerischen Ergebnisse der vorgestellten Verfahren. Die
numerischen Verfahren zur Bewertung Européischer Optionen werden hinsichtlich ihrer
Konvergenz und der Flexibilitdt zur Berechnung verschiedener Sprungverteilungsfunktio-
nen untersucht. Abschliefend werden die Ergebnisse der Bewertung von Basket-Optionen
dargestellt und die Konvergenz des Verfahrens diskutiert.

In Kapitel 7 werden eine kurze Zusammenfassung der Ergebnisse dieser Arbeit und ein
Ausblick auf mégliche Erweiterungen gegeben.
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Kapitel 2
Optionen

Optionen wurden bereits im 17ten Jahrhundert gehandelt, jedoch hat erst in den 70er Jah-
ren des letzten Jahrhunderts der Handel mit Optionen zugenommen. In diesem Kapitel
werden die Grundlagen der Optionstheorie, die im Folgenden bendétigt werden, zusam-
mengefasst. Zur Beschreibung verschiedener Optionstypen, ihre Grundstruktur und der
Verwendung von Optionen werden besonders [Hul01], [KE99] und [Sey00] verwendet.

2.1 Definitionen und Begriffe

Definition 2.1.1 [OPTION]

Der Kdaufer einer Option erwirbt durch den Kauf derselben das Recht, aber nicht die Pflicht,
einen zugrunde liegenden Basiswert zu einem speziellen Preis K, dem Ausiibungspreis, zu
kaufen (Call-Option oder kurz Call) oder zu verkaufen (Put-Option oder kurz Put).

Die Option ist ein Vertrag, bei dem die Laufzeit T', der Ausiibungspreis K und der Basiswert
vor Abschluss festgelegt werden. Der Wert V' einer Option hingt sowohl vom Kurs S des
Basiswertes als auch von der Zeit ¢ ab. Der Kurs kann sich mit der Zeit ¢ verdndern, d.h.
S=5(t). Deshalb wird der Optionswert mit V' (S(t),t) bezeichnet. Sind Missverstandnisse
ausgeschlossen, bezeichnet man ihn auch kurz mit V(S,¢) oder nur V. Neben der Laufzeit T'
und dem Kurs S sind vor allem auch der Zinssatz r und die Schwankungsbreite (Volatilitét)
o von grofer Bedeutung fiir den Wert der Option.

2.2 Optionstypen

Optionen werden aufgrund ihrer Ausiibungsmoglichkeiten und ihres zugrunde liegenden
Basiswertes unterschieden.

Definition 2.2.1 [EUROPAISCHE OPTIONEN]
Hat ein Kdufer einer Option das Recht die Option nur zum Fdlligkeitszeitpunkt T auszuii-
ben, handelt es sich um eine Européiische Option.

Definition 2.2.2 [AMERIKANISCHE OPTIONEN]
Bietet eine Option dem Kdufer das Recht, die Option bereits wihrend der Laufzeit auszuii-
ben, heift sie Amerikanische Option.

Definition 2.2.3 [BASKET OPTIONEN]|

Eine Basket-Option st eine Option, deren Auszahlung von mehreren Wertpapieren ab-
hingt. Dabei bezeichnet S; den Kurs des i-ten Wertpapiers. Wir definieren einen Korb von
d Wertpapieren durch das gewichtete Muittel

d d
B(t) := ZwiSi(t) mit Zwi =1
i=1 i=1
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Da die zugrunde liegenden Basiswerte von Aktien, Schatzbriefen, Rohstoffen bis hin zu
Fremdwahrungen variieren, werden Optionen auch als derivative Wertpapiere bezeichnet.
Im Folgenden wird angenommen, dass der Basiswert eine Aktie ohne Dividendenzahlungen
ist.

AufRer den vorgestellten Optionen (Standard-Optionen), von denen im Weiteren die Euro-
péischen und die Basket Optionen betrachtet werden, existieren weitere sogenannte Ezo-
tische Optionen. Diese Optionsarten besitzen im Allgemeinen kompliziertere Auszahlungs-
strukturen als vergleichbare Standard-Optionen. Besonders hiufig trifft man dabei auch
auf pfadabhéngige Optionen, deren Auszahlung nicht nur vom Wert des zugrundeliegenden
Basiswertes zum Falligkeitszeitpunkt, sondern vom gesamten Verlauf des Kurses abhéngt.
Beispiele dafiir sind so genannte Barrier oder Asiatische Optionen.

2.3 Bezeichnungen

In diesem Abschnitt sollen die verwendeten Bezeichnungen aufgelistet werden.

Bezeichnung | Bedeutung

S(t)eRT Preis des zugrunde liegenden Basiswertes zum Zeitpunkt ¢
TeR* Verfallsdatum, Filligkeitszeitpunkt, Laufzeit

KeR* Ausiibungspreis, Strike

reRt Risikoloser Zinssatz

ogeR* Volatilitét, (jahrliche) Schwankungsbreite des Kurses
V(S,t)€RT | Wert einer Option zum Zeitpunkt ¢ bei aktuellem Kurs S=S(t)

Tabelle 2.1: Bezeichnungen im Zusammenhang mit Optionen

2.4 Ausiibung und Auszahlung

Das Einlosen einer Option wird als Ausiibung bezeichnet. Die Ausiibung und die damit
zusammenhéngende Auszahlung einer Option ist abhéngig vom Optionstyp. Es werden in
diesem Abschnitt die Ausiibung und Auszahlung der betrachteten Optionen beschrieben.

2.4.1 Ausiibung und Auszahlung fiir Europdische Optionen

Wir betrachten zunéchst einen Européischen Call. Das Verhalten des Besitzers richtet sich
nach der Entwicklung des Kurses S des Basiswertes und des davon abhingigen Wertes
V' der Option. Der Kurs S schwankt mit der Zeit, was durch die Bezeichnung S; oder
S(t) ausgedriickt wird. Der Inhaber einer Option wird zum Zeitpunkt 7' die Option nur
ausiiben (also den Basiswert zum Preis K kaufen), wenn K < S, fiir den dann herrschenden
Marktpreis S=S(T). In diesem Fall wird ein Gewinn S — K erzielt, und die Option hat
den inneren Wert! V=8 — K. Im Fall K > S wird die Option nicht ausgeiibt, weil dann der
Basiswert giinstiger zum Marktpreis S gekauft werden kann. Die Option ist dann wertlos,
V'=0. Somit ist der Wert V(S,T') der Call-Option beim Kurs S(T") zum Failligkeitsdatum
T gegeben durch

0 falls S(T) < K (Verfall der Option)

Ve(S,T) =
c(5.T) {S(T)—K falls S(T) > K (Ausiibung der Option).

'Als inneren Wert einer Option bezeichnet man denjenigen Wert, den die Option hiitte, wenn sie sofort
ausgeiibt werden miisste.



2.4 Ausiibung und Auszahlung

Es gilt demnach
Ve(S,T) = max{S — K,0}. (2.1)

Fiir alle moglichen Kurse S > 0 betrachtet, ist V(S,7) eine Funktion von S und wird
Auszahlungsfunktion oder Payoff-Funktion genannt. Mit der Bezeichnung

f* = max{f,0}
lasst sich die Auszahlungsfunktion kompakt schreiben als
Vo(S,T) = (S — K)*t.

Mit einer Europiischen Put-Option erwirbt der K&ufer das Recht, den Basiswert zum
Verfallszeitpunkt 7" zum Preis K zu verkaufen. In diesem Fall hat die Ausiibung der Option
nur dann einen Sinn, falls K >.S. Die Auszahlungsfunktion einer Put-Option ist

0 falls K < S(T) (Verfall der Option)

Vp(S,T) =
P(5,T) {K—S(T) falls K > S(T) (Ausitbung der Option).

Also
Vp(S,T) = max{K — S,0} oder Vp(S,T)= (K —S)".

In Abbildung 2.1 sind vergleichend die Auszahlungsfunktionen fiir eine Call- und eine Put-
Option dargestellt.

20
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V(S, 1)

o N & o o

0 5 10 15 K=20 25 30 35 40 0 5 10 15 K=20 25 30 35 40
Aktienkurs S Aktienkurs S

Abbildung 2.1: Auszahlungsfunktionen einer Call-Option (links) und einer Put-Option
(rechts)

2.4.2 Ausiibung und Auszahlung fiir Basket Optionen

Sei S; fiir i=1,...,d der Preis des i-ten Wertpapiers. Dann gilt fiir S = (S ...S54)7, dass
die Auszahlungsfunktion fiir eine Call-Option gegeben ist durch

Vo(S,t) = (B(t) - K)*.
Die Auszahlungsfunktion fiir eine Put-Option ist beschrieben durch

Vp(S,t) = (K — B(t))*.
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2.5 Begriffe im Zusammenhang mit Optionen

In diesem Abschnitt werden einige Begriffe definiert, die fiir das weitere Verstdndnis von
Optionen von Bedeutung sind. Ein zentraler Begriff, der im Zusammenhang mit Finanz-
mérkten auftritt, ist die Arbitragemdglichkeit.

Definition 2.5.1 [ARBITRAGEMOGLICHKEIT|

Die Arbitragemdglichkeit ist eine Handelsstrategie, mit der man durch Erkennen und Aus-
nutzen von Preisungleichheiten und -ungleichgewichten bei Wertpapieren, Optionsschei-
nen/Optionen und Futures® ohne eigenen Kapitaleinsatz einen risikolosen Gewinn erzielen
kann.

Die Abwesenheit vom Arbitragemdglichkeiten ist eines der fundamentalen Konzepte der
Optionspreistheorie. Erst mit der Annahme, dass keine Arbitragemdglichkeiten auftreten,
sind viele Optionspreismodelle umzusetzen.

Beispiel 2.5.2

Nehmen wir an, dass der Preis einer gegebenen Aktie an einer Biorse A und einer Bérse
B gehandelt. Diese Aktie wird an Bérse A fiir 99€ und an Borse B fiir 101€ gehandelt
wird. Wenn angenommen wird, dass es keine Transaktionskosten gibt, kann ein risikoloser
Profit von 2€ gemacht werden, indem eine Aktie an Markt A gekauft und an B wieder
verkauft wird. Der Handler, der sich mit solchen Transaktionen befasst, wird als Arbitra-
geur bezeichnet. Wenn der Finanzmarkt richtig funktioniert, kann eine Arbitragemdglich-
keit nicht auftreten, da die Hindler sehr aufmerksam sind und durch die Konkurrenz diese
Modglichkeit entfernt wird. Ezistieren jedoch Transaktionskosten, welche eine natirliche Er-
scheinung von Marktreibung sind, so kann eine kleine Preisdifferenz existieren. Falls zum
Beispiel die Transaktionskosten fir Kauf und Verkauf einer Aktie in beiden Mdrkten 1,5€
betragen, werden die gesamten Transaktionskosten von 3€ den Arbitrageur abhalten nach
einer Arbitrage-Méglichkeit mit einer Preisdifferenz von 2€ zu suchen.

Die Werte einer européischen Call- und Put-Option sind verkniipft durch die Put-Call-
Paritét.

Definition 2.5.3 [PUT-CALL-PARITAT|

Die Put-Call-Paritét stellt die Beziehung zwischen dem Preis einer Furopdischen Call-
Option und einer Europdischen Put-Option mit gleichem Ausibungspreis K und gleicher
Laufzeit T dar. Es gilt

S(t)+Vp =Vo+ Ke T (2.2)

Beweis: (vgl.[KE99]). Die linke Seite der Gleichung 2.2 entspricht der Strategie, ein Port-
folio, bestehend aus einer Put-Option und einer Aktie, zu kaufen. Dieses Portfolio IIp hat
zum Zeitpunkt T den Wert

{K fals S < K (Der Put hat den Wert K — S, die Aktie den Wert S) 23)
P = .

S falls S>K (Der Put hat den Wert 0, die Aktie den Wert S).

Auf der rechten Seite hat ein Portfolio II¢ aus einem Call und Ke "(T—% Geldeinheiten

Ein Future ist eine Art von borsengehandelten Termingeschiften. Es bezeichnet einen verbindlichen
Borsenvertrag (Kontrakt) zwischen zwei Parteien (im Gegensatz zu halbseitig verpflichtenden Vertrigen
bei Optionen).
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aus einem Bond? zum Zeitpunkt 7' einen Wert von

. — K falls S<K (Der Call hat den Wert 0, der Bond den Wert K)
“7\s fas S > K (Der Call hat den Wert K — S, der Bond den Wert S).
(2.4)

Da die beiden Portfolios denselben Wert zum Zeitpunkt 7" haben, miissen sie zu jedem
Zeitpunkt t < T denselben Wert haben. Um dies zu beweisen, wird angenommen, dass
zu einem Zeitpunkt ¢ < T ein Portfolio billiger ist als das andere. Dann h#tte man die
Moglichkeit das billigere Portfolio zu kaufen und das teurere zu verkaufen. Dies wiirde eine
Arbitragemoglichkeit bedeuten und der Gewinn aus dieser Arbitragemoglichkeit kdnnte
risikolos angelegt werden. Da die Werte der beiden Portfolios zum Endzeitpunkt gleich
sind, héitte man ohne Anfangsvermdgen ein strikt positives Endvermogen erzielt. Also mufs
die Put-Call-Paritat (2.2) fiir alle t€[0, T gelten. O

2.6 Verwendung von Optionen

Optionsstrategien kdnnen sehr risikobehaftet, aber auch hilfreich sein, denn sie ermoglichen
den Einfluss auf eine Aktie zu steigern. Optionen kénnen ebenfalls ein niitzliches Werkzeug
gegen ungiinstige Marktbewegungen sein. Dies ist eine wichtige Eigenschaft fiir Investoren,
die spekulativen Strategien folgen. Jedoch bedeutet Spekulieren mit Optionen, dass man
offene Besténde beobachten und eine hohere Risikotoleranz haben sollte. Das Handeln mit
Optionen setzt mehr als nur Grundkenntnisse iiber Aktienmérkte voraus. Die hdufigste
Verwendung finden Optionen in Hedging und Spekulation. Diese beiden Anwendungsmog-
lichkeiten werden im folgenden Abschnitt beschrieben.

2.6.1 Hedging

Definition 2.6.1 [HEDGING]

Das Hedgegeschift (kurz: Hedging) dient zur Absicherung einer Transaktion gegen Risiken
wie beispielsweise Wechselkursschwankungen oder Verdnderungen in den Rohstoffpreisen.
Eine Person oder ein Unternehmen, die ein Geschift ,hedgen® maochte, geht zu diesem
Zweck eine weitere Transaktion ein, die mit dem zugrunde liegenden Geschdft gekoppelt
1st. Dies findet gewdhnlich in der Form eines Termingeschifts statt. Ein  perfekter Hedge“
eliminiert jegliches Risiko, ist aber eigentlich nur theoretisch maglich.

Dem Hedgegeschift liegt die Absicht zugrunde, einen gegenwiértig als annehmbar empfun-
denen Preis wie etwa den Borsenkurs eines Wertpapiers, den Wechselkurs einer Wahrung
oder einen Zinssatz fiir die Zukunft festzulegen. Hedgegeschéfte lassen sich grundsétzlich
sowohl mit bérsengehandelten Instrumenten wie Futures und Optionen als auch aufer-
borslich im so genannten ,over-the-counter Markt“ mittels nichtstandardisierter Derivate
einrichten. Der Erfolg des Kurssicherungsgeschéftes beruht auf einer preisausgleichenden
Wirkung der Kursschwankungen des Grundgeschéftes durch ein entgegengerichtetes Enga-
gement im Terminmarkt. Stimmen Kursrichtung und das Ausmaf der Kursénderungen im
Kassamarkt? und Terminmarkt® vollstéindig iiberein, so lisst sich durch die Einnahme ei-
ner Gegenposition im Terminmarkt die Ungewissheit iiber die zukiinftige Kursentwicklung

3Ein Bond bezeichnet festverzinslich angelegte Wertpapiere.

*Im Kassamarkt werden alle Geschifte zum Kassakurs abgewickelt. Das ist der Kurs fiir die Wertpapiere,
die nur mit einem Kurs wihrend der Borsenzeit gehandelt werden.

’Der Terminmarkt ist ein Handelsplatz an dem Futures und Optionen gehandelt werden.
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des Grundgeschiftes vollstdndig beseitigen. Durch eine Parallelbewegung der Terminkurse
zu den Kassakursen eines Marktgegenstandes gleichen sich Kursgewinne und Kursverluste
mithin idealerweise vollstindig aus.

Beispiel 2.6.2

(verandertes Beispiel aus [Hul01, S. 11]) Ein europdisches Unternehmen verkauft Produkte
i die Vereinigten Staaten. Es schliefit heute einen Vertrag und muss Ende des Jahres
10.000 Bleistifte zum Preis von einem Dollar pro Stift liefern. Im Augenblick erhdlt man
pro Dollar einen Euro. Der Verkdufer der Stifte bekommt nach heutigem Wechselkurs also
10.000€. Liegt der Wechselkurs am Ende des Jahres bei 0,9€ (1,1€) pro Dollar erhdlt
der Verkdufer umgerechnet nur noch 9.000€ (11.000€). Diese 1.000€ Verlust (Gewinn)
stammen aus Wechselkursschwankungen und haben mit dem eigentlichen Geschdft nichts
zu tun. Um sich gegen diese Schwankungen abzusichern, gibt es verschiedene Mdglichkeiten.

1. Sicherer Wechselkurs
Das Unternehmen kann heute schon einen fizen Wechselkurs erhalten und daher mit
Sicherheit einen bestimmten Betrag erlosen. Mit Hilfe von Futures kann das Un-
ternehmen heute schon die 10.0003 , die es am Ende des Jahres erhdlt, zu einem
bestimmiten Kurs verkaufen. Dies nennt man auch Leerverkauf. Der Kurs dieses Fu-
tures fir Dollar am Jahresende ist beispielsweise 0,99€ pro US-Dollar. Indem die
Unternehmung eine entsprechende Anzahl von Kontrakten verkauft, bekommt sie aus

dem Geschdaft mit Sicherheit 9.900€.

2. Minimaler Wechselkurs

Die Unternehmung kann mithilfe von Optionen einen minimalen Wechselkurs absi-
chern und erhdlt daher einen Mindestbetrag mit der Maéglichkeit auf Steigerung. Sie
kauft dazu eine entsprechende Anzahl von Kontrakten mit dem Recht, Ende des Jah-
res 10.000 § zum Kurs von 0,99€ zu verkaufen. Diese Option kostet 100€. Liegt
der Kurs am Jahresende bei 1,1<€, verfdllt die Option wertlos und das Unternehmen
erhdlt am Markt 11.000€ aus dem Verkauf der Bleistifte. Das Geschdft bringt dem
Unternehmen daher 10.900€ — das Geld aus dem Verkauf der Bleistifte, abziiglich der
Kosten zum Kauf der Option. Liegt der Kurs am Jahresende bei 0,95€, nimmt das
Unternehmen das Recht zum Verkauf wahr und erhdlt mittels Austiibung der Option
9.900€. Das Geschift bringt daher abziglich der Kosten fir die Option 9.800€.

Dieses Beispiel zeigt die Mdoglichkeit, aus unsicheren zukiinftigen 10.000 € entweder sichere
heutige 9.900€ oder eine Kombination aus sicheren zukiinftigen 9.800€ und unsicheren
11.000 € zu machen.

Wie oben beschrieben bietet ,Hedging“ bestimmte Vorteile. Es ist jedoch keinesfalls so,
dass ein Unternehmen aus Sicht seiner Besitzer unbedingt jedes Geschéft absichern soll-
te. Vielmehr haben Aktiondre oder Gesellschafter die Moglichkeit, den aus dem Besitz
des Unternehmens resultierenden Kapitalfluss dadurch abzusichern, dass sie ihre Anlagen
diversifizieren.

2.6.2 Spekulation

Definition 2.6.3 [SPEKULATION]|
Der Ausdruck Spekulation bezeichnet die geplante Handlung einer wirtschaftenden Person,
die nach lukrativen, zumeist kurzfristigen Investitionsmoglichkeiten Ausschau hdlt.

Ziel einer jeden Spekulation ist es, aus dem Eintreten einer Markteinschétzung einen fi-
nanziellen Vorteil zu erzielen. Das finanzielle Ergebnis, dies kann Gewinn oder Verlust
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sein, einer jeden Spekulation besteht dabei stets in der Differenz zwischen Kaufpreis und
Verkaufspreis eines Marktgegenstandes, bereinigt um Kosten des Handels (Transaktions-
kosten). Erfolgreiche Spekulationen sind hauptséchlich auf das friihzeitige Erkennen und
Ausnutzen von vermuteten Fehleinschdtzungen des Marktes durch Marktbeteiligte iiber
kiinftige Kursentwicklungen zuriickzufiihren, die sich wiederum durch ungleich verteiltes
Wissen und Koénnen zwischen Kéufern und Verkdufern erkldren lassen. Insbesondere Op-
tionen sind interessant fiir Spekulanten, weil sie im Vergleich zum zugrunde liegenden
Basiswert weniger kosten, aber mit geringem Einsatz von Kapital unter Umsténden re-
lativ grofe Gewinne erzielen konnen. Nicht vergessen werden sollte jedoch, dass auch die
Verluste, im Fall eines Fehlschlags der Spekulation, grof sein kénnen.
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Kapitel 3

Lévy-Prozesse

In diesem Kapitel werden stochastische Modelle zur Simulation von Kursbewegungen vor-
gestellt. Die Kursbewegung folgt einem stochastischen Prozess dessen Werte sich iiber die
Zeit in einer ungewthnlichen Art und Weise verédndern. Zur Vereinfachung gehen wir von
zeitkontinuierlichen stochastischen Prozessen zur Modellierung von Aktienpreisbewegun-
gen aus, damit analytische Werkzeuge aus der stochastischen Analysis angewendet werden
kénnen.

Der erste Schritt der Derivatbewertung ist die Spezifizierung des stochastischen Prozesses
des zugrunde liegenden Basiswertes. Im Folgenden werden verschiedene Modelle, basierend
auf unterschiedlichen stochastischen Prozessen, zur Optionsbewertung vorgestellt. Proble-
matisch ist jedoch, ein Modell zu finden, das zwar einerseits realistisch ist und somit auf-
tretende Marktdaten widerspiegelt, andererseits jedoch nicht zu viele Parameter enthilt,
deren Bestimmung sehr aufwindig ist. Denn je grofer die Anzahl der zu bestimmenden
Parameter desto grofer ist der Aufwand der Berechnungen. Um derivative Sicherheiten
zu bepreisen und zu hedgen ist es duflerst wichtig, ein gutes Modell zu finden, bei dem
die logarithmischen Zuwiéchse des Basiswertes einer Verteilungsfunktion entsprechen. Die-
se Verteilungsfunktion sollte die Markdaten wiedergeben, d.h. die Zuwéchse der in der
Realitdt beobachteten Kurse sollten mit denen der Verteilungsfunktion iibereinstimmen.
Das weitverbreiteste zeitkontinuierliche Modell ist das Black-Scholes-Modell. Diesem Mo-
dell liegt die Normalverteilung zugrunde, um die logarithmierten Zuwéchse des Underlyings
zu simulieren.

Eines der grofsten Probleme des Black-Scholes-Modells ist jedoch, dass die logarithmierten
Ertrage von Aktien oder Indizes nicht normalverteilt sind, wie im Black-Scholes-Modell
angenommen und somit nicht mir beobachteten Marktdaten {ibereinstimmen. Sie sind
asymmetrisch und haben eine Kurtosis, die hoher ist als die der Normalverteilung. Daher
werden fexiblere Verteilungen zur Modellierung benotigt, d.h. solche, die nicht nur statisch
sind, sondern auch die Verdnderung iiber die Zeit wiedergeben kénnen. In den spéten 80er
und in den 90er Jahren wurden Modelle mit diesen Eigenschaften zur Modellierung von
Finanzdaten vorgeschlagen. Beispiele solcher Verteilungen, die Asymmetrie und eine Kur-
tosis beriicksichtigen, sind unter anderem der Varianz-Gamma-Prozess (VG). Madan und
Senata schlugen einen Lévy-Prozess mit VG verteilten Inkrementen vor [MCC98|. Jiingst
wurde das CGMY Modell durch Carr, Geman, Madan und Yor vorgestellt [CGMY02].
Im Folgenden wird der theoretische Hintergrund fiir Lévy-Prozesse vorgestellt. Anschlie-
fsend soll gezeigt werden, dass Lévy-Modelle die Daten aus der Realitdt besser verwirklichen
und zu einer signifikanten Verbesserung im Bezug auf das Black-Scholes-Modell fiihren.
Zur Darstellung des Lévy-Prozesses, seiner Eigenschaften und zur Beschreibung verschie-
dener Beispiele von Lévy-Prozessen wird Bezug genommen auf [Sch05], [Sat99], [Rai00]
und [BNMRO1]. Die Beschreibung des Varianz-Gamma-Prozesses beruht auf [MCC98|. Zur
Darstellung des CGMY-Prozesses werden [GMY99] und [CGMY02] verwendet.

15



Kapitel 3 Lévy-Prozesse

3.1 Lévy-Prozesse

Um einige Modelle zur Kursmodellierung darstellen zu konnen, werden zuerst einige bend-
tigte Definitionen angegeben. Weitere Grundlagen zur Wahrscheinlichkeitstheorie sind in
[Bau02] zu finden.

Definition 3.1.1 [CHARAKTERISTISCHE FUNKTION]
Die Charakteristische Funktion ¢ einer Verteilung, oder dquivalent einer Zufallsvariable X
ist die Fourier-Stieltjes-Transformation der Verteilungsfunktion F(x) = P(X <z), z€R

o0

6x (1) = Blexp(iuX)] = / exp(iu)dF (z), (3.1)

—00

wobei E[-] den Erwartungswert bezeichnet. Eigenschaften der Charakteristischen Funktion
sind ¢(0) = 1 und |p(u)| <1 fiir alle u€R. Auferdem existiert die Charakteristische Funk-
tion immer und sie ist stetig. Die wichtigste Tatsache ist, dass ¢ die Verteilungsfunktion F
eindeutig bestimmt. Die Momente von X konnen ebenfalls {iber ¢ bestimmt werden. Wird
angenommen, dass fiir X das k-te Moment (k € {0,1,2,...}) existiert, d.h. E[|X|¥] < oo,
dann ist
d
EXF) =i h— : 3.2

X4 = i o) | (32)
Definition 3.1.2 [UNENDLICH OFT TEILBAR]
Eine Zufallsvariable X oder ihre Verteilung ist unendlich oft teilbar, wenn fir alle n € N
Zufallsvariablen Yl(n), ... ,Y}En) existieren, so dass gilt

xZy™ 4+  4y™, (3.3)

n

wobei ¥ Gleichheit in der Verteilung bedeutet.

Die kumulante charakteristische Funktion 1 (u) = log ¢(u) wird auch haufig als charakte-
ristischer Exponent bezeichnet, welcher der Lévy-Khintchine-Formel

Y(u) =iyu — %J2u2 + /Z(exp(z’ux) — 1 —durlfpqy)v(de) (3.4)

geniigt. Hierbei ist y€R, 02 €R" und v ist ein Maf auf R\ {0} mit

/OO inf{1,22v(dz) = /OO (1 A 22)0(dz) < 0o,

—00 —00

Die unendlich teilbare Verteilung ist ein Triplet von Lévy-Charakteristiken (oder kurz: ein
Lévy-Triplet) (v, 02, v(dx)). Das Mak wird Lévy-Maf von X genannt. Falls das Lévy-MafR
von der Form v(dx) = u(z)dz ist, wird u(z) als Lévy-Dichte bezeichnet. Die Lévy-Dichte
u(z) beschreibt die Héufigkeit der Spriinge der Grofe z in X.

Die Lévy-Dichte hat dieselbe mathematische Anforderung wie die Wahrscheinlichkeits-
dichte, mit der Ausnahme, dass sie nicht integrierbar sein muss und nicht die Eigenschaft
X = 0 erfiillen muss. Zunachst wird der bekannteste zeitkontinuierliche stochastische Pro-
zess fiir Aktienkurse dargestellt.

Definition 3.1.3 [LEVY-PROZESS|
Ein reellwertiger stochastischer Prozess X = (Xi)i>0 auf (Q,F,P) ist ein Lévy-Prozess,
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
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1. Xy =0 P-fast sicher.

2. Fiir alle neN und 0<tg<ty...<t, sind die Zufallsvariablen
Xigy Xty — Xitgy -+ -y X4, — X4, unabingig (unabhdngige Zuwdichse).

3. Die Verteilung von Xsy+ — Xs hdngt nicht von s ab
(zeitliche Homogenitdt oder stationdre Zuwdchse).

4. Xy ist stochastisch stetig, d.h. Vt>0 und ¢>0: lims_,; P(| X5 — X¢| > €) = 0.

5. X besitzt die Cadlag Eigenschaft, d.h. 3Qo€F mit P(Qo) =1, so dass fir alle we Qg
gilt: Xy(w) ist rechtsstetig in t >0 und hat linksseitige Grenzwerte in t> 0.

In der Lévy-Khintchine-Formel (3.4) spiegelt sich wider, dass ein Lévy-Prozess im Allge-
meinen aus drei unabhéngigen Teilen besteht:

1. einem linear deterministischen Teil, bestimmt durch v im Lévy-Triplet,
2. einem Brownschen Teil, ausgedriickt durch o2 und
3. einem puren Sprungteil, der durch v(dx) spezifiziert wird.
Nach [Sat99] lasst sich ein Lévy-Prozess in eine der folgenden drei Klassen einteilen:
1. Klasse 4, falls 02 = 0 und v(R) < oo,
2. Klasse B, falls 02 = 0, v(R) = oo und flﬂﬁlél |z|v(dz) < oo,

3. Klasse C, falls 0% # 0 oder |,

e|<1 |z|v(dz) = 0.

Der Pfadverlauf eines Prozesses ist fiir jede dieser drei Klassen unterschiedlich. 0% = 0
bedeutet endliche Aktivitdt, d.h. der Prozess hat in jedem Intervall eine endliche Anzahl
von Spriingen. Fiir ¥(R) <oo oder v(R) =00 und f\x\<1 |z|v(dx) < oo gilt, dass der Prozess
von endlicher Variation ist. Ist der Prozess X; aus der ersten Kategorie, so ist er von
endlicher Aktivitat. Fiir Prozesse aus Klasse A und B gilt, dass sie in jedem endlichen
Intervall von endlicher Variation sind. In Klasse C sind alle Prozesse von unbegrenzter
Variation in jedem Intervall.

3.2 Beispiele verschiedener Lévy-Prozesse

Die wichtigsten Beispiele von Lévy-Prozessen, die im weiteren Verlauf verwendet werden,
sind hier dargestellt. Weitere Beispiele mit ihren Eigenschaften sind beschrieben in [Sch05].

3.2.1 Deterministische Bewegung

Ein Lévy-Prozess X mit dem charakteristischen Tripel (u,0,0) hat die Charakteristische
Funktion

bx, (u) = E[eXt] = et yeR, t>0, (3.5)

und ist daher eine lineare Funktion Xy = ut, t>0.
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3.2.2 Brownsche Bewegung

Wenn ein Lévy-Prozess X das charakteristische Tripel (u, 02, 0) hat, ist die Charakteristi-
sche Funktion gegeben durch

1
dx,(u) = e W = exp (z’u,ut - §t02u2> , ueR, t>0. (3.6)

Die Funktion ¢ bezeichnet V¢ >0 die Charakteristische Funktion der Normalverteilung, die
auch kurz als N(ut,o%t) geschrieben wird. Daher ist X; ~ N(ut,o?t),¥t >0, d.h. X ist
eine Brownsche Bewegung mit Drift ut und Varianz o?t. Ist =0, bezeichnet man X als
Brownsche Bewegung oder als Wiener Prozess. Wenn =0 und o? =1 ist, heift X Standard
Brownsche Bewegung. Da das Lévy-Maf in diesem Fall 0 ist, hat die Brownsche Bewegung
mit Drift keine Spriinge und ist nach [Sat99] der einzige Lévy-Prozess mit stetigen Pfaden.

3.2.3 Poisson-Prozess

Sei 0 < A< o0o. Ein Lévy-Prozess X mit dem charakteristischen Tripel (0,0, Ad1), wobei &3
das Dirac-Maf am Punkt 1 bezeichnet, hat den charakteristischen Exponenten

P(u; ) = A1 — e™), ueR (3.7)

und die Charakteristische Funktion

At )F
(k') , u€R, t>0. (3.8)

o
¢Xt (u; )\) _ e)xt(ei“—l) _ Zeiuke—)\t
k=0 ’
X wird Poisson-Prozess mit Intensitdt A genannt. Er nimmt Werte n € Ny mit den Wahr-
scheinlichkeiten

P(X;=n)= %e*”, t>0. (3.9)
mn.

an. Der Poisson-Prozess ist ein Sprungprozess mit konstanter Sprunggréfse 1. Die Zeit
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Spriingen folgt einer Exponentialverteilung mit Mit-
telwert A~!. In Abbildung (3.1) sind Beispiele eines Poissonprozesses mit unterschiedlichen
Intensitdten dargestellt.

3.2.4 Zusammengesetzter Poisson-Prozess

Sei N={N,t>0} ein Poisson-Prozess mit Intensititsparameter A>0 und Z;, 1 =1,2,...
sei eine unabhéingig und identisch verteilte Folge von Zufallsvariablen, unabhéngig von N,
die einem Gesetz L mit Charakteristischer Funktion ¢z(u) folgen. Den zusammengesetzten
Poisson-Prozess X definiert man als

Ny
Xy = Zi t>0.
k=1

Der Wert X; des Prozesses zur Zeit t ist die Summe von N; Zufallsvariablen mit Gesetz L.
Fiir eine Verteilungsfunktion des Gesetzes L und fiir eine Borelsche Menge A gilt
A
P(Zi€A) = Q
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10+

X(®)

Abbildung 3.1: Realisierungen eines Poissonprozesses mit unterschiedlichen Intensitéten.

wobei v(R) = A < oo und es wird gefordert, dass v({0}) = 0 ist. Der charakteristische
Exponent des Lévy-Prozesses ist dann

P(u) = /R(l — "y (de), ueR (3.10)

und die Charakteristische Funktion ist gegeben durch

ox,(u) = Elexp(iuX;)] = exp (t/R(ei”I — 1)1/(dx)>
= exp(tA(¢z(u) — 1)).
So entsteht das Lévy-Triplet:

[ / " (de). 0, u(dx)] .

-1
3.2.5 Gamma-Prozess
Der Gamma-Prozess X; mit dem Lévy-Triplet
[a(1 — exp(—b))/b,0, aexp(—bx)m_ll(bo)dx]
hat die Charakteristische Funktion
b, (3.0,0) = (1 — iu/b) ™.

Dies ist die Charakteristische Funktion der Gamma-Verteilung mit den Parametern a >0,
b>0. Diese wird auch mit Gamma(a,b) abgekiirzt. Die Verteilung ist gegeben durch

a

. — a—1 _
fGamma(x;a7 b) F(a)x eXp( .%'b), x>0.
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Bemerkung 3.2.1
Es gilt die Skalierungseigenschaft: Falls X eine Gamma(a, b)-Verteilung, so ist fir ¢>0,
cX eine Gamma(a, b/c)-Verteilung.

3.2.6 Varianz-Gamma-Prozess

Die Charakteristische Funktion der Varianz-Gamma-Verteilung VG(o, v, 6) ist gegeben
durch ,

ove(u;o,v,0) = (1 — iubv + 5021/“2)_1/1/_
Die Zuwichse eines Varianz-Gamma-Prozesses X; (kurz: VG-Prozess) folgen einer Varianz-
Gamma-Verteilung VG(ov/'t,v/t,10).
Es gilt

Elexp(iuXy)] = ¢x, (u;oVit,v/t,t0)

= (¢Xt (u’ a,V, 0))t

1
= (1 —ubv+ 502yu2)7t/”.

Der VG-Prozess kann auch ausgedriickt werden als Differenz zweier unabhéngiger Gamma-
Prozesse. Hierzu wird Folgendes ausgenutzt: Die Charakteristische Funktion l&sst sich in
zwei Faktoren

1 1 1
1 —ifvu + o2vu?/2 <1 - inpu> (1 + innu> '
zerlegen. Hierbei gilt fiir 1, und 7,

77]7 —n = HV,
o2v
NpMn. = N

Es folgt, dass 7, und —n,, die Wurzeln der Gleichung
22 — vz —o?v/2 =0

sind, wobei

=TT T TS
B 02u2+02y Ov
=\ Ty 2 o

Diese beiden Gamma-Prozesse kénnen mit Gy (¢; p, vp) und Gy (t; pin, vp) bezeichnet wer-
den. Dabei sind p, und p,, die entsprechenden Erwartungswerte. Die zugehdrigen Varianzen
sind v, und v,,. Es gelten dabei die Beziehungen p, = n,/v, p, = n,/v, wihrend v, = ng
und v2 = p2v sind. So ergibt sich, dass

Xva = Gp(tE Hp, Vp) — G (t; fins Vn)- (3.11)

In [MCC98| wird gezeigt, dass sich mit dieser Darstellung und mit Hilfe der klassischen
Darstellungen fiir Lévy-Mafe von Gamma-Prozessen die Lévy-Dichte des Varianz-Gamma-
Prozesses schreiben ldsst als

eG’x

C—dz, x <0,
we=1 [,

C . dex, x>0,
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wobel

C=1/v>0,
1

G=—>0,
n
1

M=—>0. (3.12)
Tlp

Die Division durch den Absolutwert der Sprunggréfie in der Lévy-Dichte resultiert in einem
Prozess unendlicher Aktivitit, da die Integration des Mafes unendlich ergibt. Der Prozess
ist von endlicher Variation, da
+1
/ |z|v(dx) < oo.

-1

Ein VG-Prozess hat keine Komponente der Brownschen Bewegung und sein Lévy-Triplet
ist gegeben durch [v,0, v(dz)] mit

_ —C(GleM—-1)—M(eY-1))
7= MG '

Mit Parametrisierung in den Termen C, G und M l&sst sich die Charakteristische Funktion
von X7 schreiben als

GM ¢
~ M) = .
¢x,(u; €, G, M) <GM T (M = G)iu + u2>

In dieser Notation bezeichnen wir die Verteilung durch VG(C, G, M).

Eine weitere Moglichkeit einen VG-Prozess zu definieren, ist es, ihn als zeitverénderte
Brownsche Bewegung mit Drift zu sehen. Genauer: Sei G = {G¢,t>0} ein Gamma-Prozess
mit Parametern ¢ = £ >0und b = £ >0 und sei W = {W,, >0} eine Standard Brownsche
Bewegung, 0 >0 und § € R, dann kann der VG Prozess X = {Xy,¢>0} mit den Parametern
0>0, v>0 und 6 alternativ definiert werden als

Xt = 6Gt+UWGt.

Bemerkung 3.2.2

Eine attraktive Eigenschaft des Varianz-Gamma-Prozesses ist die Méglichkeit, den Prozess
als Differenz zweier unabhdngiger Prozesse zu schreiben. Sie ermdglicht es, den Preis in die
zwei Prozesse der Auf- und Abwdrtsbewegungen aufzuteilen. Diese Figenschaft geht mit der
Eigenschaft der unendlichen Variation, also auch bei der Brownschen Bewegung, verloren.

3.2.7 CGMY-Prozess

Der CGMY-Prozess, vorgestellt durch [CGMY02|, verallgemeinert den VG-Prozess durch
Hinzufiigen eines neuen Parameters in der Lévy-Dichte. Dieser Parameter erlaubt, dass
der resultierende Lévy-Prozess sowohl endliche oder unendliche Aktivitat als auch endliche
oder unendliche Variation besitzt.

Die CGMY(C,G,M,Y )-Verteilung hat vier Parameter. IThre Charakteristische Funktion
sieht folgendermafsen aus

doamy (u;C, G, MY ) = exp(CT(=Y)(M —iu)Y — MY + (G +iu)¥ —G)).
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Ein CGMY-Prozess X; hat Zuwichse, die iiber ein Zeitintervall der Lénge s einer
CGMY (sC,G, M, Y )-Verteilung folgen. Mit anderen Worten ist die Charakteristische Funk-
tion von X; gegeben durch

Elexp(iuXy)] = ¢camy (u; tC, G, M,Y")
= (¢CGMY(U; tCa G7 M7 Y) t
= exp(CtD(=Y)((M —iu)Y — MY + (G +in)Y —GY)).

Das Lévy-Maf des CGMY-Prozesses ist

eG’x
J _ CW dl’, .’E<O,
voamy (dx) = o Ma

Diese Parameter ergeben sich analog zu denen des Varianz-Gamma-Prozesses aus (3.12).
Der erste Parameter des Lévy-Triplets ist

v=C </01 exp(—Mxz)z™Y do — /0 exp(Gz)|z|Y dw) .

-1
Der Bereich der Parameter ist beschrankt auf C'>0, G>0, M >0 und Y <2. Wahlt man
den Parameter Y > 2, so ergibt dies kein giiltiges Lévy-Mafs .

Bemerkung 3.2.3

Der CGMY-Prozess ist ein reiner Sprungprozess, d.h. er beinhaltet keinen Brownschen
Teil. Die Varianz-Gamma- Verteilung ist ein Spezialfall der CGMY-Verteilung. Falls Y = 0,
reduziert sich die CGMY-Verteilung zur VG- Verteilung. Es gilt dann CGMY (C,G, M,0) =
VG(C,G,M).

Bedeutung der Parameter C,G,M,Y im CGMY- und im
Varianz-Gamma-Prozess

Die Parameter C,G, M und Y spielen eine wichtige Rolle in der Untersuchung verschie-
dener Aspekte von stochastischen Prozessen. Uber die Wahl der Parameter lassen sich die
Eigenschaften des stochastischen Prozesses beeinflussen. Diese Eigenschaften sind vor allem
die Kurtosis' und Schiefe? (Skewness) der Verteilungsfunktion.

Der Parameter C

Er kann angesehen werden als das Mafs fiir die allgemeine Aktivitdt. Durch das Festhal-
ten der iibrigen Parameter und das Integrieren iiber alle Bewegungen, die ein bestimmtes
kleines Level {iberschreiten, kann man erkennen, dass das gesamte Aktivitétslevel durch
die Bewegungen in C' kontrolliert werden kann. So kann ein Modell, das mit einer sto-
chastischen Aktivitatsrate konstruiert wird, C als einen unabhéngigen positiven Prozess
modellieren.

Im Spezialfall G=M gilt, dass das Lévy-Mafs symmetrisch ist. Fiir diesen Fall zeigen Ma-
dan, Carr und Chang in [MCC98|, dass der Parameter C' die Kontrolle iiber die Kurtosis
der Verteilung von X (t) bietet. Dieser Fall wurde ebenfalls in [Kop95| behandelt. Dort wird
auch ein alternativer Ausdruck fiir die Charakteristische Funktion geliefert.

'Die Kurtosis ist ein Maf fiir das Gewicht der Verteilung in den Enden des Wertebereichs.
’Die Schiefe ist ein Maf dafiir, wie asymmetrisch die Verteilung ist.
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Die Parameter G und M

Sie kontrollieren jeweils die Rate des linken und rechten exponentiellen Abfalls der Lévy-
Dichte. Diese fiithren zu einer verzerrten (skewed) Verteilung, wenn G # M. Fiir den Fall
G < M ist der linke Teil der Verteilung breiter als der rechte. Das ist konsistent mit der
risikoneutralen Verteilung, die typischerweise bei Optionspreisen impliziert wird. Wenn
G und M von der risikoneutralen Verteilung impliziert werden, gibt ihre Differenz das
Mafs zwischen Fallen und Wachstum des Preises an. Die Summe hingegen mifit den Preis
einer grofen Bewegung relativ zu einer kleinen. Im Gegensatz dazu bestimmt die Differenz
zwischen G und M in der statistischen Verteilung die relative Haufigkeit von Abfall zu
Anstieg. Die Summe gibt die Haufigkeit von groflen Bewegungen relativ zu kleinen an. Der
exponentielle Faktor im Z&hler der Lévy-Dichte fiihrt zur Endlichkeit aller Momente fiir
den Prozess X (t).

Der Parameter Y

Es gibt viele mogliche Lévy-Dichten, die zur Preisprozessmodellierung verwendet werden
konnen. Es ist deshalb sinnvoll, einige Struktureigenschaften zu finden, die die Auswahl
einer geeigneten Lévy-Dichte ermoglichen. Eine dieser Eigenschaften ist die vollsténdige
Monotonie. Des Weiteren sind die endliche oder unendliche Aktivitdt und Variation eines
Prozess von Bedeutung. Der Parameter Y ist besonders niitzlich, um diese feine Struktur
des stochastischen Prozesses zu charakterisieren. Aus diesem Grund sollen diese Eigen-
schaften beschrieben werden.

e Vollstindige Monotonie (VM)

Die Grundidee der vollstdndigen Monotonie ist, dass grofse Spriinge seltener auftreten
als kleine. Dies bedeutet, dass v(z) mit |z| fillt oder dass v/(z) <0 fiir >0 und
V'(x) >0 fiir £ <0 ist. Die erste Ableitung hat somit wechselndes Vorzeichen an der
Stelle 0. Die Eigenschaft der vollstindigen Monotonie fordert, dass alle Ableitungen,
nicht nur die erste, auf jeder Seite von 0 dasselbe Vorzeichen haben und von einer
Seite zur anderen alternierend sind. Fiir eine ausfiihrlichere Charakterisierung der
vollstdndig monotonen Lévy-Dichten sei an dieser Stelle auf [CGMY02], [GMY99]
und [Mad99]| verwiesen.

e Endliche Variation (EV)

Aus der Sicht der Optionspreistheorie sind Prozesse mit endlicher Variation (EV) oder
endlicher Aktivitat (EA) niitzlich, um eine Mafverinderung vom statistischen zum
risikoneutralen Prozess zu erkldren, denn sie erlauben eine grofere Flexibilitit zwi-
schen den lokalen Charakteristiken der Martingalkomponenten unter den zwei Mafen.
Zum Beispiel ist fiir Prozesse mit unendlicher Variation (UV) wie der Brownschen
Bewegung, die Volatilitdt und daher die lokale Martingalkomponente invariant unter
Martingalmafédnderung. Fiir Sprungprozesse mit unendlicher Variation impliziert die
Aquivalenz der Mafiverinderung, dass die Differenz zwischen risikoneutralen und sta-
tistischen Lévy-Dichten von endlicher Variation ist. Dies erfordert die Einschrankung,
dass die beiden Prozesse denselben Exponenten haben oder dass sie im selben Maf
von unendlicher Variation sind. Fiir den Fall, dass die Prozesse selber von endlicher
Variation sind, sind auch die Differenzen der Lévy-Dichten von endlicher Variation
und daher ist keine parametrische Einschrinkung notig. Diese Beobachtungen sind
wichtig im Hinblick auf Optionsdaten, die zeigen, dass risikoneutrale Volatilitdten im
Wesentlichen hoher als ihre statistischen Gegenstiicke sind.
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e Endliche Aktivitdt (EA)
Prozesse von endlicher Aktivitdt sind von Interesse, da man Wertpapiere nach ihrem
Aktivitdtslevel gruppieren mdéchte. Danach wird der Gebrauch von Prozessen mit
unendlicher Aktivitat (UA) als eine erste Approximation angesehen, um Mérkte mit
hohem Aktivitétslevel zu untersuchen.
Die oben beschriebenen Eigenschaften sind in Bezug auf die Bereiche von Y in der
folgenden Tabelle 3.1 festgehalten. Formal gezeigt werden diese Eigenschaften in Satz

3.2.4.
Wertebereiche fiir Y | Eigenschaften des Prozesses
Y<-1 nicht VM, EA
-1<Y <0 VM, EA
0<Y <1 VM, UA, EV
1<Y <2 VM, UA, UV

Tabelle 3.1: Eigenschaften des Prozesses in Abhéingigkeit vom Parameter Y, der das Ver-
halten der Lévy-Dichte um Null beschreibt.

Satz 3.2.4
Der CGMY-Prozess

1. hat vollstandig monotone Lévy-Dichte fir Y >—1,
2. ist ein Prozess von unendlicher Aktivitat fir Y >0 und

3. ist ein Prozess von unendlicher Variation fir Y >1.

Beweis: (vgl. [CGMY02]). Fiir die erste Eigenschaft wird beobachtet, dass fiir Y <—1 der
Wert von 1 + Y negativ ist und die Lévy-Dichte z~(*Y) exp (—gz) fiir 8 = G, M in der
N#he von 0 ansteigt und dann fiir den Fall, dass x gegen unendlich steigt, gegen 0 fallt.
Daher ist die Dichte nicht vollstindig monoton. Fiir den Fall (1 +Y) > 0 konnen wir
schreiben . - v

—TFy OXP (—fx) = //3 %6_‘“ da, (3.13)
wobei sich eine vollstindige Monotonie mit einer Gewichtsfunktion 1,~5(a—8)Y /T'(1+Y)
ergibt.
Fiir Eigenschaft 2 wird beobachtet, dass fiir negative Werte von Y das Integral der Lévy-
Dichte in der Ndhe von 0 endlich ist und daher ein Prozess mit endlicher Aktivitét vorliegt.
Wenn Y den Wert 0 {ibersteigt, wird der Wert des Integrals unendlich und es ergibt sich
ein Prozess mit unendlicher Aktivitét.
Eigenschaft 3 ergibt sich aus dem Wert des Integrals iiber |z|vogary (z). Fiir Y <1 ist der
Wert des Integrals endlich und unendlich fiir Y >1. O

3.3 Kursmodellierung mit Lévy-Prozessen

In Abschnitt 3.2 wurden verschiedene Beispiele von Lévy-Prozessen angegeben. Die Aufga-
be, die sich nun stellt, ist es, Lévy-Prozesse auszuwihlen, um eine geeignete Modellierung
von Aktienkursen zu gewihrleisten. Das bekannteste Modell ist das der Brownschen Bewe-
gung und wurde schon in den 70er Jahren von Black, Scholes und Merton als Grundlage
zur Kursmodellierung genutzt. Durch Beobachtungen am Aktienmarkt stellt sich heraus,
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dass die Brownsche Bewegung die Bewegungen der Aktienkurse nicht geniigend gut wider-
spiegelt. Um die Modellierung zu verbessern, wird versucht, Sprung-Diffusions-Prozesse zu
verwenden, die die Marktdaten besser approximieren. Um die beiden Modelle vergleichen
zu kénnen, werden sie in diesem Abschnitt vorgestellt. Dazu nehmen wir im Besonderen

Bezug auf [KE99|, [Con01], [Sch05]| und [AP05].

3.3.1 Geometrische Brownsche Bewegung

Definition 3.3.1 [GEOMETRISCHE BROWNSCHE BEWEGUNG]
Sei X (t) die Brownsche Bewegung mit Driftparameter >0 und Varianzparameter o2. Der
stochastische Prozess, der durch

Y(t) =eX® >0

definiert ist, wird als Geometrische Brownsche Bewegung bezeichnet. Offensichtlich sind
die Werte von Y (t) nicht negativ. Der Erwartungswert und die Varianz von Y (t) ergeben
sich als

ot
E(Y(#)Y(0) = yo) = yoexp <ut + 7) (3.14)
var(Y (£)[Y (0) = yo) = yg exp (2ut + °t) [exp(o°t) — 1]. (3.15)

Man sagt, dass Y (t) lognormalverteilt ist mit Erwartungswert und Varianz gegeben durch
(8.14) und (3.15). Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von Y (t) ist gegeben durch

1 (Iny — Mt)2>
= ———exp | ———"—1],y>0.
9(y) oy P < ¥oT Y

Weiter gilt, dass fir jedes t1 <ts <...<t, die aufeinanderfolgenden Raten Y (t2)/Y (t1),
., Y(tn)/Y (tn—1) unabhdngige Zufallsvariablen sind, d.h. die prozentualen Veranderun-
gen sich nicht iiberschneidender Intervalle sind unabhdngig.

Das Modell der Geometrischen Brownschen Bewegung und die Lognormalverteilung bil-
den die Basis fiir das Black-Scholes-Modell fiir Aktienpreisdynamik in stetiger Zeit. Die
Anderung eines Aktienpreises S = {Sy,t > 0} wird wie folgt modelliert. Es werden die
Anderungen von S in einem kleinen Zeitintervall von der heutigen Zeit ¢ bis zu einem Zeit-
punkt ¢ + At in der Zukunft betrachtet. Bezeichnet AS=S;, a; — Sy die Anderung, so ist
der Ertrag in diesem Intervall gegeben durch AS;/S;. Es ist wirtschaftlich begriindet, dass
dieser Ertrag in zwei Komponenten aufgeteilt wird, den systematischen und den zufélligen
Teil. Zuerst wird der systematische Teil betrachtet. Es wird angenommen, dass der erwar-
tete Ertrag der Aktie iiber einen Zeitabschnitt proportional zur Linge des Zeitabschnitts
ist. Dies bedeutet, dass in einem kurzen Intervall der Zeit [Sy, Sy1a¢] der Lénge At der
erwartete Anstieg der Aktie gegeben ist durch pS;At, wobei v der Parameter ist, der den
erwarteten Ertrag der Aktie bezeichnet. Der deterministische Teil der Aktie ist demnach
modelliert durch pAt.

Ein Aktienpreis schwankt stochastisch und eine sinnvolle Annahme ist es, dass die Varianz
des Ertrages in einem Intervall [St, Siya¢] proportional zur Linge des Intervalls ist. Daher
wird der zuféllige Teil des Ertrages modelliert durch o AW, wobei AW; eine Normalver-
teilung mit Varianz At ist, die die Aktienpreisdynamik beschreibt. Der Parameter o > 0
beschreibt die Groke der Schwankungen des Aktienpreises. Im Ganzen ist die Varianz des
Ertrages gleich 02At. Das o bestimmt also wie volatil ein Aktienpreis ist und wird auch
als Volatilitit bezeichnet. Zusammen ergeben diese beiden Eigenschaften

AS; = St(MAt + O'AWt), S > 0. (316)
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Kapitel 3 Lévy-Prozesse

Fiir den Grenzwert im Fall At — 0 folgt die stochastische Differentialgleichung

d?st = Sy(udt + odWy), So>0. (3.17)
t

Die obige stochastische Differentialgleichung hat die eindeutige Lésung
L,
Sy = Soexp((u — 39 )t + oWy). (3.18)

Es gilt, dass
1
log Sy —log Sp = (1 — 502)25 + oWy (3.19)

1
eine N(t(p — 502), o?t)-Verteilung ist. Also ist S; selbst lognormalverteilt.

In Abbildung 3.2 sind drei Simulationen einer Geometrischen Brownschen Bewegung zu
unterschiedlichen Erwartungswerten und Varianzen dargestellt.
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Abbildung 3.2: Realisierungen einer Geometrischen Brownschen Bewegung mit Erwar-

tungswert p und Varianz o2.

3.3.2 Nachteile der Brownschen Bewegung

Bei der Betrachtung des Black-Scholes-Modells wird festgestellt, dass dieses Modell von
einigen Annahmen abhéngig ist, die in der Realitéit nicht wiederzufinden sind. Empirische
Untersuchungen von Marktdaten ergaben, dass das klassische Black-Scholes-Modell die
statistischen Eigenschaften finanzieller Zeitreihen nicht sehr gut beschreibt. In [Con01] ist
eine Liste von Eigenschaften von Finanzdaten gegeben, die nicht durch das Black-Scholes-
Modell und die diesem Modell zugrunde liegende Brownsche Bewegung wiedergegeben
werden. Hier werden im Folgenden zwei Eigenschaften betrachtet:

e Der Logarithmus der Zuwéchse entspricht nicht einer Normalverteilung. Das bedeu-
tet, die Brownsche Bewegung ist keine gute Approximation der Kursbewegungen.

e Der zugrunde liegende Kursverlauf ist nicht stetig.
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3.3 Kursmodellierung mit Lévy-Prozessen

Unterschied der Marktdaten zur Normalverteilung

Es werden in diesem Abschnitt die Eigenschaften beschrieben, fiir die die Verteilung der
,Logreturns®* nicht mit denen der Normalverteilung iibereinstimmen.

Schiefe und Kurtosis

Fiir eine Zufallsvariable X bezeichnen wir mit
px = p = E[X]
den Erwartungswert und die Varianz mit
var[X] = E[(X — ux)?]>0.

Die Wurzel der Varianz \/var[X] wird als Standardabweichung oder Volatilitit bezeichnet.
Dass die Standardabweichung einer Zufallsvariable der Normalverteilung mit Erwartungs-
wert p und Varianz o2 (kurz: N(u,o0?)) folgt, bedeutet, dass o >0 ist.

In Tabelle 3.2, entnommen aus [Sch05], ist ein Uberblick iiber den Erwartungswert, die
Standardabweichung, die Schiefe und Kurtosis bedeutender Indizes gegeben. Der erste Da-
tensatz beinhaltet alle téglichen Logreturns des S&P 500-Index iiber die Periode 1970 —
2001. Der zweite Datensatz enthélt dieselben Daten, ausgenommen den ungewdhnlichen
Logreturn vom Crash am 19. Oktober 1987.

Index Erwartungswert | Varianz | Schiefe | Kurtosis
S&P 500 (1970 — 2001) 0.0003 | 0.0099 | —1.6663 43.36
*S&P 500 (1970 — 2001) 0.0003 | 0.0095 | —0.1099 7.17
S&P 500 (1997 — 1999) 0.0009 | 0.0119 | —0.4409 6.94
Nasdaq- Composite (1997 — 1999) 0.0015 | 0.0154 | —0.5439 5.78
DAX (1997 — 1999) 0.0012 | 0.0157 | —0.4314 4.65
SMI (1997 — 1999) 0.0009 | 0.0141 | —0.3584 5.35
CAC-40 (1997 — 1999) 0.0013 | 0.0143 | —0.2116 4.63

Tabelle 3.2: Uberblick iiber Erwartungswert, Varianz, Schiefe und Kurtosis verschiedener
Indizes.

Schiefe

Die Schiefe misst den Grad der Asymmetrie einer Verteilung. Sie ist definiert als das dritte
Moment iiber die Erwartung, dividiert durch die dritte Potenz der Standardabweichung

B[(X — pux)?]
var[X]3/2

Fiir eine symmetrische Verteilung (wie N (u,0)) ist der Wert der Schiefe gleich 0. Falls eine
Verteilung links einen ldngeren Ausldufer hat als rechts, hat sie eine negative Schiefe. Im
entgegengesetzten Fall eine positive. Werden die téglichen Logreturns der verschiedenen
Indizes beobachtet, ist typischerweise eine negative Schiefe zu erkennen.

3Seien Sy, S, ..., S, die Werte eines Kurses zu verschiedenen Zeitpunkten ti,t2,...,t, dann ist der
Logreturn definiert durch log(St, ) — log(St,_,) = log(1 + Y).
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Kurtosis

Die Kurtosis ist ein Maf fiir das Gewicht der Verteilung an den Enden des Wertebereichs.
Untersuchungen von Marktdaten ergeben, dass grofe Bewegungen in Aktienpreisen hau-
figer auftreten als in einem Modell mit Normalverteilung. Eine Moglichkeit das Verhalten
der Verteilung an den Enden zu messen, ist es, die Kurtosis, die durch

E[(X — px)]
var[X]?

definiert ist, zu betrachten. Fiir die Normalverteilung ist diese gleich 3. Wenn die Verteilung
eine flache Spitze hat, ist sie kleiner als 3. Falls die Verteilung eine hohe Spitze hat, ist die
Kurtosis grofer als 3.

In der oben abgebildeten Tabelle ist die Kurtosis der tédglichen Logreturns {iber denselben
Zeitraum fiir den selben Satz von Indizes berechnet. Fiir diese Daten ist die Kurtosis immer
grofer als 3. Dies weist darauf hin, dass die Schenkel der Normalverteilung zu steil abfallen,
im Gegensatz zu den empirisch herausgefundenen Daten. Auferdem hat die empirische
Verteilung eine wesentlich héhere Spitze als die Normalverteilung. Die Tatsache, dass die
Verteilung der Logreturns eine héhere Spitze hat als die Normalverteilung, wurde bereits
1965 von Fama bemerkt.

Es wird also festgestellt, dass die Normalverteilung nicht optimal die empirischen Daten
widerspiegelt. Jedoch ist auch die Annahme des stetigen Kursverlaufs nicht konsistent mit
den Beobachtungen der Mirkte.

Der Kursverlauf

Eine Annahme des Black-Scholes Modells ist der stetige Kursverlauf. Es ist jedoch allgemein
bekannt, dass Marktbewegungen nicht stetig sind. Von Zeit zu Zeit treten Spriinge, in den
meisten Féllen nach unten, auf. Diese plotzlichen und unerwarteten Bewegungen kénnen
nicht durch eine Normalverteilung dargestellt werden.

Da die Brownsche Bewegung die Marktbewegungen nicht gut genug widerspiegelt, wird
nach neuen Modellen gesucht, die den Markt besser approximieren. Solche Modelle kon-
nen entweder vollig neue Modelle sein oder solche, die auf dem Modell der Brownschen
Bewegung aufbauen. Ein Beispiel fiir solche Modelle sind Sprung-Diffusions-Modelle, die
im néchsten Abschnitt betrachtet werden.

3.3.3 Sprung-Diffusions-Modelle

In Abschnitt 3.3.2 wurde auf die Nachteile des Black-Scholes-Modells hingewiesen. Die Nor-
malverteilung, die der Brownschen Bewegung zugrunde liegt, ndhert die Marktbewegungen
nicht ausreichend genau an. Auferdem ist der stetige Kursverlauf nicht konsistent mit der
Realitit.

Da die Marktdaten und -bewegungen plétzliche, unerwartete Spriinge aufweisen, wird ver-
sucht, diese Bewegungen mit in die Modelle einzubeziehen. Ein Modell, in dem diese Idee
umgesetzt wird, ist das Sprung-Diffusions-Modell. Wie der Name bereits erkennen l&sst,
setzt sich ein Sprung-Diffusions-Modell zusammen aus einem Sprung- und einem Diffusi-
onsteil

950) _ it + odW(t) + (n - D). (3.20)
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Hierbei bezeichnet p den erwarteten Ertrag der Aktie, o die Volatilitit, (n — 1) eine Im-
pulsfunktion, die einen Sprung von S nach Sn bewirkt, W(t) einen Wiener Prozess und
q(t) einen Zahlprozess, in der Regel einen Poisson-Prozess. Die Spriinge bestehen also aus
einer Haufigkeitsverteilung, die durch einen Z#hlprozess, und einer Intensitétsverteilung,
die durch eine Verteilungsfunktion modelliert wird.

Die Losung dieser Differentialgleichung ist

02
S(t) = S(0)elrremZ XM, (3.21)

wobei der Korrekturparameter ¢ so gewéhlt wird, dass der erwartete Ertrag der Aktie der

02
risikoneutrale Zinssatz r ist. Dies bedeutet, dass e(¢tz )t =E*(eX®), wobei E* das dqui-
valente Martingalmafs bezeichnet. Die Tatsache, dass der diskontierte Preis ein Martingal
ist, ist dquivalent mit

/y|>1 e’v(dy) < oo (3.22)

und
- /Ra — eV 4yl c)v(dy). (3.23)

Im Gegensatz zur Brownschen Bewegung enthélt ein Sprung-Diffusions-Prozess mehr als
eine Unsicherheitsquelle. Dies bedeutet, dass aufgrund des nicht stetigen Prozesses der
Markt nicht vollsténdig ist und sich somit kein eindeutiges dquivalentes Martingalmafs be-
stimmen l&sst.

Die Verbesserung der Modellierung die durch einen Sprung-Diffusions Prozess im Gegen-
satz zur Brownschen Bewegung erhalten wird, ist, dass dieses Modell die beobachteten
Marktdaten besser widerspiegelt. Mit Hilfe von Sprung-Diffusions-Prozessen, denen die im
Abschnitt 3.2 vorgestellten Lévy-Prozesse zugrunde liegen, sollen zum einen die Schiefe und
Kurtosis der Marktbewegungen besser dargestellt werden. Zum anderen wird die Annah-
me des stetigen Prozesses, der in der Brownschen Bewegung verwirklicht wird, aufgehoben.
Sprung-Diffusions-Modelle konnen alltdglich auftretende kleine Bewegungen widerspiegeln.
Dies geschieht mit Hilfe der, auch in diesem Modell enthaltenen, Brownschen Bewegung.
Zusétzlich ist es durch den hinzugefiigten Sprungterm (1 — 1)g(¢) auch méglich, unerwar-
tete, grossere Spriinge zu modellieren.

In den Tabellen 3.3-3.6 sind vergleichend die Momente der verschiedenen vorgestellten
Lévy-Prozesse dargestellt. Es ist zu erkennen, dass durch die Anderungen der Parameter
in den Verteilungsfunktionen verschiedene Eigenschaften der Momente (z.B. grofe oder
kleine Kurtosis) modelliert werden kénnen. In Abbildung 3.3 sind zwei Beispiele eines
Sprung-Diffusions-Prozesses dargestellt.

Verteilungsfunktion Erwartungswert

N(p,07) 1
Poisson () A
Gamma(a, b) a/b
VG(o,v,0) 0
VG(C,G, M) C(G—-M)/(MG)
CGMY(C,G,M,Y) | C(MY ! —GY-H)Ir(1-Y)

Tabelle 3.3: Uberblick iiber die Erwartungswerte der verschiedenen Verteilungsfunktionen.
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Verteilungsfunktion Varianz

N(p, 0?) o?
Poisson () A
Gammal(a, b) a/b?
VG(o,v,0) o + v6?
VG(C,G, M) C(G*+ M?)/(MG)?
CGMY(C,G,M,Y) | C(MY 2+ GY2)r(2-Y)

Tabelle 3.4: Uberblick iiber die Varianz der verschiedenen Verteilungsfunktionen.

Verteilungsfunktion Asymmetrie (Skewness)

N(u, 0%) 0
Poisson () 1/vVA
Gamma(a, b) 2a-1/2
VG(o,v,0) Ov (302 + 2062) /(0% + v62)3/2
VG(C,G, M) 20~ 1/2(G3 — M3) /(G2 4 M?)3/?

CMY3-GY=r3-Y)
COMY(C,GM.Y) | oo e vy

Tabelle 3.5: Uberblick iiber die Schiefe der verschiedenen Verteilungsfunktionen.

Verteilungsfunktion Kurtosis

N(p,0?) 3
Poisson(\) 3+ A1
Gamma(a, b) 3(1+42a71)
VG(o,v,0) 3(1 4+ 2v — vot(0? +v6?)72)
VG(C,G, M) 3(1 4+ 20~ 1(G* + M) /(M? + G?)?)

CIMYA+GY T4 -Y)

CGMY(C,G,M,Y) | 3+ (CO 21 GV Ir(2 V)2

Tabelle 3.6: Uberblick iiber die Kurtosis der verschiedenen Verteilungsfunktionen.
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Abbildung 3.3: Realisierung zweier Sprung-Diffusion-Prozesse.
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Kapitel 4
Bewertung Europaischer Optionen

Der faire Preis einer Option kann als abdiskontierter Erwartungswert der Auszahlungs-
funktion angesehen werden. Um einen Erwartungswert berechnen zu konnen, muss der
dem Basiswert zugrunde liegende stochastische Prozess betrachtet werden. Mit Kenntnis
der Zinsrate kann der faire Preis einer Option berechnet werden. Das erste Modell zur
Bewertung Européischer Optionen stammt von Fischer Black und Myron Scholes [BS73]
bzw. Robert Merton [Mer73]. Berithmt wurde dieses Modell vor allem, da es ermdglicht,
den fairen Preis einer Option zu bestimmen und die Losung des Modells eine geschlossene
Form besitzt. Wie jedoch in Kapitel 3 beschrieben, hilt dieses Modell den empirischen
Uberpriifungen nicht stand. Aus diesem Grund soll mittels Sprung-Diffusions-Prozessen,
die die Marktdaten besser approximieren, der Preis einer Option bestimmt werden. Fiir
diese Modelle existiert jedoch nur unter einschréinkenden Annahmen eine geschlossene Lo-
sung. Werden diese Annahmen nicht erfiillt miissen zur Berechnung des Optionspreises
numerische Verfahren verwendet werden.

In diesem Kapitel wird zuerst das Black-Scholes-Modell mit den zugrunde liegenden An-
nahmen, die resultierende partielle Differentialgleichung und ihre Lésung vorgestellt. Ver-
gleichend dazu wird das Merton-Modell als Beispiel eines Sprung-Diffusions-Prozesses be-
trachtet. Auch fiir dieses Modell werden die Annahmen und die entstehende Differential-
gleichung, die in diesem Fall eine Integro-Differential-Gleichung sein wird, aufgefiihrt. Im
Anschluss werden die geschlossenen Losungen fiir zusétzliche Annahmen untersucht. Des
Weiteren werden dann das Monte-Carlo-Verfahren und die Diskretisierung und Losung der
Integro-Differential-Gleichung beschrieben.

4.1 Das Black-Scholes Modell

In den frithen 70er Jahren machten Fischer Black und Myron Scholes [BS73] zeitgleich mit
Robert Merton [Mer73| einen grofen Durchbruch mit der Herleitung einer Differentialglei-
chung, die einen fairen Preis fiir jedes Derivat, dem eine nicht dividendenzahlenden Aktie
zugrunde liegt, bestimmt. Sie benutzten diese Gleichung, um den Preis fiir Européische
Call- und Put-Optionen zu berechnen. Die Darstellung und Beschreibungen dieses Modells
sind [Hul01], [KE99] und [Sey00] entnommen.

4.1.1 Die Annahmen
Die folgenden Annahmen liegen dem Black-Scholes-Modell zugrunde:

e Der Aktienkurs S folgt einem stetigen stochastischen Prozess und wird beschrieben

durch die stochastische Differentialgleichung
ds(t)
—— = ud(t dW (t). 4.1
Sy = H(®) + oaw (1) (41)

Hierbei bezeichnet p die Driftrate, o die Volatilitdt und W (¢) einen Wiener Prozess.
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Der risikolose Zinssatz r ist bekannt und konstant.

Kontinuierliches Handeln ist moglich, d.h. zu jeder Zeit t€[0,T].

Es gibt keine Transaktionskosten oder Steuern.

Die Wertpapiere sind beliebig teilbar.

Es gibt keine Arbitragemdoglichkeiten.

Es gibt keine Dividendenzahlungen.

4.1.2 Die Black-Scholes-Gleichung

Black und Scholes zeigen in ihrer Arbeit [BS73|, dass unter der Annahme einer konstan-
ten Zins- und Volatilitdtsentwicklung die Option durch ein geeignetes Portfolio bestehend
aus dem Basiswert S und einer Anlage oder einem Kredit mit dem Zinssatz r dynamisch
dupliziert werden kann. Der faire Preis der Option bestimmt sich daher als diskontierter
Erwartungswert der Auszahlungen zum Zeitpuntk 7'. Neben der Verwendung partieller Dif-
ferentialgleichungen als hauptséichliches technisches Hilfsmittel ist die Konstruktion eines
risikolosen Portfolios aus Bond, Aktie und Option die mafigebliche konzeptionelle Idee von
Black und Scholes.

Ausgehend vom Modell der Brownschen Bewegung ldsst sich, mit Hilfe des It6-Lemmas

Lemma 4.1.1

. o . . . 2
x folge einem It6-Prozess und g(x,t) sei eine Funktion mit stetigen g—g, CZC—Q, %. Dann folgt
auch y=g(z,t) einem It6-Prozess mit dem gleichen Wiener Prozess W :

d d 1 d? d
dy = <_9a+ Y5 ——‘Zb2> dt + 2 bdW
T T dx

, zur Berechnung des Wertes einer Européischen Option die Black-Scholes-Gleichung her-
leiten. In dieser ist das Risiko, das durch die Stochastik und die Drift p im Basiswert S
steckt, eliminiert. Insofern ist der einzige Parameter, der die Stochastik reflektiert und von
dem der Wert V' der Option abhéngt, die Volatilitit o.

Auf diese Weise wird gezeigt, dass der Optionspreis fiir S >0 und 0 < ¢t < T die Black-
Scholes-Gleichung

1
Vi + 50252‘/55 +rSVsg—rV =0 (4.2)

erfiillen muss. Einen ausfiihrlichen Beweis zur Herleitung der Gleichung findet man z.B. in
[Sey00, Anhang A3|.

4.1.3 Die Black-Scholes-Formel

Die Black-Scholes-Gleichung (4.2) besitzt eine analytische Losung. Der Wert einer Euro-
péischen Call-Option Vi (S(0),t) ergibt sich aus

Ve (S(0),1) = S(0)N(dy) — Ke " TN (dy). (4.3)
Hierbei sind d; und do gegeben durch

~ In(S(0)/K) + (r + Lo2)(T —t)
= STt (4.4)
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und
In(S(0)/K) + (r — 36*)(T — t)
dy = 2 =dy —oVT —t. 4.5
Der Wert des heutigen Kurses wird durch S(0) bezeichnet und N(z) steht fiir die kumula-
tive Normalverteilung mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1

N(z) = \/%/gj % dy. (4.6)

Der Wert einer Européischen Putoption ist

Vp(5(0),t) = Ke " TN (—dy) — S(0)N(—d1). (4.7)

Bemerkung 4.1.2

Da sich der Wert einer Europdischen Put-Option Vp(S(0),t) mittels der Put-Call-Paritit
(2.2) berechnen lasst, wird im Folgenden nur die Bewertung FEuropdischer Call-Optionen
betrachtet.

4.2 Das Merton-Modell

Die Arbeit von Black und Scholes fithrte zu einem grofen Durchbruch in der Optionspreis-
theorie. Fiir die Giiltigkeit der Formel werden die in Abschnitt 4.1.1 benannten Annahmen
fiir ideale Marktbedingungen vorausgesetzt. Eine kritische Annahme dieses Modells ist die
Annahme des kontinuierlichen Handelns und die Annahme des kontinuierlichen stochasti-
schen Prozesses. Merton hat in [Mer76] ein Modell entwickelt, in dem die Aktienkursdyna-
mik durch einen Sprung-Diffusions-Prozess modelliert wird. Die Grundlagen des Modells
und die Herleitung der partiellen Integro-Differential-Gleichung, die im Folgenden darge-
stellt werden, sind [Mer76] entnommen.

4.2.1 Die Annahmen

e Der Kurs § folgt einem stochastischen Prozess, der durch
dS(t
Ti)) = (o — Ak)dt + adW (t) + dq(t) (4.8)

beschrieben wird. Hierbei ist o der erwartete Aktienertrag und o2 die Varianz. Der
Standard Wiener Prozess W (t) ist unabhéngig vom Poisson-Prozess ¢(t). Die Wahr-
scheinlichkeiten dieses Prozesses lassen sich beschreiben als

P(Das Ereignis tritt nicht im Intervall [¢,¢ 4 h] auf) =1 — Ah

P(Das Ereignis tritt im Intervall [¢, ¢ + h] auf) = Ah.

(4.9)

Dabei ist A die durchschnittliche Anzahl der Ereignisse pro Zeiteinheit und s =
E[Y —1]=E[Y] — 1, wobei (Y — 1) die prozentuale Verdnderung des Preises ist, falls

das Poisson-FEreignis eintritt. Der Erwartungswertoperator iiber die Zufallsvariable
Y wird mit E[-] bezeichnet.

Der risikolose Zinssatz r ist bekannt und konstant.

Es gibt keine Transaktionskosten oder Steuern.

Es gibt keine Arbitragemdoglichkeiten.

Es gibt keine Dividendenzahlungen.
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4.2.2 Herleitung der partiellen Integro-Differential-Gleichung nach dem
Merton-Modell

Der Aktienpreis und Optionspreisdynamik

Die totale Verdnderung des Aktienpreises soll sich aus zwei Arten von Verdnderungen zu-
sammensetzen. Zum einen aus den normalen, erwarteten Anderungen und zum anderen
aus den plotzlichen, unerwarteten Anderungen. Die normalen Preisschwingungen kénnen
beispielsweise ein zeitweiliges Ungleichgewicht zwischen Angebot und Nachfrage, Veran-
derungen in den Konjunkturaussichten oder andere neue Informationen sein, die geringe
Verdnderungen im Aktienwert verursachen. Diese Informationskomponente fiir den Aktien-
kurs wird modelliert durch eine geometrische Brownsche Bewegung mit konstanter Varianz
und hat einen kontinuierlichen Verlauf.

Die ,unnormalen“, unerwarteten Schwingungen im Aktienpreis spiegeln wichtige neue In-
formationen iiber die Aktien wider. Diese Informationen haben mehr als eine geringe Aus-
wirkung auf den Optionspreis. Normalerweise sind solche Informationen spezifisch fiir die
Firma oder mdglicherweise eine Industrie. Es ist sinnvoll anzunehmen, dass es ,,aktive* Zei-
ten gibt, in denen solche Informationen auftreten und ,ruhige* Zeiten, in denen sie nicht
auftreten. Obwohl diese Zeiten zufillig sind, treten naturgeméfs wichtige, unerwartete In-
formationen nur an diskreten Zeitpunkten auf. Aus diesem Grund wird diese Komponente
durch einen Sprung-Prozess, in der Regel durch einen Poisson-Prozess, modelliert. Fiir den
Fall, dass ein Poisson-Ereignis eintritt, miissen die Auswirkungen des Ereignisses auf die
Aktie bestimmt werden. Sei S(¢) der Aktienpreis zur Zeit ¢t und Y die Zufallsvariablenbe-
schreibung fiir die Grofe der Auswirkungen auf den Preis, dann ist der Aktienpreis S(t+h),
den kontinuierlichen Teil vernachléssigend, zur Zeit t + h gegeben durch die Zufallsvariable
S(t+ h)=5(t)Y, vorausgesetzt, dass ein solches Ereignis zwischen ¢t und t + h auftritt.
Es wird angenommen, dass Y ein Wahrscheinlichkeitsmaft mit kompakten Tréger ist und
Y >0 gilt. Auferdem sind die Zufallsvariablen {Y'} unabhéngig und identisch verteilt.

In (4.8) beschreibt odW (t) den Teil der normalen Preisdnderungen, wiahrend dg(t) den Teil
der unerwarteten Preisverdnderungen widerspiegelt. Falls A=0 (und somit auch dg=0),
ist die Anderung des Aktienkurses identisch zu der im Modell von Black und Scholes. Die
Gleichung (4.8) kann somit umgeschrieben werden in

ds(t) (v — A)dt + odW (t), falls das Poisson-Ereignis nicht eintritt
(v — Ak)dt + odW (t) + (Y — 1), falls das Poisson-Ereignis eintritt,
(4.10)

wobei, mit Wahrscheinlichkeit 1, nicht mehr als ein Poisson-Ereignis an einem Zeitpunkt
auftritt. Falls ein Ereignis eintritt, dann ist (Y —1) eine Impulsfunktion, die einen endlichen
Sprung von S nach SY bewirkt. Der resultierende Pfad fiir den Kurs S(t) ist iiberwiegend
kontinuierlich mit endlich vielen Spriingen verschiedener Vorzeichen und Amplituden an
diskreten Zeitpunkten. Falls o, A\,x und ¢ konstant sind, dann kann das Verhiltnis des
Aktienpreises zur Zeit ¢ und zum Zeitpunkt 0 geschrieben werden als

5 = exp((a — 0%/2 — Ar)t + cW (1)) Yy,

5(0)
wobei W (t) eine Gaufsche Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz ¢ ist. Es gilt
Y, =1 fiir n =0 und ansonsten Y,, = H;L:()Yj fir n > 1, mit unabhéngigen und iden-
tisch verteilten Y;. Die Anzahl n der Spriinge ist poissonverteilt mit Parameter At. Analog
zur Bewegung des Aktienkurses 1dft sich auch die Optionspreisbewegung beschreiben. Es
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4.2 Das Merton-Modell

wird vorausgesetzt, dass der Optionspreis V' als eine zweifach differenzierbare Funktion des
Aktienkurses und der Zeit geschrieben werden kann. Wenn der Aktienpreis einer Dyna-
mik, beschrieben in (4.8), folgt, kann die Anderung der Option in einer #hnlichen Form
geschrieben werden, nédmlich als

dv(S,t)

Vs — (@v = M)t +ovdW(E) + dav (1), (4.11)

wobei ay der erwartete Ertrag der Option und 0‘2, die Varianz des Optionspreises ist.
Der unabhéngige Poisson-Prozess mit dem Parameter A wird mit ¢y (t) bezeichnet. Es
ist ky = E[Yy — 1] mit (Yyy — 1) als prozentuale Anderung des Optionspreises fiir den
Fall, dass das Poisson-Ereignis eintritt und E[-] ist der Erwartungswertoperator iiber die
Zufallsvariable Yy .

Mit Hilfe des It6-Lemmas fiir Sprung-Prozesse

1
dV = <Vg(a —AR)S + Vi + §V550’252> dt + Vgo SdW
+ (V(S + AS,t) = V(S,t)) (4.12)

erhélt man folgende wichtige Beziehungen

v :(%ﬁvss(s, B + (@ — M) SV (S, 1) + Vi(S, 1)
FAE[V(SY, 1) — V(S t)]) JV(S,1), (4.13)
oy =Vs(S,t)aS/V(S,t). (4.14)

Hierbei wird genutzt, dass V(S + AS)=V(SY) gilt. Die Indizes an V (S, t) bezeichnen die
partiellen Ableitungen.

Der Poisson-Prozess des Optionspreises gy (t) ist abhéngig vom Poisson-Prozess des Akti-
enpreises ¢(t). Das Poisson-Ereignis fiir den Optionspreis tritt genau dann auf, wenn das
Poisson-Ereignis fiir den Aktienkurs auftritt. Auerdem gilt, dass, falls das Poisson-Ereignis
fiir die Aktie eintritt und die Zufallsvariable den Wert Y =y hat, ebenfalls ein Poisson-
Ereignis fiir die Option eintritt und die Zufallsvariable Yy, den Wert V (Sy,t)/V (S,t) hat,
also Yy =V(SY,t)/V(S,t). Obwohl die beiden Prozesse abhéngig sind, sind sie nicht linear
abhéngig, denn V ist keine lineare Funktion in S. Wir betrachten eine Portfoliostrategie,
welche die Aktie, die Option und die risikolose Anlage mit Zins r in Anteilen w1, wo und
ws enthilt. Es gilt 2?21 w;=1. Wenn P der Wert des Portfolios ist, 1dft sich die Dynamik
des Portfolios schreiben als

d?P = (Ozp —)\I{p)dt—}—UPdW—}—qu, (4.15)
wobei ap der momentane erwartete Ertrag des Portfolios und 0123 die momentane Varianz
ist. Der Poisson-Prozess ¢p(t) mit dem Parameter A ist unabhéngig. Mit der prozentualen
Anderung des Optionspreises (Yp — 1) ist fiir den Fall, dass das Poisson-Ereignis eintritt
kp=E[Yp — 1] und E[-] ist der Erwartungswertoperator iiber die Zufallsvarible Yp.
Durch (4.8) und (4.11) erhélt man

ap =wi(a—71)+wa(ay — 1)+, (4.16)
op = w10 + waow, (4.17)
Yp—1=w (Y —1)+w(V(SY,t) — V(S,t))/V(S,1), (4.18)
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wobei ws ersetzt wurde durch w3z =1—w; —wsy. Im Black-Scholes Fall, in dem A =0 gilt
(und deshalb dg = dqw = dgp =0), kann der Portfolioertrag durch die Wahl w; = w} und
wy = w; risikolos gemacht werden, damit wjo + wiow = 0. Um Arbitragemoglichkeiten
auszuschliefen, muss der erwartete (und der realisierte) Ertrag des Portfolios mit den
Gewichten w] und wj gleich dem risikolosen Zins r sein. Mit (4.16) und (4.17) erhélt man
die Bedingung

(a=r)/o=(aw —71)/ow. (4.19)
Mit A=0 ergibt sich aus (4.13), (4.14) und (4.19) fiir den Optionspreis die partielle Diffe-

)

rentialgleichung von Black und Scholes
1
502521/55 +7rSVs —rV 4+V, =0 (4.20)

Fiir den Fall eines Sprung-Prozesses dgq ist der Ertrag des Portfolios mit Gewichten w} und
w3 nicht risikolos. Auferdem zeigt die Betrachtung von (4.18), dass es keine Wahl von Ge-
wichten wj; und wq gibt, die das Sprungrisiko eliminieren (d.h. Yp=1). Der Grund dafiir ist,
dass das Zusammenstellen eines Portfolios eine lineare Operation ist, der Optionspreis aber
keine lineare Funktion des Aktienpreises ist. Man kann jedoch die Ertragscharakteristiken
des Portfolios ausarbeiten, aus denen dann der ,,Black-Scholes-Hedge“! folgt. Bezeichne P*
den Wert dieses Portfolios, so ergibt sich aus Gleichung (4.15)
*

2 — (0 — At + da. (w.21)
Es sei bemerkt, dass der Ertrag des Portfolios nun ein purer Sprung-Prozess ist, da der
kontinuierliche Teil der Aktien- und Optionspreisbewegungen durch das Hedging eliminiert
wurde. So kann man (4.21) auch schreiben als

dP* _ {(a*P — Akp)dt, falls das Poisson-Ereignis nicht eintritt (4.22)

P (ap — A6p)dt + (Y — 1), falls das Poisson-Ereignis eintritt

In (4.22) ist zu erkennen, dass der Ertrag des Portfolios {iberwiegend vorauszusagen ist und
(ap—Ak}) einbringt. Durchschnittlich tritt alle 1/\ Zeiteinheiten ein unerwarteter Sprung
des Portfoliowertes auf. Aus (4.18) und (4.14) kann man weitere qualitative Eigenschaften
des Ertrags ableiten

Yi —1=wi[V(SY,t) — V(S,t) — Vs(S,t)(SY — S)]/V(S,1). (4.23)

Eine Optionspreisformel

Wie im vorangegangenen Teil gezeigt, gibt es keine Moglichkeit, ein risikoloses Portfolio
von Aktien und Optionen zu konstruieren und deshalb kann diese Grundidee von Black
und Scholes, die zur Herleitung der Black-Scholes-Gleichung verwendet wird, nicht ange-
wandt werden. Nach [Sam65] kann fiir den Fall, dass der erforderliche erwartete Ertrag der
Option als eine Funktion des Aktienkurses und des Ausiibungszeitpunkt bekannt ist, eine
Optionspreisformel hergeleitet werden. Sei b(.S, 7) der Ausgleich, der den erwarteten Ertrag
der Option widerspiegelt, wenn S der aktuelle Aktienkurs und 7=7T — t die verbleibende
Zeit bis zum Ausiibungszeitpunkt ist. Nach (4.13) muss dann V' (als Funktion abhéngig
von der Zeit bis zum Ausiibungszeitpunkt) der Gleichung

0= %UQSWSS + (o = AK)SVs — V, — b(S, 7)V + AE[V(SY, 1) — V (S, 7)] (4.24)

'"Der Black-Scholes-Hedge ist eine Strategie, ein Portfolio anzulegen um das Risiko zu eliminieren.
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mit den folgenden Randbedingungen geniigen. Fiir eine Call-Option gilt

V(S,0) = (0,5 — K)*, (4.25)

wobei K der Ausiibungspreis ist.

Eine zweite Ndherung an das Preisproblem folgt der originalen Herleitung von Black und
Scholes und deren Annahme, dass das ,Capital Asset Pricing Model“? eine giiltige Be-
schreibung fiir Ertrdge von Ausgleichssicherheiten ist. Im vorigen Abschnitt wurde die
Aktienpreisdynamik als ein Ergebnis von zwei Komponenten beschrieben: dem kontinuier-
lichen Teil und einer Sprungkomponente. Sind die Informationen des letzteren Teils nur
firmenspezifisch, so haben sie wenig Einfluss auf andere Aktien, also den Markt im Allge-
meinen. Sind solche Informationen Ursache fiir Spriinge, so représentiert der Ertrag des
Aktienkurses ein ,nichtsystematisches” Risiko, d.h. die Sprungkomponente ist nicht korre-
liert mit dem Markt.

Die Betrachtung der Ertragdynamik (4.21) zeigt, dass die einzige Quelle fiir Unsicherheiten
in der Sprungkomponente der Aktie liegt. Wenn das ,Capital Asset Pricing Model“ gilt,
dann muss der erwartete Ertrag gleich dem risikolosen Zinssatz sein, also ap = r. Aber
nach Gleichung (4.16) impliziert diese Bedingung, dass wj(a —r)+w5(a,, —7)=0 ist, oder
man ersetzt w] und w3 und erhalt

(a—=r)/o=(aw —71)/ow. (4.26)

Gleichung (4.26) zusammen mit (4.13) und (4.14) ergibt, dass V folgender Gleichung ge-
niigen muss

0= %U2SQV55 + (r — Ak)SVs — V; —rV + AE[V(SY,T) — V(S,7)]. (4.27)

Dabei gelten die Randbedingungen aus (4.25). Wihrend (4.27) formal der selbe Gleichungs-
typ wie (4.24) ist, sei bemerkt, dass (4.27) weder von « noch von b(S, 7) abhéngt. Stattdes-
sen kommt nur der Zinssatz r wie in der Standard Black-Scholes-Gleichung vor. Auferdem
reduziert sich (4.27) fiir den Fall A = 0 auf die Black-Scholes-Gleichung (4.20), d.h. es
gibt keine Spriinge. Es ist wichtig zu bemerken, dass, obwohl die Spriinge ein pures nicht
systematisches Risiko représentieren, die Sprungkomponente den Ausgleichs-Optionspreis
beeinfluftt, d.h. man kann ohne Beriicksichtigung der Sprungkomponente nicht den fairen
Preis berechnen. Mit der Definition des Erwartungswertoperators E[-]

E[Y] = /0 h Yg(Y)dY

lasst sich (4.27) schreiben als

1 o0
V., = 502521/55 + (r — Ak)SVs —rV + (A/ V(SY)g(Y)dY — >\V>
0
1 o0
— 50t HVas + (r = M)SV = (r+ WV A [ V(SYIgay.  (428)
0

/

PDE-Teil Integral-Teil

Hierbei bezeichnet g(Y') die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Spriinge. Sie besitzt die
Eigenschaften, dass VY, g(Y)>0 und [, g(Y)dY =1. Im weiteren Verlauf wird (4.28) als

’Eine genauere Beschreibung des ,,Capital Asset Pricing Model“ findet sich in [BS73].
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Darstellung der partiellen Integro-Differential-Gleichung (auch kurz als PIDE bezeichnet)
verwendet. Ebenfalls wird auf die Aufteilung der PIDE in einen Differential- und eine
Integral-Teil zuriickgegriffen.

Des Weiteren wird im Folgenden die stochastische Differentialgleichung (4.8) ersetzt durch

%(tt)) = pdt + odW (t) + dq(t). (4.29)

Dass diese SDE mit (4.8) iibereinstimmt, soll nun gezeigt werden. Der Beweis wird analog
zu |Gla04, S. 127| gefiihrt.

Beweis:

Die Drift u bezeichnet in Abwesenheit von Spriingen den risikofreien Zins r, wenn keine
Dividendenzahlungen existieren und das Modell die Dynamik unter einem risikoneutralem
Mak représentiert. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass r konstant sei. Dann ist der
Driftterm bestimmt duch die Bedingung, dass S(t)e™"* ein Martingal ist. Merton erwei-
tert dieses Prinzip auf sein Sprung-Diffusions-Modell unter der Annahme, dass Spriinge
spezifisch fiir eine Aktie sind und diversifiziert werden konnen. Dies geschieht durch die
Annahme, dass der Markt den Investor nicht fiir das Risiko der Spriinge entschédigt. Die
Annahme bestimmt den Driftparameter folgendermafsen:

Eine Standardeigenschaft des Poisson-Prozesses J(t) ist, dass J(¢) — At ein Martingal ist.
Eine Verallgemeinerung dieser Eigenschaft ist, dass

J(t)

> h(Y;) = AE[R(Y)]t (4.30)
=1

ein Martingal ist fiir unabhingige und identisch verteilte Y, Y7, Y5 und jede Funktion h fiir
die E[h(Y)] endlich ist. Dem entsprechend ist

q(t) — Akt (4.31)

ein Martingal, falls k=E[Y;] — 1. Die Wahl des Parameters u, der S(t)e~"" zu einem Mar-
tingal macht, muss folglich =7r—Ak sein und somit ist (4.29) eine alternative Beschreibung
der Kursdynamik (4.8). O

4.3 Geschlossene Losungen des Merton-Modells

Im Gegensatz zur Black-Scholes-Gleichung (4.2) ist es fiir die PIDE (4.28) nicht moglich,
eine allgemeingiiltige analytische Losungsformel analog zur Black-Scholes-Formel (4.3) her-
zuleiten. Die Spriinge représentieren ein nicht-systematisches Risiko und somit beeinflusst
die Sprungkomponente den Optionspreis. Aus diesem Grund kann nicht ohne Beriicksich-
tigung dieser Komponente der faire Optionspreis berechnet werden. Jedoch hat Merton
[Mer76| unter Spezifizierung der Verteilungsfunktion fiir die Sprungkomponente eine ana-
lytische Formel zur Optionspreisbewertung entwickelt. Ein Spezialfall, fiir den die Herlei-
tung einer analytischen Losung moglich ist, ist das Vorliegen einer Lognormalverteilung der
Spriinge. Eine andere Spezifizierung stellt die Annahme dar, dass im Falle eines Sprungs
der Wert des Basiswertes auf 0 fillt. Dies wird als Moglichkeit des plétzlichen Ruins be-
zeichnet. Diese beiden Fille der Verteilungsfunktionen werden in den néchsten Abschnitten
beschrieben und die dazugehorigen Losungsformeln angegeben.
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4.3.1 Plétzlicher Ruin

Der erste Fall einer geschlossene Losung liegt vor, wenn die Mdoglichkeit des plétzlichen
Ruins besteht. D.h., falls ein Poisson-Ereignis eintritt, fillt der Aktienkurs auf den Wert 0.
Dies bedeutet, dass Y =0 mit Wahrscheinlichkeit 1 auftritt. Die Anderung des Aktienkurses
(Y—1)=—1 spiegelt dann den vollstindigen Wertverlust der Aktie wider. Sei X, =[] Y
eine Zufallsvariable, die dieselbe Verteilung besitzt wie das Produkt von n unabhéngig und
identisch verteilten Zufallsvariablen, jede identisch verteilt zur Zufallsvariable Y, wobei
gilt, dass Xy = 1. So gilt fiir den Fall des plotzlichen Ruins, dass X,, =0 fiir n # 0 und
k=—1. In diesem Fall ergibt sich der Preis einer Call-Option Vi zum Zeitpunkt ¢ als

Vo(S,7) = e MBSo(SeM 1, K, 02, 1) (4.32)
= M <Se)‘TN(d1) — Ke*”N(dg))
= SN(dy) — Ke V7 N (dy)

mit
In(Se’ /K) + (r+ 20?7
dy =
o\
_ In(S/K)+ (r+ A+ 10?7
oVT
und
dy =dy — ov/T.
Somit wird (4.32) zu
Vo(S,7) = BSc(S, 1, K, 0,7 + \). (4.33)

Hierbei bezeichnet BSc (S, 7, K, 02,7+ \) die Black-Scholes-Formel fiir einen Call mit den
angegebenen Parametern und N(-) die Normalverteilung.

Die Formel (4.33) ist identisch mit der Standard Black-Scholes-Losung, allerdings mit gro-
ferer Zinsrate ' = r + A. Wie in [Mer73| gezeigt, ist der Optionspreis eine wachsende
Funktion der Zinsrate. Deshalb ist eine Option auf eine Aktie, die eine positive Wahr-
scheinlichkeit fiir einen vollstindigen Ruin hat, wertvoller als eine Option auf eine Aktie,
fiir die diese Moglichkeit nicht besteht. Fiir die Berechnung eines Optionspreises unter der
Moglichkeit des plotzlichen Ruins wird somit die Black-Scholes-Formel mit verédnderter
Zinsrate verwendet.

4.3.2 Lognormalverteilung

Im zweiten Spezialfall wird vorausgesetzt, dass die Zufallsvariable Y lognormalverteilt ist.
Nach dem Martingalansatz (siehe 4.4) kann der Preis einer Call-Option unter der Bedin-
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gung S'=.29p, folgendermafen geschrieben werden:

Vo(S,7)=¢e " Z P(n Spriinge)Eg[max(0, St — K)|n Spriinge] (4.34)
n=0

O [,—AT n

=Y %} Eo.x, [BSC(SXne’)"”,T, K, 02,r)]
n=0 " ’
© [ —N7(\/\n

= Z ﬁ [SN(dLn) — e_T”TKN(dQ,n)] (4.35)
=\ n!
© [ —N7(\/\n

=3 % BSc(S, 7, K, v, 1), (4.36)
n=0 L )

wobel

Eo x,, = Erwartungswertoperator beziiglich der Verteilung der X,, zum Zeitpunkt 0,
1
St = Sexp((r— 502)T +oWr)
der risikoneutrale Aktienkurs zum Endzeitpunkt T
N =1+ k),
k=E[Y —1] = e +30%) _ 1,
g In(S/E) + (ra + 5v7)7
1,n - ’Un\/’7_' 9
d2,n = dl,n - vn\/7_—,
n(log(l + k))

Tph =T— Ak + —————=
-
2
2 _ 2, Noy
Uy, =0 +—2,

gy = Erwartungswert der Sprungverteilung und

0% = Varianz der Sprungverteilung.

Es ergibt sich also auch fiir den Fall der lognormalverteilten Spriinge eine Anwendung der
Black-Scholes-Formel mit veréinderten Eingabeparametern. Zur Berechnung eines Options-
wertes wird eine unendliche Reihe aus Optionspreisen der Black-Scholes-Formel, die mit
einer Poisson-Verteilung gewichtet werden, bestimmt.

Bemerkung 4.3.1

Es ist zu beobachten dass der Zins ry, fiir steigende n immer kleiner und auch negativ wird.
Dies ergibt sich, da k als Erwartungswert der Sprungverteilungsfunktion in der Regel negativ
sein sollte, um die Bewegungen der Aktien an den Mdrkten realistisch widerzuspiegeln. Da
Kk negativ ist und in jedem Summanden mit n multipliziert wird, wird die Zinsrate stindig
kleiner und schlieflich negativ.

Es folgt, dass die Summe mit den meisten nicht verschwindenden Summanden eine solche
ist, die einen hohen Startkurs hat, demn dann ist der Aktienkurs, bei einem negativen Zins
am ldngsten ungleich 0.

Konvergenz der unendlichen Reihe fiir die Lognormalverteilung

In Kapitel 6 werden verschiedene Bewertungsverfahren hinsichtlich ihrer Flexibilitdt ge-
geniiber Eingabeparametern und Konvergenz untersucht. Dazu wird (4.36) hiufig als Re-
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ferenzlosung verwendet. Zum Beweis der Konvergenz der unendlichen Reihe wird (4.35)
verwendet.

Beweis:

Zunéchst soll gezeigt werden, dass

SN(dLn) — e_T”TKN(dgm) (4.37)

beschrankt ist. Die Normalverteilung féllt, wie in Abschnitt 3.3.2 gezeigt wurde, nach
beiden Seiten schnell ab. Somit folgt, dass die Werte der kumulativen Normalverteilung
durch ein um den Nullpunkt symmetrisches Gebiet beschréankt sind. Sei dieses Gebiet mit
[T'mins Tmaz] bezeichnet. Somit ist auch (4.37) beschrankt, da alle anderen Parameter fiir
die Berechnung konstant sind. Der Wertebereich von (4.37) sei [Crin, Craz]-

Als n#chstes soll gezeigt werden, dass das notwendige Kriterium lim, .., a, = 0 fiir die
Reihe )7 ay, erfiillt ist. Die Koeffizienten a,, sind gegeben durch

—_\/
e AT

Qp =

- [SN(d1,n) — e " "KN(dan)] -

Durch die Beschréankung von (4.37) ergibt sich

und somit lim,_,~ a, =0. Als hinreichendes Konvergenzkriterium soll das Quotientenkri-

terium

an+41
Qp

lim

n—oo

benutzt werden. Dies bedeutet

i |9 | — g [N @in1) — e TEN (doyngy) 0!
n—oo | Qy, n—00 [SN(dl,n) - B_T"TKN(dZn)] (’I’L + 1)'
Cm(lflf 1
< 1

T n—oo nwn714_1

4.4 Erwartungswertentwicklung fiir das Merton-Modell

Wie im vorangehenden Abschnitt 4.3 erwihnt, gibt es fiir die Gleichung (4.28) nur im
Fall des plotzlichen Ruins und der Lognormalverteilung eine analytische Losung. Eine al-
ternative Moglichkeit, einen Optionspreis zu néihern, ist die Erwartungswertentwicklung,
die auf dem Martingalansatz beruht. Der Martingalansatz ist eines der am héufigsten ver-
wendeten Prinzipien zur Optionspreisbestimmung. Er sagt aus, dass der faire Preis der
Option der diskontierte Erwartungswert der Auszahlungsfunktion unter der risikoneutra-
len Wahrscheinlichkeitsverteilung der zugrunde liegenden Skonomischen Faktoren ist. Es
gilt also

V(S,0) = e "TEV(S,T)],
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wobei E* der Erwartungswert unter dem dquivalenten Martingalmafk ist. Somit ergibt sich

der Preis fiir einen Call als
o

Vo(S,1)=¢e"" Z P(n Spriinge)Eg[max (0, S7 — K)|n Spriinge] (4.38)
n=0
=e 7 io [eﬁlﬂ} Eo [max(O, SrX,e M — K)]
= i [eATnﬂ} Eo x,, {e_TTEO(maX(O, SpX,e M — K))}
n=0 '
= i [B_Mnﬂ} Eo,x, {BSC(SXnefA’W,K, T, 02,7“)} . (4.39)
n=0 '

Es gilt X; :Hé.:l Y;. Bei der hier vorgestellten Erwartungswertentwicklung ergibt sich wie
in Abschnitt 4.3 eine Anwendung der Black-Scholes-Formel. Hier jedoch spiegelt sich der
Erwartungswert fiir den Wert der Option bei der Filligkeit nicht in Anderungen der Para-
meter o und 7, sondern in der Anderung des Kurses wider. Der Erwartungswert iiber den
Optionspreis der Black-Scholes-Formel wird als Black-Scholes-Preis fiir einen erwarteten
Kurs zum Félligkeitszeitpunkt 7' interpretiert.

Es wird festgestellt, dass ohne weitere Spezifikation der Verteilungsfunktion der Y; auch
fiir die Erwartungswertentwicklung keine Losung anzugeben ist.

Um in Kapitel 6 verschiedene Verfahren zur Optionspreisbestimmung vergleichen zu kon-
nen, sollen auch hier die Mdéglichkeiten der Lognormalverteilung und des plotzlichen Ruins
dargestellt werden.

Zur Berechnung von (4.39) wird der Erwartungswert des Preises der Black-Scholes-Formel
mit Hilfe des Monte-Carlo-Verfahrens approximiert, d.h. fiir ein hinreichend grofes M €N
gilt

M
1
Eo.x, | BSc(SX,e ™ K, r, a%)} = 3D BSc(SXie ™, K, 7,07 7). (4.40)

i=1
Pl6tzlicher Ruin

Fiir die Moglichkeit des plotzlichen Ruins vereinfacht sich die Berechnung von (4.39). Nach
Abschnitt 4.3.1 gilt, dass Xg=1, X; =0 fiir i=1,..., M und k=—1. Somit reduziert sich
(4.39) auf den ersten Summanden

e BSc(Se T K, T,0%,7). (4.41)

Lognormalverteilung

Sind die Zufallszahlen X; lognormalverteilt, so werden folgende Eigenschaften genutzt:
1. X; =[[’~, ~ LN(an,b’n).

2. Wenn Y; ~ LN(a,b?), ist logY; ~ N(a,b?).

Somit beschrinkt sich die Berechnung der lognormalverteilten Zufallszahlen auf die Be-
stimmung von normalverteilten Zufallszahlen. Diese werden mit Hilfe des Moro-Verfahrens
bestimmt [Mor95].

Nach der Bestimmung des Erwartungswertes wird dieser mit dem zugehorigen Wert der
Poisson-Verteilung gewichtet. Die Summe der gewichteten Black-Scholes-Preise ergibt den
Optionswert fiir die vorausgesetzte Verteilungsfunktion der Spriinge.
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4.4.1 Beweis der Ubereinstimmung der analytischen Lésungen und der
Erwartungswertentwicklung

Es soll gezeigt werden, dass sich aus dem allgemeineren Erwartungswertansatz fiir die Falle
des plotzlichen Ruins und der Lognormalverteilung die analytischen Losungen ergeben.
Pl6tzlicher Ruin

Fiir diesen Fall gilt, dass X,, = 0 fiir n # 0. Somit bleibt nur der erste Summand der
unendlichen Summe erhalten. Durch Einsetzen der Voraussetzung k= —1 ergibt sich dann

Ve(S,7) = e_)‘TBSC(SeAT,T, K, 02,7")
= BSc(S,7, K, 0%, 7+ \). (4.42)

Lognormalverteilung

Um zu zeigen, dass die Formel fiir die Lognormalverteilung und die Erwartungswertent-
wicklung fiir diesen Fall iibereinstimmen, wird Bezug auf den Beweis in [TB95] genommen.
Es soll gezeigt werden, dass

[e™ (A1) /nY|Eo x,, [BSc(SXne 7, 1, K, 0%, 1))

=[e=T(NT)" /n|[SN (dyp) — e K N (da.)] (4.43)
fiir alle n = 0,1,2,.... Um diese Gleichheit zeigen zu konnen, bendétigen wir folgendes
Lemma:

Lemma 4.4.1

Falls eine Zufallsvariable X normalverteilt ist mit den Parametern p und o und o und
(>0 reelle Konstanten sind, dann gelten die folgenden FEigenschaften

E[N(X)] = N(u/V1+0?) (4.44)

und

E[eXN((X —a)/B)] = e PN ((0” + p = @)/ /o> + B?). (4.45)
Beweis von (4.43): Da die Zufallsvariable X,, definiert ist als X,, = eZ, wobei Z normal-
verteilt ist, also Z ~ N(nuz,no%), gilt

Eo.x, [BSc(Se?e ™7 1 K, o2 r)]

=Eo{[SeZe M N(log(S/K) + Z — A&t + (1 + 02/2)7)] Jo/T}
—Eo{[Ke """ N(log(S/K) + Z — Ax7 + (r — 0%/2)7)]/o/T}. (4.46)

Wir werden diese beiden Terme (kiinftig als H; und Hs bezeichnet) nacheinander betrach-
ten. Mit Hilfe von (4.44) kann der zweite Term geschrieben werden als

Hy=Ke'™N (%) (4.47)
1402
mit
i = [log(S/K) + npy + (r — X\ — 0%/2)7] Jo/T
und

02 = no’%/o’T.
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Unter Beriicksichtigung von (4.45) kann man den ersten Term schreiben als

2
noy+nuy— o

Hy = Se T ematnai/2 (4.48)

no’ + 3
mit
a = \eT —log(S/K) — (r + 02/2)
und
B =0o\T.
Setzen wir schlieRlich die Ausdriicke (4.48) und (4.47) in (4.46) ein, so erhalten wir
Eo.x, [BSc(SeZe ™7 1 K, 02, r)]
=H) — Hy

_ Sef)\m-en,uJJrno?]/2
log(S/K) + (r — A& 4+ nuy /T 4+ no3 /T + 02 /2)7

Mno?, + 027

log(S/K) + (r — Ak +nuy /T — 0?/2)T

/ +2 2
0'7'—|—0'J

log(S/K) + (r — A& + (npy 4+ no?/2) /7 + (02 + no3 /1) /2)T

[0 2 2
noy+ o4t

log(S/K) + (r — Ak + (npy —|—no*3/2)/7’ — (02 +n0%/7’)/2)7’

[ +2 2
JT+JJ

2
— Sef)\m-en,uJJrno?]/QN <10g(S/K) + (T’n + Un/2)7'>
VT

.2
ke <log<S/K> + <f vn/2>7>
Un\/T
_ o ART gy tno} /2 [SN(dLn) — KeirnTN(dln)]

= ¢ (L4 R)" [SN(d1n) = Ke "N (d2,0)] -

-N

— Ke "™N

o Sef)\m-en,uJJrno?]/2

-N

_ Ke—T'T

- N

Dies zeigt die gewiinschte Beziehung (4.43). O

4.5 Monte-Carlo-Simulation fiir das Merton-Modell

Falls den Spriingen keine der in Abschnitt 4.3 vorgestellten Verteilungsfunktionen zugrun-
de liegt, gibt es keine geschlossene Losung. Da in der Erwartungswertentwicklung auch das
Monte-Carlo-Verfahren zur Berechnung benutzt wird, soll in diesem Abschnitt die vollstin-
dige Simulation zur Optionspreisbestimmung mit Hilfe des Monte-Carlo-Verfahren betrach-
tet werden. Der folgende Abschnitt nimmt Bezug auf [Gla04|. Wie bereits im Abschnitt
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4.2 iiber das Merton-Modell erwidhnt wurde, kann Mertons Sprung-Diffusions-Modell durch
folgende stochastische Differentialgleichung (4.29) spezifiziert werden:

ds(t)

—= = udt + odW (t) 4+ dq(t).

S@) CMdte (t) + dq(t)
Hierbei sind p und o Konstanten, W (t) ein eindimensionaler Standard Wiener Prozess und
q ein Prozess unabhingig von W mit stiickweise konstanten Pfaden. Im Besonderen ist ¢

gegeben durch
J(#)

at) =3 (v;— 1) (4.49)

J=1

mit Zufallsvariablen Y7, Y5, ..., Y, und einem Zahlprozess J(t). Dies bedeutet, dass es Zeit-
punkte
O<mm<m<...<T,

gibt und einen Zahlprozess
J(t) = sup{n : 7, < t},

der die Anzahl der Zeitpunkte im Intervall [0, ¢] z&hlt.
Das Symbol dg(t) in (4.29) bezeichnet den Sprung zur Zeit t. Die Grofe des Sprunges ist

gegeben durch
q; — 1 falls t = 7;
dq(t) = 9§/ ’
0 falls ¢ # 7.

Mit der bestehenden Moglichkeit von Spriingen ist die Bezeichnung S(t) moglicherweise
doppeldeutig. Fiir den Fall, dass S zur Zeit t springt, muss spezifiziert werden, ob S(t)
den Wert von S vor oder nach dem Sprung bezeichnet. Es wird analog zur gewohnlichen
Konvention angenommen, dass der Prozess rechtsstetig ist, so dass

S(t) = lqirlrg S(u)

die Auswirkung eines beliebigen Sprunges zur Zeit t einschlieft. Um den Wert kurz vor
einem moglichen Sprung zu spezifizieren schreiben wir S(¢_), welches den Grenzwert

S(to) = liITItl S(u)

von links bezeichnet. Schreibt man (4.29) als
dS(t) = pS(t_)dt + oS(t_)dW (t) + S(t_)dq(t),

ist zu erkennen, dass die Inkremente dS(t) in S zur Zeit ¢t vom Wert von S kurz vor einem
moglichen Sprung abhéngen und nicht vom Wert nach einem Sprung. Der Sprung in S zur
Zeit t ist S(t)—S(t—). Dieser ist 0, es sei denn ¢ springt am Zeitpunkt ¢, was bedeutet, dass
t=r1; fiir ein j. Der Sprung in S an 7; ist gegeben durch

S(7j) = 8(mj-) = S(m-)la(m-) — a(m;-)] = S(7;-)(¥; = 1).

Daher gilt
S(T]’) = S(Tj,)ij.

Dies sagt aus, dass die Y; die Raten des Kurspreises vor und nach dem Sprung sind. Die
Spriinge sind multiplikativ. Das erkldrt, warum in (4.49) Y; —1 und nicht Y} geschrieben
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wird. Durch die Beschrinkung der Y; auf positive Zufallszahlen wird sichergestellt, dass
S(t) nicht negativ werden kann. In diesem Fall sehen wir, dass

log S(7j) = log S(7;—) +logY}.
Die Losung von (4.29) ist gegeben durch

J(1)
S(t) = S(0)elr="/ DoV O TTy;, (4.50)
j=1

welche die entsprechende Losung der Geometrischen Brownschen Bewegung verallgemei-
nert.

Bisher wurden keine Annahmen iiber die Verteilungen des Sprung-Prozesses gemacht. Nun
soll das einfachste Modell, welches ausfiihrlich von Merton behandelt wurde, betrachtet
werden. Darin wird angenommen, dass J(t) ein Poisson-Prozess mit Rate A ist und au-
ferdem gilt, dass die Y; unabhéngig und identisch verteilt und unabhéngig von J und W
sind.

Simulation an festen Zeitpunkten t;

Der Prozess wird an einer festen Menge von Daten, 0 =tg <t; <...<t, =T, ohne die
expliziten Auswirkungen des Sprung- und Diffusionsterms aufzuzeigen, simuliert. Dies ist
niitzlich, da nur der Endwert S(T") von Bedeutung ist. Des Weiteren wird angenommen,
dass J ein Poisson-Prozess ist und Y7, Ys,...,Y,, unabhingig und identisch verteilte Zu-
fallsvariablen sind. Der Poisson-Prozess .J, der Wiener Prozess W und die Menge der Y}
sind untereinander unabhéngig.

Um S(t) an den Zeitpunkten ¢1, ..., ¢, zu simulieren, wird (4.50) verallgemeinert zu
J(tit1)
S(tip1) = S(ti)e(ﬂ—02/2)(ti+1—ti)+0[W(ti+1)—W(ti)] H Y;. (4.51)
J=J(ti)+1

Hierbei gilt, dass das Produkt iiber j gleich 1 ist, falls J(¢;4+1) = J(¢;) ist. Es besteht
die Moglichkeit (4.51) zu simulieren oder die durch die Transformation X (t) = log S(t)
erhaltenen Darstellung

J(tit1)
X(tip1) = X(t:) + (= 02/2)(tigr — t) + oW (tiga) = W(t)] + Y log; (4.52)
J=Jd(t)+1

zu berechnen. Die Darstellung (4.52) ersetzt das Produkt durch eine Summe und ist vorzu-
ziehen, zumindest falls die Simulation von log Y; nicht langsamer ist als die der Y;. Durch
Exponentieren der X (¢;) ergeben sich dann die Werte S(t;).

Der Grundgedanke des Monte-Carlo-Verfahrens ist es, den Aktienpreisverlauf fiir m Wie-
derholungen zu simulieren und den Wert der Option V; fiir i=1, ..., m zu berechnen. Dann
ist der erwartete Wert der Auszahlung gegeben durch

1 m
=1
Den finalen Optionspreis erhédlt man durch Diskontieren der erwarteten Auszahlung, d.h.

e Ty,
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4.5 Monte-Carlo-Simulation fiir das Merton-Modell

Generiere eine standard normalverteilte Zufallsvariable Z,, ~ N(0,1).
Generiere eine poissonverteilte Zufallsvariable Z, ~ Poisson(A(ti11 — t;)).
if Z, # 0 then

Generiere Z;, Zufallszahlen Y7,...,Yz von ihrer allgemeinen Verteilung.
Setze M =logY; + ... +logYz,.
end if

Setze X(ti-i-l) = X(tl) + (,u — 0'2/2)(ti+1 — ti) +otiv1 —tiZ, + M.

Algorithm 1: Schritte zur Simulation eines Aktienkurses mit beliebiger Sprungvertei-
lungsfunktion.

Allgemein kann die Monte-Carlo-Simulation fiir (4.52) im Algorithmus 1 zusammengefasst
werden. Diese Methode beruht auf zwei Eigenschaften des Poisson-Prozesses. Der Zuwachs
J(tit1)—J(t;) hat eine Poisson-Verteilung mit Mittelwert A(¢;+1 —¢;) und er ist unabhéngig
von J iiber [0,¢;]. Unter weiteren Annahmen an die Verteilung von Y; kann diese Methode
vereinfacht werden. Wie bereits in Abschnitt 4.3 {iber die geschlossenen Lésungen beschrie-
ben, wird das Modell besonders handlich, wenn die Y lognormalverteilt sind, denn das
Produkt lognormalverteilter Zufallsvariablen ist wiederum lognormalverteilt. D.h., wenn
Y; ~ LN(a,b?), dann gilt fiir festes n

n
H Yj ~ LN (an,b*n).
j=1

Ist J(t)=mn, so hat S(t) die Verteilung

S(0)et=o* /2 WO TT v; ~ S(0) - LN (1 — 0% /2)t, o*t) - LN (an, b*n)
j=1
= LN(log S(0) + (1 — 0%/2)t + an, o*t + bt).

Hierbei wird verwendet, dass die ¥; und W unabhingig sind. Falls die Y; lognormalverteilt
sind, also Y; ~ LN(a,b?), dann gilt log Y; ~ N(a,b?) und
n
Z log Y ~ N(an,b*n) = an + by/nN(0,1).
j=1

In diesem Fall kann in Algorithmus 1 die Generierung der Zufallszahlen nach ihrer allge-
meinen Verteilung entfallen. Es ergibt sich ein vereinfachter Algorithmus 2.

Generiere eine standard normalverteilte Zufallsvariable Z,, ~ N(0,1).
Generiere eine poissonverteilte Zufallsvariable Z, ~ Poisson(A(ti11 — t;)).
if Z, # 0 then
Generiere eine standard normalverteilte Zufallsvariable Z,2 ~ N(0,1).
Setze M = alN + bv/'N Zps.
end if

Setze X(ti-i-l) = X(tl) + (,u — 0'2/2)(ti+1 — ti) +otiv1 —tiZn, + M.

Algorithm 2: Simulation eines Aktienkurses mit lognormalverteilten Spriingen.
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Simulation der Sprungzeiten

Die Simulationen, die auf (4.52) beruhen, produzieren Werte S(t;) =exp(X;) firi=1,...,n
mit der exakten Verteilung des Prozesses (4.29) an Zeitpunkten ¢1,...,¢,. Es sei bemerkt,
dass diese Nédherung nicht die Sprungzeiten fiir S(¢) identifiziert. Es wird nur eine Ge-
samtanzahl der Spriinge in jedem Intervall (¢;,¢;11] generiert. Dazu wird die Eigenschaft
benutzt, dass die Anzahl der Spriinge in einem Intervall poissonverteilt ist.

Eine alternative Ndherung zur Simulation von (4.29) ist die explizite Simulation der Sprung-
zeitpunkte. Von einem Sprung zum néchsten entwickelt sich S(¢) nach einer einfachen Geo-
metrischen Brownschen Bewegung. Dies ist der Fall, da angenommen wurde, dass W und q

in (4.29) unabhéngig voneinander sind. Wenn 74, ..., 7, die Sprungzeiten darstellen, folgt
S(7j1-) = S(Tj)e(u*%02)(Tj+1ij)+0[W(Tj+1)*W(Tj)] (4.53)

und
S(1j+1) = S(741-)Yj41. (4.54)

Durch Logarithmieren und Kombination der beiden Schritte (4.53) und (4.54) ergibt sich
1 .
X(rj01) = X(73) + (p = 507) (701 = 75) + o[ W (rj40) = W(m)] +log Vipr.  (4.55)

Die Simulation von (4.55) ist in Algoritmus 3 dargestellt.

Generiere Rj;1 mit Hilfe der exponentiellen Verteilung mit Erwartungswert 1/A:
Rji1 = —log(U)/X wobei U gleichverteilt ist auf [0, 1].

Generiere eine standard normalverteilte Zufallsvariable Z; 1 ~ N(0,1).
Generiere log Yj41.

Setze Tj+1 = T; + Rj+1.

Setze X(7j41) = X(7j) + (0 — 0°/2)Rj1 + 0/Rj11Zj11 +log Y.

Algorithm 3: Simulation eines Aktienkurses mit expliziter Simulation der Sprungzeiten

Die beiden Simulationsmethoden kénnen kombiniert werden, um S(t) zu simulieren. Bei-
spielsweise kann ein fester Zeitpunkt ¢ gewahlt werden, an dem ebenfalls simuliert werden
soll. Falls 7j <t <741, d.h. J(t)=J(t—) =4, dann gilt

S(t) = S(r;)el 27 =T +o WO =W ()

und

S(rj41= S(t)e(u—%02)(Tj+1—t)+0[W(Tj+1)—W(t)}yj+1_
Beide Néherungen zur Simulation von (4.29) konnen niitzlich sein, um zumindest als Ap-
proximation zur Simulation allgemeinerer Sprung-Diffusions Prozesse zu dienen. Die exakte
Simulation wird schwieriger, wenn die Sprungzeiten und die Entwicklung des Prozesses zwi-
schen den Spriingen nicht ldnger unabhéngig voneinander sind.
Wir werden uns in Kapitel 6 auf die Simulation zu festen Zeitpunkten beschrinken, da
wir nur am Endkurs S(t) interessiert sind. Es ist nur von Bedeutung wie viele Spriinge
auftreten, nicht jedoch zu welchen Zeitpunkten.
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4.6 Diskretisierung der PIDE nach dem Merton-Modell

Die Monte-Carlo-Simulation ermdéglicht die Berechnung eines Optionspreises durch Simu-
lation der Aktienkursbewegung fiir verschiedene Verteilungsfunktionen der Spriinge. Das
Problem dieser Methode ist es, die verschiedenen Zufallszahlen nach ihrer Verteilung zu
simulieren, da dazu die inverse Verteilungsfunktion berechnet werden muss. Bekannt sind
allerdings nur Berechnungen der inversen Normalverteilung. Die Berechnungen anderer
inverser Verteilungsfunktionen erweisen sich als schwierig, sobald diese nicht wie die Lo-
gnormalverteilung aus der Normalverteilung berechnet werden kénnen. Der Nachteil des
Monte-Carlo-Verfahrens ist zusétzlich, dass es nur mit einer Konvergenzrate von % konver-
giert.

Es wird also nach einem Verfahren gesucht, dass es ermoglicht, den Optionspreis fiir ver-
schiedene Sprungverteilungsfunktionen zu berechnen und eine bessere Konvergenzrate als
% zu erhalten. Dies geschieht durch die Diskretisierung der PIDE und das Losen eines Glei-
chungssystems.

Bisherigen Arbeiten, die sich mit der Diskretisierung der PIDE und Lésung des entstehen-
den Gleichungssystems beschéftigen, sind [CV05], [MPS02], [MNS03|, [dFL03], [dFV04],
[AA00], [TB95] und [Duf]. In [MPS02] wird eine Wavelet-Galerkin Diskretisierung fiir den
Integro-Differential-Teil und ein 6-Zeitschrittverfahren dargestellt. Es werden dann Euro-
péische Optionen mit verschiedenen zugrunde liegenden Lévy-Prozessen (Varianz-Gamma,
CGMY) berechnet. In [MNS03] ist eine Erweiterung auf Amerikanische Optionen darge-
stellt. Die Ndherung des Preises geschieht hier durch eine Finite Elemente Losung, der eine
Spline-Wavelet-Basis zugrunde liegt. Es wird eine Kompression der Matrix durchgefiihrt.
Diese Kompression erméglicht es, die Inverse der Matrix in fast linearer Komplexitit zu
16sen, ohne die Genauigkeit der Losung zu beeinflussen.

Andersen und Andreasen beschreiben in [AA00] ein ,volatility smile fitting". Sie diskutieren
das Problem, die Prozesse der Aktienkurse an am Markt beobachtete Optionspreise anzu-
passen. Es wird eine Finite Differenzen Methode fiir die allgemeine Optionspreisbewertung
dargestellt. Der Algorithmus wird dann sowohl an Européischen als auch an exotischen
Optionen getestet.

Duffy stellt in [Duf] eine Form der PIDE vor, die zugénglich ist fiir Finite Differenzen
Methoden. Verschiedene Schemata werden diskutiert und eine Verbesserung des Black-
Scholes-Modells fiir Furopdische Optionen vorgestellt. Es soll die Verbindung zwischen
Sprungmodellen, partiellen Integro-Differentialgleichungen und numerischer Analysis dar-
gestellt werden.

Cont und Voltchkova stellen in [CV05] ein Finite Differenzen Schema zur Losung der PI-
DE dar. Die numerische Losung beruht auf einem Operator-Splitting, das den lokalen und
nicht-lokalen Teil voneinander trennt. Durch die Diskretisierung mittels eines impliziten
Schemas fiir den lokalen Teil und einer expliziten Behandlung des nicht-lokalen Teils der
PIDE ergibt sich eine effiziente numerische Implementierung. Diese Losung wird fiir das
Merton-Modell und das Varianz-Gamma-Modell durchgefiihrt.

Die Berechnung Amerikanischer Optionen mit Sprung-Diffusions Prozessen wird in [dFL03]
behandelt. Dazu wird ein implizites Zeitschrittverfahren zweiter Ordnung dargestellt und
die Penalty Methode fiir Amerikanische Optionen beschrieben. Ebenfalls aufgefiihrt ist die
Diskretisierung fiir den Fall Européischer Optionen.

In [dFV04] wird die Stabilitét verschiedener Verfahren fiir eine explizite Diskretisierung des
Integralteils untersucht. Es wird ein Fixpunkt-Iterationsschema vorgestellt, das verwendet
werden kann, um diskretisierte Gleichungen zu 16sen und global konvergent ist. Des Wei-
teren wird eine Berechnung des Integrals mittels FFT-Methoden dargestellt.
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Wir werden iiberwiegend dem Ansatz von [CV05] folgen und eine Aufteilung des Problems
vornehmen. Die Integro-Differentialgleichung wird aufgeteilt in den Differential- und den
Integralteil. Es wird die Diskretisierung fiir beide Teile untersucht. Durch die implizite
Behandlung des einen und die explizite Behandlung des anderen Teils entsteht ein Tridia-
gonalsystem, das leicht zu l6sen ist.

Als erstes werden wir die in Abschnitt 4.2.2 hergeleitete PIDE
1 o
V, = 502521/55 + (r = Ak)SVs — (r + )V + )\/ V(SY)g(Y)dY
0
in einen logarithmischen Preis transformieren, d.h. z=log S.

Vo = 50*Vir = Vo) (= M)Ve = (r+ OV 42 [ Ve )g(v)ay
0

2
1 1 &
= 502VM + (r— Ak — 50’2)1/33 —(r+ ANV + )\/ V(e'Y)g(Y)dY.
0

Aufserdem wird die Variablenédnderung y=1log(Y"), also Y =e¥ und dY =e¥dy durchgefiihrt.
Somit ergibt sich

1 1 e
Ve = 50%Var 4 (r = M — 5o?WVa = (r 4 AV + A/ Vi) ) dy,  (4.56)

wobei f(y)=g(e¥)e?Y. Die Wahrscheinlichkeitsdichte eines Sprunges der Grofe y=1log(Y)
wird mit f(y) bezeichnet. Als ein spezielles Beispiel betrachten wir auch hier die Lognor-
malverteilung als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

(_ (logm—um?)
202
e M
AY 27T0’MY

Hier bezeichnet pp; den Erwartungswert und ops die Varianz der Dichtefunktion. Somit
ist k=E[Y — 1] gegeben durch k=exp(upr —03,;/2) — 1. Aus der gegebenen Dichtefunktion
(4.57) ergibt sich in der transformierten Gleichung die Wahrscheinlichkeitsdichte

(_ (y—ppp)? )
202
e M

g(v) = (4.57)

=
Somit ist das Problem
1 1
|74 :§a2vm + (r— Ak — 502)VI —(r+ ANV
+ )\/ V(r+y)fy)dy in Rx(0,T] (4.58)

zu 16sen. Durch die Variablentransformation =T —t entsteht eine PIDE (partielle Integro-
Differential-Gleichung), die vorwirts fiir S>0 und ¢ € (0,7") gelést werden soll. Es gelten
fiir eine Call-Option V(x,7) die Anfangsbedingung

V(z,0) = (" — K)" (4.59)

und die Randbedingungen
V(z,7) ~0 fir = — —oo, (4.60)
V(z,7) = (e* — Ke™'™)*T fiir z — oo. (4.61)
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Lokalisierung

Um eine numerische Losung des Problems (4.58) geben zu konnen, ist es notig, das Gebiet
Q=R auf ein Gebiet Qg = [Zmin, Tmaz] 71 beschrianken. Das Zeitintervall I, =(0,T] bleibt
erhalten. Somit wird das Problem (4.58) - (4.60) nicht auf Qx 1, sondern auf Qpx1, gelost

1 1
vy :502% +(r— Ak — 502)vx —(r+ AV
+A/ V(z+y)f(y)dy in QrxI,. (4.62)

Die Anfangsbedingung (4.59) bleibt erhalten, die Randbedingungen sind gegeben durch

V(z,7) =0 fir = = Tmin, (4.63)
V(z,7) = (e"mer — Ke ") fir == Zmag. (4.64)

4.6.1 Zeitdiskretisierung

Eine semidiskrete Schreibweise des Problems (4.62)-(4.63) ist
Vi—L(V)=0 (4.65)
mit
1 1 o
L(V) = 5a2vm + (r— Ak — 502)1@ —(r+ NV + )\/ V(z+y)fly)dy.  (4.66)
Zur weiteren Behandlung des Operators £(V') soll dieser in zwei Operatoren aufgeteilt

werden. Dieses Aufteilen ist nach [Str68] moglich und wird auch als Operator-Splitting
bezeichnet. Es werden im Folgenden die beiden Operatoren

1 1
ﬁpDE = 50'2‘/3[;3[; + (7“ — Ak — 50'2)‘/3[; — (7“ + )\)V

und -
£Integral = )\/ V((L’ + y)f(y) dy
—o
betrachtet. Dabei gilt £=Lpnr + Lintegral -
Es sei A1, :=nAr flir n=0,..., Mk mit Mk € N eine dquidistante Diskretisierung des
Zeitintervals I mit der Schrittweite A7 =T/Mk. Sei V™ die numerische Approximation
von V' (xz,nAr). Die Diskretisierung mit Finiten Differenzen fiithrt dann zu einem Einschritt-

Schema der Form
Vn+1 _yn
— Q- 0Lppr (V™) — (1 —60)Lppr(V™)

- GJLIntegral(Vn+1) - (1 - HJ)LIntegral(Vn) = Oa
dieses wird auch als #-Schema bezeichnet. Fiir 6 = 0 wird das Schema zum expliziten
Eulerverfahren, fir 8 = 1 zum impliziten Eulerverfahren und fiir 6 = % fiihrt es auf das
Crank-Nicolson- Verfahren.
Es ist moglich ein voll implizites (#=60;=1) oder ein semi-implizites Verfahren (6;=0) zu
verwenden. Eine voll implizites Schema wiirde eine Lésung des Problems

Vi — Lppe(V"™) = Lintegrat (V') =0 (4.67)
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Kapitel 4 Bewertung Européischer Optionen

bedeuten. Ein semi-implizites Schema, d.h. eine explizite Behandlung des Integral-Teils
und eine implizite des PDE-Teils fiihrt auf

V’T - EPDE(Vn—H) = £Integral(vn)- (468)

Das voll implizite Schema (4.67) wiirde die Losung eines Gleichungssystem mit einer voll-
besetzten Matrix zur Folge haben. Eine explizite Diskretisierung von Lingegral hingegen, wie
in (4.68), fiihrt zur einer Reduktion der PIDE auf eine PDE in jedem Zeitschritt. Somit
ist die Matrix des zu l6senden Gleichungssystems diinn besetzt und ermoglicht die Anwen-
dung eines direkten Losers. Cont und Voltchkova beweisen in [CV05]|, dass die explizite
Behandlung des Integral-Teils ausreichend ist, um Konvergenz zu erreichen. Aus diesem
Grund wird im Folgenden eine explizite Diskretisierung des Integrals zugrunde gelegt.

Im néchsten Abschnitt wird die Beschreibung der Ortsdiskretisierung mittels Finiter Dif-
ferenzen gegeben.

4.6.2 Ortsdiskretisierung

Es sei x; = Tymin + 1Ax fir i =0,..., N mit N € N eine dqudistante Diskretisierung des
Intervalls Qp. Die Schrittweite Az wird berechnet durch Az = (Zy40 — Tmin)/N. Es be-
zeichne V" die numerische Approximation von V(iAz,nA7). Approximationen der ersten
Ableitungen sind dann

ve,—=vne
Ve (iAz,nAt) ~ %&cz (Vorwiirts-Differenz) (4.69)
vr—vne
Vi(iAz,nAt) ~ ZTH (Riickwiérts-Differenz) (4.70)
T
Vi(iAz,nAt) ~ % (zentrale Differenz). (4.71)
T

Die ersten beiden Nidherungen (4.69) und (4.70) heifen einseitige Differenzenquotienten,
die Ndherung (4.71) ist ein zentraler Differenzenquotient. Die zweite Ableitung wird durch
den zentralen Differenzenquotienten

VTL

n _oyn yn
Via(iAz, nAt) ~ —2 : 1

Ax?

(zentrale Differenzen) (4.72)

approximiert.

Stabilitdtsanalyse

Das Problem (4.56) enthélt sowohl eine erste als auch eine zweite Ableitung und ist somit
ein Konvektions-Diffusions-Problem. Konvektive Terme weisen Probleme bei der Diskreti-
sierung auf, da die Differenzenquotienten entweder nicht uneingeschréankt stabil sind oder
eine schlechtere Konsistenzordnung aufweisen als die iibrigen Diskretisierungen.

Bei der Betrachtung der Black-Scholes-Gleichung (4.2) verschwindet dieses Problem, da es
moglich ist, (4.2) auf die Warmeleitungsgleichung

VT_V{L‘{L‘ZO

zu transformieren. Durch diese Transformation wird erreicht, dass das Problem keinen
konvektiven Term mehr enthilt, also ein reines Diffusionsproblem geworden ist. Dies er-
moglicht eine uneingeschrénkte Stabilitdt, welche ohne die Transformation fiir (4.2) nicht
unbedingt gewahrleistet.
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4.6 Diskretisierung der PIDE nach dem Merton-Modell

Eine #hnliche Transformation fiir (4.56), die hier den konvektiven Term entfernen wiirde,
ist leider nicht bekannt. Es ldsst sich also nicht vermeiden, auch fiir die erste Ableitung
eine geeignete Diskretisierung zu finden.

Es gilt fiir die Differenzenquotienten, dass die einseitigen Differenzenquotienten die Konsi-
stenzordnung 1 besitzen und die zentralen Differenzenquotienten die Konsistenzordnung 2
[GR94]. Aus diesem Grund liegt es nahe, auch fiir die Diskretisierung der ersten Ableitung
die zentrale Approximation zu verwenden. Dies ist jedoch nicht generell moglich, da die
zentralen Differenzenquotienten nicht unbeschréankt stabil sind.

Definition 4.6.1
Ein Differenzenverfahren heifit stabil, wenn positive Konstanten C' und h{ existieren, so
dass fiir alle 0< h<h} die Matriz Ly, der Diskretisierung invertierbar ist mit || L, || < C.

Der Nachweis der Stabilitét ist verbunden mit der Monotonieeigenschaft der Matrix Ly,

Definition 4.6.2
Ist A=a;j] € Ryxp invertierbar, a;; <0 fir i# jund A~Y komponentenweise nicht negativ,
dann nennt man A eine M-Matrix.

Eine M-Matrix hat die Monotonieeigenschaft:
Sind x,y €R"™ und ist A eine M-Matrix, dann gilt (komponentenweise):

r<y = Alz<Aaly.

Fiir die zentralen Differenzen der ersten Ableitung gilt jedoch nur unter einer Beschrankung
die Eigenschaft der M-Matrix [HB02, S.637]. Ist das Problem nicht mehr diffusionsdomi-
nant, so kann keine Stabilitdt mehr gewihrleistet werden. Es gilt also fiir die Benutzung
der zentralen Differenzen der ersten Ableitung zu priifen, ob fiir (4.56) die Bedingung
L, L 5
3 >1r— AR — 2
& oP>r— Ak

erfiillt ist.

Die Beschrinkung der Stabilitdt bezieht sich nur auf die Verwendung zentraler Differen-
zen zur Diskretisierung der ersten Ableitung. Bei einseitigen Differenzenquotienten ist die
Situation anders. Hierbei besteht die Moglichkeit, in Abhéngigkeit des Vorzeichens des Ko-
effizienten des Konvektionterms die Vorwérts- (4.69) oder Riickwirtsdifferenzen (4.70) zu
verwenden und somit die Bedingung der M-Matrix zu erfiillen und folglich Stabilitédt zu
gewdhrleisten.

Die erste Ableitung wird dann folgendermaflen approximiert

no_yn 1

Ve(iAz,nAt) ~ % im Fall r— Ak — 502 <0
x

Vit Vit

Vi (iAz, nAt) ~ — Az 2

1
im Fall r—)\n—50 > 0.

Diese Diskretisierung wird als Upwind-Schema bezeichnet. Eine weitere Alternative ist das
Downwind-Schema

"o yn 1

Ve (iAz,nAt) ~ % im Fall r— Ak — 502 >0
vn _yr 1

Ve(iAz, nAt) ~ ’Txl_l im Fall r— Ak — 502 < 0.

23



Kapitel 4 Bewertung Européischer Optionen

Da die zu behandelnde PIDE konstante Koeffizienten besitzt, ist es méglich fiir festgelegt
Parameter zu bestimmen, welche der beiden Diskretisierungen verwendet werden sollte.
Der Vorteil des Upwind- oder Downwind-Schemas ist die uneingeschrénkte Stabilitdt. Der
Nachteil dieses Verfahrens ist jedoch, dass die Konsistenzordnung der einseitigen Differen-
zenquotienten maximal 1 ist. In Kapitel 6 werden wir sehen, dass die zentralen Differenzen
fiir das zugrunde liegende Problem und die in der Realitdt auftretenden Parameter stabil
sind. So kann mehr als eine Konsistenzordnung von 1 erzielt werden. Aus diesem Grund
werden im Weiteren die zentralen Differenzen fiir beide Ableitungen verwendet.

4.6.3 Diskretisierung des Integrals

Der Integraloperator Lintegral muss zur Losung des Gleichungssystems ausgewertet werden.
Problematisch ist jedoch, dass dieser fiir die zu untersuchenden Dichtefunktionen (Lognor-
malverteilung, Varianz-Gamma-Verteilung und CGMY-Verteilung) nicht explizit gegeben
ist. Aus diesem Grund ist eine Diskretisierung des Integrals notwendig um eine Auswer-
tung zu ermdglichen. Es gibt verschiedene Verfahren, die eine Diskretisierung des Integrals
ermoglichen. Diese sind das Galerkin-Verfahren, das Nystrom-Verfahren und diverse Kol-
lokationsverfahren. Die Verfahren beruhen auf unterschiedlichen Grundideen, die hier kurz
vorgestellt werden sollen.

Das Galerkin-Verfahren
Dieses Verfahren beruht auf Basis- und Testfunktionen. Ziel ist es, das Problem
Au=f

zu losen. Es existieren Basisfunktionen ¢;, so dass

n
i=1
Zusitzlich gibt es Testfunktionen ;, so dass

(Auﬂﬁj) = (f?¢])

Man unterscheidet verschiedene Galerkin-Verfahren nach Wahl der Basis- und Testfunktio-
nen. Fiir ¢; =1); wird das Verfahren als Ritz-Galerkin Verfahren bezeichnet. Wenn ¢; #1);
gilt, so wird es Petrov-Galerkin Verfahren genannt. Aus der Wahl v; = d;; ergibt sich ein
Kollokationsverfahren mit der Basis ;.

Das Nystrém-Verfahren

Bei der Nystrom-Methode ergibt sich die Diskretisierung direkt durch die Anwendung einer
Quadraturformel. Ausgehend von n Stiitzstellen

En = {51,n7§2,n7 o 7§n,n} cD

und zugehdrigen Gewichten
Win,W2ns---sWnn

wird ein Quadraturverfahren @, (n€N) definiert mit
Qn = Zwk,n@(&c,n)
k=1
fiir Integrale [, ¢(y)dy iiber D.
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4.6 Diskretisierung der PIDE nach dem Merton-Modell

Kollokationsverfahren

Die Grundidee des Kollokationsverfahren zur Approximation der Lésung einer Operator-
gleichung

Ap=f (4.73)

ist die Bestimmung einer Ndherungslosung in einem endlich dimensionalen Unterraum so,
dass (4.73) an endlich vielen Punkten, den Kollokationspunkten, erfiillt ist.

Definition 4.6.3 [KOLLOKATIONSVERFAHREN]|

Es seien X und Y Banachrdume mit Y C Cla,b] und A : X —'Y ein beschrankter linearer
Operator. Fiir n€N seien weiter Unterrdume X, C X und Y, CY mit dimX,, =dimY,, =
n sowie so genannte Kollokationspunkte x1,...,x, € [a,b] gegeben, so dass Y, beziglich
dieser Punkte unisolvent ist, d.h. die Interpolationsaufgabe mit dem Unterraum Y, und den
Kollokationspunkten ist eindeutig losbar. Dann approzimiert das Kollokationsverfahren die
Losung von (4.73) durch ein Element u, € X,, mit

(Aup)(z5) = f(zy) fir j=1,...,n. (4.74)

Sei X, = span{p1,...,pn}. Dann lassen sich die u, als Linearkombination darstellen

n
Up = Z VePk-
k=1

Somit ist (4.74) dquivalent zum linearen Gleichungssystem

D wl(Agr) () = fx;) fir j=1,....n

k=1

mit den Koeffizienten ~v1,...,vn-

Die Diskretisierung mittels Galerkin-Verfahren, das auf Ansatz- und Testfunktionen ba-
siert, bietet sich an, wenn die PIDE voll implizit gelost wird. Da bereits fiir die Auswer-
tung des Integrals mittel Galerkin-Verfahrens eine zuvorige Losung desselben notwendig
ist, ist dieses Verfahren fiir eine semi-implizite Diskretisierung nicht effizient. Kollokations-
verfahren hingegen ermdglichen eine direkte Auswertung des Integrals ohne vorhergehende
Losung. Aus diesem Grund werden im Folgenden verschiedene Kollokationsverfahren, die
im néichsten Abschnitt beschrieben sind, verwendet.

Zur Diskretisierung der PIDE gibt es bei der Wahl der Maschenweiten zwei Moglichkeiten.
Zum einen konnen die Maschenweite fiir den PDE- und den Integral-Teil identisch, zum
anderen auch verschieden gewihlt werden. Dabei ist jedoch zu beachten, dass die Wahl
unterschiedlicher Maschenweiten einer gesonderten Betrachtung bedarf, da in diesem Fall
eine Interpolation der Optionspreise erforderlich ist.

Identische Maschenweite fiir den PDE- und den Integral-Teil

Betrachtet wird das Integral aus (4.58)
1) = [ V)i (4.75)
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Sei Z; =Z(x;) das Integral fiir den Gitterpunkt z; und Vi ; =V (2i1;) =V (Xmin + (1+7)Ax)
der Optionspreis an der Stelle z;1 ;. Dann ist die diskrete Form des Integrals gegeben durch

N
2
= Y Vigfi+0(Ay?) (4.76)
j=—5+1
mit
{L‘j+%
f= [0 fwad (4.77)
xj— 5T
Es gilt, dass
5
fiz0 ¥j wnd Y f;<1, (4.78)
j=—5+1

denn f(y) ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte und f; ist definiert durch (4.77). Die Unglei-
chung in (4.78) ergibt sich durch das Abschneiden des unendlichen Integrals (4.75).

Um die Berechnung von (4.76) zu erleichtern, werden die Terme Vi, ; und f; getrennt
betrachtet.

Berechnung der Vi ;
Es gibt zwei Fille, die bei der Berechnung der V;; unterschieden werden miissen.

1. Falls i + j = fiir ein [ € {0,..., N}, und somit z;; € Qp,
dann gilt
Vivj = Vi

2. Im Fall i 4 j <0 oder ¢ + j> N, und somit x;;; & {2g, gilt die Approximation

Vi =0 fir i4j<0
Vigj = (¥ — Ke ') T fir i+j> N.

Die Fortsetzung des Optionswertes mittels der Randbedingungen wird bereits in [dFL03]
angewandt, sie ist moglich da die f; fiir [j|>0 schnell abfallen.

Die Berechnung der f; muss nach der zugrunde liegenden Verteilungsfunktion unterschieden
werden. Spiegelt eine Verteilungsfunktion unendliche Variation wider, so dufsert sich diese
Eigenschaft in einer Singularitét der Verteilungsfunktion. Die Singularitdt bedarf bei der
numerischen Integration einer besonderen Behandlung und wird aus diesem Grund getrennt
betrachtet.

Berechnung der fj fiir Verteilungsfunktionen mit endlicher Variation

Da fiir die zu integrierenden Dichtefunktionen keine geschlossenen Losungsformeln existie-
ren, miissen numerische Integrationsverfahren verwendet werden. Wie bereits einleitend
erwahnt, werden zur Berechnung des Integrals verschiedene Quadraturformeln verwendet.
Diese Methoden approximieren das Integral mittels einer Partitionierung des Integrati-
onsintervalls [a, b] durch eine endliche Summe. Eine allgemeine Form der Integration mit
dquidistanten Stiitzstellen ist

b
/fMMwammw (4.79)

i=1
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4.6 Diskretisierung der PIDE nach dem Merton-Modell

mit den Gewichten w;. Fiir die Gewichte gilt Zf\il w; = 1. Die Funktionswerte f(x;) sind
gegeben durch f(z;)= f(a + iAx), wobei Ax= b_Ta. Die verwendeten Integrationsformeln
sind die Trapezregel und die Simpsonregel.

Trapezregel

b
[ f@)de =252 (1@ + £0) (4.80)
Simpsonregel

/ ey de = 120 (f(a) 1Y +f<b>) (431)

6
Der Fehler der Trapezregel ist

b —a
[ #@)de = 55 (1@ + 50) = (20 516,

Der Fehler der Simpsonregel ist bestimmt durch

b —a —a
[ e =250 (@) 4 1050 4 1) = (20 7 O(6)

In den beiden oben beschriebenen Formeln (4.80) und (4.81) wird das Integral durch ei-
ne Summe von Funktionswerten auf einem gegebenen Gebiet von dqudistanten Punkten,
multipliziert mit bestimmten Gewichtskoeffizienten, approximiert. Durch grofsere Freiheit
in der Wahl der Koeffizienten lassen sich Integrationsformeln mit einer héheren Ordnung
erhalten [Sto99]. Ein Beispiel dafiir ist die Gauf-Quadratur. Diese bietet nicht nur mehr
Freiheit in der Bestimmung der Koeffizienten, sondern auch in der Lage der Gebietspunkte,
an denen die Funktion ausgewertet wird. Diese sind nicht dquidistant. Die allgemeine Form
der Gauk-Quadratur ist

b
/ W) f@) = S wai) f ) + Rav(x). (1.82)

i=1

Dabei ist W (z) eine Gewichtsfunktion und z; sind die Nullstellen der orthogonalen Poly-
nome, sie sind die Integrationspunkte. Fiir die Berechnungen des Integrals mittels Gauf-
Quadratur wird hier die Gauf-Legendre-Integration verwendet. Sie basiert auf den Legendre-

Polynomen:
b ! b—a b+a b—a
[ro= [ (55 (55)
e LGL

2 Ja
b—a N
=— izlw(é})g(&)ﬂLRN(ﬁ)
b—aX b—a b+ a
= ;m&)f( i+ >+RN<£> (4.83)
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it 9% — b b b+
Xr — —Qa —Qa a

e S
£ b—a T=g it

wobei &; die i-te Nullstelle von Py (x) ist. Es gilt weiter

fiir —1<€<1,

2

v) = TP
b—a b+ a

o) = 1“6+ 25")
22N+1(N!)4

(2N + 1)((2N)!)

Ry (8) = 79" (6).

Fiir die Ndherung des Integrals wird eine 10 Punkte Gaufs-Legendre Integration verwen-
det. Da die Stiitzstellen und Gewichte in diesem Fall symmetrisch zum Mittelpunkt des
Integrationsgebietes liegen, ergeben sich folgende fiinf Stiitzstellen und Gewichte

x = {0.1488743389, 0.4333953941, 0.6794095682, 0.8650633666, 0.9739065285},
w = {0.2955242247,0.2692667193,0.2190863625, 0.1494513491, 0.0666713443 }.

Eine Voraussetzung, um eine geeignete Annéherung an den Wert des Integrals mittels der
diskreten Berechnung zu gewéhrleisten, ist es, die Anzahl N der Summanden geniigend
grok zu wihlen. Ist dies der Fall, so ist die Losung in Gebieten von Interesse nicht von den
Randbedingungen beeinflusst.

Berechnung der fj fiir Verteilungsfunktionen mit unendlicher Variation

Liegt dem Modell eine Verteilungsfunktion zu Grunde fiir die v(z) = oo ist, so kénnen
die Kollokationsverfahren nicht direkt angewendet werden. Die Idee zur Berechnung einer
Verteilungsfunktion mit unendlicher Variation ist es, den Fall durch die Berechnung einer
Verteilungsfunktion mit endlicher Variation zu approximieren. Als Ausgleich wird der Dif-
fusionskoeffizient erhoht.

Die unendliche Anzahl kleiner Bewegungen die die Singularitdt darstellen lassen sich eben-
falls durch eine Brownsche Bewegung modellieren. Aus diesem Grund wird zur Berechnung
singulérer Verteilungsfunktion die Funktion abgeschnitten. Fiir das Integral gilt dann

I=/RV(96+y)f(y)dy

w/’ V(e +y)f(y)dy
R\[—e€,€]

Die Spriinge der Grofe < € werden dann durch eine zusétzliche Brownsche Bewegung o (€)W
ersetzt. Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser Methode ist in [CV05] zu finden.

Wir werden uns bei den Berechnungen singuldrer Verteilungsfunktionen auf diese Methode
stiitzen. Die Anderung des Koeffizienten der Brownschen Bewegung durch das Abschnei-
den des Integrals wird nicht untersucht. Diese Untersuchungen gehoéren zum Bereich der
Parameterschitzung und werden hier nicht weiter betrachtet.

Unterschiedliche Maschenweite fiir den PDE- und den Integral-Teil

Fiir die diskrete Darstellung des Integrals in (4.76) und (4.77) wird vorausgesetzt, dass die
Maschenweiten des PDE- und des Integral-Teils identisch sind. Wird diese Voraussetzung
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4.6 Diskretisierung der PIDE nach dem Merton-Modell

aufgehoben und verschiedenen Maschenweiten fiir die Diskretisierung des Ortes und des
Integrals angenommen, ist die Berechnung des Integrals aufwindiger.

Sei y; = Ymin + jAy fiir j=0,..., M eine dquidistante Unterteilung des Integralbereichs
Q1= [Ymin, Ymaz) Mit AY= Ymaz — Ymin)/M. In diesem Fall &ndert sich die diskrete Form
des Integrals zu

N
2

Li= Y Vimi+y)f+0(Ay?). (4.84)
3

Auch hier werden die Berechnungen von V' (x; + y;) und f; getrennt betrachtet.

Berechnung der V(x; +y;)

Bei der Berechnung der V(x; + y;) miissen im Gegensatz zur Berechnung im Fall der
identischen Maschenweiten (Ax=Ay) drei Fille unterschieden werden:

1. 2 +Yj = Tmin + 1Az =2 fiirein 0<I< N, dh z; +y; € Qp.
In diesem Fall gilt

V(i +y;) = V(z). (4.85)

2. i+ Y;j < Tmin oder 2; 4+ y; > Timaa, also z; +y; ¢ Qg. Hier wird der Wert V(z; + ;)
approximiert durch die Randbedingungen, d.h.

V(mi + yj) =

0 fir ; +vy; < Tmin
V(i +y;) = (1) — KenT=0)F fiir 2 +y; > Tmag.

3. Falls der Punkt x; + y; zwar im Gebiet Qg liegt, aber kein Diskretisierungspunkt
ist, muss der Optionswert an dieser Stelle mittels Interpolation bestimmt werden.
Es gilt also, z; + yj > Tmin und z; + y; < Tpae, aber Al € {0,...N}: Ji,j €
{0,...N}: z; + y; = x;. Fiir diesen Fall wird das [ mit z; <z; + y; <4 ermittelt.
Dann wird V(z; +y;) durch lineare Interpolation aus den Werten V'(x;) und V (z41)
approximiert, d.h.

V(zii1) = Viz)
Ty — X

V(i +y;) =V(z) + (i +y; — xp). (4.86)

Berechnung der f;

An der Berechnung der f; &ndert sich nichts fiir den Fall der verschiedenen Maschen-
weiten. Auch hier werden die oben vorgestellten Diskretisierungsmethoden (Trapezregel
(4.80), Simpsonregel (4.81) und Gauf-Quadratur (4.83)) verwendet. Fiir singulédre Vertei-
lungsfunktionen muss wiederum das Abschneiden des Integrals beachtet werden.

Die Wahl unabhéngiger Maschenweiten bietet die Moglichkeit, die Gebietsgrofen von €
und Qg und ihre Lage frei zu wihlen. Somit besteht die Mdoglichkeit, den Einfluss dieser
Wahl auf die Parameter genauer zu untersuchen. Dies wird in Abschnitt 6.5.1 geschehen.

29
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4.6.4 Losung

Mit den vorgestellten Diskretisierungsmethoden ergibt sich nun die vollstdndige Diskreti-
sierung von (4.58).

(14 60(a+ B +7r+NAT| VT — A7V — 9ATaV T

i+1
=1-1-0)(a+B+r+NAT]V" + (1 -0)ATpV + (1 - 0)ATaV
N
>
+ AAT Z V™ (xi +y5) f; (4.87)
j=—5+1
mit
o2 T — Ak — ‘7—22
o = _
2Ax2 2Ax2
o2 T — Ak — ‘7—22
= 2Ax2 + 2Ax2

Die Wahl des Parameters 6 ermdglicht nun die Wahl des Schemas (6 = 0 explizit, § = 1
implizite, 9:% Crank-Nicolson).
Matrixformulierung

Es ist sinnvoll, eine etwas kompaktere Darstellung zu nutzen. Gleichung (4.87) kann fol-
genderweise in Matrixform geschrieben werden. Definiere die Matrizen A und B so, dass

[A-V"]; = AoV | — (a+ B+ 1+ NATV" + ATV, (4.88)
N
2
B-V'i=> bVii= > V'xi+uy)f (4.89)
J j=—%+1

Somit ergibt sich die Matrixformulierung
[I— AV = [+ (1 —60)A]V™ + AATBV™, (4.90)

Der PDE-Teil des Problems wird mit der Crank-Nicolson-Diskretisierung diskretisiert (6=
1/2). Zwar gilt nur fiir das implizite Verfahren, dass es in Kombination mit einer expliziten
Behandlung des Integrals unbedingt stabil ist, aber fiir dieses erhalten wir maximal eine
Konvergenzordnung von 1 in der Zeit. Fiir das Crank-Nicolson-Verfahren hingegen gilt

Satz 4.6.4
Das Crank-Nicolson-Verfahren ist unter der Beschrankung, dass AAT hinreichend klein ist,
stabil.

Beweis: siehe [dFV04].
So gilt zwar eine Beschrénkung fiir A7, allerdings ist es mdglich, eine héhere Konvergen-
zordnung zu erzielen. Somit beachten wir die Forderung an die Zeitschrittweite, um eine

hohere Konvergenzordnung zu erhalten.
Somit ergibt sich in Matrixschreibweise

1 1
e §A]V"+1 = [[+ SA]V" + \ATBV™.
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4.6 Diskretisierung der PIDE nach dem Merton-Modell

Durch die explizite Diskretisierung des Integrals spiegelt sich die Integralberechnung nur in
einer Anderung der rechten Seite wider. Da die Matrix A diinn besetzt ist, d.h. nur Eintrige
auf der Diagonalen und den Nebendiagonalen besitzt, erhalten wir ein Tridiagonalsystem.
Mit Hilfe einer direkten Zerlegung (LR-Zerlegung fiir ein Tridiagonalsystem, auch ,Thomas-
Algorithmus® genannt) ist dieses Problem mit einem Aufwand von O(N) zu lésen. Der
Algorithmus fiir die direkte Zerlegung ist dargestellt in Algorithmus 4. Dazu wird davon
ausgegangen, dass es eine Tridiagonalmatrix A der Form

U1 w1
Uz V2 w2
Aol (4.91)
Up—1 Upn—1 Wn-1
Unp, Un

und eine rechte Seite b= (b1,...,b,)" gibt. Der Algorithmus 4 liefert dann die Lésung
des Problems Az =b, wobei die Losung im alten Vektor der rechten Seite gespeichert wird
[Wer92].

fori=2,...,N do
if Vi—1 7é 0 then
Berechne w; = u;/v;—1.
Berechne v; = v; — ujw;—1.
Berechne bz = bz — uibifl.
else
Verfahren nicht durchfithrbar. STOP.
end if
end for
if vy =0 then
Verfahren nicht durchfithrbar. STOP.
end if
Setze by, = by, /vy,
fori=N,...,1do
Berechne b; = (b; — w;ibi11)/v;.
end for

Algorithm 4: LR-Zerlegung fiir ein Tridiagonalsystem.
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Kapitel 5
Bewertung von Basket-Optionen

Im letzten Kapitel wurden verschiedene Verfahren zur Bewertung Europiischer Optionen
vorgestellt. Von grofer Bedeutung sind jedoch auch Basket-Optionen, da Aktienkurse im
Allgemeinen nicht unabhéngig voneinander. Haufig stehen sie in einer gewissen Verbindung
zueinander. So kann es sein, dass das Ansteigen eines Aktienkurses auch die Wertsteige-
rung weiterer Aktien nach sich zieht. Es ist auch mdglich, dass die positive Wertdnderung
eines Kurses die negative Anderung anderer Kurse bedeutet. Dies wird als Korrelation
der Aktien bezeichnet. Die Beriicksichtigung mehrerer (korrelierter) Aktien zur Options-
preisbewertung erschwert jedoch die Berechnung, da sich die Anzahl der Aktien in der
Dimensionsgrofe des Problems widerspiegelt.

In diesem Kapitel soll nun eine neue Bewertungsformel hergeleitet werden, die es ermog-
licht, den Preis eines Baskets zu bestimmen. Die Neuerung besteht darin, dass die Aktien-
kurse jeweils einem Sprung-Diffusions-Prozess zugrunde liegen. Dabei wird angenommen,
dass der Sprungprozess unabhéngig von den Wiener Prozessen ist. Die grundsétzliche An-
nahme diesese Modells ist also, dass nur ein Sprungprozess fiir alle Aktienkurse existiert.
Die Aktien sind somit fiir den Sprungprozess identisch korreliert. Die Vereinfachung, die
aus dieser Modellannahme folgt, ist, dass das zu berechnende Integral wieder auf ein ein-
dimensionales Integral reduziert wird.

Nach der Herleitung der mehrdimensionalen PIDE wird die Diskretisierung und Losung des
Problems beschrieben. Der letzte Abschnitt behandelt die Parallelisierung des Problems.

5.1 Herleitung der mehrdimensionalen PIDE

Wie im eindimensionalen Fall setzt sich die Kursbewegung auch hier zusammen aus einer
Diffusions- und einer Sprungkomponente. Der Sprungprozess ist nach einer der Modellan-
nahmen unabhéngig von den Wiener Prozessen und fiir alle Aktienkurse S; identisch. Die
Anderungen der Kurse kénnen somit dargestellt werden als

d
dS; = pdt + Y TS dW; +dg  i,j=1,....d, (5.1)
j=1

wobei p der erwartete Ertrag des i-ten Aktienkurses S;, W; fiir j =1,...,d ein Wiener
Prozess und ¢ ein Poisson-Prozess ist. Die Korrelationsmatrix ¥ ist definiert als

2
01 poi1oz -+ PO10gq
2
pPO201 (b tt P020q
Y= . . . . ’
2
poqo1r  poqgoz - 04
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Kapitel 5 Bewertung von Basket-Optionen

wobei —1 < p < 1 den Korrelationsfaktor zwischen zwei Aktienkursen bezeichnet. Die
Anderung des Optionspreises V', der nun von d Aktienkursen abhingt, ist

d
dV(S1,...,84t
( % ) _ pdt + " o dW; + dg (5.2)
j=1
mit S=(S1,...,54)T. Nun wird das It6-Lemma fiir mehrere Dimensionen verwendet

d d d
1
dVvV(S,t) = E Vs, (o4, dW;) + (Vi + E uVs, + B E EVSiSj)dt
=1 =1 2,7=1

4 (V(S+AS, 1) — V(S,1)) (5.3)

wobel

<O'i,dWZ'> = 0 (54)

und AS=(AS;,...,ASy)T die tatsichliche Anderung der Kurse ist. Hierei geht die Model-
lanahme, dass die prozentuale Anderung fiir alle Kurse gleich ist, ein. Mit der zusétzlichen
Voraussetzung der Arbitragefreiheit und der daraus resultierenden Giiltigkeit von p=r
ergibt sich

d d
1
Vi=> uSiVs, + 3 > %8;8;Vs,s; — rV + AE[V(S + AS, ) — V(S, 1)]. (5.5)
i=1 i,j=1
Somit gilt
S+ AS=8Y (5.6)
= (SIY’ s 7SdY)’

wobei Y eine Verteilungsfunktion fiir die auftretenden Spriinge ist. Somit ist es mdglich,
den nicht kontinuierlichen Teil der PIDE umzuschreiben.

AE[V(S + AS, 1) — V(S,1)] = — AV (S, 1) + AE[V(S + AS, 1)]
%8 _\V(S,1) + AE[V(SY, 1)]
— AV(S,t) + A /Oo V(SY)g(Y)dY.
0

Somit ergibt sich die partielle Integro-Differential-Gleichung fiir den d-dimensionalen Fall,
bei dem das Integral jedoch weiterhin eindimensional ist

d d
1 o0
V= uSiVs, + 5 > %8i8;Vs,s, —rV = AV(S,t) + )\/0 V(SY)g(Y)dY
i=1 ij=1

d d
1 (o]
= pSiVs, + 3 > E8i8Vs,s, — (r+ NV(S,t) + A /0 V(SY)g(Y)dY. (5.7)
i=1 i,j=1
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5.2 Diskretisierung der mehrdimensionalen PIDE

5.2 Diskretisierung der mehrdimensionalen PIDE

Zur Berechnung des Optionspreises mittels der mehrdimensionalen PIDE wird die Glei-
chung vor der Diskretisierung in logarithmische Koordinaten transformiert. Analog zur ein-
dimensionalen Transformation gilt hier S=e* mit x=(z1,...,24)" und Y =e¥, dY =e¥dy
und somit f(y)=g(e¥)dy. Nach Anwendung der Transformation ergibt sich

d d
1 1,
V; :531 SV, + ;l(r — Ak — 30 W, — (r+A)V

—i—)\/oo V(zr+vy,...,zqa+y)f(y)dy. (5.8)

—00

Fiir eine Call-Option gilt die Anfangsbedingung

d +
V(x,0) = (Z e%i — K) (5.9)
=1

Lokalisierung

Um eine numerische Losung fiir (5.8) angeben zu kénnen, muss eine Einschrinkung des
unendlichen Gebietes 2g=R? auf ein endliches Gebiet vorgenommen werden. Dazu wéhlen
wir das Gebiet Qg, = [xmm,wm(n]d. Der Rand des Gebietes wird mit Gamma bezeich-
net. Das Zeitintervall I = (0, 7] bleibt unveréndert erhalten. Somit ist das Problem (5.8)
beschriankt auf das Gebiet Qp, x I. Die Anfangsbedingung (5.9) bleibt unverandert, die
Randbedingung ist gegben durch

d +
V(x,7) = (Z e’ — Ke”) fir xel. (5.10)
i=1

5.2.1 Zeitdiskretisierung

Es sei A7, :=nA7 fir n=0,..., Mk mit Mk € N eine dquidistante Diskretisierung des
Zeitintervals I mit der Schrittweite A7=T/MFk. Sei V" die numerische Approximation von
V(S,nA7). Analog zur Zeitdiskretisierung des eindimensionalen Problems (4.6.1) wird ein
Operator-Splitting und ein Einschritt-Schema verwendet. Angewandt auf die semi-diskrete
Schreibweise des Problems

V:—L(V)=0

ist die Darstellung des Einschritt-Schemas gegeben durch

%;Vn — 0Lppr(V") — (1 - 0)Lppr(V")

— 07 Lintegrat (V") = (1 — 05) Lintegral (V™) = 0,
dabei ist
1< d 1

Lee = 5 Mz_:lzvx,.xj + ;(r — Ak = 50V, — (r AV

und

Cintegral = A / Vier+y,....za+)f(y)dy.
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Dabei gilt £=LppE + Lintegral -

Auch hier behandeln wir den Integral-Teil, analog zum eindimensionalen Fall, explizit.
Die Diskretisierung des Orts geschieht mittels Finiter Differenzen und zur Auswertung des
Integrals werden Kollokationsmethoden verwendet.

5.2.2 Ortsdiskretisierung

Sei @3 = o + Y0_, i;Aze; mit i = (i1,...,ig)" und i; € {1,... N} fiir j=1,....d ei-
ne dquidistande Unterteilung des Gebiets Qp,. Dabei ist Az = (Zymaz — Tmin)/N, o =
(Zmin, - - - » Tmin) und e; der j-te Einheitsvektor. Es werden die in Abschnitt (4.6.2) vorge-
stellten Differenzenquotienten verwendet. Dabei wird die zweite Ableitung mittels zentraler
Differenzen, die erste mit einer Downwind-Diskretisierung approximiert. Zusétzlich werden
jedoch noch die gemischten zweiten Ableitungen bendtigt:

Vrijxik (i, nAT) = [Vzij]zik (xi, nAT)
_ (Vg1 = Vij
2A(L‘l 2

_ Vi Vi = Vit Vici i
4(Ax)(Ax) '

(5.11)

Wie auch die in 4.6.2 dargestellten Finiten Differenzen zur Ndherung der zweiten Ableitung
ist auch diese von der Ordnung 2 [GR94].

Stabilitdtsanalyse

Fiir die Annahme, dass die Kurse einer Geometrisch Brownschen Bewegung folgen, 1dsst
sich dhnlich zum eindimensionalen Fall eine Black-Scholes Formel herleiten. Es ist moglich,
diese mehrdimensionale partielle Differentialgleichung auf die mehrdimensionale Warme-
leitungsgleichung zu transformieren. Dies ermdglicht eine Vereinfachung der Optionspreis-
berechnung, da keine konvektiven und reaktiven Terme mehr existieren.

Ist der zugrunde liegende Prozess der Aktienkurse jedoch ein Sprung-Diffusions-Prozess,
wie er hier vorausgesetzt wird, also mit einem identischen Sprungprozess fiir alle Aktienkur-
se, so ldsst sich keine geschlossene Losung zur Bestimmung eines Optionspreises angeben.
Aufserdem ist es nicht méglich, die resultierende partielle Integro-Differentialgleichung so zu
transformieren, dass die Konvektions- und Reaktionsterme verschwinden. Es ist also not-
wendig, diese Terme bei der numerischen Berechnung zu beriicksichtigen. Es muss versucht
werden, auch die erste Ableitung stabil zu approximieren. Somit kann analog zur Diskreti-
sierung in einer Dimension hier die Diskussion iiber die Stabilitdt der Finiten Differenzen
gefithrt werden. Da diese jedoch schon fiir den eindimensionalen Fall gefiihrt wurde, wird
hier auf die erneute Analyse verzichtet und auf 4.6.2 verwiesen.

5.2.3 Integraldiskretisierung

Betrachtet wird nun das Integral

| vt yenat ) S dy (5.12)

—00

Sei Qr = [Ymin, Ymaz| eine Beschrinkung des unendlichen Integralgebietes R. Sei yp =
Ymin + KAy mit £ =1,..., M mit M € N eine dquidistante Unterteilung von ; mit
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5.2 Diskretisierung der mehrdimensionalen PIDE

AY = Ymaz — Ymin)/M. Fiir die Diskretisierung des Integrals wird vorausgesetzt, dass die
Maschenweite des Integrals und des PDE-Teils identisch sind. Es gilt also, Ax = Ay und
[Timin, Tmaz] = [Ymin, Ymaz). Zur Berechnung des Integrals wird dieses durch eine endliche
Summe approximiert. Bezeichne [; das Integral am Punkt x; des Gebietes, dann ist die
Néherung des Integrals gegeben durch

N
2
L= V(@i +ye- i+ ) fi (5.13)
k=—+1
mit
fk=/ L Ty (5.14)
{L‘ka

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(y) gelten wieder die Eigenschaften (4.78).
Zur Berechnung von (5.13) werden die Faktoren V(z;, + yk, ..., 2, + yx) und f; getrennt
betrachtet.

Berechnung der V(xi, + yx,...,Xi, + Yk)

Fiir die Bestimmung der Optionspreise V' (x;, + yx, ..., 2, + yi) werden wie in Abschnitt
4.6.3 fir den Fall, dass die Maschenweiten des PDE-Gebietes und des Integralgebietes
iibereinstimmen, zwei Berechnungen unterschieden.

1. Fiir den Fall (z;, + vk, ..., 7, + yx)’ € Qr,:
Bestimme 1 = (I1,...,l;)T mit I; €0,..., N fiir j =1,...,d so, dass

xh+yk:$lp---7$id+yk:xld, (515)

dann gilt
V(@i + Yk, -5 Tiy +yi) = V(). (5.16)

2. Wenn (24, + Yk, ..., 2i, +yr)T €T, gilt:
Bestimme 1 wie in (5.15), dann ist

ei — Ke T | . (5.17)
1

d
V(xil +yk7 .- 7x’id +yk) ==

J

Berechnung der fi

Analog zum eindimensionalen Fall der PIDE kénnen die Integrationsmethoden aus Ab-
schnitt 4.6.3 verwendet werden.

5.2.4 Losung

Mit Hilfe der beschriebenen Diskretisierungen des PDE-Gebietes und des Integrals lasst
sich nun die Matrixformulierung des d-dimensionalen Problems (5.8) darstellen als

[I— AV = [T+ (1 —0)A]V™ + AATBV", (5.18)
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Im zweidimensionalen Fall, den wir in Kapitel 6 beispielhaft berechnen, setzt sich die Matrix
A zusammen aus dem Neunpunkte-Stern

—~vAT Bo AT YAT
AT —(ar+ B+ ax+ fo+ 1+ NAT BIAT |, (5.19)
YAT as AT —vAT
wobei
2 1 2
o; T —AK— 505 ..
= - fiir i = 1,2
YT AL 2Azx ure ’
2 1 2
o; T—AK— 507 .. .
;= f =1,2 2
B 2Ax2 + 2Ax e ’ (5.20)
und 102p
102
= . 21
V= AL (5.21)
Ein Eintrag der Matrix [BV"] ist in zwei Dimensionen gegeben durch
N
2
[an]z‘j = Z V"(xi + Yk, T + yk)fk (5.22)
k=X 41

Die Wahl von 6 erméglicht die implizite, explizite oder Crank-Nicolson-Diskretisierung des
Problems.

Die Matrix A ist im d-dimensionalen Fall auch fiir eine explizite Behandlung des Inte-
grals keine Tridiagonalmatrix mehr. Somit ist die Losung des Gleichungssystems durch
den Thomas-Algorithmus nicht mehr mdglich und es miissen iterative Losungsverfahren
wie ein CG- oder ein GMRES-Verfahren zur Losung des Gleichungssystems eingesetzt wer-
den. Um die Stabilitdt des Verfahrens zu gewéhrleisten, wird im Folgenden ein implizites
Eulerverfahren, § =0, verwendet. So entsteht das zu 16sende Gleichungssystem

[I — AJV"H = \ATBV", (5.23)

5.3 Parallelisierung

Mit Hilfe der Parallelisierung ist es moglich, die Gesamtrechenzeit fiir ein Problem zu kiir-
zen. Dies geschieht durch die Aufteilung des Rechengebietes auf verschiedene Prozessoren.
So ist es auch moglich, Probleme einer Grofe zu berechnen, die den Arbeitsspeicher ei-
nes einzelnen Rechners iiberschreiten wiirde. Mittels der Verwendung von Petsc [BBG101]
[BBET04] [BGMS97] ist es moglich, eine Parallelisierung zu nutzen ohne die hintergriindige
Programmierung der Details zu kennen.

Die Berechnung des Integrals aus der PIDE ist bereits im eindimensionalen extrem rechen-
aufwéndig. Es muss fiir jeden Diskretisierungspunkt ein Integral bestehend aus N Punkten
berechnet werden. Somit ergibt sich im eindimensionalen ein Aufwand von O(N?), im zwei-
dimensionalen ein Aufwand von O(N3) fiir die Berechnung des Integrals. Zusitzlich ist der
Speicherverbrauch sehr hoch, da fiir die Berechnung des Integrals auf die Lésung des letzten
Zeitschritts zuriickgegriffen werden muss. Um eine geringere Rechenzeit fiir die Berechnung
zu erhalten und Speicherplatz zu garantieren, soll die Berechnung der zweidimensionalen
PIDE parallelisiert werden.

Die Grundidee der Parallelisierung ist es, das Rechengebiet €2, bzw. sein diskretisiertes
Gegenstiick g, in Teilgebiete Q}%, e ,Qg aufzuteilen. Dabei bezeichnet P die Anzahl der
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Teilgebiete.

Die Aufteilung des PDE-Teils der PIDE birgt keine Schwierigkeiten, da hier jeder der P
Prozessoren nur die Daten benétigt, die auch auf seinem zugehorigen Teilgebiet vorhanden
sind. Schwieriger ist jedoch die Berechnung des Integrals. Hierbei muss ein Datenaustausch
der verschiedenen Prozessoren stattfinden, um Teilergebnisse der einzelnen Prozessoren aus-
zutauschen.

Im Abschnitt iiber die Integraldiskretisierung 5.2.3 wurde gezeigt, dass fiir die Berechnung
der V(z; +yk, xj +yi) unterschieden werden muss, ob der Punkt im Diskretisierungsgebiet
liegt oder nicht.

Falls V(z; + yr, x; + yi) € Qg, muss dieser Punkt dem Prozessor zugeordnet werden, fiir
den der Punkt im zugehorigen Teilgebiet liegt. Gilt V(x; + yk, xj + yx) ¢ Qr, so wird die
Funktion mit Hilfe der Auszahlungsfunktion fortgesetzt. Doch auch in diesem Fall muss
bestimmt werden, welcher Prozessor diese Fortsetzung iibernimmt. Dazu wird das zugrun-
de liegende Diskretisierungsgebiet in Rechtecke unterteilt. Eine Dimension wird aufgeteilt
auf die Anzahl der Prozessoren, die andere bleibt einfach erhalten. So berechnet nur einer
der Prozessoren die Fortsetzung der Funktion.

Auf diese Weise wird die Summe zur Integralberechnung (5.13) in Teilsummen unterteilt.
Am Ende der Berechnung des Integrals fiir einen Diskretisierungspunkt miissen die Pro-
zessoren jedoch miteinander kommunizieren, um die Gesamtsumme zur Niherung des In-
tegrals zu erhalten.
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Kapitel 6
Numerische Ergebnisse

Dieses Kapitel stellt die Ergebnisse der in Kapitel 4 und 5 vorgestellten Verfahren zur Be-
wertung Europiischer und Basket-Optionen dar. Im ersten Teil dieses Kapitels werden die
Bewertungsverfahren Européischer Optionen fiir das Merton-Modell analysiert.

Zuerst werden die geschlossen Losungen fiir die beiden bereits in Kapitel 4 spezifizierten
Verteilungsfunktionen betrachtet. Die geschlossene Lésung, die im Fall der lognormalver-
teilten Spriinge berechnet werden kann, wird fiir die anschliefend verwendeten Verfahren
als Referenzlosung genutzt. Somit werden dann die Erwartungswertentwicklung und das
Monte-Carlo-Verfahren hinsichtlich ihrer Konvergenz gegen die geschlossene Lésung unter-
sucht.

Der nichste Abschnitt beschéftigt sich mit der Diskretisierung und Lésung der PIDE. Es
wird eine Sensitivititsanalyse durchgefiihrt, in der iiberpriift wird, inwiefern sich eine An-
derung eines einzelnen Parameters auf die Konvergenz auswirkt. Fiir die Parameter, die
eine Verschlechterung der Konvergenz verursachen, werden Methoden zur Verbesserung
vorgestellt, so dass wir schliesslich ein robustes Verfahren erhalten.

Die exemplarisch fiir die lognormalverteilten Spriinge erhaltenen Ergebnisse werden dann
auf andere Verteilungsfunktionen, die Varianz-Gamma- und eine CGMY-Verteilung mit
endlicher und unendlicher Variation, iibertragen. Fiir diese Verteilungsfunktionen wird
dann das jeweils beste Kollokationsverfahren zur Berechnung des Integrals ermittelt.

Im Anschluss werden die Ergebnisse zur Bewertung von Basket-Optionen diskutiert. Es
werden Optionspreise fiir unkorrelierte und korrelierte Aktienkurse sowie fiir verschiedene
zugrunde liegende Verteilungsfunktionen betrachtet.

6.1 Optionspreise mit und ohne Spriinge

In diesem Abschnitt sollen zun#chst die Optionspreise, die mit Hilfe der Black-Scholes-
Formel berechnet wurden, mit solchen eines Sprung-Diffusions-Prozesses verglichen wer-
den.

In Abbildung 6.1 sind links der Preis V(S,t) einer Européischen Kauf-Option nach dem
Black-Scholes Modell (A =0) im Vergleich zu einer Européischen Kauf-Option nach dem
Merton Modell (A=0.8) dargestellt. Zusétzlich ist die Payoff-Funktion abgebildet. Rechts
sind Optionspreise nach dem Merton Modell mit verschiedenen Sprungintensititen zu se-
hen. Die Parameter fiir die Berechnungen der in Abbildung 6.1 dargestellten Optionswerte
sind mit Ausnahme der Sprungintensitit der Tabelle 6.1 entnommen. Auch in den fol-
genden Ausfiihrungen werden, wenn nicht anders angegeben, die Parameter dieser Tabelle
verwendet.

Abbildung 6.1 zeigt die Auswirkung der verstirkten Sprungauftrittsrate. Fiir steigende
Sprungintensitit A ist ein Wachsen des Optionspreises festzustellen. Diese Feststellung be-
ruht auf der Eigenschaft der Sprung-Diffusions-Prozesse. Diese Prozesse besitzen im Ver-
gleich zur Brownschen Bewegung eine zusétzliche Komponente, die mogliche unerwartete
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— Payoff
1401 A=0.0
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Abbildung 6.1: Optionspreise fiir eine Call-Option mit unterschiedlichen Sprungintensité-
ten, links der Optionspreis des Merton-Modells (A = 0.8) und des Black-
Scholes-Modells (A=0.0), rechts der Optionspreis des Merton-Modells mit

N
<]

. . . _ . . .
100 150 200 250 o 50 100 150
Aktienkurs S Aktienkurs S

verschiedenen Sprungintensititen.

Spriinge der Aktie widerspiegelt. Eine Option, die auf einem Sprung-Diffusions-Modell be-
ruht, ,sichert“ somit auch solche Spriinge ab und ist folglich teurer als eine Option, die
keine unerwarteten Spriinge beriicksichtigt. Eine Verstérkung der Sprungintensitit wirkt

sich in einem weiteren Anstieg des Optionspreises aus.

.
200 250

Parameter Bedeutung Wert
K Ausiibungspreis 100.00
T Laufzeit in Jahren 0.25
r Zins 0.05
o Volatilitét 0.15
A Sprungrate 0.10
1%, Erwartungswert der Sprungverteilung —-0.90
oJ Varianz der Sprungverteilung 0.45
C Aktivitdt der Verteilungsfunktion 1.00
G Abfall der linken Seite der Verteilungsfunktion 1.40
M Abfall der rechten Seite der Verteilungsfunktion 2.50
Y Spezifizierung des stochastischen Prozesses:
Varianz-Gamma 0.00
CGMY mit endlicher Variation 0.50
CGMY mit unendlicher Variation 1.50

Tabelle 6.1: Die verwendeten Standardparameter der betrachteten Modelle.

6.2 Geschlossene Losungen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der geschlossenen Lésungen, die fiir den Fall des
Pl6tzlichen Ruins und einer dem Sprung-Prozess zugrunde liegenden Lognormalverteilung

ermittelt werden konnen, diskutiert.
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6.2 Geschlossene Lésungen

6.2.1 Plo6tzlicher Ruin

Im Fall des Plotzlichen Ruins kann eine geschlossene Losung zur Berechnung des Options-
preises angegeben werden.

V(S, A)
V(S, )

Abbildung 6.2: Optionspreise fiir eine Call-Option (links) und eine Put-Option (rechts) fiir
den Fall des Plotzlichen Ruins in Abhéngigkeit vom Kurs S und verschie-
denen Sprungintensitéiten A.

In Abbildung 6.2 sind die Optionspreise fiir einen Call und einen Put in Abhéngigkeit der
Sprungintensitit dargestellt.

Es ist zu beobachten, dass der Wert einer Call-Option mit wachsendem Kurs und wach-
sender Sprungintensitit steigt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kurs mit groffer Sprungaktivitit zum Ende der Laufzeit
der Option noch nicht ,gesprungen” ist und weiterhin ungleich 0 ist, ist sehr gering. Diese
kleine Wahrscheinlichkeit, die einen relativ grofen Gewinn garantieren wiirde, muss relativ
teuer bezahlt werden.

Im Fall einer Put-Option steigt der Optionspreis mit kleiner werdendem Sprungparameter
und kleinerem Kurs. Mit Hilfe der Put-Option kann ein Gewinn erzielt werden, wenn K—S
grofs, also wenn S klein wird. Falls der Kurs eine geringe Sprungaktivitéit besitzt, richten
sich die Anderungen des Kurses hauptsiichlich nach der Brownschen Bewegung und somit
wird sich der Wert des Kurses nur in kleinem Mafte &ndern. Daher ist die Wahrschein-
lichkeit fiir einen kleinen Kurswert am Ende der Optionslaufzeit gering, wenn der Kurs zu
Beginn der Laufzeit der Option relativ grof ist.

Fiir das Modell des Plétzlichen Ruins ist es sinnvoller, eine Put-Option zu kaufen, da man
erwartet, dass der Kurs fillt und durch das Fallen des Kurses ein Gewinn erzielt werden
kann.

6.2.2 Lognormalverteilung

Die in Abschnitt 4.3.2 vorgestellte geschlossene Losung zur Berechnung eines Optionsprei-
ses mit lognormalverteilten Spriingen wird im Folgenden fiir alle weiteren verwendeten
Verfahren als Referenzlosung genutzt. Dies bedeutet, dass der mittels anderer Verfahren
bestimmte Optionspreis mit dem der geschlossenen Lésung verglichen wird.

Da die geschlossene Losung aus einer unendlichen Summe besteht, muss diese unendliche
Summe zur Berechnung des Optionspreises durch eine endliche Summe approximiert wer-
den. Es wird gezeigt, dass der Fehler, der durch das Abschneiden der unendlichen Summe
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entsteht zu vernachldssigen ist, da zum einen die Werte der Poisson-Verteilung sehr schnell
abfallen und zum anderen der mit Hilfe der Black-Scholes-Formel berechnete Optionspreis
irgendwann exakt 0 wird und somit eine endliche Summe entsteht.

In Abschnitt 4.3.2 iiber die Berechnung des Optionspreises mit zugrunde liegender Lognor-
malverteilung fiir die Sprungverteilung wurde bereits gezeigt, dass die unendliche Summe
zur Optionspreisbestimmung konvergiert. Nun soll untersucht werden an welchem Sum-
manden die Summe abgeschnitten werden kann. In Abschnitt 4.3.2 wurde bemerkt, dass
die meisten Summanden fiir einen grofsen Startkurs ungleich 0 sind. Aus diesem Grund
betrachten wir zur Bestimmung des Abschneideterms als Startkurs denjenigen Kurs, der

der grofste in allen weiteren Berechnungen mit den Standardparametern sein wird.

n | Poisson-Gewicht | Black-Scholes-Wert Summand Gesamtsumme
0 9.88816e—01 2.88355e403 | 2.85130e+03 | 2.85130000e+ 03
1 1.11214e—02 2.76444e4-03 | 3.07446e+01 | 2.88204341e+03
2 6.25431e—05 2.50017e403 | 1.56368¢—01 | 2.88219978¢+03
3 2.34480e—07 1.97047¢+03 | 4.62037¢—04 | 2.88220025e+03
4 6.59315e—10 1.26215e+03 | 8.32157¢—07 | 2.88220025e¢+03
5 1.48310e—12 6.65873e+02 | 9.87556e—10 | 2.88220025¢+ 03
6 2.78013e—15 3.03696e+02 | 8.44318e—13 | 2.88220025¢+03
7 4.46699¢ —18 1.24978e¢+02 | 5.58280e—16 | 2.88220025e+03
8 6.28019¢—21 4.78342e+01 | 3.00408e—19 | 2.88220025¢+03
9 7.84834e—24 1.73792e+01 | 1.36398¢—22 | 2.88220025e¢+03
10 8.82724e—27 6.07827e+400 | 5.36544e—26 | 2.88220025¢+ 03
11 9.02567e¢—30 2.06505e4-00 | 1.86385e¢—29 | 2.88220025¢+03
12 8.45952¢ —33 6.83506e—01 | 5.78213e—33 | 2.88220025¢+ 03
13 7.31896¢e— 36 2.18201e—01 | 1.59700e—36 | 2.88220025¢+ 03
14 5.87988¢e—39 6.40717e—02 | 3.76734e—40 | 2.88220025¢+ 03
15 4.40884e—42 1.35766e—02 | 5.98572¢—44 | 2.88220025e¢+03
16 3.09922¢—45 2.61426e—02 | 8.10218e—47 | 2.88220025¢+03
17 2.05045e—48 8.32084e—03 | 1.70615e—50 | 2.88220025¢+ 03
18 1.28122¢—51 2.63214e—03 | 3.37237e—54 | 2.88220025¢+03
19 7.58436e—55 8.30011e—04 | 6.29510e—58 | 2.88220025¢+ 03
20 4.26517e—58 2.62048¢—04 | 1.11768e—61 | 2.88220025¢+ 03
21 2.28436e—61 8.34207e—05 | 1.90562e¢—65 | 2.88220025¢+ 03
22 1.16785e¢—64 2.71119e¢—05 | 3.16628e—69 | 2.88220025¢+ 03
23 5.71095e¢—68 9.21091e—06 | 5.26031e—73 | 2.88220025¢+ 03
24 2.67636e—71 0 0 | 2.88220025e403

Tabelle 6.2: Konvergenz der unendlichen Summe fiir die geschlossene Losung im Fall der
lognormalverteilten Spriinge.

In Tabelle 6.2 sind die Summanden mit zugehorigem Poisson-Gewicht und den Black-
Scholes-Preisen fiir die Berechnung einer Call-Option mittels der geschlossenen Losung
aufgefiihrt. Als Startwert wurde S=e® =2980.95798 verwendet, da dieser in den weiteren
Berechnungen der grofste auftretende Startkurs ist. Die weiteren Parameter sind Tabelle
6.1 entnommen.

In Tabelle 6.2 ist zu sehen, dass die unendliche Summe bereits nach wenigen (24) Sum-
manden abbricht, da dann der Black-Scholes-Preis der neu berechneten Parameter exakt 0
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6.3 Erwartungswertentwicklung

ergibt!. Zu beachten ist auch, dass das Poisson-Gewicht der Summanden so schnell abfillt,
dass bereits nach ca. 10 Summanden der Wert der Summanden im Bereich der Maschinen-
genauigkeit (bei Berechnung mit double precision) liegt und somit der numerische Fehler
bei einem Abschneiden nach 10 Summanden bereits sehr klein ist.

Da in Abschnitt 6.5 verschiedene Parametersitze untersucht werden, die von dem in Tabel-
le 6.1 angegebenen abweichen, wurde auch auch fiir diese Fille die Konvergenz der Summe
untersucht. Es sind jedoch in keinem Fall mehr Summanden ungleich 0 zu berechnen als
im dargestellten.

Abbildung 6.3 zeigt die Optionswerte einer Call- und einer Put-Option in Abh#ngigkeit
vom Aktienkurs und der Sprungintensitét.

V(S, A)

V(S \)

200 O

Abbildung 6.3: Optionspreise fiir einen Call (links) und einen Put (rechts) fiir den Fall der
lognormalverteilten Spriinge in Abhéngigkeit vom Kurs S und verschiede-
nen Sprungintensititen A.

Die Abbildung verdeutlicht die bereits in Abbildung 6.1 gemachten Beobachtungen. Fiir
eine Call-Option steigt der Preis sowohl mit wachsendem Kurs als auch mit zunehmender
Sprungrate. Wird eine Put-Option betrachtet, so steigt der Optionspreis mit wachsender
Sprungintensitdt und sinkt mit ansteigendem Kurs. Diese Eigenschaften sind im Wesent-
lichen auf die Struktur der zugehorigen Auszahlungsfunktionen zuriickzufiithren (vgl. Ab-
schnitt 2.4.1).

Zusammenfassend gilt fiir die in Abschnitt 6.2.1 und 6.2.2 dargestellten geschlossenen Lo-
sungen, dass sie leicht zu berechnen sind, da sie lediglich auf der Black-Scholes-Formel mit
mit variierenden Parametern beruhen.

6.3 Erwartungswertentwicklung

Dieser Abschnitt umfasst die Untersuchung der Konvergenz der Erwartungswertentwick-
lung aus Abschnitt 4.4. Diese wird fiir den Plotzlichen Ruin und eine lognormalverteilte
Sprungverteilung diskutiert.

Fiir den Fall des Plotzlichen Ruins muss keine Konvergenz untersucht werden. Die Zufalls-
zahlen sind aus dem Problem als Xg=1 und X; =0 fiir i =1,...,n vorgegeben. Somit

'Man betrachte hierzu die Auszahlungsfunktion eines Calls max (0, S— K ). Wie in Abschnitt 4.3.2 bemerkt
wir der Zins fiir jede neue Berechnung kleiner und schliesslich auch negativ. Dies fiithrt dazu, dass der
Kurs S zum Endzeitpunkt der Option auch unter den Ausiibungspreis fillt und somit der Preis der
Option exakt 0 ist.
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ergeben sich eindeutige Parameter fiir Formel (4.39) der Erwartungswertentwicklung. Au-
fserdem wurde in Abschnitt 4.4.1 untersucht, dass die Erwartungswertentwicklung und die
geschlossene Losung iibereinstimmen, da in der Erwartungswertentwicklung nur ein Sum-
mand nicht verschwindet.

Fiir eine zugrunde liegende Lognormalverteilung soll nun die Konvergenz gegen die ge-
schlossene Loésung untersucht werden. Wie in Abschnitt 4.4 beschrieben, verwenden wir
fiir jeden Summanden ein Monte-Carlo-Verfahren, um den erwarteten Black-Scholes-Preis
zu berechnen. Die Summe der mit einer Poisson-Verteilung gewichteten Einzelsummanden
ergibt dann den Gesamtpreis Vg. Dieser Preis soll mit dem der geschlossenen Losung, der
Referenzlosung Vg, verglichen werden. Zur Untersuchung der Konvergenz wird der relative
Fehler

betrachtet.

10°

107

107}

relativer Fehler

10°F

107

10 . . . . . .
10° 10" 10° 10° 10* 10° 10° 10’ 10° 10°
Anzahl der Monte—Carlo-lIterationen

Abbildung 6.4: Konvergenz der Erwartungswertentwicklung fiir lognormalverteilte Spriin-
ge.

In Abbildung 6.4 ist der relative Fehler beziiglich der Anzahl der Monte-Carlo-Iterationen
fiir jeden Summanden dargestellt. Es ist zu beobachten, dass die Konvergenz nicht mo-
noton verlduft, sondern Spriinge nach oben und unten existieren. Diese Auf- und Abbe-
wegungen sind eine Eigenschaft des Monte-Carlo-Verfahrens. Da dieses auf der Ziehung
von Zufallszahlen beruht, kann es passieren, dass wenige Zufallszahlen eine Kurssimulation
produzieren, fiir die der Endkurs besser mit der Referenzlésung iibereinstimmt als fiir mehr
Iterationen. Somit ist durch die Verwendung von Zufallszahlen keine gleichméfige Konver-
genz moglich. Es kann dennoch beobachtet werden, dass der relative Fehler im Mittel mit
einer Konvergenzrate von % kleiner wird. Dies wird durch die zusétzlich abgebildete Gerade
mit Steigung % verdeutlicht.

In Tabelle 6.3 sind die Anzahl der Monte-Carlo-Iterationen, der relative Fehler e,.; und die
Konvergenzrate p dargestellt. Die Konvergenzrate p’ der i-ten Zeile wird dabei durch
i (log(e;y) —log(ef))

r= log(2) (6.1)

ermittelt. Dabei bezeichnet eiel den relativen Fehler der i-ten Zeile der Konvergenztabelle.
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6.4 Monte-Carlo-Verfahren

N €rel p
20 [ 1.00000e+00 -
21 | 1.41413e—01 | 2.82e+00
22 | 4.93258¢—01 | —1.80e+00
23 | 3.77056e—01 | 3.87e—01
24 | 1.35627e—01 1.47e+00
25 | 9.37271e—02 | 5.33e—01
26 | 8.83052¢—02 | 8.59¢—02
27 | 2.41318e—02 1.87e+00
28 | 5.83060e—02 | —1.27e+00
29 | 3.71640e—02 | 6.49e—01
210 1 1.80342e—03 | 4.36e+00
211 | 2.14542¢—02 | —3.57e+00
2121 1.13795¢—02 | 9.14e—01
213 | 1.00016e—02 1.86e—01
2141 9.30185e—04 | 3.42e+00
215 1 9.66061e—03 | —3.37e+00
216 | 2.36244e—03 | 2.03e+00
217 1 3.35351e—03 | —5.05e—01
218 | 8.68425¢—04 | 1.94e+00
219 | 4.92885¢—04 | 8.17e—01
220 | 7.14649¢—04 | —5.35e—01
221 | 1.70078¢—03 | —1.25e+00
222 | 5.31568¢—04 | 1.67e+00
223 | 4.52184e—04 | 2.33e—01
224 | 3.21337e—04 | 4.92e—01
225 | 1.85499¢—04 | 7.92e—01
226 | 1.14970e—04 | 6.90e—01
227 | 8.72676e—05 | 3.97e—01
228 | 7.73053e—05 1.74e—01
229 | 1.78680e—05 | 2.11e+00

Tabelle 6.3: Konvergenz der Erwartungswertentwicklung fiir lognormalverteilte Spriinge
mit durch das Monte-Carlo-Verfahren berechneten Kursen.

Wie auch in Abbildung 6.4 ist zu beobachten, dass das Verfahren nicht monoton konver-
giert. Durch die zwischenzeitlichen Spriinge nach oben ergeben sich auch negative Konver-
genzraten. Im Mittel liegt die Rate jedoch bei %

6.4 Monte-Carlo-Verfahren

In Abschnitt 4.5 wurde das Monte-Carlo-Verfahren vorgestellt. Wir beschrinken uns hier,
wie bereits in Abschnitt 4.5 genauer erldutert, auf die Simulation an festen Zeitpunkten,
da wir nur am Kurs zum Endzeitpunkt 7" interessiert sind und nicht an seiner Entwicklung
iiber die Laufzeit.

Es werden die bereits bekannten Fille des Plotzlichen Ruins und der lognormalverteilten
Spriinge untersucht. Dazu wird das Monte-Carlo-Verfahren auf beide Fille angewendet
und fiir steigende Anzahl der Monte-Carlo-Iterationen die Konvergenz gegen den Referenz-
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preis Vg, der mittels der geschlossenen Losungen ermittelt wurde, betrachtet. Den mittels
des Monte-Carlo-Verfahrens berechneten Optionspreis bezeichnen wir mit Vy;c. Um die
Konvergenz gegen die exakte Losung betrachten zu kénnen, wird der relative Fehler

|Vavie — Vr]
|VR|

Erel =

berechnet.

relativer Fehler
relativer Fehler

. . . . . . . . . . . . .
10° 10" 10° 10° 10" 10° 10° 10’ 10° 10° 10° 10" 10° 10° 10* 10° 10° 10’ 10° 10°
Anzahl der Monte-Carlo-Iterationen Anzahl der Monte—Carlo-lIterationen

Abbildung 6.5: Konvergenz des Monte-Carlo Verfahrens fiir den Fall des Pl6tzlichen Ruins
(links) und fiir lognormalverteilte Spriinge (rechts).

In Abbildung 6.5 ist der relative Fehler abhéngig von der Anzahl der Monte-Carlo-Itera-
tionen dargestellt. Zusétzlich wurde eine Gerade mit der Steigung % abgebildet, um die
durchschnittliche Konvergenz des Verfahrens zu verdeutlichen. Wie bereits im vorangegan-
genen Abschnitt erldutert wurde, zeigt sich auch hier, dass die Konvergenz des Monte-
Carlo-Verfahrens nicht monoton ist. Es existieren Spriinge nach oben und unten, die eine
Eigenschaft des Monte-Carlo-Verfahrens sind. Es kann auch in diesem Fall beobachtet wer-
den, dass der relative Fehler im Mittel mit einer Konvergenzrate von % kleiner wird.

In Tabelle 6.4 sind fiir den Plotzlichen Ruin und fiir lognormalverteilte Spriinge die Anzahl
der Monte-Carlo-Iterationen, der relative Fehler und die Konvergenzrate p aufgelistet. Die
Konvergenzrate wurde dabei mit Hilfe von (6.1) berechnet. Auch in Tabelle 6.4 sind die
Auf- und Abbewegungen des relativen Fehlers an der schwankenden Konvergenzrate zu
erkennen.

Das Monte-Carlo-Verfahren zeigt, wie auch die Erwartungswertentwicklung, eine Konver-
genzrate von % Es ist aber zu beachten, dass der Aufwand zur Berechnung des Options-
preises durch die Erwartungswertentwicklung wesentlich hoher ist als der Aufwand des
Monte-Carlo-Verfahrens zur Simulation der Kursbewegungen. Da bei der Berechnung des
Preises mittels der Erwartungswertentwicklung in jedem Summanden ein Monte-Carlo-
Verfahren zur Bestimmung des zukiinftigen Black-Scholes-Preises bendtigt wird, ist der
Aufwand mindestens um die Anzahl der Summanden grofer.

Hinsichtlich ihrer Flexibilitdt zur Berechnung verschiedener Sprung-Verteilungsfunktionen
unterscheiden sich die beiden Verfahren nicht. In beiden Fillen ist es notig, die Inverse der
Sprung-Verteilungsfunktionen zu bestimmen. Diese sind jedoch bei den hier betrachteten
Verteilungsfunktionen nur fiir die Normal- und die Lognormalverteilung bekannt.
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6.5 Numerische Lésung der PIDE

Lognormalverteilung Plotzlicher Ruin
N €rel 14 €rel P
29 | 1.30594e-+00 - | 1.00000e+00 -

21 | 5.18758¢—01 1.33e+00 | 4.64629¢—01 | 1.10e+00
22 1 9.02659¢—01 | —7.99e—01 | 9.78387e—01 | —1.07e+00
23 | 1.37406e—01 | 2.71e+00 | 4.06368¢—02 | 4.58¢+00
24 | 4.95967¢—02 | 1.47e+00 | 1.40561e—01 | —1.79e+00
25 | 2.35584e—01 | —2.24e+00 | 1.96273e—01 | —4.81e—01
26 | 1.86871e—01 | 3.34e—01 | 8.26470e—02 | 1.24e+00
27 | 1.22234e—01 | 6.12e—01 | 8.08399¢—03 | 3.35¢+00
28 | 3.31033e—02 | 1.88e+00 | 8.66457e—02 | —3.42e+00
29 | 2.88526e—02 | 1.98¢—01 | 1.14513e—02 | 2.91e+00
210 1 2.78877¢—02 | 4.90e—02 | 6.13456e—02 | —2.42¢+00
211 | 8.10265¢—03 1.78e+00 | 1.04424¢—03 | 5.87e+00
2121 1.78820e—02 | —1.14e+00 | 1.21517e—03 | —2.18¢—01
213 1 1.21312e—03 | 3.88¢+00 | 6.50715¢—03 | —2.42e+00
214 1 5.32750e—03 | —2.13e+00 | 1.05698¢—02 | —6.99¢—01
215 1 1.22024e—02 | —1.19e+00 | 8.38082e—03 | 3.34e—01
216 1 9.03258¢—03 | 4.33e—01 | 2.29498¢—03 | 1.86e+00
217 1 3.50137¢—03 | 1.36e+00 | 2.74351e—03 | —2.57e—01
218 1 2.51365e—03 | 4.78¢—01 | 4.15807e—04 | 2.72e+00
219 1 1.87029¢—03 | 4.26e—01 | 9.05853¢—04 | —1.12¢+00
220 1 3.92168¢—04 | 2.25e+00 | 7.97853¢—04 | 1.83e—01
221 1 1.35355e—03 | —1.78¢+00 | 1.08161e—03 | —4.38¢e—01
222 1 1.31361e—04 | 3.36e+00 | 8.47073¢—05 | 3.67e+00
223 | 3.81725e—04 | —1.53e+00 | 2.74956e—04 | —1.69¢+00
224 | 3.28631e—04 | 2.16e—01 | 2.87215¢—04 | —6.29¢—02
225 | 1.84572e—04 | 8.32e—01 | 1.37284e—04 | 1.06e+00
226 | 3.91696e—06 | 5.55e+00 | 8.18326e—05 | 7.46e—01
227 | 1.15515e—05 | —1.56e+00 | 4.74562¢—05 | 7.86e—01
228 | 7.13073e—05 | —2.62e+00 | 8.03293e—05 | —7.59e—01
229 | 4.92162¢e—05 | 5.34e—01 | 3.06225¢—05 1.39¢+00

Tabelle 6.4: Konvergenz des Monte-Carlo-Verfahrens bei Simulation des Kursverlaufs.

6.5 Numerische Losung der PIDE

Nachdem wir in den vorangegangenen Abschnitten die Konvergenz der Erwartungswert-
entwicklung und des Monte-Carlo-Verfahrens betrachtet haben, wenden wir uns in diesem
Abschnitt der numerischen Lésung der PIDE zu.

Mit Hilfe einer Sensitivitdtsanalyse wird die Robustheit des in Abschnitt 4.6 vorgestellten
Verfahrens iiberpriift. Wir untersuchen, inwiefern sich eine Anderung der Parameter auf die
Konvergenz des Verfahrens auswirkt. Fiir die Fille, in denen tatséchlich eine Verschlechte-
rung der Konvergenzrate eintritt, werden wir Modifikationen angeben, die die Robustheit
des Verfahrens sichern.

Im weiteren Verlauf werden die verschiedenen Kollokationsverfahren hinsichtlich ihrer Eig-
nung zur Berechnung der unterschiedlichen Verteilungsfunktionen untersucht.
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6.5.1 Sensitivitdtsanalyse

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, inwiefern sich die Anderungen der verschiede-
nen Parameter auf die Konvergenz des Verfahrens auswirken. Dazu wird die Sensitivitéts-
analyse exemplarisch fiir eine Lognormalverteilung der Spriinge durchgefiihrt und schlies-
slich auf andere Sprungverteilungsfunktionen (Varianz-Gamma- und CGMY-Verteilung)
iibertragen.

Es werden fiir die Parameter K, T, r und o Werte iiberpriift, die in der Realitdt tatséchlich
auftreten. Der grofte und der kleinste Wert der jeweiligen Parameter stellen dabei obere
und untere Grenzfille dar, die nur sehr selten an Marktdaten beobachtet werden.

Die Parameter, fiir die die Sensitivitdtsanalyse durchgefiihrt wird, sind in Tabelle 6.5 an-
gegeben.

K T T o
510.10 | 0.015 | 0.01
100 | 0.25 | 0.030 | 0.15
500 | 1.00 | 0.050 | 0.25
1000 | 1.25 | 0.065 | 0.40

Tabelle 6.5: Parameterwerte der Sensitivitdtsanalyse.

Die Wahl der Ausiibungspreise ist begriindet durch die beobachteten Werten verschiedener
Aktien. Es sind nur selten Optionen erhéltlich deren Ausiibungspreis weniger als 5 oder
mehr als 1000€ betrigt. Die Laufzeit von Optionen ist in der Regel kurz, selten ldnger
als ein Jahr. Laufzeiten, die kiirzer sind als ein Monat, treten gewohnlich nicht auf. Zinsen
liegen in der Regel nicht unter 1.5% oder iiber 6.5%. Eine Aktie mit nur 1% Volatilitét ist
ebenso ungewohnlich wie 40% Volatilitat. Eine durchschnittliche beobachtete Volatilitat
liegt zwischen 15% und 25%.

Um festzustellen inwiefern die Anderungen der Parameter die Konvergenz beeinflussen und
um diesen Einflufs vergleichen zu kénnen, muss festgelegt werden, wie der Fehler bzw. die
Konvergenz gemessen wird. Um die Auswirkung der Anderung eines einzelnen Parameters
zu betrachten, werden jeweils alle Parameter bis auf einen auf die Standard Parameter-
werte aus Tabelle 6.1 gesetzt. Der verbleibende Parameter wird jeweils variiert. Fiir jeden
auf diese Weise entstehenden Parametersatz wird dann die Konvergenz zur Referenzlo-
sung betrachtet. Die Referenzlosung ist auch hier der Optionspreis Vg, der mittels der
geschlossenen Formel fiir lognormalverteilte Spriinge berechnet wird. Sei N4, die maxi-
male Anzahl der Ortsdiskretisierungspunkte, fiir die die Konvergenz betrachtet wird. Dann
wird die geschlossene Losung fiir alle S; =¢e% fiir ¢ = 0, ..., Nypee mit den jeweiligen Pa-
rametern berechnet. Der Optionspreis Vprpr wird durch die Losung der PIDE mit einer
unterschiedlichen Anzahl von Ortsdiskretisierungspunkten bestimmt. Um dann den Fehler
zwischen Vprpg und Vi ermitteln zu kénnen, werden die Lésungen der PIDE mit weniger
als Nppae Ortsdiskretisierungspunkten auf das Gitter der Referenzlésung linear interpoliert.
Der Fehler zum Optionspreis der Referenzlésung wird dann folgendermafien berechnet

N, 2
1 1 max ) 9
\Vprpe — VRl|L, = |VeipE — VR||1y = —F= Vi — Vi )
2 Nmaz 2 /—Nme Zzl ( PIDE R)

Dabei ist VIQIDE:VPIDE(eIi,O) und V}% der berechnete Wert der geschlossenen Losungs-
formel mit Startkurs e®i=5;.
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Der relative Fehler e,.; ergibt sich durch

1

||VPIDE _ VR||L2 —,—Aflmax ||VPIDE — VR||12 <Zi:1 (VPIDE - VR) > (6 2)
€rel = ~ - . .

IVRI|L ~ L_||Vgl|; s (1702 2
2 m” ||2 (Z‘—1 (VR)2)2

1=

Wie in Abschnitt 4.6 der Diskretisierung beschrieben ist es moglich, die Maschenweiten
und die Diskretisierungsgebiete der Orts- und der Integraldiskretisierung unabhéngig von-
einander zu wihlen. Die zu integrierende Funktion ist ein Produkt einer Dichtefunktion mit
der Auszahlungsfunktion einer Option. Da die Dichtefunktionen nur einen geringen Grad
der Asymmetrie aufweisen, ist es vorzuziehen, dass Diskretisierungsgebiet des Integrals
symmetrisch um 0 zu wihlen. Fiir die vorliegenden Verteilungsfunktionen (Lognormalver-
teilung, Varianz-Gamma, CGMY) ist ein schneller Abfall der Dichtefunktionen zu beiden
Seiten gegeben [MPS02]. Numerische Experimente ergaben, dass die numerischen Fehler
bei einer Einschriankung des Gebiets auf das Intervall [—8, 8] zu vernachléssigen sind und
das Gebiet aus diesem Grund wie angegeben gewéhlt werden kann. Die Anzahl der Inte-
graldiskretisierungspunkte wird fiir die Konvergenzanalyse konstant auf 1024 gesetzt. Als
Kollokationsmethode wird die Simpsonregel verwendet. Zur Begriindung der Anzahl der
Diskretisierungspunkte und der Wahl des Integrationsverfahrens sei auf Abschnitt 6.5.4
verwiesen.

Fiir das Diskretisierungsgebiet des PDE-Teils ist keine Symmetrie erforderlich. Auf Grund
der Transformation in logarithmischen Preis ist das dem PDE-Teil zugrunde liegende Gitter
nicht dquidistant, sondern logarithmisch. Ebenfalls wegen der Transformation resultieren
negative x-Werte in sehr kleinen Aktienkursen, die in der Realitdt nicht auftreten und
daher fiir die Optionspreisberechnung keine Rolle spielen. Aus diesem Grund wird das Dis-
kretisierungsgebiet auf ein positives Gebiet eingeschriankt und als Intervall [0, 8] gewihlt.
Somit werden Optionspreise fiir Aktienkurse aus dem Intervall [ = 1, e® = 2980.95798]
berechnet.

Um den Ortsdiskretisierungsfehler zu isolieren, wird die Zeitschrittweite konstant auf Ar=
0.001 gesetzt. Dadurch wird verhindert, dass der betrachtete Ortsdiskretisierungsfehler vom
Fehler der Zeitschrittweite beeinflusst wird.

T T T T
——r=0.015 —T=0.1
—r=0.030 —T=0.25
. ——1=0.050 . —T=10
o r=0.065[] o T=125]]
107 4 10°F
Q2107 o2 107
10 10°
10°F E 10°F
10'7 L L L 10'7 L
10° 10" 10° 10° 10" 10° 10" 10° 10° 10"
Anzahl der Ortsdiskretisierungspunkte Anzahl der Ortsdiskretisierungspunkte

Abbildung 6.6: Konvergenz fiir verschiedene Zinssétze r (links) und verschiedene Laufzeiten
T (rechts).

Sowohl Abbildung 6.6 als auch Tabelle 6.6 zeigen die Robustheit des Verfahrens gegeniiber
dem Zinssatz r. Bei festem Level der Ortsdiskretisierung unterscheiden sich die gemessenen
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T T T T
—0=001 —K=5

—0=015 ——K =100
? 0=0.25|] 0 K =500
o 0 =040 K = 1000

. . . . . .
10° 10" 10° 10° 10" 10° 10" 10° 10° 10"
Anzahl der Ortsdiskretisierungspunkte Anzahl der Ortsdiskretisierungspunkte

Abbildung 6.7: Konvergenz fiir variierende Volatilititen o (links) und verschiedene Aus-
iibungspreise K (rechts).

r = 0.015 r =0.03
N Erel 14 €rel 1%
3.80074e—02 - | 3.88229¢—02 -

1.96716e—02 | 9.50e—01 | 2.00431e—02 | 9.53e—01
6.89502e—03 | 1.51e+400 | 7.02376e—03 | 1.51e+00
16 | 1.70315e—03 | 2.01e400 | 1.74429e—03 | 2.00e+-00
32 | 7.11550e—04 | 1.25e+00 | 7.20757e—04 | 1.27e+00
64 | 1.32424e—04 | 2.42e+4-00 | 1.40020e—04 | 2.36e+00
128 | 4.24128e—05 | 1.64e+00 | 4.39259¢—05 | 1.67e+00
256 | 1.10282e—05 | 1.94e+00 | 1.13688e—05 | 1.94e4-00
512 | 2.57870e—06 | 2.09¢4-00 | 2.68342e—06 | 2.08e+00
1024 | 5.49529¢—07 | 2.23e+00 | 5.74802e—07 | 2.22e4-00
r = 0.05 r = 0.065
N Crel P Crel p
3.99154e—02 - | 4.07379¢—-02 -
2.05630e—02 | 9.56e—01 | 2.09697¢—02 | 9.58e—01
7.21498¢—03 | 1.51e4-00 | 7.37188e—03 | 1.50e+00
16 | 1.80987¢—03 | 1.99¢+00 | 1.86628¢—03 | 1.98e+-00
32 | 7.35419e—04 | 1.29¢+00 | 7.48104e—04 | 1.31e+00
64 | 1.50820e—04 | 2.28e4-00 | 1.59310e—04 | 2.23e+00
128 | 4.61685e¢—05 | 1.70e+00 | 4.79953e—05 | 1.73e+00
256 | 1.18840e—05 | 1.95e+00 | 1.23104e—05 | 1.96e4-00
512 | 2.83488e—06 | 2.06e+4-00 | 2.95598e—06 | 2.05e+00
1024 | 6.10420e—07 | 2.21e+00 | 6.38321e—07 | 2.21e+4-00

Q0 = N

o = N

Tabelle 6.6: Konvergenz bei Variation der Zinssétze r.

Fehler beziiglich verschiedener Zinssitze kaum voneinander. Somit erhélt man fiir alle gete-
steten Zinsparameter die gleiche Konvergenzrate?. Diese liegt auf Grund der verwendeten
Diskretisierung mit zentralen Differenzen bei 2.

An Abbildung 6.6 sehen wir, dass das Verfahren nahezu robust gegeniiber Variation der

*Diese wurde mit Hilfe von (6.1) berechnet.
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T=0.1 T =0.25
N Crel p Crel P
3.63631e—02 - | 3.99154e—-02 -
1.88064e—02 | 9.51e—01 | 2.05630e—02 | 9.56e—01
6.75189¢—03 | 1.47e+400 | 7.21498e—03 | 1.51e+400
16 | 1.70052e—03 | 1.98e+00 | 1.80987e—03 | 1.99e+-00
32 | 7.90267e—04 | 1.10e+00 | 7.35419e¢—04 | 1.29¢+00
64 | 1.48126e—04 | 2.41e+4-00 | 1.50820e—04 | 2.28¢+00
128 | 5.44144e—05 | 1.44e+00 | 4.61685¢—05 | 1.70e+00
256 | 1.66818¢—05 | 1.70e+00 | 1.18840e—05 | 1.95e+00
512 | 3.26030e—06 | 2.35e+00 | 2.83488e¢—06 | 2.06e+00
1024 | 8.65107e—07 | 1.91e+00 | 6.10420e—07 | 2.21e4-00
T=1.0 T =1.25
N Crel p Crel P
5.82346e—02 - | 6.43000e—02 -
3.35134e—02 | 7.97e—01 | 3.83684e—02 | 7.44e—01
1.26843e—02 | 1.40e+00 | 1.48903e—02 | 1.36e+00
16 | 3.91469¢—03 | 1.69e+00 | 4.72040e—03 | 1.65e+-00
32 | 1.18890e—03 | 1.71e+00 | 1.40445e¢—03 | 1.74e+00
64 | 3.02819¢—04 | 1.97e+00 | 3.61632e—04 | 1.95e+00
128 | 8.02207e—05 | 1.91e4-00 | 9.47446e—05 | 1.93e+00
256 | 2.10081e—05 | 1.93e+00 | 2.47758e—05 | 1.93e+00
512 | 5.98705e—06 | 1.81e+00 | 7.09168e—06 | 1.80e+00
1024 | 1.74062e—06 | 1.78e4-00 | 2.06066e—06 | 1.78e+00

Q0 = N

Q0 = N

Tabelle 6.7: Konvergenzverhalten fiir verschiedene Laufzeiten T

Laufzeit ist. Unterschiede zeigen sich im variierenden Anfangsfehler, der fiir lingere Lauf-
zeiten grofer ist als fiir kiirzere. Die Konvergenzgraphen selbst verlaufen aber fast parallel
zueinander. Beobachten lésst sich jedoch, dass die Konvergenz fiir T' = 0.25 geringfiigig
besser ist als die fiir T'=0.1. Diese Beobachtung lisst sich mit der nicht geniigend glatten
Anfangsbedingung erklaren. Bereits in [CV05] und [MPS02] wurde gezeigt, dass die Ursache
hierfiir nicht an der Wahl des Modells liegt, sondern an der nicht glatten Anfangsbedingung
einer Call- oder Put-Option. Fiir andere Optionstypen, wie z.B. einen Forward-Kontrakt,
tritt eine schlechtere Konvergenz fiir kurze Laufzeiten nicht auf, da diese eine glatte An-
fangsbedingung besitzen.

Um die Konvergenz auch fiir sehr kurze Laufzeiten zu gewahrleisten, wurde in [MPS02] ein
nicht dquidistantes (logarithmisches) Gitter fiir die Zeitschritte vorgeschlagen. Die Verfei-
nerung des Gitters in der Ndhe des Ausiibungszeitpunktes soll die Konvergenz verbessern.
In Tabelle 6.7 sind fiir die Laufzeiten T'=0.1 und T'=0.25 die Anzahl der Ortsdiskretisie-
rungspunkte, der relative Fehler und die Konvergenzrate dargestellt. Zwar ist der relative
Fehler fiir 7= 0.1 ab einer Anzahl von 128 Diskretisierungspunkten geringfiigig grofer
als der fiir T = 0.25, jedoch wird fiir beide Parameter eine Konvergenzrate von etwa 2
erzielt. Aus diesem Grund wird die in [MPS02| vorgeschlagene Methode zur Verbesserung
der Konvergenz fiir kurze Laufzeiten nicht weiter untersucht.

Wird in Abbildung 6.7 die Konvergenz fiir variierende Volatilitdten betrachtet, so zeigen
die gemessenen Fehler eine Verschlechterung der Konvergenz fiir abnehmende Volatilitét.
Die Fehler fiir 0 =0.15, 0 =0.25 und ¢ = 0.4 sind von derselben Gréfsenordnung und die
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o =0.01 o=0.15
N Crel P Crel p
4.04114e—02 - | 3.99154e—02 -
2.08337e—02 | 9.55e—01 | 2.05630e—02 | 9.56e—01
7.41766e—03 | 1.48e4-00 | 7.21498e—03 | 1.51e+00
16 | 1.93391e—03 | 1.93e+00 | 1.80987e—03 | 1.99e4-00
32 | 8.99635e—04 | 1.10e+00 | 7.35419¢—04 | 1.29¢+00
64 | 2.70772e—04 | 1.73e+00 | 1.50820e—04 | 2.28¢+00
128 | 1.21750e—04 | 1.15e4-00 | 4.61685e—05 | 1.70e+00
256 | 4.44411e—05 | 1.45e+00 | 1.18840e—05 | 1.95e4-00
512 | 2.27455e—05 | 9.66e—01 | 2.83488e—06 | 2.06e+00
1024 | 9.09943e—06 | 1.32e+00 | 6.10420e—07 | 2.21e4-00
o =0.25 o =0.40
N Crel P Crel p
3.90392e—02 - | 3.69374e—02 -
2.00956e—02 | 9.58¢—01 | 1.90082¢—02 | 9.58e—01
6.89122¢—03 | 1.54e+400 | 6.21380e—03 | 1.61e+4-00
16 | 1.66370e—03 | 2.05e+00 | 1.40898e—03 | 2.14e4-00
32 | 6.03126e—04 | 1.46e+00 | 4.68381e—04 | 1.58e+00
64 | 1.12111e—04 | 2.42e4-00 | 8.23580e—05 | 2.50e+00
128 | 3.52221e—05 | 1.67e4-00 | 2.69836e—05 | 1.60e+00
256 | 9.27148e—06 | 1.92e4-00 | 7.18043e—06 | 1.90e+00
512 | 2.24117¢—06 | 2.04e+00 | 1.74848e—06 | 2.03e4-00
1024 | 5.18015e—07 | 2.11e4-00 | 4.17490e—07 | 2.06e+00

o = N

o = N

Tabelle 6.8: Konvergenz bei unterschiedlichen Volatilititen o.

Konvergenzrate betrigt fiir diese drei Parameterwerte 2. An Tabelle 6.8 ldsst sich ablesen,
dass sich die Konvergenzrate fiir den kleinsten getesteten Wert o =0.01 auf Werte zwischen
1 und 1.5 reduziert.

Der Grund fiir die Abnahme der Konvergenzrate liegt daran, dass die Diskretisierung mit
zentralen Differenzen fiir kleine Volatilitéiten instabil wird. Bei genauerer Betrachtung der
Koeffizienten in Gleichung (4.56) fallt auf, dass ein Abnehmen der Volatilitdt zu einem
konvektionsdominanten Problem fiihrt, wohingegen gréfiere Werte der Volatilitdt in einem
diffusionsdominanten Problem resultieren. Wie in Abschnitt 4.6.2 diskutiert, ist die Stabili-
tét der zentralen Differenzen der ersten Ableitung nur fiir ein diffusionsdominantes Problem
gewahrleistet. Um auch fiir kleine Volatilidten die Stabilitdt zu sichern, wird in Abschnitt
6.5.2 die Konvergenz fiir eine zugrunde liegende Downwind-Diskretisierung untersucht.
Abbildung 6.7 und Tabelle 6.9 zeigen die Konvergenz fiir variierende Ausiibungspreise K.
Es ist ersichtlich, dass sich die Konvergenz bei wachsendem Ausiibungspreis K verschlech-
tert bis schlieflich kaum noch eine Reduktion des Fehlers erreicht wird. Fiir die Parameter
K =5 und K =100 wird eine Konvergenzrate von ungefihr 2 erzielt. Es ist zu erkennen,
dass der Anfangsfehler fiir K =5 unter dem fiir K = 100 liegt. Fiir die Ausiibungsprei-
se K =500 und K = 1000 ist der Anfangsfehler jeweils noch gréfer. Die Konvergenzrate
schwankt fiir K =500 um einen durchschnittliche Rate von 1.6. Fiir K =1000 verschlechtert
sie sich weiter auf 1.3. Ab einer Anzahl von 256 Ortsdiskretisierungsschritten verkleinert
sich der Fehler nur noch geringfiigig.

Es wird angenommen, dass die schlechter werdende Konvergenz fiir grole Ausiibungsprei-
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K=5 K =100
N Crel p Crel P
7.66571e—03 - | 3.99154e—-02 -
0.72346e—03 | 4.21e—01 | 2.05630e—02 | 9.56e—01
2.64035e—03 | 1.11e4-00 | 7.21498e—03 | 1.51e+00
16 | 9.02447e—04 | 1.54e+00 | 1.80987e—03 | 1.99e+-00
32 | 2.65636e—04 | 1.76e+00 | 7.35419e—04 | 1.29¢+00
64 | 7.15025e—05 | 1.89e4-00 | 1.50820e—04 | 2.28¢+00
128 | 1.87537e—05 | 1.93e+00 | 4.61685¢—05 | 1.70e+00
256 | 5.05610e—06 | 1.89¢+00 | 1.18840e—05 | 1.95e+00
012 | 1.57967e—06 | 1.67e+00 | 2.83488e¢—06 | 2.06e+00
1024 | 5.54125e—07 | 1.51e+00 | 6.10420e—07 | 2.21e4-00
K =500 K = 1000
N Crel p Crel P
2.81596e—01 - | 5.75000e—-01 -
6.31181e—02 | 2.15e+4-00 | 3.60856e—01 | 6.74e—01
3.33998e—02 | 9.18¢e—01 | 4.64358¢—02 | 2.95e+00
16 | 1.50566e—02 | 1.14e+00 | 2.79720e—02 | 7.31e—01
32 | 2.79437e—03 | 2.42e+00 | 1.27677e—02 | 1.13e+00
64 | 1.06393e—03 | 1.39e+4-00 | 2.65378e—03 | 2.26e+00
128 | 2.92807e—04 | 1.86e+4-00 | 9.24923e—04 | 1.52¢+00
256 | 4.82196e—05 | 2.60e+00 | 3.41158e—04 | 1.43e+00
512 | 1.67990e—05 | 1.52e+4-00 | 3.17956e—04 | 1.01e—01
1024 | 7.66969¢—06 | 1.13e4-00 | 3.15080e—04 | 1.31e—02

Q0 = N

Q0 = N

Tabelle 6.9: Konvergenz bei variierenden Ausiibungspreisen K.

se aus der Diskretisierung entsteht. Das Diskretisierungsgitter ist, wie in Abschnitt 4.6.2
beschrieben, logarithmisch fiir den Aktienkurs S. Dies bedeutet, dass das Gitter fiir kleine
Werte von S und somit auch K besonders fein und fiir grofere Werte hingegen nur grob
ist. Somit sind kleine Ausiibungspreise wesentlich schlechter diskretisiert als grofte. Wei-
tere Details sowie mogliche Verbesserungen zu diesem Problem werden in Abschnitt 6.5.3
erldutert.

6.5.2 Downwind-Diskretisierung

Es wurde in Abschnitt 6.5.1 beobachtet, dass sich die Konvergenz des Verfahrens verschlech-
tert, falls die Volatilitdt kleiner wird. Der Grund fiir die Abnahme der Konvergenzrate fiir
kleine o liegt in der Verschiebung von einem diffusionsdominanten zu einem konvektions-
dominanten Problem und somit ist die Diskretisierung der ersten Ableitung mit zentralen
Differenzen instabil. Aus diesem Grund soll nun zum Vergleich das Konvergenzverhalten
beobachtet werden, wenn der ersten Ableitung eine stabile Downwind-Diskretisierung zu-
grunde gelegt wird.

In Abbildung 6.8 ist der relative Fehler zur Referenzlésung Vi in Abhéngigkeit der Anzahl
der Ortsdiskretisierungspunkte dargestellt. Analog zur Sensitivitédtsanalyse ist die Anzahl
der Diskretisierungspunkte fiir das Integral auf 1024 und die Zeitschrittweite auf A7=0.001
festgesetzt.

In Abbildung 6.8 und in der zugehdrigen Tabelle 6.10 ist zu sehen, dass sich der Fehler
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Abbildung 6.8: Konvergenz fiir verschiedene Volatilitdten mit der Downwind-Diskretisie-
rung der ersten Ableitung.

o =0.01 o =0.15

€rel

p

€rel

p

0 = N

16
32
64
128
256
512
1024

8.60114176e—02
4.82564669¢ —02
2.76075935e—02
1.27980763e —02
6.32388858¢—03
3.36763639¢—03
1.69192511e—03
8.62491480e—04
4.34982407¢—-04
2.19163455e—04

8.33805891e—01
8.05657156e—01
1.10913816e+00
1.01704312e+00
9.09075573e—01
9.93070665e—01
9.72083601e—01
9.87553154e—01
9.88949800e—01

8.55787004e—02
4.76627379e—02
2.71261807e—02
1.24067478e —02
6.05317870e—03
3.19489415e—03
1.59243731e—03
8.04170208e—04
4.01987498e—04
2.00686198e—04

8.44389943e—01
8.13175893e—01
1.12856094e+00
1.03536014e+00
9.21924808e—01
1.00453156e+-00
9.85663784e—01
1.00035026e+00
1.00220923¢e+00

o =

0.25

o =

0.40

€rel

p

€rel

p

Q0 = N

16
32
64
128
256
512
1024

8.33093111e—02
4.45359759¢—02
2.46443836e—02
1.04090756e —02
4.67320068e—03
2.36814146e—03
1.14803498e —03
5.69269337e—04
2.81718816e—04
1.40048024e—04

9.03506540e—01
8.53712311e—01
1.24341694e+-00
1.15535906e+00
9.80655729e¢—01
1.04458866¢e+00
1.01198330e+00
1.01485547¢+00
1.00833430e+-00

7.92040194e—02
3.88227698e¢—02
2.04129870e—02
7.15303828e—03
2.28181796e—03
9.84646981e—04
4.08234670e—04
1.93152224e—04
9.29941533e—05
4.56897647¢—05

1.02867059¢+00
9.27415745e—01
1.51285924¢e+-00
1.64837246e+00
1.21250522e+-00
1.27020787e+00
1.07966042¢+00
1.05452637¢+00
1.02526900e+00

Tabelle 6.10: Konvergenz bei Verwendung der Downwind-Diskretisierung.

fiir die Downwind-Diskretisierung fiir alle Parameter gleichméfig mit einer Rate von 1
reduziert.

Im Gegensatz zur Diskretisierung der ersten Ableitung mit zentralen Differenzen wird
hier eine stabile Diskretisierung und eine gleichméfige Konvergenz fiir alle o erzielt. Der
Nachteil der Downwind-Diskretisierung ist jedoch die geringere Konvergenzrate von 1.
Aus diesem Grund ist es wiinschenswert, wenn moglich, die Diskretisierung mit zentralen

86



6.5 Numerische Lésung der PIDE

Differenzen zu verwenden. Wie in Abschnitt 6.5.1 zu sehen war, hat sich die Diskretisierung
2-ter Ordnung fiir ¢ > 0.15 als stabil erwiesen und wird deshalb im Folgenden weiter
verwendet. Nur fiir kleinere Werte von ¢ wird die Downwind-Diskretisierung eingesetzt.

6.5.3 Verbesserung der Konvergenz fiir groBe Ausiibungspreise

In Abschnitt 6.5.1 der Sensitivitdtsanalyse wurde festgestellt, dass sich die Konvergenz
fiir steigende Ausiibungspreise stark verschlechtert und sich der Fehler fiir feinere werden-
de Gitter schlieflich kaum noch reduziert. Wir haben vermutet, dass die Abnahme der
Konvergenzrate aus dem der Diskretisierung zugrunde liegenden logarithmischen Gitter
resultiert. Aus diesem Grund wird nun das Konvergenzverhalten bei einer Verschiebung
des Diskretisierungsgebietes fiir grofe Ausiibungspreise untersucht. In Abbildung 6.9 ist
links fiir K =500 und rechts fiir K = 1000 der relative Fehler in Abhéingigkeit von der
Anzahl der zugrunde liegenden Ortsdiskretisierungspunkte dargestellt. Dabei werden ver-
schiedene Diskretisierungsgebiete betrachtet. Fiir die Grofe der Gebiete gilt in allen Fallen
Tmaz — Tmin = 8. Das Gebiet selbst wird jedoch verschoben.
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Abbildung 6.9: Konvergenz fiir die Ausiibungspreise K =500 (links) und K =1000 (rechts)
mit unterschiedlichen zugrunde liegenden Diskretisierungsgebieten.

Bei Betrachtung der Abbildung 6.9 stellen wir fest, dass sich die Konvergenz verbessert, je
weiter das Gebiet in Richtung des Ausiibungspreises verschoben wird. Fiir K =500 verbes-
sert sich die Konvergenz bereits deutlich, wenn die linke Gebietsgrenze von urspriinglich
Tmin =0 auf T, =2 gesetzt wird. Fiir eine weitere Verschiebung auf z,,;, =3 tritt noch-
mals eine kleine Verbesserung auf. Die Steigungen fiir x,,;, = 2 und Z;, = 3 stimmen
iiberein, jedoch ist der Fehler fiir x,,;, =3 noch etwas geringer.

Im Fall K =1000 tritt eine deutliche Verbesserung der Konvergenz fiir einen linken Ge-
bietsrand von Z,,;, = 3 ein. Fine weitere Verschiebung auf x,,;, =4 bewirkt kaum noch
eine weitere Verbesserung.

Fiir den Ausiibungspreis K =500 wurde eine ,gute* Konvergenz, d.h. eine Rate von etwa
2, fiir das Gebiet [Zin =2, Tmae = 10] und fiir K =1000 fiir ein Gebiet [Zyin =3, Timae = 11]
erzielt. Wir vermuten, dass sich die Konvergenz verbessern ldsst, wenn der Ausiibungspreis
in der Mitte des Diskretisierungsgebiets liegt, denn es ist log K = 6.21460 fiir K = 500
und log K =6.90775 fiir K =1000. Dazu betrachten wir den relativen Fehler beziiglich des
linken Gebietsrandes, siehe Abbildung 6.10. Die Anzahl der Orts- und Integraldiskretisie-
rungspunkte ist konstant und betrigt jeweils 1024. Die Zeitschrittweite ist beschrinkt auf
AT=0.001.
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Abbildung 6.10: Relativer Fehler in Abhéngigkeit des linken Gebietsrandes fiir K = 500
(links) und K =1000 (rechts).

Abbildung 6.10 zeigt, dass sowohl fiir K = 500 als auch fiir K = 1000 ein deutlich ge-
ringerer Fehler entsteht, wenn der Gebietsmittelpunkt in Richtung des Ausiibungspreises
verschoben wird. Der Fehler ist minimal, wenn der Gebietsmittelpunkt ungefihr mit dem
Ausiibungspreis iibereinstimmt. Wird der Gebietsmittelpunkt iiber den Ausiibungspreis
hinaus verschoben, so wichst der Fehler wieder an.

Die Verschiebung des Diskretisierungsgebietes ermdoglicht es also, auch fiir grofe Aus-
iibungspreise, fiir die in Abschnitt 6.5.1 zunéchst eine Reduktion der Konvergenzrate be-
obachtet wurde, eine Konvergenzrate von ungefihr 2 zu erzielen.

6.5.4 Konvergenz des Integrals

Bislang wurde die Anzahl der Diskretisierungspunkte des Integrals nicht variiert sondern
konstant auf 1024 gesetzt. Nun wird untersucht, welches der in Abschnitt 4.6.3 vorge-
stellten Kollokationsverfahren sich zur Berechnung der verwendeten Dichtefunktionen am
besten eignet. Dazu werden nacheinander die Lognormalverteilung, eine Varianz-Gamma-
Verteilung und zwei CGMY-Verteilungen, eine mit endlicher und eine mit unendlicher
Variation, als Sprung-Verteilungsfunktionen betrachtet. Dazu analysieren wir die relativen
Fehler sowohl abhéngig von der Anzahl der Integraldiskretisierungspunkte als auch ab-
héngig von der Laufzeit, die zur Berechnung des Integrals notwendig ist. Die Anzahl der
Ortsdiskretisierungspunkte fiir den PDE-Teil wird auf N = 1024 und die Zeitschrittweite
auf A7=0.001 gesetzt, um den Integraldiskretisierungsfehler isoliert betrachten zu kénnen.
Bei Verwendung der Varianz-Gamma- und der CGMY-Verteilung muss beachtet werden,
dass fiir diese Verteilungsfunktionen keine geschlossenen Losungen erhalten werden kon-
nen. Aus diesem Grund benutzen wir als Referenzldsung die Losung der PIDE, bei der
der Berechnung des Integrals 2048 Diskretisierungspunkte zugrunde liegen. Fiir jede der
Verteilungsfunktionen wird dazu die Gauk-Quadratur eingesetzt.

In Abbildung 6.11 ist links die Konvergenz des Integrals mit Lognormalverteilung fiir
die verschiedenen Kollokationsverfahren dargestellt. Abbildung 6.11 zeigt, dass die Grofe
des Fehlers ab einer Anzahl von 16 Diskretisierungpunkten fiir die Simpsonregel und die
Gauf-Quadratur nahezu identisch ist, woraus sich offensichtlich die gleiche Konvergenzrate
ergibt. Die Fehlerreduktion fiir die Trapezregel ist ebenfalls von derselben Ordnung, jedoch
ist der Fehler selbst fiir jede Anzahl der Diskretisierungspunkte héher, d.h. es sind mehr
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Abbildung 6.11: Konvergenz der verschiedenen Kollokationsverfahren in Abh#ngkeit der
Anzahl der Diskretisierungspunkte (links) und der Laufzeit (rechts) fiir
lognormalverteilte Spriinge.

Diskretisierungspunkte notig um den Fehler auf die gleiche Grofe zu reduzieren. So wer-
den beispielsweise fiir die Simpsonregel und die Gauf-Quadratur ca. 512 Punkte benétigt
um die Fehlergrofe von 1076 zu unterschreiten. Um diesen Fehler mit der Trapezregel zu
unterschreiten, sind hingegen bereits 1024 Punkte notwendig.

Wird der Fehler in Abhéngigkeit von der Laufzeit zur Berechnung des Integrals betrach-
tet, dndert sich das Verhéltnis der Verfahren untereinander. Hier ist die Simpsonregel das
Kollokationsverfahren, dass in Bezug auf die Laufzeit die beste Fehlerverkleinerung liefert.
Wie in Abschnitt 4.6.3 beschrieben, wird fiir die Berechnung mittels Gauk-Quadratur ein
10-Punkte-Gauf-Verfahren verwendet. Somit ist die Anzahl der Funktionsauswertungen
und damit auch die Laufzeit wesentlich héher als fiir eine Simpson- oder Trapezregel.
Abbildung 6.12 zeigt den Integralfehler fiir die Varianz-Gamma-Verteilung mit den Pa-

10° T T T 10° T T T
— Gauss —— Gauss

—— Simpson —— Simpson
w0l —— Trapez ol —— Trapez
107 E 107}

3 =
o 1 o 10

107 E 107

107 E 107

0° 10* 107 10° 10° 10°

10 10° b1 10!
Anzahl der Diskretisierungspunkte Laufzeit in Sekunden

Abbildung 6.12: Konvergenz der verschiedenen Kollokationsverfahren in Abh#ngkeit der
Anzahl der Diskretisierungspunkte (links) und der Laufzeit (rechts) fiir
eine Varianz-Gamma-Verteilung.

rametern aus Tabelle 6.1. Links ist der Fehler in Abhéngigkeit der Anzahl der Integral-
Diskretisierungpunkte, rechts in Bezug auf die Laufzeit der verschiedenen Kollokationsver-
fahren zu sehen. Fiir die Gauf-Quadratur ist eine gleichméfige Konvergenz zu beobachten.
Fiir die Trapez- und die Simpsonregel reduziert sich der Fehler fiir wenige Diskretisie-
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rungspunkte noch gut. Ab einer Anzahl von 32 Diskretisierungspunkten verlangsamt sich
die Fehlerreduktion jedoch drastisch. Auch durch den Laufzeit-Vorteil wird die langsamere
Konvergenz von Trapez- und Simpsonregel nicht ausgeglichen. Nur durch Verwendung der
Gaufk-Quadratur ldsst sich eine gleichméfige Konvergenz erzielen.

Ursache der langsamen Konvergenz von Simpson- und Trapezregel ist die schwache Sin-
gularitdt der Varianz-Gamma-Verteilung, die durch diese beiden Integrationsverfahren nur
schlecht approximiert werden kann.

Abbildung 6.13 stellt die Konvergenz der verschiedenen Integrationsmethoden fiir eine

10 T 10 T T T
— Gauss — Gauss
—— Simpson —— Simpson

10° b ——Trapez 10° b —— Trapez H

10 10

10 10

e e
o o

10° 10° 10°
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Anzahl der Diskretisierungspunkte Laufzeit in Sekunden

Abbildung 6.13: Konvergenz der verschiedenen Kollokationsverfahren in Abhéngkeit der
Anzahl der Diskretisierungspunkte (links) und der Laufzeit (rechts) fiir
eine CGMY-Verteilung mit endlicher Variation.

CGMY-Verteilungsfunktion mit endlicher Variation dar. Fiir die Verteilung wurden die
Parameter in Anlehnung an [MPS02| gew#hlt und auf C' = 1.0, G = 1.4, M = 2.5 und
Y =0.5 gesetzt. Es stellt sich heraus, dass, &hnlich zur zuvor betrachteten Varianz-Gamma-
Verteilung, die Konvergenz der Trapez- und Simpsonregel ab einer Anzahl von 128 Diskre-
tisierungspunkten deutlich schlechter wird. Zur Berechnung einer CGMY-Verteilung mit
endlicher Variation ist jedoch wiederum die Gauf-Quadratur gut geeignet, da mit dieser
eine gleichméfige Konvergenz erzielt werden kann.

Zuletzt untersuchen wir noch eine CGMY-Verteilung mit unendlicher Variation. Da diese
Verteilung eine Singularitédt an der Stelle 0 besitzt, wird zur Berechnung des Integrals,
wie in Abschnitt 4.6.3 beschrieben, die Verteilungsfunktion abgeschnitten. Der dadurch
eingebiifte Anteil der Variation wird durch eine Verstédrkung des Anteils der Brownschen
Bewegung ausgeglichen. Fiir die durchgefiihrten numerischen Experimente wird der Ab-
schneideparameter fiir die kleinen Spriinge auf ¢ = 0.001 festgelegt. Da die Grofe der
Brownschen Bewegung fiir die Konvergenzuntersuchung beziiglich des Integrals keine Rolle
spielen, wird auf eine Verstirkung dieses Anteils verzichtet.

Abbildung 6.14 zeigt das Konvergenzverhalten der unterschiedlichen Kollokationsverfah-
ren fiir eine CGMY-Verteilung mit unendlicher Variation. Es ist zu sehen, dass sowohl
die Simpson- als auch die Trapezregel gut zur Berechnung des Integrals geeignet sind. Die
Konvergenz in Bezug auf die Anzahl der Diskretisierungspunkte verlduft fiir die Simpsonre-
gel und die Gauf-Quadratur fast identisch. Der Fehler der Trapezregel verringert sich mit
der gleichen Rate, ist aber zahlenméfig immer grofer als der der beiden anderen Verfah-
ren. Gemessen in Abhéngigkeit zur Laufzeit sind die Fehler von Trapez- und Simpsonregel
nahezu identisch. Fiir die Gauk-Quadratur ist wiederum eine wesentlich hohere Laufzeit
nétig. Somit ergibt sich eine Situation, analog zur Lognormalverteilung.
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Abbildung 6.14: Konvergenz der verschiedenen Kollokationsverfahren in Abh#ngkeit der
Anzahl der Diskretisierungspunkte (links) und der Laufzeit (rechts) fiir
eine CGMY-Verteilung mit unendlicher Variation.

Die Verbesserung der Trapez- und der Simpsonregel fiir den CGMY-Verteilung mit unend-
licher Variation ldsst sich mit dem Abschneiden der Verteilungsfunktion erkldren. Durch
den fehlenden Abschnitt der Singularitét ist es moglich diese Verteilungsfunktion mit Hilfe
der verhéltnisméfig einfachen Integrationsmethoden zu berechnen.

Zusammenfassend l&sst sich sagen, dass die Simpson- und die Trapezregel sich als geeignete
Kollokationsverfahren herausstellen, wenn die Sprungverteilungsfunktion eine Lognormal-
verteilung oder eine CGMY-Verteilung mit unendlicher Variation ist. In Fillen, in denen
eine Varianz-Gamma-Verteilung oder eine CGMY-Verteilung mit endlicher Variation zu-
grunde liegen, ist es notwendig, zur genauen Berechnung des Integrals eine Gauf-Quadratur
anzuwenden.

6.5.5 Diskretisierungs- und Integrationsfehler

In diesem Abschnitt untersuchen wir den isolierten Fehler der Orts- und der Integraldis-
kretisierung untersucht. Dazu sei N die Anzahl der Ortsdiskretisierungspunkte und M die
Anzahl der Integraldiskretisierungspunkte. Wir nehmen an, dass sich der Fehler der ge-
samten Diskretisierung zusammensetzt aus dem Diskretisierungsfehler des PDE- und des
Integral-Teils, also episk = €pDE + €Integral- Ziel ist es N und M so zu wihlen, dass beide
Fehleranteile die gleiche Gréflenordnung besitzen. Dazu betrachten wir die isolierten Feh-
ler exemplarisch fiir die Lognormalverteilung und setzen alle Parameter konstant auf die
Werte aus Tabelle 6.1. Zusétzlich wird die Zeitschrittweite auf A7=0.001 fixiert.
Zunichst sind in Abbildung 6.15 links der Fehler fiir verschiedene konstante Anzahlen von
Integraldiskretisierungspunkten A beziiglich der Anzahl der Ortsdiskretisierungspunkte
N dargestellt. Rechts ist der relative Fehler fiir konstante N beziiglich variierendem M
zu sehen. Abbildung 6.15 links zeigt, dass sich der Fehler zunéchst bei Erhéhung von N
reduziert, dann jedoch ab einem gewissen, von M abhingigen N konstant bleibt. Dies
bedeutet, dass eine Hinzunahme von Ortsdiskretisierungspunkten den Gesamtfehler nicht
weiter reduziert. In diesem Fall dominiert der Integral-Fehler den Gesamtfehler, der Fehler
der Ortsdiskretisierung ist im Verhéltnis zum Integral-Fehler bereits so gering, dass er sich
nicht weiter niederschligt. Ein analoges Verhalten ergibt sich fiir den umgekehrten Fall
(vgl. Abbildung 6.15 rechts).
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Abbildung 6.15: Darstellung des relativen Fehlers fiir konstante Anzahl der Integraldiskre-
tisierungspunkte in Abh#ngigkeit der Ortsdiskretisierungspunkte (links)
und fiir konstante Anzahl der Ortsdiskretisierungspunkte in Abhéngigkeit
der Integraldiskretisierungspunkte (rechts).

Um nun die Konvergenz der ,bereinigten” Fehler der Diskretisierung zu betrachten, sind aus
den Daten, die Abbildung 6.15 zugrunde liegen, fiir jedes betrachtete N bzw. M die domi-
nanten Fehleranteile in Abbildung 6.16 zusammengefasst. Diese zeigt zum einen den Fehler
des Integrals isoliert vom Orts-Fehler des PDE-Teils sowie den Ortsdiskretisierungsfehler
bereinigt um den Fehler der Integraldiskretisierung.

10°

— Integralfehler|
— Ortsfehler

107

107}
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107

107

10'5 L L
10° 10" 10° 10° 10"
Anzahl der Diskretisierungspunkte N bzw. M

Abbildung 6.16: Der Integralfehler bereinigt um den Einfluss des Ortsfehlers sowie der
Ortsfehler bereinigt um den Einfluss des Integralfehlers.

Die Tabellen 6.11 und 6.12 zeigen, dass sich beide Diskretisierungsfehler mit einer Kon-
vergenzrate von 2 verkleinern. Der Integral-Fehler ist jedoch fiir eine geringere Anzahl von
Diskretisierungspunkten bereits wesentlich kleiner. Das heifst, um beispielsweise einen Ge-
samtfehler der Diskretisierung der GroRenordnung 107° zu erhalten, werden 2048 Orts-
aber nur 128 Integraldiskretisierungspunkte bendtigt.

6.5.6 Konvergenz des Gesamtverfahrens

Bisher wurde die Konvergenz der Orts- oder Integraldiskretisierung lediglich getrennt von-
einander betrachtet. Abschlieftend soll nun die Konvergenz des Gesamtverfahrens unter-
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Ortsfehler
N Crel P
4 | 8.29779¢—01 -
8 | 3.03829¢—01 | 1.44e+00
16 | 8.83428¢—02 | 1.78e¢+400
32 | 2.32403e¢—02 | 1.92e+00
64 | 5.91593e—03 | 1.97e+00
128 | 1.48921e—03 | 1.99¢-+00
256 | 3.73217e—04 | 1.99¢+00
512 | 9.33289¢—05 | 1.99¢+00
1024 | 2.32584e—05 | 2.00e+00
2048 | 5.61386e—06 | 2.05e+00

Tabelle 6.11: Konvergenz des isolierten Ortsdiskretisierungsfehlers.

Integralfehler
M Crel p
41 3.97319¢—-03 -
8 | 2.42271e—03 | 7.13e—01
16 | 4.85181e—04 | 2.32e+00
32 | 1.10291e—04 | 2.13e+00
64 | 2.75085e—05 | 2.00e+00
128 | 6.91368e—06 | 1.99e+00

Tabelle 6.12: Konvergenz des isolierten Integraldiskretisierungsfehlers.

sucht werden. Fiir die folgenden numerischen Experimente verwenden wir die Parameter
aus Tabelle 6.1. Den Ergebnissen aus Abschnitt 6.5.4 folgend wird die Berechnung des Inte-
grals im Fall der Lognormal- und der CGMY-Verteilung mit unendlicher Variation mit der
Simpsonregel, fiir die Varianz-Gamma- Verteilung und die CGMY-Verteilung mit endlicher
Variation mit einer 10-Punkte-Gauk-Quadratur durchgefiihrt.

Zur Bestimmung der Konvergenz des Verfahrens wird bei zugrunde liegender Lognormal-
verteilung die geschlossene Losung als Referenzlosung verwendet. Fiir die Varianz-Gamma-
und die CGMY-Verteilung wird die Losung mit der feinsten Diskretisierung (2048 Orts-
und Integraldiskretisierungspunkte, 256 Zeitschritte) berechnet und dann die Konvergenz
gegen diese Losung ermittelt.

Abbildung 6.17 zeigt die Konvergenz des Verfahrens fiir die verschiedenen Verteilungsfunk-
tionen. Es ist der relative Fehler der Lésung der PIDE beziiglich des Produktes von Orts-

(N) und Zeitdiskretisierungspunkten (Mk) dargestellt.

In Abbildung 6.17 und Tabelle 6.13 ist zu sehen, dass das Verfahren fiir alle getesteten
Sprungverteilungsfunktionen mit einer Konvergenzrate von 1 konvergiert. Eine bessere Rate
ist durch die explizite Behandlung des Integral-Teils auch nicht zu erwarten. Die anfinglich
hohere Konvergenzrate entsteht durch die verzogerte Verfeinerung der Zeitschrittweite. Bis
zu einer Anzahl von 16 Ortsdiskretisierungspunkten ist die Zeitschrittweite im Verhéltnis
zur Ortsmaschenweite noch so klein, dass keine Verfeinerung notwendig ist. Aus diesem
Grund ist zu Beginn die in Tabelle 6.13 aufgefiihrte Konvergenzrate des Verfahrens grofer
als 1.

Zu beachten ist, dass nicht nur die Konvergenzrate des Verfahrens fiir alle eingesetzten
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Abbildung 6.17: Vergleich der Konvergenz des Gesamtverfahrens fiir verschiedene Sprung-
Verteilungsfunktionen.

Lognormalverteilung Varianz-Gamma
N - Mk N ME Crel p Crel P
2 2 1| 1.69200e+00 - | 1.85888e+00 -
4 4 1| 8.32935e—01 | 1.02e+00 | 9.55025e—01 | 9.60e—01
8 8 1 3.07072e—01 | 1.43e+00 | 3.66742¢e—01 | 1.38e+00
16 16 11 9.01606e—02 | 1.76e+00 | 1.07748e—01 | 1.76e+00
64 32 2 | 2.36038¢—02 | 9.66e—01 | 2.83458¢—02 | 9.63e—01
256 64 41 5.97899e—03 | 9.90e—01 | 7.18309e—03 | 9.90e—01
1024 | 128 8 | 1.50140e—03 | 9.96e—01 | 1.80237e—03 | 9.97e—01

4096 | 256 16 | 3.76695e—04 | 9.97e—01 | 4.51221e—04 | 9.98e—01
16384 | 512 | 32| 9.48151e—05 | 9.95e—01 | 1.12941e—04 | 9.99¢—01
65536 | 1024 | 64 | 2.40319e—05 | 9.90e—01 | 2.82474e—05 | 9.99¢—01

262144 | 2048 | 128 | 5.91383e—06 | 1.01e4-00 | 6.87817e—06 | 1.01e+00

CGMY, endl. Var. CGMY, unendl. Var.
N - Mk N MFE Erel p Crel P

2 2 1| 1.69206e+00 - | 1.69206e+00 -

4 4 1| 8.32186e—01 | 1.02e+4-00 | 8.32186e—01 | 1.02e4-00

8 8 1| 3.03075e—01 | 1.45e+4-00 | 3.03067¢—01 | 1.45e+00

16 16 1| 8.65336e—02 | 1.80e+00 | 8.65336e—02 | 1.80e+00

64 32 2 | 2.25387¢—02 | 9.70e—01 | 2.25387e—02 | 9.70e—01

256 64 4| 5.69735¢—03 | 9.92e—01 | 5.69735¢—03 | 9.92¢—01
1024 | 128 8 | 1.42935¢—03 | 9.97e—01 | 1.42935e—03 | 9.97e—01

4096 | 256 16 | 3.58204e—04 | 9.98¢—01 | 3.58204e—04 | 9.98e—01
16384 | 512 | 32| 8.98914e—05 | 9.97e—01 | 8.98914e—05 | 9.97e—01
65536 | 1024 | 64 | 2.26239¢—05 | 9.95e—01 | 2.26239¢—05 | 9.95¢—01

262144 | 2048 | 128 | 5.59593e—06 | 1.00e+00 | 5.59593e—06 | 1.00e+00

Tabelle 6.13: Konvergenz des Gesamtverfahrens fiir die verschiedenen Sprung-Verteilungs-
funktionen.

Verteilungsfunktionen die gleiche ist, sondern dass auch die Grofenordnung der Fehler
bei festem Diskretisierungslevel fiir die unterschiedlichen Verteilungsfunktionen dieselbe
ist. Wichtig zu beachten ist jedoch, dass der Aufwand zur Berechnung der verschiedenen
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Verteilungsfunktionen unterschiedlich ist. So wird das Integral der Varianz-Gamma- und
der CGMY-Verteilung mit endlicher Variation mit Hilfe der Gauf-Quadratur berechnet,
wihrend das Integral fiir die Lognormalverteilung und die CGMY-Verteilung mit der Simp-
sonregel ausgewertet werden kann, deren Laufzeit wesentlich kleiner ist.

Im Abschnitt 6.5.1 wurde die Robustheit des Verfahrens gegeniiber Anderungen der Mo-
dellparameter zur Losung der PIDE untersucht. Es stellte sich bereits zu Beginn als robust
gegeniiber einer Anderung des Zinssatzes und einer Variation der Laufzeit heraus. Durch
eine stabile Downwind-Diskretisierung konnte die Konvergenz auch fiir kleine Volatilitéten
gesichert werden. Die Verschiebung des Diskretisierungsgebiets ermoglicht die Berechnung
von Optionspreisen auch fiir groke Ausiibungspreise.

Zusétzlich zur Robustheit zeichnet sich das vorgestellte Verfahren im Gegensatz zur Erwar-
tungswertentwicklung und zum Monte-Carlo-Verfahren durch die Flexibilitdt hinsichtlich
der verwendbaren Verteilungsfunktionen aus. Das Verfahren konvergiert fiir alle vorgestell-
ten Verteilungsfunktionen mit einer Rate von 1 und ist somit auch bei der Bestimmung
des Optionspreises der Erwartungswertentwicklung und dem Monte-Carlo-Verfahren, die
beide mit einer Rate von % konvergieren, vorzuziehen.

6.6 Berechnung eines Baskets fiir zwei Dimensionen

In Kapitel 5 wurde ein Modell sowie ein numerisches Verfahren zur Bewertung von Basket-
Optionen auf Grundlage eines Sprung-Diffusions-Modells beschrieben. In diesem Abschnitt
stellen wir numerische Ergebnisse vor, die fiir einen Basket, bestehend aus zwei Kursen,
mit diesem Verfahren erzielt wurden. Fiir die folgenden numerischen Ergebnisse wurden
die Parameter aus Tabelle 6.14 verwendet. Aufserdem wurde ein Diskretisierungsgitter mit
64 x 64 Orts- und 64 Integraldiskretisierungspunkten zugrunde gelegt. Insgesamt werden
vier Fille von Korrelation und Gewichtung betrachtet. Zunichst wurde das Verfahren fiir
unkorrelierte und negativ korrelierte Aktien getestet. Fiir jeden dieser Fille wurde sowohl
eine Gleichgewichtung als auch eine asymmetrische Gewichtung der Kurse verwendet.

Parameter Bedeutung Wert
K Ausiibungspreis 1000
T Laufzeit 0.25
T Zins 0.05
o1 Volatilitdt des ersten Kurses 0.20
o9 Volatilitdt des zweiten Kurses 0.15
A Sprungintensitit 0.10
0 Korrelationskoeffizient:

unkorreliert 0.00

negativ korreliert —1.00

Tabelle 6.14: Parameter der Berechnungen eines zweidimensionalen Baskets.

In Abbildung 6.18 sind die berechneten Optionspreise fiir den Fall unkorrelierter Aktien-
kurse (Korrelationskoeffizient p=0.0) dargestellt, links fiir gleichgewichtete Kurse, rechts
fiir Kurse 51, 52 gewichtet mit w; =0.3 und wo = 0.7. Abbildung 6.19 zeigt die Options-
preise fiir den Fall negativ korrelierter Aktienkurse (p=—1.0). Dieser bedeutet, dass sich
die Bewegung des einen Aktienkurses negativ auf den Wert des anderen auswirkt.
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Abbildung 6.18: Optionspreis fiir zwei unkorrelierte Aktienkurse mit verschiedenen Ge-
wichtungen der Kurse: Gleichgewicht der Kurse (links), Ungleichgewicht
der Kurse (rechts).
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Abbildung 6.19: Optionspreis fiir zwei korrelierte Aktienkurse mit verschiedenen Gewich-
tungen der Kurse: Gleichgewicht der Kurse (links), Ungleichgewicht der
Kurse (rechts).

Den Abbildungen 6.18 und 6.19 entnehmen wir einen Anstieg des Optionspreises fiir wach-
sende Kurse S; und S3. Hierbei resultiert eine Gleichgewichtung der Kurse in einem Op-
tionspreis, der symmetrisch beziiglich S; und Sy ist, vgl. Abbildung 6.18 und 6.19 links.
Im Gegensatz dazu verdeutlichen Abbildung 6.18 und 6.19 rechts die unterschiedliche Ge-
wichtung der Kurse. Wie an den Abbildungen zu sehen ist, hat der geringer gewichtete
Kurs auch einen entsprechend geringeren Einfluss auf den Optionspreis des Baskets. Der
L,Knick“, den die Auszahlungsstruktur in der Losung induziert, wird entlang des geringer
gewichteten Kurses verzogen.

Um den Unterschied der Optionspreise bei unkorrelierten und korrelierten Aktienkursen
starker hervorzuheben, sind in Abbildung 6.20 die Differenzen der entsprechenden Losun-
gen sowohl fiir die gleichgewichtete als auch fiir die asymmetrische Auszahlungsfunktion
dargestellt. Im Folgenden bezeichnet

VDifferenz = Vunkorreliert — Vkorreliert

die Differenz der korrelierten und unkorrelierten Optionspreise. Zusétzlich sind auf der
rechten Seite jeweils die zugehorigen Konturlinien abgebildet.
Abbildung 6.20 zeigt, dass sich die beiden Optionspreise hauptséchlich in einem Gebiet um
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Abbildung 6.20: Differenz der Optionspreise fiir unkorrelierte und korrelierte Aktienkurse
bei einer gleichgewichteten und einer ungleichgewichteten Auszahlungs-
funktion.

den Ausiibungspreis unterscheiden. Der Optionspreis des Baskets ist im Fall korrelierter
Aktienkurse kleiner als im Fall unkorrelierter Aktienkurse. Dies ist auch zu erwarten, da
der Bereich um den Ausiibungspreis K generell von grofer Bedeutung fiir den Preis der
Option ist. In einem Gebiet um K entscheidet sich ndmlich, ob die Option {iberhaupt einen
Wert hat, oder ob sie verfillt.

Die positive Differenz, d.h. der grofsere Preis der Option im Fall unkorrelierter Aktienkur-
se, entsteht aus dem erwarteten, hoheren Gesamtkurs des Baskets. Zur Begriindung des
erwarteten, hoheren Gesamtkurses betrachten wir den Einfluss der Korrelation p auf die
Entwicklung der einzelnen Kurse. Anhand von Gleichung (5.1) stellen wir fest, dass un-
terschiedliche Korrelationen zu einer Verdnderung der Volatilitdt eines einzelnen Kurses
fithren. Im Einzelnen ergeben sich folgende Anderungen:

Eine negative Korrelation bewirkt eine Verringerung der Volatilitdt und fithrt somit im
Vergleich zu unkorrelierten Aktienkursen zu einem geringeren, erwarteten Kurswert. Der
hier nicht betrachtete Fall der positiven Korrelation resultiert in einer Verstirkung der
Volatilitdt und einem somit groferen, erwarteten Aktienkurswert.

Abschliefsend betrachten wir nun noch die Konvergenz des Gesamtverfahrens in zwei Di-
mensionen analog zu den Untersuchungen des eindimensionalen Problems (vgl. Abschnitt
6.5.6). Dabei untersuchen wir die Fille korrelierter und unkorrelierter Kurse mit zugrun-
de liegender Lognormalverteilung sowie zusétzlich den Fall korrelierter Aktienkurse bei
verwendeter CGMY-Verteilung mit unendlicher Variation. Den Ergebnissen aus Abschnitt
6.5.4 folgend wird zur Integration der Verteilungsfunktion in beiden Fillen die Simpson-
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regel benutzt. Da in zwei Dimensionen keine geschlossene Losung zur Berechnung des
Basket-Optionspreises bekannt ist, verwenden wir fiir die Konvergenzuntersuchung analog
zu Abschnitt 6.5.6 eine numerische Losung als Referenzlsung. Bedingt durch den héhe-
ren numerischen Aufwand des Verfahrens im Vergleich zu einer Dimension (vgl. Abschnitt
5.3) haben wir die Losung mit 2!9x2!% Orts- und 2'° Integraldiskretisierungspunkten als
Referenzlsung gewihlt.

Numerische Experimente haben ergeben, dass die Sensitivitdt des Verfahrens beziiglich
des Ausilibungspreises K noch wesentlich grofer ist als bereits in einer Dimension festge-
stellt wurde (siehe Abschnitt 6.5.1). Es miisste also analog zu Abschnitt 6.5.3 iiberpriift
werden, ob sich die dort vorgestellten Verbesserungen der Robustheit auch auf den zwei-
dimensionalen Fall iibertragen lassen oder ob beispielsweise eine beziiglich K adaptierte
Diskretisierung notwendig ist. Aus diesen Griinden beschrénken wir uns auf den Fall K =1.
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Abbildung 6.21: Konvergenz der Berechnung des Basket-Optionspreises.

Abbildung 6.21 und Tabelle 6.15 zeigen die gemessenen Fehler und die zugehorigen Kon-
vergenzraten fiir die drei angegebenen Fille. Die betrachteten Fehler und Raten verhalten
sich fiir alle Félle analog. Es ergibt sich zun#chst eine Rate von etwa %, die jedoch mit
zunehmender Verfeinerung der Diskretisierung auf etwa 0.8 ansteigt.

Durch die verwendeten Grundbausteine des Verfahrens (zentrale Differenzen fiir die Orts-
diskretisierung, explizite Behandlung des Integrals, implizite Zeitdiskretisierung) erwarten
wir analog zum eindimensionalen Fall eine Rate von 1, da von keinem dieser Einzelverfahren
eine Verschlechterung der Konvergenz in zwei Dimensionen zu erwarten ist. Auf Grund des
hohen numerischen Aufwandes konnten jedoch nicht die nétigen Verfeinerungen des Gitters
erreicht werden, um die asymptotische Konvergenzrate experimentell zu ermitteln. Die mit
feiner werdender Diskretisierung ansteigende Konvergenzrate deutet allerdings darauf hin,
dass die erwartete Rate von 1 erreicht werden kann.
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Lognormalverteilung,
unkorrelierte Kurse

N-Mk| N | Mk Erel 0
4 4 1| 7.41941e—03 -
8 8 1 | 4.65505e—03 6.72¢—01
16 | 16 1| 5.65780e—03 | —2.81e—01
64 | 32 2 | 2.93057¢—03 4.74e—01
256 | 64 4| 1.36583¢—03 5.50e—01
1024 | 128 8 | 6.09260e —04 5.82e—01
4096 | 256 16 | 2.52110e—04 6.36e—01
16384 | 512 32 | 8.20612e—05 8.09¢—01

Lognormalverteilung,

korrelierte Kurse

N-Mk| N | Mk Erel 0
4 4 1| 7.53219¢—-03 -
8 8 1| 4.72973¢—03 6.71e—01
16 | 16 1| 5.69676e—03 | —2.68¢—01
64 | 32 2| 2.93711e—03 4.77e—01
256 | 64 4 | 1.37542¢—03 5.47e—01
1024 | 128 8 | 6.15771e—04 5.79¢—01
4096 | 256 16 | 2.57352e—04 6.29¢—01
16384 | 512 32 | 8.72810e—05 7.80e—01

CGMY-Verteilung,

korrelierte Kurse

N-Mk| N | Mk Erel 0
4 4 1| 5.76454e—03 -
8 8 1] 3.11757e—03 8.86e—01
16 | 16 1| 4.77317¢—03 | —6.14e—01
64 | 32 2 | 2.51964¢—03 4.60e—01
256 | 64 4 | 1.14783e—03 5.67e—01
1024 | 128 8 | 4.80230e—04 6.28¢—01
4096 | 256 16 | 1.86581e—04 6.81e—01
16384 | 512 32 | 5.78183e¢—05 8.45e—01

Tabelle 6.15: Konvergenz des Gesamtverfahrens fiir einen zweidimensionalen Basket.
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Kapitel 7
Schlussbemerkungen und Ausblick

In dieser Arbeit wurden verschiedene numerische Verfahren zur Bewertung Européischer
Optionen vorgestellt und diskutiert. So stellen die geschlossenen Losungen als Anwendung
der Black-Scholes-Formel eine einfache Moglichkeit zur Berechnung eines Optionspreises
dar. Die Verwendung einer analytischen Losung ist allerdings nur eingeschrénkt, d.h. fiir
zwei spezielle Sprungverteilungsfunktionen (,,Plotzlicher Ruin® und die Lognormalvertei-
lung) moglich.

Eine flexiblere Losungsmdglichkeit zur Bestimmung eines Optionspreises ist die Erwar-
tungswertentwicklung. Diese beinhaltet eine Anwendung und Summation der Black-Scholes-
Formel, hat jedoch den Nachteil, dass fiir jeden Summanden ein zukiinftiger Kurswert be-
rechnet werden muss. Es wurde gezeigt, dass das Monte-Carlo-Verfahren, das die Bestim-
mung des erwarteten Kurswertes ermoglicht, mit einer Konvergenzrate von % konvergiert.
Allerdings muss diese Bestimmung fiir jeden Summanden erfolgen und somit erhoht sich
der Aufwand zur Optionspreisberechnung um einen konstanten Faktor.

Besser eignet sich hingegen die Verwendung des Monte-Carlo-Verfahrens fiir die vollstin-
dige Simulation der Kursbewegung mit zugrunde liegendem Sprung-Diffusions-Modell. In
diesem Fall ist das Monte-Carlo-Verfahren zur Ermittlung des Optionspreises nur einmal
anzuwenden. Auch dieses Verfahren konvergiert mit einer Konvergenzrate von % Der Auf-
wand ist im Vergleich zur Erwartungswertentwicklung aber geringer, da das Verfahren nur
einmal durchgefiihrt werden muss.

Bei der Untersuchung der Losung der PIDE wurde besonders der Einfluss verschiedener
Parameter (Zins, Volatilitiat, Laufzeit und Ausiibungspreis) betrachtet. Es stellte sich her-
aus, dass das Verfahren véllig robust gegeniiber Anderungen des Zinssatzes ist. Fiir jede
Wahl des Parameters wird eine Konvergenzrate von 2 erhalten und selbst die Fehler sind
fiir jede Parameterwahl fast identisch. Eine Verlingerung der Laufzeit wirkte sich ebenfalls
nicht in einer Verschlechterung der Konvergenzrate aus, diese blieb weiterhin 2. Die Wahl
einer kleinen Volatilitat verschlechterte die Konvergenz erheblich. Diese Verschlechterung
konnte auf die Diskretisierung der ersten Ableitung mit zentralen Differenzen zuriickge-
fiihrt werden. Die Verkleinerung der Volatilitét bewirkt eine Verminderung des Diffusions-
und eine Verstirkung des Konvektionsterms und fiihrt somit zu einer Instabilitét der zen-
tralen Differenzen der ersten Ableitung. Das Problem der Instabilitit konnte durch eine
Downwind-Diskretisierung der ersten Ableitung fiir kleine Volatilitdten behoben werden.
Durch diese Anwendung ist nur eine Konvergenzrate von 1 zu beobachten, aber somit ist
die Stabilitdt der Diskretisierung gewéhrleistet. Der Parameter K, der Ausiibungspreis,
lief fiir eine Vergroferung des Parameters eine deutliche Verschlechterung der Konvergenz
erkennen. Die Verschlechterung der Konvergenz fiir grofe Ausiibungspreise konnten jedoch
auf das Diskretisierungsgebiet zuriickgefithrt werden. Durch die Verwendung eines loga-
rithmischen Diskretisierungsgitters sind im Bereich grofer Kurswerte nur wenige Diskreti-
sierungspunkte gegeben. Durch die Mdéglichkeit, die Diskretisierungsgebiete des PDE-Teils
und des Integrals unterschiedlich zu wéhlen, konnte durch eine Verschiebung des PDE-
Diskretisierungsgebietes der Erhalt der Konvergenzrate 2 jedoch gewéhrleistet werden. Es

101



Kapitel 7 Schlussbemerkungen und Ausblick

zeigt sich, dass fiir eine gute Konvergenz der Ausiibungspreis in der Mitte der Diskretisie-
rungspunkte liegen sollte.

Somit konnte ein robustes Verfahren zur Losung der PIDE entwickelt werden, das sich
auch hinsichtlich seiner Flexibilitét zur Verwendung verschiedener Verteilungsfunktionen
auszeichnet. Es konnen Verteilungsfunktionen mit endlicher und unendlicher Variation und
Aktivitdt eingesetzt werden, deren Berechnung mit einfachen Kollokationsverfahren mog-
lich ist. Die Konvergenzrate des Verfahrens betréigt fiir alle Sprungverteilungsfunktionen 1.
Die Anwendung des Verfahrens auf Basket-Optionen ermdglicht auch die mehrdimensio-
nale Berechnung von Optionspreisen mit zugrunde liegendem Sprung-Diffusions-Modell.
Auch im mehrdimensionalen Fall ist der Einsatz verschiedenster Sprungverteilungsfunktio-
nen moglich und es wird fiir das Gesamtverfahren eine Konvergenzrate von etwa 1 erzielt.

Zwar ermdoglicht die explizite Behandlung des Integrals in einer Dimension das direkte
Losen des Gleichungssystems mit Aufwand O(N), jedoch ist auch die Auswertung des
Integrals relativ aufwindig, so dass eine implizite Behandlung des Integrals mit anschlie-
flender Matrixkompression vergleichend betrachtet werden sollte. Zusétzlich kdnnten dann
die Kollokationsverfahren zur Auswertung des Integrals durch ein Galerkin-Verfahren er-
setzt werden. Weiterhin sollte das Verfahren zur Berechnung der Basket-Optionen genauer
hinsichtlich der Konvergenz und Robustheit untersucht werden. So sollten nach Méglichkeit
die Verbesserungen des eindimensionalen Verfahrens iibertragen oder der Einsatz anderer
Methoden wir Adaptivitdt tiberpriift werden.
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