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Kapitel 1EinleitungViele Problemstellungen in den Natur- und Wirts
haftswissens
haften lassen si
h dur
hmathematis
he Modelle bes
hreiben und z.B. als eine Di�erentialglei
hung oder Integro-Di�erentialglei
hung formulieren. Nur in seltenen Fällen besitzen diese Probleme eine ana-lytis
he Lösung. Somit müssen numeris
he Verfahren zur Approximation der Lösung ange-wendet werden. Zwei Kernpunkte des wissens
haftli
hen Re
hnens sind die Diskretisierungdes mathematis
hen Modells mittels Verfahren wie z.B. Finite Di�erenzen oder Finite Ele-mente sowie die s
hnelle Lösung der entstehenden Glei
hungssysteme.Wir werden uns in dieser Arbeit dem Berei
h der Finanzmathematik zuwenden und unsdort auf die Optionsbewertung konzentrieren. Die Finanzmathematik bes
häftigt si
h mitThemen aus dem Berei
h von Finanzdienstleistern, wie etwa Banken und Versi
herungen.Ein Teilgebiet der Finanzmathematik ist die Bewertung vers
hiedener Finanzprodukte. Zieldieser Bewertung ist es, den fairen Preis eines (derivativen) Finanzproduktes zu ermitteln.Derivative Finanzprodukte sind sol
he, deren Zahlungen von anderen Finanzprodukten ab-hängen. Ein Beispiel für derivative Finanzprodukte sind Optionen. Sie bieten dem Käuferdas Re
ht, den zugrunde liegenden Basiswert zu einem festen, vor Beginn der Optionslauf-zeit bestimmten, Ausübungspreis zu kaufen (Call-Option) oder zu verkaufen (Put-Option).Grundlegend für die Bewertung von Optionen ist die Wahl eines geeigneten sto
hastis
henModells der zeitli
hen Entwi
klung des zugrunde liegenden Basiswertes. Erst wenn dasKursmodell eine gute Approximation der Kursbewegungen in der Realität ist, ist es au
hmögli
h, einen fairen Preis der Option zu bere
hnen.Lévy-Prozesse bilden im Allgemeinen die Basis der Kursmodellierung. Abhängig von derWahl des zugrunde liegenden Lévy-Prozesses entstehen vers
hiedene Modelle, die zur Kurs-modellierung eingesetzt werden können. So bildet beispielsweise die Browns
he Bewegungdie Grundlage des bahnbre
henden Modells der Optionspreisbewertung von F. Bla
k, M.S
holes und R. Merton, das 1973 entwi
kelt wurde. Hierbei sind die Kursinkremente nor-malverteilt.Empiris
he Untersu
hungen haben jedo
h ergeben, dass normalverteilte Zuwä
hse die Be-wegungen eines Aktienmarktes ni
ht gut approximieren. Bei einer Analyse der Marktbewe-gungen fällt auf, dass wesentli
h mehr Bewegungen existieren, die einen Abfall des Kursesbewirken als sol
he, die eine Steigerung eines Kurses bedeuten. Dies führt zu der Forde-rung, dass eine die Marktbewegungen wiederspiegelnde Verteilungsfunktion ni
ht symme-tris
h sein sollte. Des weiteren werden unendli
h viele kleine Bewegungen beoba
htet, diesi
h in einer Singularität der Verteilungsfunktion äuÿern müssten, die bei einer Normal-verteilung jedo
h ni
ht gegeben ist. Ein zusätzli
hes Problem, das bei der Verwendungvon normalverteilten Bewegungen entsteht, ist, dass au
h groÿe Änderungen im Wert desKurses ni
ht realistis
h genug dargestellt werden können. Dies ist auf den s
hnellen Ab-fall der Normalverteilung zu beiden Seiten zurü
kzuführen. Eine weitere Eigens
haft derBrowns
hen Bewegung ist, dass der modellierte Kursverlauf stetig ist. In der Realität istdas ni
ht wiederzuerkennen, denn plötzli
he und unerwartete Ereignisse rufen Sprünge im1



Kapitel 1 EinleitungKursverlauf hervor, die ni
ht dur
h eine Normalverteilung zu modellieren sind.Eine Alternative der Kursmodellierung, in der die Na
hteile der Browns
hen Bewegungni
ht weiter auftreten, ist die Verwendung von Sprung-Di�usions-Modellen. Diese beruhenauf zwei Komponenten, dem Sprung- und dem Di�usionsteil. Die Di�usionskomponentebesteht aus einer normalen Browns
hen Bewegung. Die zweite Komponente, der Sprung-Teil, besteht aus einer Impuls- und einer Verteilungsfunktion. Die Impulsfunktion gibt denAnstoÿ für eine Kursänderung, deren Gröÿe dur
h die Verteilungsfunktion bestimmt wird.Der Sprung-Teil ermögli
ht es, plötzli
he und unerwartete Kursänderungen zu modellieren.Ein besonders bekanntes Sprung-Di�usions-Modell zur Bewertung Europäis
her Optionenwurde 1976 von R. Merton vorgestellt. In [Mer76℄ wird gezeigt, dass der faire Preis einer Op-tion eine partielle Integro-Di�erentialglei
hung (PIDE) erfüllt. Diese umfasst neben einemDi�erential-Operator zweiter Ordnung au
h einen ni
ht-lokalen Integralterm, der spezielleBehandlung, sowohl theoretis
h als au
h numeris
h, benötigt. Nur unter speziellen An-nahmen einer Sprung-Verteilung ist es mögli
h, eine ges
hlossene Lösung zur Bere
hnungeines Optionspreises zu verwenden. Werden andere Sprung-Verteilungsfunktionen betra
h-tet, so sind keine analytis
hen Lösungen bekannt und es müssen numeris
he Verfahren zurOptionspreisbewertung herangezogen werden.Zur numeris
hen Lösung von Integro-Di�erentialglei
hungen werden in der Regel FiniteDi�erenzen oder Finite Elemente Methoden verwendet. Wird dann ein θ-S
hema mit θ>0für die Zeitdiskretisierung eingesetzt, muss in jedem Zeits
hritt ein Glei
hungssystem ge-löst werden.Eine Galerkin-Diskretisierung des Integral-Operators führt dabei zu einer vollbesetztenMatrix. Der Aufwand für einen Zeits
hritt beträgt bei Einsatz eines iterativen Lösers min-destens O(N2), für einen direkten Löser O(N3). T. von Petersdor� und C. S
hwab ver-wenden in [PS01℄ eine Wavelet-Basis-Matrix-Kompression zur Reduktion der Komplexität.Die Kernidee ist die Darstellung der Galerkin-Approximation in einer Wavelet-Basis. ZurLösung wird als iterativer Löser ein GMRES-Verfahren benutzt. Eine Vorkonditionierungder Matrix ges
hieht ebenfalls mittels Wavelets.Von R. Cont und E. Volt
hkova wird in [CV05℄ eine numeris
he Lösung vorgestellt, die aufeinem Operator-Splitting in einen lokalen und einen ni
ht-lokalen Teil beruht. Der ni
ht-lokale Teil wird explizit mit Hilfe von Kollokationsverfahren behandelt, der lokale Teil wirdimplizit mit Finiten Di�erenzen diskretisiert. Die Lösung erfolgt implizit in der Zeit. L.Andersen und J. Andreasen verwenden in [AA00℄ zur Lösung des Problems ebenfalls einOperator-Splitting. Sie behandeln den Integral-Term au
h explizit, verwenden jedo
h eineCrank-Ni
olson Diskretisierung in der Zeit.Die explizite Behandlung des Integral-Terms bietet einen ents
heidenden Vorteil: Das Pro-blem reduziert si
h von einer Integro-Di�erential-Glei
hung auf eine Di�erential-Glei
hungfür jeden Zeits
hritt, denn in dieser Form muss das Integral nur ausgewertet, ni
ht jedo
hgelöst werden.Die Matrix des entstehenden Problems ist folgli
h nur no
h dünn besetzt und hat eineBandstruktur. Somit ist es mögli
h das Glei
hungssystem direkt mit einem Bandlöser in
O(N) Operationen zu lösen. In [CV05℄ wird bewiesen, dass die explizite Behandlung desIntegrals ausrei
hend ist, um eine Konvergenz des Verfahrens zu errei
hen. Die Stabilitätder Crank-Ni
olson-Diskretisierung für die behandelte PIDE unter moderaten Eins
hrän-kungen wird in [dFV04℄ gezeigt.Aus diesem Grund folgen wir [CV05℄ und [AA00℄ und verwenden eine Finite-Di�erenzenDiskretisierung für den Di�erential-Teil, behandeln den Integral-Term explizit und lösendas Glei
hungssystem in jedem S
hritt des Crank-Nikolson-Verfahrens mittels eines direk-2



ten Lösers für Bandmatrizen.Da keine analytis
he Lösung für den ni
ht lokalen Integral-Teil bekannt ist, muss au
hdieser mittels numeris
her Methoden bere
hnet werden. Dazu bieten si
h vor allem ver-s
hiedene Kollokationsverfahren an, da es bei einer expliziten Behandlung des Integrals nurnotwendig ist, das Integral auszuwerten, ni
ht jedo
h zu lösen. Der Na
hteil der explizitenBere
hnung ist jedo
h der erhebli
he Aufwand, da das Integral für jeden Ortsdiskretisie-rungspunkt bere
hnet werden muss.Ziel dieser Arbeit ist es, ein robustes Verfahren zur Lösung der PIDE zu erhalten. Dabeibezei
hnet die Robustheit die Eigens
haft des Verfahrens für jegli
he Wahl der Parameterund ni
ht nur für ausgewählte zu konvergieren. Diese Untersu
hung der Robustheit wird inForm einer Sensitivitätsanalyse dur
hgeführt. Dabei wird beoba
htet, wie si
h die Ände-rung der Modellparameter (Zins r, Laufzeit T der Option, Volatilität σ und Ausübungspreis
K) auf die Konvergenz auswirken.Wir werden feststellen, dass si
h das Verfahren als robust gegenüber dem Zins r und derLaufzeit T herausstellt. Jedo
h beoba
hten wir zunä
hst eine Reduktion der Konvergenz-rate für besonders kleine Volatilitäten und sehr groÿe Ausübungspreise. Diese Vers
hle
h-terung kann jedo
h dur
h eine stabile Diskretisierung und eine Vers
hiebung des Diskreti-sierungsgebietes behoben werden. Dies werden wir im weiteren Verlauf der Arbeit zeigen.Die numeris
he Lösung der PIDE ermögli
ht es, vers
hiedene Sprung-Verteilungsfunktionenzu betra
hten. Zum einen untersu
hen wir die Lognormalverteilung, die erstmals 1976 vonMerton vorges
hlagen wurde und zu der eine ges
hlossene Lösung angegeben werden kann[Mer76℄. Zum anderen werden die Varianz-Gamma- und die CGMY-Verteilung betra
h-tet [MCC98℄, [CGMY02℄, [GMY99℄. Die CGMY-Verteilung zei
hnet si
h dur
h ihre groÿeFlexibilität aus, denn abhängig von der Wahl der Parameter können unters
hiedli
he Eigen-s
haften der Verteilungsfunktion realisiert werden. So besteht die Mögli
hkeit, dur
h Wahlder Parameter eine Varianz-Gamma-Verteilung oder eine Verteilung mit endli
her oderunendli
her Aktivität und Variation darzustellen. Eine besonders realistis
he Widerspiege-lung der Marktdaten wird der CGMY-Verteilung mit unendli
her Variation zuges
hrieben.Die Eigens
haft der unendli
hen Variation s
hlägt si
h jedo
h in einer Singularität der Ver-teilungsfunktion nieder, wodur
h die numeris
he Integration ers
hwert wird und besondereBehandlung erfordert.Kleine Bewegungen in Aktienkursen lassen si
h jedo
h dur
h eine Browns
he Bewegungmodellieren. Aus diesem Grund verfolgen wir den Ansatz von [CV05℄, in dem zur Bere
h-nung der CGMY-Verteilung mit unendli
her Aktivität die Singularität abges
hnitten unddur
h eine Verstärkung der Browns
hen Bewegung ausgegli
hen wird.Weiterhin werden wir vers
hiedene Kollokationsverfahren zur Auswertung des Integralsvorstellen und hinsi
htli
h ihrer Eignung zur Bere
hnung der unters
hiedli
hen Verteilungs-funktionen untersu
hen.Neben dem Verfahren zur Lösung der PIDE werden in dieser Arbeit au
h andere Verfahrenzur Bewertung Europäis
her Optionen bes
hrieben und zu Verglei
hszwe
ken eingesetzt. Sowerden zum einen die ges
hlossenen Lösungen, die für zwei bestimmte Sprungverteilungs-funktionen erhalten werden können, untersu
ht. Eine analytis
he Lösung kann für den Falldes �plötzli
hen Ruins� erhalten werden. Der plötzli
he Ruin ist dadur
h de�niert, dassim Fall eines Sprungs während der Laufzeit der Option der Kurs auf den Wert 0 fällt. Indiesem Fall ist die ges
hlossene Lösung dur
h eine Anwendung der Bla
k-S
holes-Formelmit modi�ziertem Zinsparameter gegeben. Die zweite analytis
he Lösung kann angegebenwerden, wenn die Sprungverteilungsfunktion eine Lognormalverteilung ist. Die ges
hlos-3



Kapitel 1 Einleitungsene Lösung ist dann eine unendli
he Summe, deren Summanden dur
h eine modi�zierteBla
k-S
holes-Formel gegeben sind. Zusätzli
h werden die Summanden mit einer Poisson-Verteilung gewi
htet.Weiter wird die Form der Erwartungswertentwi
klung zur Bestimmung des fairen Options-preises dargestellt und untersu
ht. In der unendli
hen Summe der Erwartungswertentwi
k-lung besteht jeder Summand aus der Bere
hnung eines zukünftigen Kurswertes, dessenOptionspreis dann wiederum dur
h die Bla
k-S
holes-Formel bestimmt wird. Au
h hierwird dieser bere
hnete Wert mit einer Poisson-Verteilung gewi
htet. Zur Bestimmung deszukünftigen Kurspreises wird in jedem Summanden ein Monte-Carlo-Verfahren verwendet.Eine andere Mögli
hkeit zur Bewertung Europäis
her Optionen ist die direkte Simulationdes Aktienkursverlaufs mittels Monte-Carlo-Verfahren. Hierbei werden die Kursbewegun-gen für die Laufzeit der Option explizit simuliert. Dur
h eine Wiederholung dieser Simula-tion und der Bestimmung eines Mittelwertes für den Kurspreis am Ende der Laufzeit kanns
hliessli
h ebenfalls der Optionspreis bestimmt werden. Ein Problem, das bei der Ver-wendung des Monte-Carlo-Verfahrens auftritt, ist die Ziehung von Zufallszahlen, die einerspeziellen Verteilung zugrunde liegen. Um diese Zufallszahlen zu erhalten, muss die Be-re
hnung der inversen Verteilungsfunktion mögli
h sein. Diese sind im Allgemeinen jedo
hs
hwer zu bere
hnen. Bekannt sind nur Verfahren zur Bestimmung normalverteilter [Mor95℄und lognormalverteilter [Gla04℄ Zufallszahlen, die in dieser Arbeit verwendet werden.Neben dem eindimensionalen Sprung-Di�usions-Modell wird weiterhin ein Modell zur Be-wertung von Basket-Optionen auf Grundlage eines Sprung-Di�usions-Modells vorgestelltund in zwei Dimensionen numeris
h umgesetzt. Das Kursmodell, das in diesem Fall zugrun-de gelegt wird, hat folgende Eigens
haften: Dem Di�usions-Teil unterliegt eine Browns
heBewegung, die für alle Kurse unters
hiedli
h sein kann. Der Sprung-Teil jedo
h ist für alleKurse glei
h, was bedeutet, dass die relative Änderung (ni
ht jedo
h die absolute) und dieZeitpunkte der Sprünge für alle Aktienkurse des Baskets glei
h sind. In den �normalen�,regelmäÿig auftretenden Bewegungen (modelliert dur
h die Browns
he Bewegung) kön-nen die Kurse unabhängig sein oder korrelieren, d.h. sie können si
h positiv oder negativin ihren Bewegungen beein�ussen. Zur Umsetzung der Bewertung eines zweidimensiona-len Baskets verfolgen wir den bereits für die eindimensionale PIDE vorgestellten Ansatz.Au
h hier wird der Integral-Teil explizit behandelt und die Diskretisierung mittels FiniterDi�erenzen vorgenommen. Die entstehende Matrix des Glei
hungssystems ist ni
ht längertridiagonal und somit kann das direkte Lösungsverfahren aus E�zienzgründen ni
ht weiterverwendet werden. Es wird zur Lösung auf ein iteratives Verfahren (GMRES) mit einemJa
obi-Vorkonditionierer zurü
kgegri�en.Die Beiträge dieser Arbeit lassen si
h folgendermaÿen zusamenfassen:
• Umsetzung eines Verfahrens zur Lösung der PIDE mittels Finiter Di�erenzen, expli-ziter Behandlung des Integrals und direkter Lösung der entstehenden linearen Glei-
hungssysteme
• Untersu
hung der Robustheit des Verfahrens anhand einer Sensitivitätsanalyse
• Si
herstellen der Robustheit dur
h stabile Diskretisierung und Anpassung des Dis-kretisierungsgebietes
• Untersu
hung der Anwendbarkeit des Verfahrens auf vers
hiedene Verteilungsfunk-tionen (Lognormalverteilung, Varianz-Gamma- und CGMY-Verteilung)
• Umsetzung vers
hiedener Verglei
hsverfahren zur Bestimmung des Optionspreises4



• Vorstellung eines Sprung-Di�usions-Modells zur Bewertung von Basket-Optionen undseine numeris
he Umsetzung in zwei DimensionenDer weitere Aufbau der Arbei stellt si
h wie folgt dar:Im zweiten Kapitel werden die Grundlagen der Optionspreisbewertung bes
hrieben. Es wer-den die wi
htigsten De�nitionen der verwendeten Optionstypen angegeben und die Strukturder Ausübung und der Auszahlung dargestellt. Na
h der Einführung verwendeter Begri�eim Zusammenhang mit Optionen werden vers
hiedene Mögli
hkeiten der Anwendung vonOptionen ges
hildert.Kapitel 3 gibt einen Überbli
k über Lévy-Prozesse. Na
h einer allgemeinen De�nition einesLévy-Prozesses werden vers
hiedene Beispiele von Lévy-Prozessen gegeben und bes
hrie-ben. Ein Abs
hnitt über die Kursmodellierung mit Lévy-Prozessen bes
hreibt zunä
hst dieGeometris
he Browns
he Bewegung und die Na
hteile derselben bei der Kursmodellierung.Als verbessertes Modell wird das Sprung-Di�usions-Modell vorgestellt.Das vierte Kapitel stellt vers
hiedene Mögli
hkeiten zur Bewertung Europäis
her Optionendar. Dabei wird zum einen die Bewertung Europäis
her Optionen na
h dem Bla
k-S
holes-Modell betra
htet. Es werden die Annahmen des Modells, die Bla
k-S
holes-Glei
hungund die analytis
he Lösung derselben, die Bla
k-S
holes-Formel, bes
hrieben. Verglei
hendwird zum anderen die Bewertung Europäis
her Optionen anhand des Merton-Modells, dasauf einem Sprung-Di�usions-Modell beruht, untersu
ht. Für dieses Modell werden danndie Annahmen und die partielle Integro-Di�erentialglei
hung, zur Bere
hnung des fairenOptionspreises dargestellt. Weiterhin werden die vers
hiedenen numeris
hen Verfahren zurBestimmung des Optionspreises na
h dem Merton-Modell behandelt. So werden die ge-s
hlossenen Lösungen, die Erwartungswertentwi
klung, das Monte-Carlo-Verfahren und dieDiskretisierung der PIDE bes
hrieben.Im fünften Kapitel wird die Bewertung von Basket-Optionen betra
htet. Das entspre
hen-de Modell und die entstehende PIDE zur Bere
hnung eines Optionspreises auf einen Basketwerden vorgestellt und die Diskretisierungs- und Lösungsverfahren bes
hrieben.Das se
hste Kapitel beinhaltet die numeris
hen Ergebnisse der vorgestellten Verfahren. Dienumeris
hen Verfahren zur Bewertung Europäis
her Optionen werden hinsi
htli
h ihrerKonvergenz und der Flexibilität zur Bere
hnung vers
hiedener Sprungverteilungsfunktio-nen untersu
ht. Abs
hlieÿend werden die Ergebnisse der Bewertung von Basket-Optionendargestellt und die Konvergenz des Verfahrens diskutiert.In Kapitel 7 werden eine kurze Zusammenfassung der Ergebnisse dieser Arbeit und einAusbli
k auf mögli
he Erweiterungen gegeben.Danksagung:An dieser Stelle mö
hte i
h mi
h bei allen bedanken, die zum Entstehen dieser Arbeit bei-getragen haben. Mein Dank gilt insbesondere Prof. Dr. Mi
hael Griebel für die Überlassungdes Themas und die gute Betreuung, sowie Dr. Thomas Gerstner für die Anregungen undUnterstützungen bei der Entwi
klung dieser Arbeit. Ebenfalls danken mö
hte i
h ClaudiaWarawko und Vera Gerig für die gemeinsame Zeit in unserem Büro.
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Kapitel 2OptionenOptionen wurden bereits im 17ten Jahrhundert gehandelt, jedo
h hat erst in den 70er Jah-ren des letzten Jahrhunderts der Handel mit Optionen zugenommen. In diesem Kapitelwerden die Grundlagen der Optionstheorie, die im Folgenden benötigt werden, zusam-mengefasst. Zur Bes
hreibung vers
hiedener Optionstypen, ihre Grundstruktur und derVerwendung von Optionen werden besonders [Hul01℄, [KE99℄ und [Sey00℄ verwendet.2.1 De�nitionen und Begri�eDe�nition 2.1.1 [Option℄Der Käufer einer Option erwirbt dur
h den Kauf derselben das Re
ht, aber ni
ht die P�i
ht,einen zugrunde liegenden Basiswert zu einem speziellen Preis K, dem Ausübungspreis, zukaufen (Call-Option oder kurz Call) oder zu verkaufen (Put-Option oder kurz Put).Die Option ist ein Vertrag, bei dem die Laufzeit T , der AusübungspreisK und der Basiswertvor Abs
hluss festgelegt werden. Der Wert V einer Option hängt sowohl vom Kurs S desBasiswertes als au
h von der Zeit t ab. Der Kurs kann si
h mit der Zeit t verändern, d.h.
S=S(t). Deshalb wird der Optionswert mit V (S(t), t) bezei
hnet. Sind Missverständnisseausges
hlossen, bezei
hnet man ihn au
h kurz mit V (S, t) oder nur V . Neben der Laufzeit Tund dem Kurs S sind vor allem au
h der Zinssatz r und die S
hwankungsbreite (Volatilität)
σ von groÿer Bedeutung für den Wert der Option.2.2 OptionstypenOptionen werden aufgrund ihrer Ausübungsmögli
hkeiten und ihres zugrunde liegendenBasiswertes unters
hieden.De�nition 2.2.1 [Europäis
he Optionen℄Hat ein Käufer einer Option das Re
ht die Option nur zum Fälligkeitszeitpunkt T auszuü-ben, handelt es si
h um eine Europäis
he Option.De�nition 2.2.2 [Amerikanis
he Optionen℄Bietet eine Option dem Käufer das Re
ht, die Option bereits während der Laufzeit auszuü-ben, heiÿt sie Amerikanis
he Option.De�nition 2.2.3 [Basket Optionen℄Eine Basket-Option ist eine Option, deren Auszahlung von mehreren Wertpapieren ab-hängt. Dabei bezei
hnet Si den Kurs des i-ten Wertpapiers. Wir de�nieren einen Korb von
d Wertpapieren dur
h das gewi
htete Mittel

B(t) :=

d∑

i=1

wiSi(t) mit

d∑

i=1

wi = 1. 7



Kapitel 2 OptionenDa die zugrunde liegenden Basiswerte von Aktien, S
hatzbriefen, Rohsto�en bis hin zuFremdwährungen variieren, werden Optionen au
h als derivative Wertpapiere bezei
hnet.Im Folgenden wird angenommen, dass der Basiswert eine Aktie ohne Dividendenzahlungenist.Auÿer den vorgestellten Optionen (Standard-Optionen), von denen im Weiteren die Euro-päis
hen und die Basket Optionen betra
htet werden, existieren weitere sogenannte Exo-tis
he Optionen. Diese Optionsarten besitzen im Allgemeinen kompliziertere Auszahlungs-strukturen als verglei
hbare Standard-Optionen. Besonders häu�g tri�t man dabei au
hauf pfadabhängige Optionen, deren Auszahlung ni
ht nur vom Wert des zugrundeliegendenBasiswertes zum Fälligkeitszeitpunkt, sondern vom gesamten Verlauf des Kurses abhängt.Beispiele dafür sind so genannte Barrier oder Asiatis
he Optionen.2.3 Bezei
hnungenIn diesem Abs
hnitt sollen die verwendeten Bezei
hnungen aufgelistet werden.Bezei
hnung Bedeutung
S(t)∈R

+ Preis des zugrunde liegenden Basiswertes zum Zeitpunkt t
T ∈R

+ Verfallsdatum, Fälligkeitszeitpunkt, Laufzeit
K∈R

+ Ausübungspreis, Strike
r∈R

+ Risikoloser Zinssatz
σ∈R

+ Volatilität, (jährli
he) S
hwankungsbreite des Kurses
V (S, t)∈R

+ Wert einer Option zum Zeitpunkt t bei aktuellem Kurs S=S(t)Tabelle 2.1: Bezei
hnungen im Zusammenhang mit Optionen2.4 Ausübung und AuszahlungDas Einlösen einer Option wird als Ausübung bezei
hnet. Die Ausübung und die damitzusammenhängende Auszahlung einer Option ist abhängig vom Optionstyp. Es werden indiesem Abs
hnitt die Ausübung und Auszahlung der betra
hteten Optionen bes
hrieben.2.4.1 Ausübung und Auszahlung für Europäis
he OptionenWir betra
hten zunä
hst einen Europäis
hen Call. Das Verhalten des Besitzers ri
htet si
hna
h der Entwi
klung des Kurses S des Basiswertes und des davon abhängigen Wertes
V der Option. Der Kurs S s
hwankt mit der Zeit, was dur
h die Bezei
hnung St oder
S(t) ausgedrü
kt wird. Der Inhaber einer Option wird zum Zeitpunkt T die Option nurausüben (also den Basiswert zum Preis K kaufen), wenn K<S, für den dann herrs
hendenMarktpreis S =S(T ). In diesem Fall wird ein Gewinn S −K erzielt, und die Option hatden inneren Wert1 V =S−K. Im Fall K>S wird die Option ni
ht ausgeübt, weil dann derBasiswert günstiger zum Marktpreis S gekauft werden kann. Die Option ist dann wertlos,
V =0. Somit ist der Wert V (S, T ) der Call-Option beim Kurs S(T ) zum Fälligkeitsdatum
T gegeben dur
h

VC(S, T ) :=

{

0 falls S(T ) ≤ K (Verfall der Option)
S(T ) −K falls S(T ) > K (Ausübung der Option).1Als inneren Wert einer Option bezei
hnet man denjenigen Wert, den die Option hätte, wenn sie sofortausgeübt werden müsste.8



2.4 Ausübung und AuszahlungEs gilt demna
h
VC(S, T ) = max{S −K, 0}. (2.1)Für alle mögli
hen Kurse S > 0 betra
htet, ist V (S, T ) eine Funktion von S und wirdAuszahlungsfunktion oder Payo�-Funktion genannt. Mit der Bezei
hnung

f+ := max{f, 0}lässt si
h die Auszahlungsfunktion kompakt s
hreiben als
VC(S, T ) = (S −K)+.Mit einer Europäis
hen Put-Option erwirbt der Käufer das Re
ht, den Basiswert zumVerfallszeitpunkt T zum Preis K zu verkaufen. In diesem Fall hat die Ausübung der Optionnur dann einen Sinn, falls K>S. Die Auszahlungsfunktion einer Put-Option ist

VP (S, T ) :=

{

0 falls K ≤ S(T ) (Verfall der Option)
K − S(T ) falls K > S(T ) (Ausübung der Option).Also

VP (S, T ) = max{K − S, 0} oder VP (S, T ) = (K − S)+.In Abbildung 2.1 sind verglei
hend die Auszahlungsfunktionen für eine Call- und eine Put-Option dargestellt.
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hts)2.4.2 Ausübung und Auszahlung für Basket OptionenSei Si für i=1, . . . , d der Preis des i-ten Wertpapiers. Dann gilt für S=(S1 . . . Sd)
T , dassdie Auszahlungsfunktion für eine Call-Option gegeben ist dur
h

VC(S, t) = (B(t) −K)+.Die Auszahlungsfunktion für eine Put-Option ist bes
hrieben dur
h
VP (S, t) = (K −B(t))+. 9



Kapitel 2 Optionen2.5 Begri�e im Zusammenhang mit OptionenIn diesem Abs
hnitt werden einige Begri�e de�niert, die für das weitere Verständnis vonOptionen von Bedeutung sind. Ein zentraler Begri�, der im Zusammenhang mit Finanz-märkten auftritt, ist die Arbitragemögli
hkeit.De�nition 2.5.1 [Arbitragemögli
hkeit℄Die Arbitragemögli
hkeit ist eine Handelsstrategie, mit der man dur
h Erkennen und Aus-nutzen von Preisunglei
hheiten und -unglei
hgewi
hten bei Wertpapieren, Optionss
hei-nen/Optionen und Futures2 ohne eigenen Kapitaleinsatz einen risikolosen Gewinn erzielenkann.Die Abwesenheit vom Arbitragemögli
hkeiten ist eines der fundamentalen Konzepte derOptionspreistheorie. Erst mit der Annahme, dass keine Arbitragemögli
hkeiten auftreten,sind viele Optionspreismodelle umzusetzen.Beispiel 2.5.2Nehmen wir an, dass der Preis einer gegebenen Aktie an einer Börse A und einer Börse
B gehandelt. Diese Aktie wird an Börse A für 99e und an Börse B für 101e gehandeltwird. Wenn angenommen wird, dass es keine Transaktionskosten gibt, kann ein risikoloserPro�t von 2e gema
ht werden, indem eine Aktie an Markt A gekauft und an B wiederverkauft wird. Der Händler, der si
h mit sol
hen Transaktionen befasst, wird als Arbitra-geur bezei
hnet. Wenn der Finanzmarkt ri
htig funktioniert, kann eine Arbitragemögli
h-keit ni
ht auftreten, da die Händler sehr aufmerksam sind und dur
h die Konkurrenz dieseMögli
hkeit entfernt wird. Existieren jedo
h Transaktionskosten, wel
he eine natürli
he Er-s
heinung von Marktreibung sind, so kann eine kleine Preisdi�erenz existieren. Falls zumBeispiel die Transaktionskosten für Kauf und Verkauf einer Aktie in beiden Märkten 1,5ebetragen, werden die gesamten Transaktionskosten von 3e den Arbitrageur abhalten na
heiner Arbitrage-Mögli
hkeit mit einer Preisdi�erenz von 2e zu su
hen.Die Werte einer europäis
hen Call- und Put-Option sind verknüpft dur
h die Put-Call-Parität.De�nition 2.5.3 [Put-Call-Parität℄Die Put-Call-Parität stellt die Beziehung zwis
hen dem Preis einer Europäis
hen Call-Option und einer Europäis
hen Put-Option mit glei
hem Ausübungspreis K und glei
herLaufzeit T dar. Es gilt

S(t) + VP = VC +Ke−r(T−t) (2.2)Beweis: (vgl.[KE99℄). Die linke Seite der Glei
hung 2.2 entspri
ht der Strategie, ein Port-folio, bestehend aus einer Put-Option und einer Aktie, zu kaufen. Dieses Portfolio ΠP hatzum Zeitpunkt T den Wert
ΠP =

{

K falls S ≤ K (Der Put hat den Wert K − S, die Aktie den Wert S)
S falls S ≥ K (Der Put hat den Wert 0, die Aktie den Wert S). (2.3)Auf der re
hten Seite hat ein Portfolio ΠC aus einem Call und Ke−r(T−t) Geldeinheiten2Ein Future ist eine Art von börsengehandelten Terminges
häften. Es bezei
hnet einen verbindli
henBörsenvertrag (Kontrakt) zwis
hen zwei Parteien (im Gegensatz zu halbseitig verp�i
htenden Verträgenbei Optionen).10



2.6 Verwendung von Optionenaus einem Bond3 zum Zeitpunkt T einen Wert von
ΠC =

{

K falls S ≤ K (Der Call hat den Wert 0, der Bond den Wert K)
S falls S ≥ K (Der Call hat den Wert K − S, der Bond den Wert S).(2.4)Da die beiden Portfolios denselben Wert zum Zeitpunkt T haben, müssen sie zu jedemZeitpunkt t < T denselben Wert haben. Um dies zu beweisen, wird angenommen, dasszu einem Zeitpunkt t < T ein Portfolio billiger ist als das andere. Dann hätte man dieMögli
hkeit das billigere Portfolio zu kaufen und das teurere zu verkaufen. Dies würde eineArbitragemögli
hkeit bedeuten und der Gewinn aus dieser Arbitragemögli
hkeit könnterisikolos angelegt werden. Da die Werte der beiden Portfolios zum Endzeitpunkt glei
hsind, hätte man ohne Anfangsvermögen ein strikt positives Endvermögen erzielt. Also muÿdie Put-Call-Parität (2.2) für alle t∈ [0, T ] gelten.2.6 Verwendung von OptionenOptionsstrategien können sehr risikobehaftet, aber au
h hilfrei
h sein, denn sie ermögli
henden Ein�uss auf eine Aktie zu steigern. Optionen können ebenfalls ein nützli
hes Werkzeuggegen ungünstige Marktbewegungen sein. Dies ist eine wi
htige Eigens
haft für Investoren,die spekulativen Strategien folgen. Jedo
h bedeutet Spekulieren mit Optionen, dass mano�ene Bestände beoba
hten und eine höhere Risikotoleranz haben sollte. Das Handeln mitOptionen setzt mehr als nur Grundkenntnisse über Aktienmärkte voraus. Die häu�gsteVerwendung �nden Optionen in Hedging und Spekulation. Diese beiden Anwendungsmög-li
hkeiten werden im folgenden Abs
hnitt bes
hrieben.2.6.1 HedgingDe�nition 2.6.1 [Hedging℄Das Hedgeges
häft (kurz: Hedging) dient zur Absi
herung einer Transaktion gegen Risikenwie beispielsweise We
hselkurss
hwankungen oder Veränderungen in den Rohsto�preisen.Eine Person oder ein Unternehmen, die ein Ges
häft �hedgen� mö
hte, geht zu diesemZwe
k eine weitere Transaktion ein, die mit dem zugrunde liegenden Ges
häft gekoppeltist. Dies �ndet gewöhnli
h in der Form eines Terminges
häfts statt. Ein �perfekter Hedge�eliminiert jegli
hes Risiko, ist aber eigentli
h nur theoretis
h mögli
h.Dem Hedgeges
häft liegt die Absi
ht zugrunde, einen gegenwärtig als annehmbar empfun-denen Preis wie etwa den Börsenkurs eines Wertpapiers, den We
hselkurs einer Währungoder einen Zinssatz für die Zukunft festzulegen. Hedgeges
häfte lassen si
h grundsätzli
hsowohl mit börsengehandelten Instrumenten wie Futures und Optionen als au
h auÿer-börsli
h im so genannten �over-the-
ounter Markt� mittels ni
htstandardisierter Derivateeinri
hten. Der Erfolg des Kurssi
herungsges
häftes beruht auf einer preisausglei
hendenWirkung der Kurss
hwankungen des Grundges
häftes dur
h ein entgegengeri
htetes Enga-gement im Terminmarkt. Stimmen Kursri
htung und das Ausmaÿ der Kursänderungen imKassamarkt4 und Terminmarkt5 vollständig überein, so lässt si
h dur
h die Einnahme ei-ner Gegenposition im Terminmarkt die Ungewissheit über die zukünftige Kursentwi
klung3Ein Bond bezei
hnet festverzinsli
h angelegte Wertpapiere.4Im Kassamarkt werden alle Ges
häfte zum Kassakurs abgewi
kelt. Das ist der Kurs für die Wertpapiere,die nur mit einem Kurs während der Börsenzeit gehandelt werden.5Der Terminmarkt ist ein Handelsplatz an dem Futures und Optionen gehandelt werden. 11



Kapitel 2 Optionendes Grundges
häftes vollständig beseitigen. Dur
h eine Parallelbewegung der Terminkursezu den Kassakursen eines Marktgegenstandes glei
hen si
h Kursgewinne und Kursverlustemithin idealerweise vollständig aus.Beispiel 2.6.2(verändertes Beispiel aus [Hul01, S. 11℄) Ein europäis
hes Unternehmen verkauft Produktein die Vereinigten Staaten. Es s
hlieÿt heute einen Vertrag und muss Ende des Jahres10.000 Bleistifte zum Preis von einem Dollar pro Stift liefern. Im Augenbli
k erhält manpro Dollar einen Euro. Der Verkäufer der Stifte bekommt na
h heutigem We
hselkurs also10.000e. Liegt der We
hselkurs am Ende des Jahres bei 0,9e (1,1e) pro Dollar erhältder Verkäufer umgere
hnet nur no
h 9.000e (11.000e). Diese 1.000e Verlust (Gewinn)stammen aus We
hselkurss
hwankungen und haben mit dem eigentli
hen Ges
häft ni
htszu tun. Um si
h gegen diese S
hwankungen abzusi
hern, gibt es vers
hiedene Mögli
hkeiten.1. Si
herer We
hselkursDas Unternehmen kann heute s
hon einen �xen We
hselkurs erhalten und daher mitSi
herheit einen bestimmten Betrag erlösen. Mit Hilfe von Futures kann das Un-ternehmen heute s
hon die 10.000$ , die es am Ende des Jahres erhält, zu einembestimmten Kurs verkaufen. Dies nennt man au
h Leerverkauf. Der Kurs dieses Fu-tures für Dollar am Jahresende ist beispielsweise 0,99e pro US-Dollar. Indem dieUnternehmung eine entspre
hende Anzahl von Kontrakten verkauft, bekommt sie ausdem Ges
häft mit Si
herheit 9.900e.2. Minimaler We
hselkursDie Unternehmung kann mithilfe von Optionen einen minimalen We
hselkurs absi-
hern und erhält daher einen Mindestbetrag mit der Mögli
hkeit auf Steigerung. Siekauft dazu eine entspre
hende Anzahl von Kontrakten mit dem Re
ht, Ende des Jah-res 10.000 $ zum Kurs von 0,99e zu verkaufen. Diese Option kostet 100e. Liegtder Kurs am Jahresende bei 1,1e, verfällt die Option wertlos und das Unternehmenerhält am Markt 11.000e aus dem Verkauf der Bleistifte. Das Ges
häft bringt demUnternehmen daher 10.900e � das Geld aus dem Verkauf der Bleistifte, abzügli
h derKosten zum Kauf der Option. Liegt der Kurs am Jahresende bei 0,95e, nimmt dasUnternehmen das Re
ht zum Verkauf wahr und erhält mittels Ausübung der Option9.900e. Das Ges
häft bringt daher abzügli
h der Kosten für die Option 9.800e.Dieses Beispiel zeigt die Mögli
hkeit, aus unsi
heren zukünftigen 10.000e entweder si
hereheutige 9.900e oder eine Kombination aus si
heren zukünftigen 9.800e und unsi
heren11.000e zu ma
hen.Wie oben bes
hrieben bietet �Hedging� bestimmte Vorteile. Es ist jedo
h keinesfalls so,dass ein Unternehmen aus Si
ht seiner Besitzer unbedingt jedes Ges
häft absi
hern soll-te. Vielmehr haben Aktionäre oder Gesells
hafter die Mögli
hkeit, den aus dem Besitzdes Unternehmens resultierenden Kapital�uss dadur
h abzusi
hern, dass sie ihre Anlagendiversi�zieren.2.6.2 SpekulationDe�nition 2.6.3 [Spekulation℄Der Ausdru
k Spekulation bezei
hnet die geplante Handlung einer wirts
haftenden Person,die na
h lukrativen, zumeist kurzfristigen Investitionsmögli
hkeiten Auss
hau hält.Ziel einer jeden Spekulation ist es, aus dem Eintreten einer Markteins
hätzung einen �-nanziellen Vorteil zu erzielen. Das �nanzielle Ergebnis, dies kann Gewinn oder Verlust12



2.6 Verwendung von Optionensein, einer jeden Spekulation besteht dabei stets in der Di�erenz zwis
hen Kaufpreis undVerkaufspreis eines Marktgegenstandes, bereinigt um Kosten des Handels (Transaktions-kosten). Erfolgrei
he Spekulationen sind hauptsä
hli
h auf das frühzeitige Erkennen undAusnutzen von vermuteten Fehleins
hätzungen des Marktes dur
h Marktbeteiligte überkünftige Kursentwi
klungen zurü
kzuführen, die si
h wiederum dur
h unglei
h verteiltesWissen und Können zwis
hen Käufern und Verkäufern erklären lassen. Insbesondere Op-tionen sind interessant für Spekulanten, weil sie im Verglei
h zum zugrunde liegendenBasiswert weniger kosten, aber mit geringem Einsatz von Kapital unter Umständen re-lativ groÿe Gewinne erzielen können. Ni
ht vergessen werden sollte jedo
h, dass au
h dieVerluste, im Fall eines Fehls
hlags der Spekulation, groÿ sein können.

13





Kapitel 3Lévy-ProzesseIn diesem Kapitel werden sto
hastis
he Modelle zur Simulation von Kursbewegungen vor-gestellt. Die Kursbewegung folgt einem sto
hastis
hen Prozess dessen Werte si
h über dieZeit in einer ungewöhnli
hen Art und Weise verändern. Zur Vereinfa
hung gehen wir vonzeitkontinuierli
hen sto
hastis
hen Prozessen zur Modellierung von Aktienpreisbewegun-gen aus, damit analytis
he Werkzeuge aus der sto
hastis
hen Analysis angewendet werdenkönnen.Der erste S
hritt der Derivatbewertung ist die Spezi�zierung des sto
hastis
hen Prozessesdes zugrunde liegenden Basiswertes. Im Folgenden werden vers
hiedene Modelle, basierendauf unters
hiedli
hen sto
hastis
hen Prozessen, zur Optionsbewertung vorgestellt. Proble-matis
h ist jedo
h, ein Modell zu �nden, das zwar einerseits realistis
h ist und somit auf-tretende Marktdaten widerspiegelt, andererseits jedo
h ni
ht zu viele Parameter enthält,deren Bestimmung sehr aufwändig ist. Denn je gröÿer die Anzahl der zu bestimmendenParameter desto gröÿer ist der Aufwand der Bere
hnungen. Um derivative Si
herheitenzu bepreisen und zu hedgen ist es äuÿerst wi
htig, ein gutes Modell zu �nden, bei demdie logarithmis
hen Zuwä
hse des Basiswertes einer Verteilungsfunktion entspre
hen. Die-se Verteilungsfunktion sollte die Markdaten wiedergeben, d.h. die Zuwä
hse der in derRealität beoba
hteten Kurse sollten mit denen der Verteilungsfunktion übereinstimmen.Das weitverbreiteste zeitkontinuierli
he Modell ist das Bla
k-S
holes-Modell. Diesem Mo-dell liegt die Normalverteilung zugrunde, um die logarithmierten Zuwä
hse des Underlyingszu simulieren.Eines der gröÿten Probleme des Bla
k-S
holes-Modells ist jedo
h, dass die logarithmiertenErträge von Aktien oder Indizes ni
ht normalverteilt sind, wie im Bla
k-S
holes-Modellangenommen und somit ni
ht mir beoba
hteten Marktdaten übereinstimmen. Sie sindasymmetris
h und haben eine Kurtosis, die höher ist als die der Normalverteilung. Daherwerden fexiblere Verteilungen zur Modellierung benötigt, d.h. sol
he, die ni
ht nur statis
hsind, sondern au
h die Veränderung über die Zeit wiedergeben können. In den späten 80erund in den 90er Jahren wurden Modelle mit diesen Eigens
haften zur Modellierung vonFinanzdaten vorges
hlagen. Beispiele sol
her Verteilungen, die Asymmetrie und eine Kur-tosis berü
ksi
htigen, sind unter anderem der Varianz-Gamma-Prozess (VG). Madan undSenata s
hlugen einen Lévy-Prozess mit VG verteilten Inkrementen vor [MCC98℄. Jüngstwurde das CGMY Modell dur
h Carr, Geman, Madan und Yor vorgestellt [CGMY02℄.Im Folgenden wird der theoretis
he Hintergrund für Lévy-Prozesse vorgestellt. Ans
hlie-ÿend soll gezeigt werden, dass Lévy-Modelle die Daten aus der Realität besser verwirkli
henund zu einer signi�kanten Verbesserung im Bezug auf das Bla
k-S
holes-Modell führen.Zur Darstellung des Lévy-Prozesses, seiner Eigens
haften und zur Bes
hreibung vers
hie-dener Beispiele von Lévy-Prozessen wird Bezug genommen auf [S
h05℄, [Sat99℄, [Rai00℄und [BNMR01℄. Die Bes
hreibung des Varianz-Gamma-Prozesses beruht auf [MCC98℄. ZurDarstellung des CGMY-Prozesses werden [GMY99℄ und [CGMY02℄ verwendet. 15



Kapitel 3 Lévy-Prozesse3.1 Lévy-ProzesseUm einige Modelle zur Kursmodellierung darstellen zu können, werden zuerst einige benö-tigte De�nitionen angegeben. Weitere Grundlagen zur Wahrs
heinli
hkeitstheorie sind in[Bau02℄ zu �nden.De�nition 3.1.1 [Charakteristis
he Funktion℄Die Charakteristis
he Funktion φ einer Verteilung, oder äquivalent einer Zufallsvariable Xist die Fourier-Stieltjes-Transformation der Verteilungsfunktion F (x) = P (X≤x), x∈R

φX(u) = E[exp(iuX)] =

∫ ∞

−∞
exp(iux)dF (x), (3.1)wobei E[·] den Erwartungswert bezei
hnet. Eigens
haften der Charakteristis
hen Funktionsind φ(0) = 1 und |φ(u)|≤1 für alle u∈R. Auÿerdem existiert die Charakteristis
he Funk-tion immer und sie ist stetig. Die wi
htigste Tatsa
he ist, dass φ die Verteilungsfunktion Feindeutig bestimmt. Die Momente von X können ebenfalls über φ bestimmt werden. Wirdangenommen, dass für X das k-te Moment (k ∈ {0, 1, 2, . . .}) existiert, d.h. E[|X|k]<∞,dann ist

E[Xk] = i−k
d

duk
φ(u)





u=0

. (3.2)De�nition 3.1.2 [unendli
h oft teilbar℄Eine Zufallsvariable X oder ihre Verteilung ist unendli
h oft teilbar, wenn für alle n∈NZufallsvariablen Y (n)
1 , . . . , Y

(n)
n existieren, so dass gilt

X
V
= Y

(n)
1 + . . .+ Y (n)

n , (3.3)wobei V= Glei
hheit in der Verteilung bedeutet.Die kumulante 
harakteristis
he Funktion ψ(u) = log φ(u) wird au
h häu�g als 
harakte-ristis
her Exponent bezei
hnet, wel
her der Lévy-Khint
hine-Formel
ψ(u) = iγu− 1

2
σ2u2 +

∫ ∞

−∞
(exp(iux) − 1 − iux1{|x|<1})ν(dx) (3.4)genügt. Hierbei ist γ∈R, σ2∈R

+ und ν ist ein Maÿ auf R\{0} mit
∫ ∞

−∞
inf{1, x2}ν(dx) =

∫ ∞

−∞
(1 ∧ x2)ν(dx)<∞.Die unendli
h teilbare Verteilung ist ein Triplet von Lévy-Charakteristiken (oder kurz: einLévy-Triplet) (γ, σ2, ν(dx)). Das Maÿ wird Lévy-Maÿ von X genannt. Falls das Lévy-Maÿvon der Form ν(dx) = u(x)dx ist, wird u(x) als Lévy-Di
hte bezei
hnet. Die Lévy-Di
hte

u(x) bes
hreibt die Häu�gkeit der Sprünge der Gröÿe x in X.Die Lévy-Di
hte hat dieselbe mathematis
he Anforderung wie die Wahrs
heinli
hkeits-di
hte, mit der Ausnahme, dass sie ni
ht integrierbar sein muss und ni
ht die Eigens
haft
X0 = 0 erfüllen muss. Zunä
hst wird der bekannteste zeitkontinuierli
he sto
hastis
he Pro-zess für Aktienkurse dargestellt.De�nition 3.1.3 [Lévy-Prozess℄Ein reellwertiger sto
hastis
her Prozess X = (Xt)t≥0 auf (Ω,F ,P) ist ein Lévy-Prozess,wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:16



3.2 Beispiele vers
hiedener Lévy-Prozesse1. X0 = 0 P-fast si
her.2. Für alle n∈N und 0≤ t0<t1 . . .<tn sind die Zufallsvariablen
Xt0 ,Xt1 −Xt0 , . . . ,Xtn −Xtn−1 unabängig (unabhängige Zuwä
hse).3. Die Verteilung von Xs+t −Xs hängt ni
ht von s ab(zeitli
he Homogenität oder stationäre Zuwä
hse).4. Xt ist sto
hastis
h stetig, d.h. ∀t≥0 und ǫ>0: lims→t P(|Xs −Xt| > ǫ) = 0.5. X besitzt die Càdlàg Eigens
haft, d.h. ∃Ω0∈F mit P(Ω0)=1, so dass für alle ω∈Ω0gilt: Xt(ω) ist re
htsstetig in t≥0 und hat linksseitige Grenzwerte in t>0.In der Lévy-Khint
hine-Formel (3.4) spiegelt si
h wider, dass ein Lévy-Prozess im Allge-meinen aus drei unabhängigen Teilen besteht:1. einem linear deterministis
hen Teil, bestimmt dur
h γ im Lévy-Triplet,2. einem Browns
hen Teil, ausgedrü
kt dur
h σ2 und3. einem puren Sprungteil, der dur
h ν(dx) spezi�ziert wird.Na
h [Sat99℄ lässt si
h ein Lévy-Prozess in eine der folgenden drei Klassen einteilen:1. Klasse A, falls σ2 = 0 und ν(R)<∞,2. Klasse B, falls σ2 = 0, ν(R) = ∞ und ∫|x|≤1 |x|ν(dx)<∞,3. Klasse C, falls σ2 6= 0 oder ∫|x|≤1 |x|ν(dx) = ∞.Der Pfadverlauf eines Prozesses ist für jede dieser drei Klassen unters
hiedli
h. σ2 = 0bedeutet endli
he Aktivität, d.h. der Prozess hat in jedem Intervall eine endli
he Anzahlvon Sprüngen. Für ν(R)<∞ oder ν(R)=∞ und ∫|x|≤1 |x|ν(dx)<∞ gilt, dass der Prozessvon endli
her Variation ist. Ist der Prozess Xt aus der ersten Kategorie, so ist er vonendli
her Aktivität. Für Prozesse aus Klasse A und B gilt, dass sie in jedem endli
henIntervall von endli
her Variation sind. In Klasse C sind alle Prozesse von unbegrenzterVariation in jedem Intervall.3.2 Beispiele vers
hiedener Lévy-ProzesseDie wi
htigsten Beispiele von Lévy-Prozessen, die im weiteren Verlauf verwendet werden,sind hier dargestellt. Weitere Beispiele mit ihren Eigens
haften sind bes
hrieben in [S
h05℄.3.2.1 Deterministis
he BewegungEin Lévy-Prozess X mit dem 
harakteristis
hen Tripel (µ, 0, 0) hat die Charakteristis
heFunktion

φXt(u) = E[eiuXt ] = eiuµt, u∈R, t≥0, (3.5)und ist daher eine lineare Funktion Xt = µt, t≥0. 17



Kapitel 3 Lévy-Prozesse3.2.2 Browns
he BewegungWenn ein Lévy-Prozess X das 
harakteristis
he Tripel (µ, σ2, 0) hat, ist die Charakteristi-s
he Funktion gegeben dur
h
φXt(u) = e−tψ(u) = exp

(

iuµt− 1

2
tσ2u2

)

, u∈R, t≥0. (3.6)Die Funktion φ bezei
hnet ∀t≥0 die Charakteristis
he Funktion der Normalverteilung, dieau
h kurz als N(µt, σ2t) ges
hrieben wird. Daher ist Xt ∼ N(µt, σ2t),∀t≥ 0, d.h. X isteine Browns
he Bewegung mit Drift µt und Varianz σ2t. Ist µ= 0, bezei
hnet man X alsBrowns
he Bewegung oder alsWiener Prozess. Wenn µ=0 und σ2 =1 ist, heiÿt X StandardBrowns
he Bewegung. Da das Lévy-Maÿ in diesem Fall 0 ist, hat die Browns
he Bewegungmit Drift keine Sprünge und ist na
h [Sat99℄ der einzige Lévy-Prozess mit stetigen Pfaden.3.2.3 Poisson-ProzessSei 0<λ<∞. Ein Lévy-Prozess X mit dem 
harakteristis
hen Tripel (0, 0, λδ1), wobei δ1das Dira
-Maÿ am Punkt 1 bezei
hnet, hat den 
harakteristis
hen Exponenten
ψ(u;λ) = λ(1 − eiu), u∈R (3.7)und die Charakteristis
he Funktion

φXt(u;λ) = eλt(e
iu−1) =

∞∑

k=0

eiuke−λt
(λt)k

k!
, u∈R, t≥0. (3.8)

X wird Poisson-Prozess mit Intensität λ genannt. Er nimmt Werte n∈N0 mit den Wahr-s
heinli
hkeiten
P (Xt = n) =

(λt)n

n!
e−λt, t≥0. (3.9)an. Der Poisson-Prozess ist ein Sprungprozess mit konstanter Sprunggröÿe 1. Die Zeitzwis
hen zwei aufeinanderfolgenden Sprüngen folgt einer Exponentialverteilung mit Mit-telwert λ−1. In Abbildung (3.1) sind Beispiele eines Poissonprozesses mit unters
hiedli
henIntensitäten dargestellt.3.2.4 Zusammengesetzter Poisson-ProzessSei N={Nt, t≥0} ein Poisson-Prozess mit Intensitätsparameter λ>0 und Zi, i = 1, 2, . . .sei eine unabhängig und identis
h verteilte Folge von Zufallsvariablen, unabhängig von N ,die einem Gesetz L mit Charakteristis
her Funktion φZ(u) folgen. Den zusammengesetztenPoisson-Prozess X de�niert man als

Xt =

Nt∑

k=1

Zi, t≥0.Der Wert Xt des Prozesses zur Zeit t ist die Summe von Nt Zufallsvariablen mit Gesetz L.Für eine Verteilungsfunktion des Gesetzes L und für eine Borels
he Menge A gilt
P (Zi∈A) =

ν(A)

λ
,18



3.2 Beispiele vers
hiedener Lévy-Prozesse
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Abbildung 3.1: Realisierungen eines Poissonprozesses mit unters
hiedli
hen Intensitäten.wobei ν(R) = λ < ∞ und es wird gefordert, dass ν({0}) = 0 ist. Der 
harakteristis
heExponent des Lévy-Prozesses ist dann
ψ(u) =

∫

R

(1 − eiux)ν(dx), u∈R (3.10)und die Charakteristis
he Funktion ist gegeben dur
h
φXt(u) = E[exp(iuXt)] = exp

(

t

∫

R

(eiux − 1)ν(dx)

)

= exp(tλ(φZ(u) − 1)).So entsteht das Lévy-Triplet:
[∫ +1

−1
xν(dx), 0, ν(dx)

]

.3.2.5 Gamma-ProzessDer Gamma-Prozess Xt mit dem Lévy-Triplet
[a(1 − exp(−b))/b, 0, a exp(−bx)x−11(x>0)dx]hat die Charakteristis
he Funktion

φXt(u; a, b) = (1 − iu/b)−a.Dies ist die Charakteristis
he Funktion der Gamma-Verteilung mit den Parametern a>0,
b>0. Diese wird au
h mit Gamma(a, b) abgekürzt. Die Verteilung ist gegeben dur
h

fGamma(x; a, b) =
ba

Γ(a)
xa−1 exp(−xb), x>0. 19



Kapitel 3 Lévy-ProzesseBemerkung 3.2.1Es gilt die Skalierungseigens
haft: Falls X eine Gamma(a, b)-Verteilung, so ist für c> 0,
cX eine Gamma(a, b/c)-Verteilung.3.2.6 Varianz-Gamma-ProzessDie Charakteristis
he Funktion der Varianz-Gamma-Verteilung VG(σ, ν, θ) ist gegebendur
h

φV G(u;σ, ν, θ) = (1 − iuθν +
1

2
σ2νu2)−1/ν .Die Zuwä
hse eines Varianz-Gamma-Prozesses Xt (kurz: VG-Prozess) folgen einer Varianz-Gamma-Verteilung VG(σ√t, ν/t, tθ).Es gilt

E[exp(iuXt)] = φXt(u;σ
√
t, ν/t, tθ)

= (φXt(u;σ, ν, θ))
t

= (1 − iuθν +
1

2
σ2νu2)−t/ν .Der VG-Prozess kann au
h ausgedrü
kt werden als Di�erenz zweier unabhängiger Gamma-Prozesse. Hierzu wird Folgendes ausgenutzt: Die Charakteristis
he Funktion lässt si
h inzwei Faktoren

1

1 − iθνu+ σ2νu2/2
=

(
1

1 − iηpu

)(
1

1 + iηnu

)

.zerlegen. Hierbei gilt für ηp und ηn
ηp − ηn = θν,

ηpηn =
σ2ν

2
.Es folgt, dass ηp und −ηn die Wurzeln der Glei
hung

x2 − θνx− σ2ν/2 = 0sind, wobei
ηp =

√

θ2ν2

4
+
σ2ν

2
+
θν

2

ηn =

√

θ2ν2

4
+
σ2ν

2
− θν

2
.Diese beiden Gamma-Prozesse können mit Gp(t;µp, νp) und Gn(t;µn, νn) bezei
hnet wer-den. Dabei sind µp und µn die entspre
henden Erwartungswerte. Die zugehörigen Varianzensind νp und νn. Es gelten dabei die Beziehungen µp = ηp/ν, µn = ηn/ν, während νp = µ2

pνund ν2
n = µ2

nν sind. So ergibt si
h, dass
XV G = Gp(t;µp, νp) −Gn(t;µn, νn). (3.11)In [MCC98℄ wird gezeigt, dass si
h mit dieser Darstellung und mit Hilfe der klassis
henDarstellungen für Lévy-Maÿe von Gamma-Prozessen die Lévy-Di
hte des Varianz-Gamma-Prozesses s
hreiben lässt als

νV G =







C
eGx

|x| dx, x<0,

C
e−Mx

x
dx, x>0,20



3.2 Beispiele vers
hiedener Lévy-Prozessewobei
C = 1/ν>0,

G =
1

ηn
>0,

M =
1

ηp
>0. (3.12)Die Division dur
h den Absolutwert der Sprunggröÿe in der Lévy-Di
hte resultiert in einemProzess unendli
her Aktivität, da die Integration des Maÿes unendli
h ergibt. Der Prozessist von endli
her Variation, da

∫ +1

−1
|x|ν(dx)<∞.Ein VG-Prozess hat keine Komponente der Browns
hen Bewegung und sein Lévy-Tripletist gegeben dur
h [γ, 0, ν(dx)] mit

γ =
−C(G(e−M − 1) −M(e−G − 1))

MG
.Mit Parametrisierung in den Termen C,G undM lässt si
h die Charakteristis
he Funktionvon X1 s
hreiben als

φXt(u;C,G,M) =

(
GM

GM + (M −G)iu + u2

)C

.In dieser Notation bezei
hnen wir die Verteilung dur
h VG(C,G,M).Eine weitere Mögli
hkeit einen VG-Prozess zu de�nieren, ist es, ihn als zeitveränderteBrowns
he Bewegung mit Drift zu sehen. Genauer: Sei G = {Gt, t≥0} ein Gamma-Prozessmit Parametern a = 1
ν >0 und b = 1

ν >0 und sei W = {Wt, t≥0} eine Standard Browns
heBewegung, σ>0 und θ∈R, dann kann der VG Prozess X = {Xt, t≥0} mit den Parametern
σ>0, ν>0 und θ alternativ de�niert werden als

Xt = θGt + σWGt .Bemerkung 3.2.2Eine attraktive Eigens
haft des Varianz-Gamma-Prozesses ist die Mögli
hkeit, den Prozessals Di�erenz zweier unabhängiger Prozesse zu s
hreiben. Sie ermögli
ht es, den Preis in diezwei Prozesse der Auf- und Abwärtsbewegungen aufzuteilen. Diese Eigens
haft geht mit derEigens
haft der unendli
hen Variation, also au
h bei der Browns
hen Bewegung, verloren.3.2.7 CGMY-ProzessDer CGMY-Prozess, vorgestellt dur
h [CGMY02℄, verallgemeinert den VG-Prozess dur
hHinzufügen eines neuen Parameters in der Lévy-Di
hte. Dieser Parameter erlaubt, dassder resultierende Lévy-Prozess sowohl endli
he oder unendli
he Aktivität als au
h endli
heoder unendli
he Variation besitzt.Die CGMY(C,G,M, Y )-Verteilung hat vier Parameter. Ihre Charakteristis
he Funktionsieht folgendermaÿen aus
φCGMY (u;C,G,M, Y ) = exp(CΓ(−Y )((M − iu)Y −MY + (G+ iu)Y −GY )). 21



Kapitel 3 Lévy-ProzesseEin CGMY-Prozess Xt hat Zuwä
hse, die über ein Zeitintervall der Länge s einerCGMY(sC,G,M, Y )-Verteilung folgen. Mit anderen Worten ist die Charakteristis
he Funk-tion von Xt gegeben dur
h
E[exp(iuXt)] = φCGMY (u; tC,G,M, Y )

= (φCGMY (u; tC,G,M, Y ))t

= exp(CtΓ(−Y )((M − iu)Y −MY + (G+ iu)Y −GY )).Das Lévy-Maÿ des CGMY-Prozesses ist
νCGMY (dx) =







C
eGx

|x|1+Y dx, x<0,

C
e−Mx

x1+Y
dx, x>0.Diese Parameter ergeben si
h analog zu denen des Varianz-Gamma-Prozesses aus (3.12).Der erste Parameter des Lévy-Triplets ist

γ = C

(∫ 1

0
exp(−Mx)x−Y dx−

∫ 0

−1
exp(Gx)|x|−Y dx

)

.Der Berei
h der Parameter ist bes
hränkt auf C>0, G≥0, M ≥0 und Y <2. Wählt manden Parameter Y ≥ 2, so ergibt dies kein gültiges Lévy-Maÿ .Bemerkung 3.2.3Der CGMY-Prozess ist ein reiner Sprungprozess, d.h. er beinhaltet keinen Browns
henTeil. Die Varianz-Gamma-Verteilung ist ein Spezialfall der CGMY-Verteilung. Falls Y = 0,reduziert si
h die CGMY-Verteilung zur VG-Verteilung. Es gilt dann CGMY (C,G,M, 0) =
V G(C,G,M).Bedeutung der Parameter C,G,M,Y im CGMY- und imVarianz-Gamma-ProzessDie Parameter C,G,M und Y spielen eine wi
htige Rolle in der Untersu
hung vers
hie-dener Aspekte von sto
hastis
hen Prozessen. Über die Wahl der Parameter lassen si
h dieEigens
haften des sto
hastis
hen Prozesses beein�ussen. Diese Eigens
haften sind vor allemdie Kurtosis1 und S
hiefe2 (Skewness) der Verteilungsfunktion.Der Parameter CEr kann angesehen werden als das Maÿ für die allgemeine Aktivität. Dur
h das Festhal-ten der übrigen Parameter und das Integrieren über alle Bewegungen, die ein bestimmteskleines Level übers
hreiten, kann man erkennen, dass das gesamte Aktivitätslevel dur
hdie Bewegungen in C kontrolliert werden kann. So kann ein Modell, das mit einer sto-
hastis
hen Aktivitätsrate konstruiert wird, C als einen unabhängigen positiven Prozessmodellieren.Im Spezialfall G=M gilt, dass das Lévy-Maÿ symmetris
h ist. Für diesen Fall zeigen Ma-dan, Carr und Chang in [MCC98℄, dass der Parameter C die Kontrolle über die Kurtosisder Verteilung von X(t) bietet. Dieser Fall wurde ebenfalls in [Kop95℄ behandelt. Dort wirdau
h ein alternativer Ausdru
k für die Charakteristis
he Funktion geliefert.1Die Kurtosis ist ein Maÿ für das Gewi
ht der Verteilung in den Enden des Werteberei
hs.2Die S
hiefe ist ein Maÿ dafür, wie asymmetris
h die Verteilung ist.22



3.2 Beispiele vers
hiedener Lévy-ProzesseDie Parameter G und MSie kontrollieren jeweils die Rate des linken und re
hten exponentiellen Abfalls der Lévy-Di
hte. Diese führen zu einer verzerrten (skewed) Verteilung, wenn G 6= M . Für den Fall
G<M ist der linke Teil der Verteilung breiter als der re
hte. Das ist konsistent mit derrisikoneutralen Verteilung, die typis
herweise bei Optionspreisen impliziert wird. Wenn
G und M von der risikoneutralen Verteilung impliziert werden, gibt ihre Di�erenz dasMaÿ zwis
hen Fallen und Wa
hstum des Preises an. Die Summe hingegen miÿt den Preiseiner groÿen Bewegung relativ zu einer kleinen. Im Gegensatz dazu bestimmt die Di�erenzzwis
hen G und M in der statistis
hen Verteilung die relative Häu�gkeit von Abfall zuAnstieg. Die Summe gibt die Häu�gkeit von groÿen Bewegungen relativ zu kleinen an. Derexponentielle Faktor im Zähler der Lévy-Di
hte führt zur Endli
hkeit aller Momente fürden Prozess X(t).Der Parameter YEs gibt viele mögli
he Lévy-Di
hten, die zur Preisprozessmodellierung verwendet werdenkönnen. Es ist deshalb sinnvoll, einige Struktureigens
haften zu �nden, die die Auswahleiner geeigneten Lévy-Di
hte ermögli
hen. Eine dieser Eigens
haften ist die vollständigeMonotonie. Des Weiteren sind die endli
he oder unendli
he Aktivität und Variation einesProzess von Bedeutung. Der Parameter Y ist besonders nützli
h, um diese feine Strukturdes sto
hastis
hen Prozesses zu 
harakterisieren. Aus diesem Grund sollen diese Eigen-s
haften bes
hrieben werden.

• Vollständige Monotonie (VM)Die Grundidee der vollständigen Monotonie ist, dass groÿe Sprünge seltener auftretenals kleine. Dies bedeutet, dass ν(x) mit |x| fällt oder dass ν ′(x) ≤ 0 für x > 0 und
ν ′(x)≥0 für x<0 ist. Die erste Ableitung hat somit we
hselndes Vorzei
hen an derStelle 0. Die Eigens
haft der vollständigen Monotonie fordert, dass alle Ableitungen,ni
ht nur die erste, auf jeder Seite von 0 dasselbe Vorzei
hen haben und von einerSeite zur anderen alternierend sind. Für eine ausführli
here Charakterisierung dervollständig monotonen Lévy-Di
hten sei an dieser Stelle auf [CGMY02℄, [GMY99℄und [Mad99℄ verwiesen.

• Endli
he Variation (EV)Aus der Si
ht der Optionspreistheorie sind Prozesse mit endli
her Variation (EV) oderendli
her Aktivität (EA) nützli
h, um eine Maÿveränderung vom statistis
hen zumrisikoneutralen Prozess zu erklären, denn sie erlauben eine gröÿere Flexibilität zwi-s
hen den lokalen Charakteristiken der Martingalkomponenten unter den zwei Maÿen.Zum Beispiel ist für Prozesse mit unendli
her Variation (UV) wie der Browns
henBewegung, die Volatilität und daher die lokale Martingalkomponente invariant unterMartingalmaÿänderung. Für Sprungprozesse mit unendli
her Variation impliziert dieÄquivalenz der Maÿveränderung, dass die Di�erenz zwis
hen risikoneutralen und sta-tistis
hen Lévy-Di
hten von endli
her Variation ist. Dies erfordert die Eins
hränkung,dass die beiden Prozesse denselben Exponenten haben oder dass sie im selben Maÿvon unendli
her Variation sind. Für den Fall, dass die Prozesse selber von endli
herVariation sind, sind au
h die Di�erenzen der Lévy-Di
hten von endli
her Variationund daher ist keine parametris
he Eins
hränkung nötig. Diese Beoba
htungen sindwi
htig im Hinbli
k auf Optionsdaten, die zeigen, dass risikoneutrale Volatilitäten imWesentli
hen höher als ihre statistis
hen Gegenstü
ke sind. 23



Kapitel 3 Lévy-Prozesse
• Endli
he Aktivität (EA)Prozesse von endli
her Aktivität sind von Interesse, da man Wertpapiere na
h ihremAktivitätslevel gruppieren mö
hte. Dana
h wird der Gebrau
h von Prozessen mitunendli
her Aktivität (UA) als eine erste Approximation angesehen, um Märkte mithohem Aktivitätslevel zu untersu
hen.Die oben bes
hriebenen Eigens
haften sind in Bezug auf die Berei
he von Y in derfolgenden Tabelle 3.1 festgehalten. Formal gezeigt werden diese Eigens
haften in Satz3.2.4. Werteberei
he für Y Eigens
haften des Prozesses

Y <−1 ni
ht VM, EA
−1<Y <0 VM, EA
0<Y <1 VM, UA, EV
1<Y <2 VM, UA, UVTabelle 3.1: Eigens
haften des Prozesses in Abhängigkeit vom Parameter Y , der das Ver-halten der Lévy-Di
hte um Null bes
hreibt.Satz 3.2.4Der CGMY-Prozess1. hat vollständig monotone Lévy-Di
hte für Y >−1,2. ist ein Prozess von unendli
her Aktivität für Y >0 und3. ist ein Prozess von unendli
her Variation für Y >1.Beweis: (vgl. [CGMY02℄). Für die erste Eigens
haft wird beoba
htet, dass für Y <−1 derWert von 1 + Y negativ ist und die Lévy-Di
hte x−(1+Y ) exp (−βx) für β = G,M in derNähe von 0 ansteigt und dann für den Fall, dass x gegen unendli
h steigt, gegen 0 fällt.Daher ist die Di
hte ni
ht vollständig monoton. Für den Fall (1 + Y ) > 0 können wirs
hreiben

1

x1+Y
exp (−βx) =

∫ ∞

β

(a− β)Y

Γ(1 + Y )
e−ax da, (3.13)wobei si
h eine vollständige Monotonie mit einer Gewi
htsfunktion 1a>β(a−β)Y /Γ(1+Y )ergibt.Für Eigens
haft 2 wird beoba
htet, dass für negative Werte von Y das Integral der Lévy-Di
hte in der Nähe von 0 endli
h ist und daher ein Prozess mit endli
her Aktivität vorliegt.Wenn Y den Wert 0 übersteigt, wird der Wert des Integrals unendli
h und es ergibt si
hein Prozess mit unendli
her Aktivität.Eigens
haft 3 ergibt si
h aus dem Wert des Integrals über |x|νCGMY (x). Für Y <1 ist derWert des Integrals endli
h und unendli
h für Y >1.3.3 Kursmodellierung mit Lévy-ProzessenIn Abs
hnitt 3.2 wurden vers
hiedene Beispiele von Lévy-Prozessen angegeben. Die Aufga-be, die si
h nun stellt, ist es, Lévy-Prozesse auszuwählen, um eine geeignete Modellierungvon Aktienkursen zu gewährleisten. Das bekannteste Modell ist das der Browns
hen Bewe-gung und wurde s
hon in den 70er Jahren von Bla
k, S
holes und Merton als Grundlagezur Kursmodellierung genutzt. Dur
h Beoba
htungen am Aktienmarkt stellt si
h heraus,24



3.3 Kursmodellierung mit Lévy-Prozessendass die Browns
he Bewegung die Bewegungen der Aktienkurse ni
ht genügend gut wider-spiegelt. Um die Modellierung zu verbessern, wird versu
ht, Sprung-Di�usions-Prozesse zuverwenden, die die Marktdaten besser approximieren. Um die beiden Modelle verglei
henzu können, werden sie in diesem Abs
hnitt vorgestellt. Dazu nehmen wir im BesonderenBezug auf [KE99℄, [Con01℄, [S
h05℄ und [AP05℄.3.3.1 Geometris
he Browns
he BewegungDe�nition 3.3.1 [Geometris
he Browns
he Bewegung℄Sei X(t) die Browns
he Bewegung mit Driftparameter µ≥0 und Varianzparameter σ2. Dersto
hastis
he Prozess, der dur
h
Y (t) = eX(t), t≥0de�niert ist, wird als Geometris
he Browns
he Bewegung bezei
hnet. O�ensi
htli
h sinddie Werte von Y (t) ni
ht negativ. Der Erwartungswert und die Varianz von Y (t) ergebensi
h als

E(Y (t)|Y (0) = y0) = y0 exp

(

µt+
σ2t

2

) (3.14)
var(Y (t)|Y (0) = y0) = y2

0 exp
(
2µt+ σ2t

)
[exp(σ2t) − 1]. (3.15)Man sagt, dass Y (t) lognormalverteilt ist mit Erwartungswert und Varianz gegeben dur
h(3.14) und (3.15). Die Wahrs
heinli
hkeitsdi
htefunktion von Y (t) ist gegeben dur
h

g(y) =
1

yσ
√

2πt
exp

(

−(ln y − µt)2

2σ2t

)

, y>0.Weiter gilt, dass für jedes t1 < t2 < . . . < tn die aufeinanderfolgenden Raten Y (t2)/Y (t1),. . . , Y (tn)/Y (tn−1) unabhängige Zufallsvariablen sind, d.h. die prozentualen Veränderun-gen si
h ni
ht übers
hneidender Intervalle sind unabhängig.Das Modell der Geometris
hen Browns
hen Bewegung und die Lognormalverteilung bil-den die Basis für das Bla
k-S
holes-Modell für Aktienpreisdynamik in stetiger Zeit. DieÄnderung eines Aktienpreises S = {St, t ≥ 0} wird wie folgt modelliert. Es werden dieÄnderungen von S in einem kleinen Zeitintervall von der heutigen Zeit t bis zu einem Zeit-punkt t+ ∆t in der Zukunft betra
htet. Bezei
hnet ∆S=St+∆t − St die Änderung, so istder Ertrag in diesem Intervall gegeben dur
h ∆St/St. Es ist wirts
haftli
h begründet, dassdieser Ertrag in zwei Komponenten aufgeteilt wird, den systematis
hen und den zufälligenTeil. Zuerst wird der systematis
he Teil betra
htet. Es wird angenommen, dass der erwar-tete Ertrag der Aktie über einen Zeitabs
hnitt proportional zur Länge des Zeitabs
hnittsist. Dies bedeutet, dass in einem kurzen Intervall der Zeit [St, St+∆t] der Länge ∆t dererwartete Anstieg der Aktie gegeben ist dur
h µSt∆t, wobei µ der Parameter ist, der denerwarteten Ertrag der Aktie bezei
hnet. Der deterministis
he Teil der Aktie ist demna
hmodelliert dur
h µ∆t.Ein Aktienpreis s
hwankt sto
hastis
h und eine sinnvolle Annahme ist es, dass die Varianzdes Ertrages in einem Intervall [St, St+∆t] proportional zur Länge des Intervalls ist. Daherwird der zufällige Teil des Ertrages modelliert dur
h σ∆Wt, wobei ∆Wt eine Normalver-teilung mit Varianz ∆t ist, die die Aktienpreisdynamik bes
hreibt. Der Parameter σ > 0bes
hreibt die Gröÿe der S
hwankungen des Aktienpreises. Im Ganzen ist die Varianz desErtrages glei
h σ2∆t. Das σ bestimmt also wie volatil ein Aktienpreis ist und wird au
hals Volatilität bezei
hnet. Zusammen ergeben diese beiden Eigens
haften
∆St = St(µ∆t+ σ∆Wt), S0>0. (3.16)25



Kapitel 3 Lévy-ProzesseFür den Grenzwert im Fall ∆t→ 0 folgt die sto
hastis
he Di�erentialglei
hung
dSt
St

= St(µdt+ σdWt), S0>0. (3.17)Die obige sto
hastis
he Di�erentialglei
hung hat die eindeutige Lösung
St = S0 exp((µ− 1

2
σ2)t+ σWt). (3.18)Es gilt, dass

log St − log S0 = (µ− 1

2
σ2)t+ σWt (3.19)eine N(t(µ− 1

2
σ2), σ2t)-Verteilung ist. Also ist St selbst lognormalverteilt.In Abbildung 3.2 sind drei Simulationen einer Geometris
hen Browns
hen Bewegung zuunters
hiedli
hen Erwartungswerten und Varianzen dargestellt.
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Abbildung 3.2: Realisierungen einer Geometris
hen Browns
hen Bewegung mit Erwar-tungswert µ und Varianz σ2.3.3.2 Na
hteile der Browns
hen BewegungBei der Betra
htung des Bla
k-S
holes-Modells wird festgestellt, dass dieses Modell voneinigen Annahmen abhängig ist, die in der Realität ni
ht wiederzu�nden sind. Empiris
heUntersu
hungen von Marktdaten ergaben, dass das klassis
he Bla
k-S
holes-Modell diestatistis
hen Eigens
haften �nanzieller Zeitreihen ni
ht sehr gut bes
hreibt. In [Con01℄ isteine Liste von Eigens
haften von Finanzdaten gegeben, die ni
ht dur
h das Bla
k-S
holes-Modell und die diesem Modell zugrunde liegende Browns
he Bewegung wiedergegebenwerden. Hier werden im Folgenden zwei Eigens
haften betra
htet:
• Der Logarithmus der Zuwä
hse entspri
ht ni
ht einer Normalverteilung. Das bedeu-tet, die Browns
he Bewegung ist keine gute Approximation der Kursbewegungen.
• Der zugrunde liegende Kursverlauf ist ni
ht stetig.26



3.3 Kursmodellierung mit Lévy-ProzessenUnters
hied der Marktdaten zur NormalverteilungEs werden in diesem Abs
hnitt die Eigens
haften bes
hrieben, für die die Verteilung der�Logreturns3� ni
ht mit denen der Normalverteilung übereinstimmen.S
hiefe und KurtosisFür eine Zufallsvariable X bezei
hnen wir mit
µX = µ = E[X]den Erwartungswert und die Varianz mit

var[X] = E[(X − µX)2]≥0.Die Wurzel der Varianz √var[X] wird als Standardabwei
hung oder Volatilität bezei
hnet.Dass die Standardabwei
hung einer Zufallsvariable der Normalverteilung mit Erwartungs-wert µ und Varianz σ2 (kurz: N(µ, σ2)) folgt, bedeutet, dass σ>0 ist.In Tabelle 3.2, entnommen aus [S
h05℄, ist ein Überbli
k über den Erwartungswert, dieStandardabwei
hung, die S
hiefe und Kurtosis bedeutender Indizes gegeben. Der erste Da-tensatz beinhaltet alle tägli
hen Logreturns des S&P 500-Index über die Periode 1970 −
2001. Der zweite Datensatz enthält dieselben Daten, ausgenommen den ungewöhnli
henLogreturn vom Crash am 19. Oktober 1987.Index Erwartungswert Varianz S
hiefe KurtosisS&P 500 (1970 − 2001) 0.0003 0.0099 −1.6663 43.36

∗S&P 500 (1970 − 2001) 0.0003 0.0095 −0.1099 7.17S&P 500 (1997 − 1999) 0.0009 0.0119 −0.4409 6.94Nasdaq- Composite (1997 − 1999) 0.0015 0.0154 −0.5439 5.78DAX (1997 − 1999) 0.0012 0.0157 −0.4314 4.65SMI (1997 − 1999) 0.0009 0.0141 −0.3584 5.35CAC-40 (1997 − 1999) 0.0013 0.0143 −0.2116 4.63Tabelle 3.2: Überbli
k über Erwartungswert, Varianz, S
hiefe und Kurtosis vers
hiedenerIndizes.S
hiefeDie S
hiefe misst den Grad der Asymmetrie einer Verteilung. Sie ist de�niert als das dritteMoment über die Erwartung, dividiert dur
h die dritte Potenz der Standardabwei
hung
E[(X − µX)3]

var[X]3/2
.Für eine symmetris
he Verteilung (wie N(µ, σ)) ist der Wert der S
hiefe glei
h 0. Falls eineVerteilung links einen längeren Ausläufer hat als re
hts, hat sie eine negative S
hiefe. Imentgegengesetzten Fall eine positive. Werden die tägli
hen Logreturns der vers
hiedenenIndizes beoba
htet, ist typis
herweise eine negative S
hiefe zu erkennen.3Seien St1 , St2 , . . . , Stn

die Werte eines Kurses zu vers
hiedenen Zeitpunkten t1, t2, . . . , tn dann ist derLogreturn de�niert dur
h log(Stn
) − log(St

n−1
) = log(1 + Yn). 27



Kapitel 3 Lévy-ProzesseKurtosisDie Kurtosis ist ein Maÿ für das Gewi
ht der Verteilung an den Enden des Werteberei
hs.Untersu
hungen von Marktdaten ergeben, dass groÿe Bewegungen in Aktienpreisen häu-�ger auftreten als in einem Modell mit Normalverteilung. Eine Mögli
hkeit das Verhaltender Verteilung an den Enden zu messen, ist es, die Kurtosis, die dur
h
E[(X − µX)4]

var[X]2de�niert ist, zu betra
hten. Für die Normalverteilung ist diese glei
h 3. Wenn die Verteilungeine �a
he Spitze hat, ist sie kleiner als 3. Falls die Verteilung eine hohe Spitze hat, ist dieKurtosis gröÿer als 3.In der oben abgebildeten Tabelle ist die Kurtosis der tägli
hen Logreturns über denselbenZeitraum für den selben Satz von Indizes bere
hnet. Für diese Daten ist die Kurtosis immergröÿer als 3. Dies weist darauf hin, dass die S
henkel der Normalverteilung zu steil abfallen,im Gegensatz zu den empiris
h herausgefundenen Daten. Auÿerdem hat die empiris
heVerteilung eine wesentli
h höhere Spitze als die Normalverteilung. Die Tatsa
he, dass dieVerteilung der Logreturns eine höhere Spitze hat als die Normalverteilung, wurde bereits
1965 von Fama bemerkt.Es wird also festgestellt, dass die Normalverteilung ni
ht optimal die empiris
hen Datenwiderspiegelt. Jedo
h ist au
h die Annahme des stetigen Kursverlaufs ni
ht konsistent mitden Beoba
htungen der Märkte.Der KursverlaufEine Annahme des Bla
k-S
holes Modells ist der stetige Kursverlauf. Es ist jedo
h allgemeinbekannt, dass Marktbewegungen ni
ht stetig sind. Von Zeit zu Zeit treten Sprünge, in denmeisten Fällen na
h unten, auf. Diese plötzli
hen und unerwarteten Bewegungen könnenni
ht dur
h eine Normalverteilung dargestellt werden.Da die Browns
he Bewegung die Marktbewegungen ni
ht gut genug widerspiegelt, wirdna
h neuen Modellen gesu
ht, die den Markt besser approximieren. Sol
he Modelle kön-nen entweder völlig neue Modelle sein oder sol
he, die auf dem Modell der Browns
henBewegung aufbauen. Ein Beispiel für sol
he Modelle sind Sprung-Di�usions-Modelle, dieim nä
hsten Abs
hnitt betra
htet werden.3.3.3 Sprung-Di�usions-ModelleIn Abs
hnitt 3.3.2 wurde auf die Na
hteile des Bla
k-S
holes-Modells hingewiesen. Die Nor-malverteilung, die der Browns
hen Bewegung zugrunde liegt, nähert die Marktbewegungenni
ht ausrei
hend genau an. Auÿerdem ist der stetige Kursverlauf ni
ht konsistent mit derRealität.Da die Marktdaten und -bewegungen plötzli
he, unerwartete Sprünge aufweisen, wird ver-su
ht, diese Bewegungen mit in die Modelle einzubeziehen. Ein Modell, in dem diese Ideeumgesetzt wird, ist das Sprung-Di�usions-Modell. Wie der Name bereits erkennen lässt,setzt si
h ein Sprung-Di�usions-Modell zusammen aus einem Sprung- und einem Di�usi-onsteil

dS(t)

S(t)
= µdt+ σdW (t) + (η − 1)q(t). (3.20)28



3.3 Kursmodellierung mit Lévy-ProzessenHierbei bezei
hnet µ den erwarteten Ertrag der Aktie, σ die Volatilität, (η − 1) eine Im-pulsfunktion, die einen Sprung von S na
h Sη bewirkt, W (t) einen Wiener Prozess und
q(t) einen Zählprozess, in der Regel einen Poisson-Prozess. Die Sprünge bestehen also auseiner Häu�gkeitsverteilung, die dur
h einen Zählprozess, und einer Intensitätsverteilung,die dur
h eine Verteilungsfunktion modelliert wird.Die Lösung dieser Di�erentialglei
hung ist

S(t) = S(0)e(r+c−
σ2

2
)t+X(t), (3.21)wobei der Korrekturparameter c so gewählt wird, dass der erwartete Ertrag der Aktie derrisikoneutrale Zinssatz r ist. Dies bedeutet, dass e(c+ σ2

2
)t = E∗(eX(t)), wobei E∗ das äqui-valente Martingalmaÿ bezei
hnet. Die Tatsa
he, dass der diskontierte Preis ein Martingalist, ist äquivalent mit ∫

|y|>1
eyν(dy) <∞ (3.22)und

c =

∫

R

(1 − ey + y1|y|≤1)ν(dy). (3.23)Im Gegensatz zur Browns
hen Bewegung enthält ein Sprung-Di�usions-Prozess mehr alseine Unsi
herheitsquelle. Dies bedeutet, dass aufgrund des ni
ht stetigen Prozesses derMarkt ni
ht vollständig ist und si
h somit kein eindeutiges äquivalentes Martingalmaÿ be-stimmen lässt.Die Verbesserung der Modellierung die dur
h einen Sprung-Di�usions Prozess im Gegen-satz zur Browns
hen Bewegung erhalten wird, ist, dass dieses Modell die beoba
htetenMarktdaten besser widerspiegelt. Mit Hilfe von Sprung-Di�usions-Prozessen, denen die imAbs
hnitt 3.2 vorgestellten Lévy-Prozesse zugrunde liegen, sollen zum einen die S
hiefe undKurtosis der Marktbewegungen besser dargestellt werden. Zum anderen wird die Annah-me des stetigen Prozesses, der in der Browns
hen Bewegung verwirkli
ht wird, aufgehoben.Sprung-Di�usions-Modelle können alltägli
h auftretende kleine Bewegungen widerspiegeln.Dies ges
hieht mit Hilfe der, au
h in diesem Modell enthaltenen, Browns
hen Bewegung.Zusätzli
h ist es dur
h den hinzugefügten Sprungterm (η − 1)q(t) au
h mögli
h, unerwar-tete, grössere Sprünge zu modellieren.In den Tabellen 3.3-3.6 sind verglei
hend die Momente der vers
hiedenen vorgestelltenLévy-Prozesse dargestellt. Es ist zu erkennen, dass dur
h die Änderungen der Parameterin den Verteilungsfunktionen vers
hiedene Eigens
haften der Momente (z.B. groÿe oderkleine Kurtosis) modelliert werden können. In Abbildung 3.3 sind zwei Beispiele einesSprung-Di�usions-Prozesses dargestellt.Verteilungsfunktion ErwartungswertN(µ, σ2) µPoisson(λ) λGamma(a, b) a/bVG(σ, ν, θ) θVG(C,G,M) C(G−M)/(MG)CGMY(C,G,M, Y ) C(MY−1 −GY−1)Γ(1 − Y )Tabelle 3.3: Überbli
k über die Erwartungswerte der vers
hiedenen Verteilungsfunktionen.
29



Kapitel 3 Lévy-ProzesseVerteilungsfunktion VarianzN(µ, σ2) σ2Poisson(λ) λGamma(a, b) a/b2VG(σ, ν, θ) σ2 + νθ2VG(C,G,M) C(G2 +M2)/(MG)2CGMY(C,G,M, Y ) C(MY−2 +GY−2)Γ(2 − Y )Tabelle 3.4: Überbli
k über die Varianz der vers
hiedenen Verteilungsfunktionen.Verteilungsfunktion Asymmetrie (Skewness)N(µ, σ2) 0Poisson(λ) 1/
√
λGamma(a, b) 2a−1/2VG(σ, ν, θ) θν(3σ2 + 2νθ2)/(σ2 + νθ2)3/2VG(C,G,M) 2C−1/2(G3 −M3)/(G2 +M2)3/2CGMY(C,G,M, Y ) C(MY−3 −GY−3)Γ(3 − Y )

(C(MY−2 +GY−2)Γ(2 − Y ))3/2Tabelle 3.5: Überbli
k über die S
hiefe der vers
hiedenen Verteilungsfunktionen.Verteilungsfunktion KurtosisN(µ, σ2) 3Poisson(λ) 3 + λ−1Gamma(a, b) 3(1 + 2a−1)VG(σ, ν, θ) 3(1 + 2ν − νσ4(σ2 + νθ2)−2)VG(C,G,M) 3(1 + 2C−1(G4 +M4)/(M2 +G2)2)CGMY(C,G,M, Y ) 3 +
C(MY−4 +GY−4)Γ(4 − Y )

(C(MY−2 +GY−2)Γ(2 − Y ))2Tabelle 3.6: Überbli
k über die Kurtosis der vers
hiedenen Verteilungsfunktionen.
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Abbildung 3.3: Realisierung zweier Sprung-Di�usion-Prozesse.
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Kapitel 4Bewertung Europäis
her OptionenDer faire Preis einer Option kann als abdiskontierter Erwartungswert der Auszahlungs-funktion angesehen werden. Um einen Erwartungswert bere
hnen zu können, muss derdem Basiswert zugrunde liegende sto
hastis
he Prozess betra
htet werden. Mit Kenntnisder Zinsrate kann der faire Preis einer Option bere
hnet werden. Das erste Modell zurBewertung Europäis
her Optionen stammt von Fis
her Bla
k und Myron S
holes [BS73℄bzw. Robert Merton [Mer73℄. Berühmt wurde dieses Modell vor allem, da es ermögli
ht,den fairen Preis einer Option zu bestimmen und die Lösung des Modells eine ges
hlosseneForm besitzt. Wie jedo
h in Kapitel 3 bes
hrieben, hält dieses Modell den empiris
henÜberprüfungen ni
ht stand. Aus diesem Grund soll mittels Sprung-Di�usions-Prozessen,die die Marktdaten besser approximieren, der Preis einer Option bestimmt werden. Fürdiese Modelle existiert jedo
h nur unter eins
hränkenden Annahmen eine ges
hlossene Lö-sung. Werden diese Annahmen ni
ht erfüllt müssen zur Bere
hnung des Optionspreisesnumeris
he Verfahren verwendet werden.In diesem Kapitel wird zuerst das Bla
k-S
holes-Modell mit den zugrunde liegenden An-nahmen, die resultierende partielle Di�erentialglei
hung und ihre Lösung vorgestellt. Ver-glei
hend dazu wird das Merton-Modell als Beispiel eines Sprung-Di�usions-Prozesses be-tra
htet. Au
h für dieses Modell werden die Annahmen und die entstehende Di�erential-glei
hung, die in diesem Fall eine Integro-Di�erential-Glei
hung sein wird, aufgeführt. ImAns
hluss werden die ges
hlossenen Lösungen für zusätzli
he Annahmen untersu
ht. DesWeiteren werden dann das Monte-Carlo-Verfahren und die Diskretisierung und Lösung derIntegro-Di�erential-Glei
hung bes
hrieben.4.1 Das Bla
k-S
holes ModellIn den frühen 70er Jahren ma
hten Fis
her Bla
k und Myron S
holes [BS73℄ zeitglei
h mitRobert Merton [Mer73℄ einen groÿen Dur
hbru
h mit der Herleitung einer Di�erentialglei-
hung, die einen fairen Preis für jedes Derivat, dem eine ni
ht dividendenzahlenden Aktiezugrunde liegt, bestimmt. Sie benutzten diese Glei
hung, um den Preis für Europäis
heCall- und Put-Optionen zu bere
hnen. Die Darstellung und Bes
hreibungen dieses Modellssind [Hul01℄, [KE99℄ und [Sey00℄ entnommen.4.1.1 Die AnnahmenDie folgenden Annahmen liegen dem Bla
k-S
holes-Modell zugrunde:
• Der Aktienkurs S folgt einem stetigen sto
hastis
hen Prozess und wird bes
hriebendur
h die sto
hastis
he Di�erentialglei
hung

dS(t)

S(t)
= µd(t) + σdW (t). (4.1)Hierbei bezei
hnet µ die Driftrate, σ die Volatilität und W (t) einen Wiener Prozess.31
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her Optionen
• Der risikolose Zinssatz r ist bekannt und konstant.
• Kontinuierli
hes Handeln ist mögli
h, d.h. zu jeder Zeit t∈ [0, T ].
• Es gibt keine Transaktionskosten oder Steuern.
• Die Wertpapiere sind beliebig teilbar.
• Es gibt keine Arbitragemögli
hkeiten.
• Es gibt keine Dividendenzahlungen.4.1.2 Die Bla
k-S
holes-Glei
hungBla
k und S
holes zeigen in ihrer Arbeit [BS73℄, dass unter der Annahme einer konstan-ten Zins- und Volatilitätsentwi
klung die Option dur
h ein geeignetes Portfolio bestehendaus dem Basiswert S und einer Anlage oder einem Kredit mit dem Zinssatz r dynamis
hdupliziert werden kann. Der faire Preis der Option bestimmt si
h daher als diskontierterErwartungswert der Auszahlungen zum Zeitpuntk T . Neben der Verwendung partieller Dif-ferentialglei
hungen als hauptsä
hli
hes te
hnis
hes Hilfsmittel ist die Konstruktion einesrisikolosen Portfolios aus Bond, Aktie und Option die maÿgebli
he konzeptionelle Idee vonBla
k und S
holes.Ausgehend vom Modell der Browns
hen Bewegung lässt si
h, mit Hilfe des It�-LemmasLemma 4.1.1

x folge einem It�-Prozess und g(x, t) sei eine Funktion mit stetigen dg
dx , d2

dx2 , dgdt . Dann folgtau
h y=g(x, t) einem It�-Prozess mit dem glei
hen Wiener Prozess W :
dy =

(
dg

dx
a+

dg

dt
+

1

2

d2g

dx2
b2
)

dt +
dg

dx
b dW, zur Bere
hnung des Wertes einer Europäis
hen Option die Bla
k-S
holes-Glei
hung her-leiten. In dieser ist das Risiko, das dur
h die Sto
hastik und die Drift µ im Basiswert Sste
kt, eliminiert. Insofern ist der einzige Parameter, der die Sto
hastik re�ektiert und vondem der Wert V der Option abhängt, die Volatilität σ.Auf diese Weise wird gezeigt, dass der Optionspreis für S > 0 und 0 ≤ t ≤ T die Bla
k-S
holes-Glei
hung

Vt +
1

2
σ2S2VSS + rSVS − rV = 0 (4.2)erfüllen muss. Einen ausführli
hen Beweis zur Herleitung der Glei
hung �ndet man z.B. in[Sey00, Anhang A3℄.4.1.3 Die Bla
k-S
holes-FormelDie Bla
k-S
holes-Glei
hung (4.2) besitzt eine analytis
he Lösung. Der Wert einer Euro-päis
hen Call-Option VC(S(0), t) ergibt si
h aus

VC(S(0), t) = S(0)N(d1) −Ke−r(T−t)N(d2). (4.3)Hierbei sind d1 und d2 gegeben dur
h
d1 =

ln(S(0)/K) + (r + 1
2σ

2)(T − t)

σ
√
T − t

(4.4)32



4.2 Das Merton-Modellund
d2 =

ln(S(0)/K) + (r − 1
2σ

2)(T − t)

σ
√
T − t

= d1 − σ
√
T − t. (4.5)Der Wert des heutigen Kurses wird dur
h S(0) bezei
hnet und N(x) steht für die kumula-tive Normalverteilung mit dem Mittelwert 0 und der Varianz 1

N(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

y2

2 dy. (4.6)Der Wert einer Europäis
hen Putoption ist
VP (S(0), t) = Ke−r(T−t)N(−d2) − S(0)N(−d1). (4.7)Bemerkung 4.1.2Da si
h der Wert einer Europäis
hen Put-Option VP (S(0), t) mittels der Put-Call-Parität(2.2) bere
hnen lässt, wird im Folgenden nur die Bewertung Europäis
her Call-Optionenbetra
htet.4.2 Das Merton-ModellDie Arbeit von Bla
k und S
holes führte zu einem groÿen Dur
hbru
h in der Optionspreis-theorie. Für die Gültigkeit der Formel werden die in Abs
hnitt 4.1.1 benannten Annahmenfür ideale Marktbedingungen vorausgesetzt. Eine kritis
he Annahme dieses Modells ist dieAnnahme des kontinuierli
hen Handelns und die Annahme des kontinuierli
hen sto
hasti-s
hen Prozesses. Merton hat in [Mer76℄ ein Modell entwi
kelt, in dem die Aktienkursdyna-mik dur
h einen Sprung-Di�usions-Prozess modelliert wird. Die Grundlagen des Modellsund die Herleitung der partiellen Integro-Di�erential-Glei
hung, die im Folgenden darge-stellt werden, sind [Mer76℄ entnommen.4.2.1 Die Annahmen

• Der Kurs S folgt einem sto
hastis
hen Prozess, der dur
h
dS(t)

S(t)
= (α− λκ)dt + σdW (t) + dq(t) (4.8)bes
hrieben wird. Hierbei ist α der erwartete Aktienertrag und σ2 die Varianz. DerStandard Wiener Prozess W (t) ist unabhängig vom Poisson-Prozess q(t). Die Wahr-s
heinli
hkeiten dieses Prozesses lassen si
h bes
hreiben als

P (Das Ereignis tritt ni
ht im Intervall [t, t+ h] auf) = 1 − λh

P (Das Ereignis tritt im Intervall [t, t+ h] auf) = λh. (4.9)Dabei ist λ die dur
hs
hnittli
he Anzahl der Ereignisse pro Zeiteinheit und κ =
E[Y − 1]=E[Y ]− 1, wobei (Y − 1) die prozentuale Veränderung des Preises ist, fallsdas Poisson-Ereignis eintritt. Der Erwartungswertoperator über die Zufallsvariable
Y wird mit E[·] bezei
hnet.

• Der risikolose Zinssatz r ist bekannt und konstant.
• Es gibt keine Transaktionskosten oder Steuern.
• Es gibt keine Arbitragemögli
hkeiten.
• Es gibt keine Dividendenzahlungen. 33



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her Optionen4.2.2 Herleitung der partiellen Integro-Di�erential-Glei
hung na
h demMerton-ModellDer Aktienpreis und OptionspreisdynamikDie totale Veränderung des Aktienpreises soll si
h aus zwei Arten von Veränderungen zu-sammensetzen. Zum einen aus den normalen, erwarteten Änderungen und zum anderenaus den plötzli
hen, unerwarteten Änderungen. Die normalen Preiss
hwingungen könnenbeispielsweise ein zeitweiliges Unglei
hgewi
ht zwis
hen Angebot und Na
hfrage, Verän-derungen in den Konjunkturaussi
hten oder andere neue Informationen sein, die geringeVeränderungen im Aktienwert verursa
hen. Diese Informationskomponente für den Aktien-kurs wird modelliert dur
h eine geometris
he Browns
he Bewegung mit konstanter Varianzund hat einen kontinuierli
hen Verlauf.Die �unnormalen�, unerwarteten S
hwingungen im Aktienpreis spiegeln wi
htige neue In-formationen über die Aktien wider. Diese Informationen haben mehr als eine geringe Aus-wirkung auf den Optionspreis. Normalerweise sind sol
he Informationen spezi�s
h für dieFirma oder mögli
herweise eine Industrie. Es ist sinnvoll anzunehmen, dass es �aktive� Zei-ten gibt, in denen sol
he Informationen auftreten und �ruhige� Zeiten, in denen sie ni
htauftreten. Obwohl diese Zeiten zufällig sind, treten naturgemäÿ wi
htige, unerwartete In-formationen nur an diskreten Zeitpunkten auf. Aus diesem Grund wird diese Komponentedur
h einen Sprung-Prozess, in der Regel dur
h einen Poisson-Prozess, modelliert. Für denFall, dass ein Poisson-Ereignis eintritt, müssen die Auswirkungen des Ereignisses auf dieAktie bestimmt werden. Sei S(t) der Aktienpreis zur Zeit t und Y die Zufallsvariablenbe-s
hreibung für die Gröÿe der Auswirkungen auf den Preis, dann ist der Aktienpreis S(t+h),den kontinuierli
hen Teil verna
hlässigend, zur Zeit t+h gegeben dur
h die Zufallsvariable
S(t+ h)=S(t)Y , vorausgesetzt, dass ein sol
hes Ereignis zwis
hen t und t+ h auftritt.Es wird angenommen, dass Y ein Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ mit kompakten Träger ist und
Y ≥0 gilt. Auÿerdem sind die Zufallsvariablen {Y } unabhängig und identis
h verteilt.In (4.8) bes
hreibt σdW (t) den Teil der normalen Preisänderungen, während dq(t) den Teilder unerwarteten Preisveränderungen widerspiegelt. Falls λ= 0 (und somit au
h dq = 0),ist die Änderung des Aktienkurses identis
h zu der im Modell von Bla
k und S
holes. DieGlei
hung (4.8) kann somit umges
hrieben werden in
dS(t)

S(t)
=

{

(α− λκ)dt + σdW (t), falls das Poisson-Ereignis ni
ht eintritt
(α− λκ)dt + σdW (t) + (Y − 1), falls das Poisson-Ereignis eintritt, (4.10)wobei, mit Wahrs
heinli
hkeit 1, ni
ht mehr als ein Poisson-Ereignis an einem Zeitpunktauftritt. Falls ein Ereignis eintritt, dann ist (Y −1) eine Impulsfunktion, die einen endli
henSprung von S na
h SY bewirkt. Der resultierende Pfad für den Kurs S(t) ist überwiegendkontinuierli
h mit endli
h vielen Sprüngen vers
hiedener Vorzei
hen und Amplituden andiskreten Zeitpunkten. Falls α, λ, κ und σ konstant sind, dann kann das Verhältnis desAktienpreises zur Zeit t und zum Zeitpunkt 0 ges
hrieben werden als

S(t)

S(0)
= exp((α− σ2/2 − λκ)t+ σW (t))Yn,wobei W (t) eine Gauÿs
he Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz t ist. Es gilt

Yn = 1 für n = 0 und ansonsten Yn =
∏n
j=0 Yj für n ≥ 1, mit unabhängigen und iden-tis
h verteilten Yj. Die Anzahl n der Sprünge ist poissonverteilt mit Parameter λt. Analogzur Bewegung des Aktienkurses läÿt si
h au
h die Optionspreisbewegung bes
hreiben. Es34



4.2 Das Merton-Modellwird vorausgesetzt, dass der Optionspreis V als eine zweifa
h di�erenzierbare Funktion desAktienkurses und der Zeit ges
hrieben werden kann. Wenn der Aktienpreis einer Dyna-mik, bes
hrieben in (4.8), folgt, kann die Änderung der Option in einer ähnli
hen Formges
hrieben werden, nämli
h als
dV (S, t)

V (S, t)
= (αV − λκV )dt + σV dW (t) + dqV (t), (4.11)wobei αV der erwartete Ertrag der Option und σ2

V die Varianz des Optionspreises ist.Der unabhängige Poisson-Prozess mit dem Parameter λ wird mit qV (t) bezei
hnet. Esist κV = E[YV − 1] mit (YV − 1) als prozentuale Änderung des Optionspreises für denFall, dass das Poisson-Ereignis eintritt und E[·] ist der Erwartungswertoperator über dieZufallsvariable YV .Mit Hilfe des It�-Lemmas für Sprung-Prozesse
dV =

(

VS(α − λκ)S + Vt +
1

2
VSSσ

2S2

)

dt+ VSσSdW

+ (V (S + ∆S, t) − V (S, t)) (4.12)erhält man folgende wi
htige Beziehungen
αV =

(1

2
σ2VSS(S, t) + (α − λκ)SVS(S, t) + Vt(S, t)

+ λE [V (SY, t) − V (S, t)]
)

/V (S, t), (4.13)
σV =VS(S, t)σS/V (S, t). (4.14)Hierbei wird genutzt, dass V (S + ∆S)=V (SY ) gilt. Die Indizes an V (S, t) bezei
hnen diepartiellen Ableitungen.Der Poisson-Prozess des Optionspreises qV (t) ist abhängig vom Poisson-Prozess des Akti-enpreises q(t). Das Poisson-Ereignis für den Optionspreis tritt genau dann auf, wenn dasPoisson-Ereignis für den Aktienkurs auftritt. Auÿerdem gilt, dass, falls das Poisson-Ereignisfür die Aktie eintritt und die Zufallsvariable den Wert Y = y hat, ebenfalls ein Poisson-Ereignis für die Option eintritt und die Zufallsvariable YV den Wert V (Sy, t)/V (S, t) hat,also YV =V (SY, t)/V (S, t). Obwohl die beiden Prozesse abhängig sind, sind sie ni
ht linearabhängig, denn V ist keine lineare Funktion in S. Wir betra
hten eine Portfoliostrategie,wel
he die Aktie, die Option und die risikolose Anlage mit Zins r in Anteilen w1, w2 und

w3 enthält. Es gilt∑3
j=1wj=1. Wenn P der Wert des Portfolios ist, läÿt si
h die Dynamikdes Portfolios s
hreiben als

dP

P
= (αP − λκP )dt+ σP dW + dqP , (4.15)wobei αP der momentane erwartete Ertrag des Portfolios und σ2

P die momentane Varianzist. Der Poisson-Prozess qP (t) mit dem Parameter λ ist unabhängig. Mit der prozentualenÄnderung des Optionspreises (YP − 1) ist für den Fall, dass das Poisson-Ereignis eintritt
κP =E[YP − 1] und E[·] ist der Erwartungswertoperator über die Zufallsvarible YP .Dur
h (4.8) und (4.11) erhält man

αP = w1(α− r) + w2(αV − r) + r, (4.16)
σP = w1σ + w2σW , (4.17)

YP − 1 = w1(Y − 1) + w2(V (SY, t) − V (S, t))/V (S, t), (4.18)35



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her Optionenwobei w3 ersetzt wurde dur
h w3 = 1−w1−w2. Im Bla
k-S
holes Fall, in dem λ= 0 gilt(und deshalb dq= dqW = dqP = 0), kann der Portfolioertrag dur
h die Wahl w1 =w∗
1 und

w2 = w∗
2 risikolos gema
ht werden, damit w∗

1σ + w∗
2σW = 0. Um Arbitragemögli
hkeitenauszus
hlieÿen, muss der erwartete (und der realisierte) Ertrag des Portfolios mit denGewi
hten w∗

1 und w∗
2 glei
h dem risikolosen Zins r sein. Mit (4.16) und (4.17) erhält mandie Bedingung

(α− r)/σ = (αW − r)/σW . (4.19)Mit λ=0 ergibt si
h aus (4.13), (4.14) und (4.19) für den Optionspreis die partielle Di�e-rentialglei
hung von Bla
k und S
holes
1

2
σ2S2VSS + rSVS − rV + Vt = 0 (4.20)Für den Fall eines Sprung-Prozesses dq ist der Ertrag des Portfolios mit Gewi
hten w∗

1 und
w∗

2 ni
ht risikolos. Auÿerdem zeigt die Betra
htung von (4.18), dass es keine Wahl von Ge-wi
hten w1 und w2 gibt, die das Sprungrisiko eliminieren (d.h. YP =1). Der Grund dafür ist,dass das Zusammenstellen eines Portfolios eine lineare Operation ist, der Optionspreis aberkeine lineare Funktion des Aktienpreises ist. Man kann jedo
h die Ertrags
harakteristikendes Portfolios ausarbeiten, aus denen dann der �Bla
k-S
holes-Hedge�1 folgt. Bezei
hne P ∗den Wert dieses Portfolios, so ergibt si
h aus Glei
hung (4.15)
dP ∗

P ∗ = (α∗
P − λκ∗P )dt+ dq∗P . (4.21)Es sei bemerkt, dass der Ertrag des Portfolios nun ein purer Sprung-Prozess ist, da derkontinuierli
he Teil der Aktien- und Optionspreisbewegungen dur
h das Hedging eliminiertwurde. So kann man (4.21) au
h s
hreiben als

dP ∗

P ∗ =

{

(α∗
P − λκ∗p)dt, falls das Poisson-Ereignis ni
ht eintritt

(α∗
P − λκ∗P )dt + (Y ∗

P − 1), falls das Poisson-Ereignis eintritt (4.22)In (4.22) ist zu erkennen, dass der Ertrag des Portfolios überwiegend vorauszusagen ist und(α∗
P−λk∗P ) einbringt. Dur
hs
hnittli
h tritt alle 1/λ Zeiteinheiten ein unerwarteter Sprungdes Portfoliowertes auf. Aus (4.18) und (4.14) kann man weitere qualitative Eigens
haftendes Ertrags ableiten

Y ∗
P − 1 = w∗

2[V (SY, t) − V (S, t) − VS(S, t)(SY − S)]/V (S, t). (4.23)Eine OptionspreisformelWie im vorangegangenen Teil gezeigt, gibt es keine Mögli
hkeit, ein risikoloses Portfoliovon Aktien und Optionen zu konstruieren und deshalb kann diese Grundidee von Bla
kund S
holes, die zur Herleitung der Bla
k-S
holes-Glei
hung verwendet wird, ni
ht ange-wandt werden. Na
h [Sam65℄ kann für den Fall, dass der erforderli
he erwartete Ertrag derOption als eine Funktion des Aktienkurses und des Ausübungszeitpunkt bekannt ist, eineOptionspreisformel hergeleitet werden. Sei b(S, τ) der Ausglei
h, der den erwarteten Ertragder Option widerspiegelt, wenn S der aktuelle Aktienkurs und τ =T − t die verbleibendeZeit bis zum Ausübungszeitpunkt ist. Na
h (4.13) muss dann V (als Funktion abhängigvon der Zeit bis zum Ausübungszeitpunkt) der Glei
hung
0 =

1

2
σ2S2VSS + (α− λκ)SVS − Vτ − b(S, τ)V + λE[V (SY, τ) − V (S, τ)] (4.24)1Der Bla
k-S
holes-Hedge ist eine Strategie, ein Portfolio anzulegen um das Risiko zu eliminieren.36



4.2 Das Merton-Modellmit den folgenden Randbedingungen genügen. Für eine Call-Option gilt
V (0, τ) = 0,

V (S, 0) = (0, S −K)+, (4.25)wobei K der Ausübungspreis ist.Eine zweite Näherung an das Preisproblem folgt der originalen Herleitung von Bla
k undS
holes und deren Annahme, dass das �Capital Asset Pri
ing Model�2 eine gültige Be-s
hreibung für Erträge von Ausglei
hssi
herheiten ist. Im vorigen Abs
hnitt wurde dieAktienpreisdynamik als ein Ergebnis von zwei Komponenten bes
hrieben: dem kontinuier-li
hen Teil und einer Sprungkomponente. Sind die Informationen des letzteren Teils nur�rmenspezi�s
h, so haben sie wenig Ein�uss auf andere Aktien, also den Markt im Allge-meinen. Sind sol
he Informationen Ursa
he für Sprünge, so repräsentiert der Ertrag desAktienkurses ein �ni
htsystematis
hes� Risiko, d.h. die Sprungkomponente ist ni
ht korre-liert mit dem Markt.Die Betra
htung der Ertragdynamik (4.21) zeigt, dass die einzige Quelle für Unsi
herheitenin der Sprungkomponente der Aktie liegt. Wenn das �Capital Asset Pri
ing Model� gilt,dann muss der erwartete Ertrag glei
h dem risikolosen Zinssatz sein, also α∗
P = r. Aberna
h Glei
hung (4.16) impliziert diese Bedingung, dass w∗

1(α−r)+w∗
2(αw−r)=0 ist, oderman ersetzt w∗

1 und w∗
2 und erhält

(α− r)/σ = (αW − r)/σW . (4.26)Glei
hung (4.26) zusammen mit (4.13) und (4.14) ergibt, dass V folgender Glei
hung ge-nügen muss
0 =

1

2
σ2S2VSS + (r − λκ)SVS − Vτ − rV + λE[V (SY, τ) − V (S, τ)]. (4.27)Dabei gelten die Randbedingungen aus (4.25). Während (4.27) formal der selbe Glei
hungs-typ wie (4.24) ist, sei bemerkt, dass (4.27) weder von α no
h von b(S, τ) abhängt. Stattdes-sen kommt nur der Zinssatz r wie in der Standard Bla
k-S
holes-Glei
hung vor. Auÿerdemreduziert si
h (4.27) für den Fall λ = 0 auf die Bla
k-S
holes-Glei
hung (4.20), d.h. esgibt keine Sprünge. Es ist wi
htig zu bemerken, dass, obwohl die Sprünge ein pures ni
htsystematis
hes Risiko repräsentieren, die Sprungkomponente den Ausglei
hs-Optionspreisbeein�uÿt, d.h. man kann ohne Berü
ksi
htigung der Sprungkomponente ni
ht den fairenPreis bere
hnen. Mit der De�nition des Erwartungswertoperators E[·]

E[Y ] =

∫ ∞

0
Y g(Y ) dYlässt si
h (4.27) s
hreiben als

Vτ =
1

2
σ2S2VSS + (r − λκ)SVS − rV +

(

λ

∫ ∞

0
V (SY )g(Y ) dY − λV

)

=
1

2
σ2S2VSS + (r − λκ)SVS − (r + λ)V
︸ ︷︷ ︸PDE-Teil +λ

∫ ∞

0
V (SY )g(Y ) dY.

︸ ︷︷ ︸Integral-Teil (4.28)Hierbei bezei
hnet g(Y ) die Wahrs
heinli
hkeitsdi
htefunktion der Sprünge. Sie besitzt dieEigens
haften, dass ∀Y , g(Y )≥0 und ∫∞
0 g(Y ) dY =1. Im weiteren Verlauf wird (4.28) als2Eine genauere Bes
hreibung des �Capital Asset Pri
ing Model� �ndet si
h in [BS73℄. 37



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her OptionenDarstellung der partiellen Integro-Di�erential-Glei
hung (au
h kurz als PIDE bezei
hnet)verwendet. Ebenfalls wird auf die Aufteilung der PIDE in einen Di�erential- und eineIntegral-Teil zurü
kgegri�en.Des Weiteren wird im Folgenden die sto
hastis
he Di�erentialglei
hung (4.8) ersetzt dur
h
dS(t)

S(t)
= µdt+ σdW (t) + dq(t). (4.29)Dass diese SDE mit (4.8) übereinstimmt, soll nun gezeigt werden. Der Beweis wird analogzu [Gla04, S. 127℄ geführt.Beweis:Die Drift µ bezei
hnet in Abwesenheit von Sprüngen den risikofreien Zins r, wenn keineDividendenzahlungen existieren und das Modell die Dynamik unter einem risikoneutralemMaÿ repräsentiert. Zur Vereinfa
hung wird angenommen, dass r konstant sei. Dann ist derDriftterm bestimmt du
h die Bedingung, dass S(t)e−rt ein Martingal ist. Merton erwei-tert dieses Prinzip auf sein Sprung-Di�usions-Modell unter der Annahme, dass Sprüngespezi�s
h für eine Aktie sind und diversi�ziert werden können. Dies ges
hieht dur
h dieAnnahme, dass der Markt den Investor ni
ht für das Risiko der Sprünge ents
hädigt. DieAnnahme bestimmt den Driftparameter folgendermaÿen:Eine Standardeigens
haft des Poisson-Prozesses J(t) ist, dass J(t) − λt ein Martingal ist.Eine Verallgemeinerung dieser Eigens
haft ist, dass

J(t)
∑

i=1

h(Yj) − λE[h(Y )]t (4.30)ein Martingal ist für unabhängige und identis
h verteilte Y, Y1, Y2 und jede Funktion h fürdie E[h(Y )] endli
h ist. Dem entspre
hend ist
q(t) − λκt (4.31)ein Martingal, falls κ=E[Yj]− 1. Die Wahl des Parameters µ, der S(t)e−rt zu einem Mar-tingal ma
ht, muss folgli
h µ=r−λκ sein und somit ist (4.29) eine alternative Bes
hreibungder Kursdynamik (4.8). 24.3 Ges
hlossene Lösungen des Merton-ModellsIm Gegensatz zur Bla
k-S
holes-Glei
hung (4.2) ist es für die PIDE (4.28) ni
ht mögli
h,eine allgemeingültige analytis
he Lösungsformel analog zur Bla
k-S
holes-Formel (4.3) her-zuleiten. Die Sprünge repräsentieren ein ni
ht-systematis
hes Risiko und somit beein�usstdie Sprungkomponente den Optionspreis. Aus diesem Grund kann ni
ht ohne Berü
ksi
h-tigung dieser Komponente der faire Optionspreis bere
hnet werden. Jedo
h hat Merton[Mer76℄ unter Spezi�zierung der Verteilungsfunktion für die Sprungkomponente eine ana-lytis
he Formel zur Optionspreisbewertung entwi
kelt. Ein Spezialfall, für den die Herlei-tung einer analytis
hen Lösung mögli
h ist, ist das Vorliegen einer Lognormalverteilung derSprünge. Eine andere Spezi�zierung stellt die Annahme dar, dass im Falle eines Sprungsder Wert des Basiswertes auf 0 fällt. Dies wird als Mögli
hkeit des plötzli
hen Ruins be-zei
hnet. Diese beiden Fälle der Verteilungsfunktionen werden in den nä
hsten Abs
hnittenbes
hrieben und die dazugehörigen Lösungsformeln angegeben.38



4.3 Ges
hlossene Lösungen des Merton-Modells4.3.1 Plötzli
her RuinDer erste Fall einer ges
hlossene Lösung liegt vor, wenn die Mögli
hkeit des plötzli
henRuins besteht. D.h., falls ein Poisson-Ereignis eintritt, fällt der Aktienkurs auf den Wert 0.Dies bedeutet, dass Y =0 mit Wahrs
heinli
hkeit 1 auftritt. Die Änderung des Aktienkurses
(Y−1)=−1 spiegelt dann den vollständigen Wertverlust der Aktie wider. Sei Xn=

∏n
i=0 Yeine Zufallsvariable, die dieselbe Verteilung besitzt wie das Produkt von n unabhängig undidentis
h verteilten Zufallsvariablen, jede identis
h verteilt zur Zufallsvariable Y , wobeigilt, dass X0 = 1. So gilt für den Fall des plötzli
hen Ruins, dass Xn = 0 für n 6= 0 und

κ=−1. In diesem Fall ergibt si
h der Preis einer Call-Option VC zum Zeitpunkt t als
VC(S, τ) = e−λτBSC(Seλτ , τ,K, σ2, r) (4.32)

= e−λτ
(

SeλτN(d1) −Ke−rτN(d2)
)

= SN(d1) −Ke−(r+λ)τN(d2)mit
d1 =

ln(Seλτ/K) + (r + 1
2σ

2)τ

σ
√
τ

=
ln(S/K) + (r + λ+ 1

2σ
2)τ

σ
√
τund

d2 = d1 − σ
√
τ .Somit wird (4.32) zu

VC(S, τ) = BSC(S, τ,K, σ2, r + λ). (4.33)Hierbei bezei
hnet BSC(S, τ,K, σ2, r+λ) die Bla
k-S
holes-Formel für einen Call mit denangegebenen Parametern und N(·) die Normalverteilung.Die Formel (4.33) ist identis
h mit der Standard Bla
k-S
holes-Lösung, allerdings mit grö-ÿerer Zinsrate r′ = r + λ. Wie in [Mer73℄ gezeigt, ist der Optionspreis eine wa
hsendeFunktion der Zinsrate. Deshalb ist eine Option auf eine Aktie, die eine positive Wahr-s
heinli
hkeit für einen vollständigen Ruin hat, wertvoller als eine Option auf eine Aktie,für die diese Mögli
hkeit ni
ht besteht. Für die Bere
hnung eines Optionspreises unter derMögli
hkeit des plötzli
hen Ruins wird somit die Bla
k-S
holes-Formel mit veränderterZinsrate verwendet.4.3.2 LognormalverteilungIm zweiten Spezialfall wird vorausgesetzt, dass die Zufallsvariable Y lognormalverteilt ist.Na
h dem Martingalansatz (siehe 4.4) kann der Preis einer Call-Option unter der Bedin-39



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her Optionengung S=S0, folgendermaÿen ges
hrieben werden:
VC(S, τ) = e−rτ

∞∑

n=0

P (n Sprünge)E0[max(0, ST −K)|n Sprünge] (4.34)
=

∞∑

n=0

[
e−λτ (λτ)n

n!

]

E0,Xn

[

BSC(SXne
−λκτ , τ,K, σ2, r)

]

=

∞∑

n=0

[

e−λ
′τ (λ′τ)n

n!

]

[
SN(d1,n) − e−rnτKN(d2,n)

] (4.35)
=

∞∑

n=0

[

e−λ
′τ (λ′τ)n

n!

]

BSC(S, τ,K, v2
n, rn), (4.36)wobei

E0,Xn = Erwartungswertoperator bezügli
h der Verteilung der Xn zum Zeitpunkt 0,

ST = S exp((r − 1

2
σ2)T + σWT )der risikoneutrale Aktienkurs zum Endzeitpunkt T,

λ′ = λ(1 + κ),

κ = E[Y − 1] = e(µJ + 1
2
σ2

J
) − 1,

d1,n =
ln(S/K) + (rn + 1

2v
2
n)τ

vn
√
τ

,

d2,n = d1,n − vn
√
τ ,

rn = r − λκ+
n(log(1 + κ))

τ
,

v2
n = σ2 +

nσ2
J

2
,

µJ = Erwartungswert der Sprungverteilung und
σ2
J = Varianz der Sprungverteilung.Es ergibt si
h also au
h für den Fall der lognormalverteilten Sprünge eine Anwendung derBla
k-S
holes-Formel mit veränderten Eingabeparametern. Zur Bere
hnung eines Options-wertes wird eine unendli
he Reihe aus Optionspreisen der Bla
k-S
holes-Formel, die miteiner Poisson-Verteilung gewi
htet werden, bestimmt.Bemerkung 4.3.1Es ist zu beoba
hten dass der Zins rn für steigende n immer kleiner und au
h negativ wird.Dies ergibt si
h, da κ als Erwartungswert der Sprungverteilungsfunktion in der Regel negativsein sollte, um die Bewegungen der Aktien an den Märkten realistis
h widerzuspiegeln. Da

κ negativ ist und in jedem Summanden mit n multipliziert wird, wird die Zinsrate ständigkleiner und s
hlieÿli
h negativ.Es folgt, dass die Summe mit den meisten ni
ht vers
hwindenden Summanden eine sol
heist, die einen hohen Startkurs hat, denn dann ist der Aktienkurs, bei einem negativen Zinsam längsten unglei
h 0.Konvergenz der unendli
hen Reihe für die LognormalverteilungIn Kapitel 6 werden vers
hiedene Bewertungsverfahren hinsi
htli
h ihrer Flexibilität ge-genüber Eingabeparametern und Konvergenz untersu
ht. Dazu wird (4.36) häu�g als Re-40



4.4 Erwartungswertentwi
klung für das Merton-Modellferenzlösung verwendet. Zum Beweis der Konvergenz der unendli
hen Reihe wird (4.35)verwendet.Beweis:Zunä
hst soll gezeigt werden, dass
SN(d1,n) − e−rnτKN(d2,n) (4.37)bes
hränkt ist. Die Normalverteilung fällt, wie in Abs
hnitt 3.3.2 gezeigt wurde, na
hbeiden Seiten s
hnell ab. Somit folgt, dass die Werte der kumulativen Normalverteilungdur
h ein um den Nullpunkt symmetris
hes Gebiet bes
hränkt sind. Sei dieses Gebiet mit

[rmin, rmax] bezei
hnet. Somit ist au
h (4.37) bes
hränkt, da alle anderen Parameter fürdie Bere
hnung konstant sind. Der Werteberei
h von (4.37) sei [Cmin, Cmax].Als nä
hstes soll gezeigt werden, dass das notwendige Kriterium limn→∞ an = 0 für dieReihe ∑∞
n=0 an erfüllt ist. Die Koe�zienten an sind gegeben dur
h

an =
e−λ

′τ

n!

[
SN(d1,n) − e−rnτKN(d2,n)

]
.Dur
h die Bes
hränkung von (4.37) ergibt si
h

an ≤ e−λ
′τ

n!
Cmaxund somit limn→∞ an=0. Als hinrei
hendes Konvergenzkriterium soll das Quotientenkri-terium

lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
< 1benutzt werden. Dies bedeutet

lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= lim

n→∞

∣
∣
∣
∣

[SN(d1,n+1) − e−rn+1τKN(d2,n+1)

[SN(d1,n) − e−rnτKN(d2,n)]

n!

(n + 1)!

∣
∣
∣
∣

≤ lim
n→∞

Cmax
Cmin

1

n+ 1
< 1.

24.4 Erwartungswertentwi
klung für das Merton-ModellWie im vorangehenden Abs
hnitt 4.3 erwähnt, gibt es für die Glei
hung (4.28) nur imFall des plötzli
hen Ruins und der Lognormalverteilung eine analytis
he Lösung. Eine al-ternative Mögli
hkeit, einen Optionspreis zu nähern, ist die Erwartungswertentwi
klung,die auf dem Martingalansatz beruht. Der Martingalansatz ist eines der am häu�gsten ver-wendeten Prinzipien zur Optionspreisbestimmung. Er sagt aus, dass der faire Preis derOption der diskontierte Erwartungswert der Auszahlungsfunktion unter der risikoneutra-len Wahrs
heinli
hkeitsverteilung der zugrunde liegenden ökonomis
hen Faktoren ist. Esgilt also
V (S, 0) = e−rTE∗[V (S, T )], 41



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her Optionenwobei E∗ der Erwartungswert unter dem äquivalenten Martingalmaÿ ist. Somit ergibt si
hder Preis für einen Call als
VC(S, τ) = e−rτ

∞∑

n=0

P (n Sprünge)E0[max(0, ST −K)|n Sprünge] (4.38)
= e−rτ

∞∑

n=0

[
e−λτ (λτ)n

n!

]

E0

[

max(0, STXne
−λκτ −K)

]

=

∞∑

n=0

[
e−λτ (λτ)n

n!

]

E0,Xn

[

e−rτE0(max(0, STXne
−λκτ −K))

]

=

∞∑

n=0

[
e−λτ (λτ)n

n!

]

E0,Xn

[

BSC(SXne
−λκτ ,K, τ, σ2, r)

]

. (4.39)Es gilt Xi=
∏i
j=1 Yj . Bei der hier vorgestellten Erwartungswertentwi
klung ergibt si
h wiein Abs
hnitt 4.3 eine Anwendung der Bla
k-S
holes-Formel. Hier jedo
h spiegelt si
h derErwartungswert für den Wert der Option bei der Fälligkeit ni
ht in Änderungen der Para-meter σ und r, sondern in der Änderung des Kurses wider. Der Erwartungswert über denOptionspreis der Bla
k-S
holes-Formel wird als Bla
k-S
holes-Preis für einen erwartetenKurs zum Fälligkeitszeitpunkt T interpretiert.Es wird festgestellt, dass ohne weitere Spezi�kation der Verteilungsfunktion der Yj au
hfür die Erwartungswertentwi
klung keine Lösung anzugeben ist.Um in Kapitel 6 vers
hiedene Verfahren zur Optionspreisbestimmung verglei
hen zu kön-nen, sollen au
h hier die Mögli
hkeiten der Lognormalverteilung und des plötzli
hen Ruinsdargestellt werden.Zur Bere
hnung von (4.39) wird der Erwartungswert des Preises der Bla
k-S
holes-Formelmit Hilfe des Monte-Carlo-Verfahrens approximiert, d.h. für ein hinrei
hend groÿes M ∈Ngilt

E0,Xn

[

BSC(SXne
−λκτ ,K, τ, σ2, r)

]

=
1

2

M∑

i=1

BSC(SXie
−λκτ ,K, τ, σ2, r). (4.40)Plötzli
her RuinFür die Mögli
hkeit des plötzli
hen Ruins vereinfa
ht si
h die Bere
hnung von (4.39). Na
hAbs
hnitt 4.3.1 gilt, dass X0 =1, Xi=0 für i=1, . . . ,M und κ=−1. Somit reduziert si
h(4.39) auf den ersten Summanden

e−λτBSC(Se−λκτ ,K, τ, σ2, r). (4.41)LognormalverteilungSind die Zufallszahlen Xi lognormalverteilt, so werden folgende Eigens
haften genutzt:1. Xi =
∏i
j=1 ∼ LN(an, b2n).2. Wenn Yj ∼ LN(a, b2), ist log Yj ∼ N(a, b2).Somit bes
hränkt si
h die Bere
hnung der lognormalverteilten Zufallszahlen auf die Be-stimmung von normalverteilten Zufallszahlen. Diese werden mit Hilfe des Moro-Verfahrensbestimmt [Mor95℄.Na
h der Bestimmung des Erwartungswertes wird dieser mit dem zugehörigen Wert derPoisson-Verteilung gewi
htet. Die Summe der gewi
hteten Bla
k-S
holes-Preise ergibt denOptionswert für die vorausgesetzte Verteilungsfunktion der Sprünge.42



4.4 Erwartungswertentwi
klung für das Merton-Modell4.4.1 Beweis der Übereinstimmung der analytis
hen Lösungen und derErwartungswertentwi
klungEs soll gezeigt werden, dass si
h aus dem allgemeineren Erwartungswertansatz für die Fälledes plötzli
hen Ruins und der Lognormalverteilung die analytis
hen Lösungen ergeben.Plötzli
her RuinFür diesen Fall gilt, dass Xn = 0 für n 6= 0. Somit bleibt nur der erste Summand derunendli
hen Summe erhalten. Dur
h Einsetzen der Voraussetzung k=−1 ergibt si
h dann
VC(S, τ) = e−λτBSC(Seλτ , τ,K, σ2, r)

= BSC(S, τ,K, σ2, r + λ). (4.42)LognormalverteilungUm zu zeigen, dass die Formel für die Lognormalverteilung und die Erwartungswertent-wi
klung für diesen Fall übereinstimmen, wird Bezug auf den Beweis in [TB95℄ genommen.Es soll gezeigt werden, dass
[e−λτ (λτ)n/n!]E0,Xn [BSC(SXne

−λκτ , τ,K, σ2, r)]

=[e−λ
′τ (λ′τ)n/n!][SN(d1,n) − e−rnτKN(d2,n)] (4.43)für alle n = 0, 1, 2, . . .. Um diese Glei
hheit zeigen zu können, benötigen wir folgendesLemma:Lemma 4.4.1Falls eine Zufallsvariable X normalverteilt ist mit den Parametern µ und σ2 und α und

β>0 reelle Konstanten sind, dann gelten die folgenden Eigens
haften
E[N(X)] = N(µ/

√

1 + σ2) (4.44)und
E[eXN((X − α)/β)] = eµ+σ2/2N((σ2 + µ− α)/

√

σ2 + β2). (4.45)Beweis von (4.43): Da die Zufallsvariable Xn de�niert ist als Xn = eZ , wobei Z normal-verteilt ist, also Z ∼ N(nµJ , nσ
2
J), gilt

E0,Xn [BSC(SeZe−λκτ , τ,K, σ2, r)]

=E0{[SeZe−λκτN(log(S/K) + Z − λκτ + (r + σ2/2)τ)]/σ
√
τ}

− E0{[Ke−rτN(log(S/K) + Z − λκτ + (r − σ2/2)τ)]/σ
√
τ}. (4.46)Wir werden diese beiden Terme (künftig als H1 und H2 bezei
hnet) na
heinander betra
h-ten. Mit Hilfe von (4.44) kann der zweite Term ges
hrieben werden als

H2 = Ke−rτN

(

µ
√

1 + σ2

) (4.47)mit
µ = [log(S/K) + nµJ + (r − λκ− σ2/2)τ ]/σ

√
τund

σ2 = nσ2
J/σ

2τ. 43



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her OptionenUnter Berü
ksi
htigung von (4.45) kann man den ersten Term s
hreiben als
H1 = Se−λκτenµJ+nσ2

J/2N




nσ2

J + nµJ − α
√

nσ2
J + β



 (4.48)mit
α = λκτ − log(S/K) − (r + σ2/2)τund

β = σ
√
τ .Setzen wir s
hlieÿli
h die Ausdrü
ke (4.48) und (4.47) in (4.46) ein, so erhalten wir

E0,Xn [BSC(SeZe−λκτ , τ,K, σ2, r)]

= H1 −H2

= Se−λκτenµJ+nσ2
J
/2

·N




log(S/K) + (r − λκ+ nµJ/τ + nσ2

J/τ + σ2/2)τ
√

nσ2
J + σ2τ





−Ke−rτN




log(S/K) + (r − λκ+ nµJ/τ − σ2/2)τ

√

σ2τ + σ2
J





= Se−λκτenµJ+nσ2
J
/2

·N




log(S/K) + (r − λκ+ (nµJ + nσ2

J/2)/τ + (σ2 + nσ2
J/τ)/2)τ

√

nσ2
J + σ2τ





−Ke−rτ

·N




log(S/K) + (r − λκ+ (nµJ + nσ2

J/2)/τ − (σ2 + nσ2
J/τ)/2)τ

√

σ2τ + σ2
J





= Se−λκτenµJ+nσ2
J
/2N

(
log(S/K) + (rn + v2

n/2)τ

vn
√
τ

)

−Ke−rτN

(
log(S/K) + (rn − v2

n/2)τ

vn
√
τ

)

= e−λκτenµJ+nσ2
J/2
[
SN(d1,n) −Ke−rnτN(d2,n)

]

= e−λκτ (1 + κ)n
[
SN(d1,n) −Ke−rnτN(d2,n)

]
.Dies zeigt die gewüns
hte Beziehung (4.43).4.5 Monte-Carlo-Simulation für das Merton-ModellFalls den Sprüngen keine der in Abs
hnitt 4.3 vorgestellten Verteilungsfunktionen zugrun-de liegt, gibt es keine ges
hlossene Lösung. Da in der Erwartungswertentwi
klung au
h dasMonte-Carlo-Verfahren zur Bere
hnung benutzt wird, soll in diesem Abs
hnitt die vollstän-dige Simulation zur Optionspreisbestimmung mit Hilfe des Monte-Carlo-Verfahren betra
h-tet werden. Der folgende Abs
hnitt nimmt Bezug auf [Gla04℄. Wie bereits im Abs
hnitt44



4.5 Monte-Carlo-Simulation für das Merton-Modell4.2 über das Merton-Modell erwähnt wurde, kann Mertons Sprung-Di�usions-Modell dur
hfolgende sto
hastis
he Di�erentialglei
hung (4.29) spezi�ziert werden:
dS(t)

S(t)
= µdt+ σdW (t) + dq(t).Hierbei sind µ und σ Konstanten, W (t) ein eindimensionaler Standard Wiener Prozess und

q ein Prozess unabhängig von W mit stü
kweise konstanten Pfaden. Im Besonderen ist qgegeben dur
h
q(t) =

J(t)
∑

j=1

(Yj − 1) (4.49)mit Zufallsvariablen Y1, Y2, . . . , Yn und einem Zählprozess J(t). Dies bedeutet, dass es Zeit-punkte
0 < τ1 < τ2 < . . . < τngibt und einen Zählprozess
J(t) = sup{n : τn ≤ t},der die Anzahl der Zeitpunkte im Intervall [0, t] zählt.Das Symbol dq(t) in (4.29) bezei
hnet den Sprung zur Zeit t. Die Gröÿe des Sprunges istgegeben dur
h

dq(t) =

{

qj − 1 falls t = τj

0 falls t 6= τj.Mit der bestehenden Mögli
hkeit von Sprüngen ist die Bezei
hnung S(t) mögli
herweisedoppeldeutig. Für den Fall, dass S zur Zeit t springt, muss spezi�ziert werden, ob S(t)den Wert von S vor oder na
h dem Sprung bezei
hnet. Es wird analog zur gewöhnli
henKonvention angenommen, dass der Prozess re
htsstetig ist, so dass
S(t) = lim

u↓t
S(u)die Auswirkung eines beliebigen Sprunges zur Zeit t eins
hlieÿt. Um den Wert kurz voreinem mögli
hen Sprung zu spezi�zieren s
hreiben wir S(t−), wel
hes den Grenzwert

S(t−) = lim
u↑t

S(u)von links bezei
hnet. S
hreibt man (4.29) als
dS(t) = µS(t−)dt + σS(t−)dW (t) + S(t−)dq(t),ist zu erkennen, dass die Inkremente dS(t) in S zur Zeit t vom Wert von S kurz vor einemmögli
hen Sprung abhängen und ni
ht vom Wert na
h einem Sprung. Der Sprung in S zurZeit t ist S(t)−S(t−). Dieser ist 0, es sei denn q springt am Zeitpunkt t, was bedeutet, dass

t=τj für ein j. Der Sprung in S an τj ist gegeben dur
h
S(τj) − S(τj−) = S(τj−)[q(τj−) − q(τj−)] = S(τj−)(Yj − 1).Daher gilt

S(τj) = S(τj−)Yj .Dies sagt aus, dass die Yj die Raten des Kurspreises vor und na
h dem Sprung sind. DieSprünge sind multiplikativ. Das erklärt, warum in (4.49) Yj−1 und ni
ht Yj ges
hrieben45



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her Optionenwird. Dur
h die Bes
hränkung der Yj auf positive Zufallszahlen wird si
hergestellt, dass
S(t) ni
ht negativ werden kann. In diesem Fall sehen wir, dass

log S(τj) = logS(τj−) + log Yj.Die Lösung von (4.29) ist gegeben dur
h
S(t) = S(0)e(µ−σ

2/2)t+σW (t)

J(t)
∏

j=1

Yj, (4.50)wel
he die entspre
hende Lösung der Geometris
hen Browns
hen Bewegung verallgemei-nert.Bisher wurden keine Annahmen über die Verteilungen des Sprung-Prozesses gema
ht. Nunsoll das einfa
hste Modell, wel
hes ausführli
h von Merton behandelt wurde, betra
htetwerden. Darin wird angenommen, dass J(t) ein Poisson-Prozess mit Rate λ ist und au-ÿerdem gilt, dass die Yj unabhängig und identis
h verteilt und unabhängig von J und Wsind.Simulation an festen Zeitpunkten tiDer Prozess wird an einer festen Menge von Daten, 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T , ohne dieexpliziten Auswirkungen des Sprung- und Di�usionsterms aufzuzeigen, simuliert. Dies istnützli
h, da nur der Endwert S(T ) von Bedeutung ist. Des Weiteren wird angenommen,dass J ein Poisson-Prozess ist und Y1, Y2, . . . , Yn unabhängig und identis
h verteilte Zu-fallsvariablen sind. Der Poisson-Prozess J , der Wiener Prozess W und die Menge der Yjsind untereinander unabhängig.Um S(t) an den Zeitpunkten t1, . . . , tn zu simulieren, wird (4.50) verallgemeinert zu
S(ti+1) = S(ti)e

(µ−σ2/2)(ti+1−ti)+σ[W (ti+1)−W (ti)]

J(ti+1)
∏

j=J(ti)+1

Yj. (4.51)Hierbei gilt, dass das Produkt über j glei
h 1 ist, falls J(ti+1) = J(ti) ist. Es bestehtdie Mögli
hkeit (4.51) zu simulieren oder die dur
h die Transformation X(t) = log S(t)erhaltenen Darstellung
X(ti+1) = X(ti) + (µ− σ2/2)(ti+1 − ti) + σ[W (ti+1) −W (ti)] +

J(ti+1)
∑

j=J(ti)+1

log Yj (4.52)zu bere
hnen. Die Darstellung (4.52) ersetzt das Produkt dur
h eine Summe und ist vorzu-ziehen, zumindest falls die Simulation von log Yj ni
ht langsamer ist als die der Yj . Dur
hExponentieren der X(ti) ergeben si
h dann die Werte S(ti).Der Grundgedanke des Monte-Carlo-Verfahrens ist es, den Aktienpreisverlauf für m Wie-derholungen zu simulieren und den Wert der Option Vi für i=1, . . . ,m zu bere
hnen. Dannist der erwartete Wert der Auszahlung gegeben dur
h
V̂ =

1

m

m∑

i=1

Vi.Den �nalen Optionspreis erhält man dur
h Diskontieren der erwarteten Auszahlung, d.h.
e−rT V̂ .46



4.5 Monte-Carlo-Simulation für das Merton-ModellGeneriere eine standard normalverteilte Zufallsvariable Zn ∼ N(0, 1).Generiere eine poissonverteilte Zufallsvariable Zp ∼ Poisson(λ(ti+1 − ti)).if Zp 6= 0 thenGeneriere Zp Zufallszahlen Y1, . . . , YZp von ihrer allgemeinen Verteilung.Setze M = log Y1 + ...+ log YZp .end ifSetze X(ti+1) = X(ti) + (µ− σ2/2)(ti+1 − ti) + σ
√
ti+1 − tiZn +M .Algorithm 1: S
hritte zur Simulation eines Aktienkurses mit beliebiger Sprungvertei-lungsfunktion.Allgemein kann die Monte-Carlo-Simulation für (4.52) im Algorithmus 1 zusammengefasstwerden. Diese Methode beruht auf zwei Eigens
haften des Poisson-Prozesses. Der Zuwa
hs

J(ti+1)−J(ti) hat eine Poisson-Verteilung mit Mittelwert λ(ti+1−ti) und er ist unabhängigvon J über [0, ti]. Unter weiteren Annahmen an die Verteilung von Yj kann diese Methodevereinfa
ht werden. Wie bereits in Abs
hnitt 4.3 über die ges
hlossenen Lösungen bes
hrie-ben, wird das Modell besonders handli
h, wenn die Yj lognormalverteilt sind, denn dasProdukt lognormalverteilter Zufallsvariablen ist wiederum lognormalverteilt. D.h., wenn
Yj ∼ LN(a, b2), dann gilt für festes n

n∏

j=1

Yj ∼ LN(an, b2n).Ist J(t)=n, so hat S(t) die Verteilung
S(0)e(µ−σ

2/2)t+σW (t)
n∏

j=1

Yj ∼ S(0) · LN((µ− σ2/2)t, σ2t) · LN(an, b2n)

= LN(log S(0) + (µ− σ2/2)t+ an, σ2t+ b2t).Hierbei wird verwendet, dass die Yj und W unabhängig sind. Falls die Yj lognormalverteiltsind, also Yj ∼ LN(a, b2), dann gilt log Yj ∼ N(a, b2) und
n∑

j=1

log Yj ∼ N(an, b2n) = an+ b
√
nN(0, 1).In diesem Fall kann in Algorithmus 1 die Generierung der Zufallszahlen na
h ihrer allge-meinen Verteilung entfallen. Es ergibt si
h ein vereinfa
hter Algorithmus 2.Generiere eine standard normalverteilte Zufallsvariable Zn ∼ N(0, 1).Generiere eine poissonverteilte Zufallsvariable Zp ∼ Poisson(λ(ti+1 − ti)).if Zp 6= 0 thenGeneriere eine standard normalverteilte Zufallsvariable Zn2 ∼ N(0, 1).Setze M = aN + b

√
NZn2.end ifSetze X(ti+1) = X(ti) + (µ− σ2/2)(ti+1 − ti) + σ

√
ti+1 − tiZn +M .Algorithm 2: Simulation eines Aktienkurses mit lognormalverteilten Sprüngen. 47



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her OptionenSimulation der SprungzeitenDie Simulationen, die auf (4.52) beruhen, produzieren Werte S(ti)=exp(Xi) für i=1, . . . , nmit der exakten Verteilung des Prozesses (4.29) an Zeitpunkten t1, . . . , tn. Es sei bemerkt,dass diese Näherung ni
ht die Sprungzeiten für S(t) identi�ziert. Es wird nur eine Ge-samtanzahl der Sprünge in jedem Intervall (ti, ti+1] generiert. Dazu wird die Eigens
haftbenutzt, dass die Anzahl der Sprünge in einem Intervall poissonverteilt ist.Eine alternative Näherung zur Simulation von (4.29) ist die explizite Simulation der Sprung-zeitpunkte. Von einem Sprung zum nä
hsten entwi
kelt si
h S(t) na
h einer einfa
hen Geo-metris
hen Browns
hen Bewegung. Dies ist der Fall, da angenommen wurde, dassW und qin (4.29) unabhängig voneinander sind. Wenn τ1, . . . , τn die Sprungzeiten darstellen, folgt
S(τj+1−) = S(τj)e

(µ− 1
2
σ2)(τj+1−τj)+σ[W (τj+1)−W (τj)] (4.53)und

S(τj+1) = S(τj+1−)Yj+1. (4.54)Dur
h Logarithmieren und Kombination der beiden S
hritte (4.53) und (4.54) ergibt si
h
X(τj+1) = X(τj) + (µ− 1

2
σ2)(τj+1 − τj) + σ[W (τj+1) −W (τj)] + log Yj+1. (4.55)Die Simulation von (4.55) ist in Algoritmus 3 dargestellt.Generiere Rj+1 mit Hilfe der exponentiellen Verteilung mit Erwartungswert 1/λ:

Rj+1 = − log(U)/λ wobei U glei
hverteilt ist auf [0, 1].Generiere eine standard normalverteilte Zufallsvariable Zj+1 ∼ N(0, 1).Generiere log Yj+1.Setze τj+1 = τj +Rj+1.Setze X(τj+1) = X(τj) + (µ− σ2/2)Rj+1 + σ
√
Rj+1Zj+1 + log Yj+1.Algorithm 3: Simulation eines Aktienkurses mit expliziter Simulation der SprungzeitenDie beiden Simulationsmethoden können kombiniert werden, um S(t) zu simulieren. Bei-spielsweise kann ein fester Zeitpunkt t gewählt werden, an dem ebenfalls simuliert werdensoll. Falls τj<t<τj+1, d.h. J(t)=J(t−)=j, dann gilt

S(t) = S(τj)e
(µ− 1

2
σ2)(t−τj )+σ[W (t)−W (τj )]und

S(τj+1 = S(t)e(µ−
1
2
σ2)(τj+1−t)+σ[W (τj+1)−W (t)]Yj+1.Beide Näherungen zur Simulation von (4.29) können nützli
h sein, um zumindest als Ap-proximation zur Simulation allgemeinerer Sprung-Di�usions Prozesse zu dienen. Die exakteSimulation wird s
hwieriger, wenn die Sprungzeiten und die Entwi
klung des Prozesses zwi-s
hen den Sprüngen ni
ht länger unabhängig voneinander sind.Wir werden uns in Kapitel 6 auf die Simulation zu festen Zeitpunkten bes
hränken, dawir nur am Endkurs S(t) interessiert sind. Es ist nur von Bedeutung wie viele Sprüngeauftreten, ni
ht jedo
h zu wel
hen Zeitpunkten.48



4.6 Diskretisierung der PIDE na
h dem Merton-Modell4.6 Diskretisierung der PIDE na
h dem Merton-ModellDie Monte-Carlo-Simulation ermögli
ht die Bere
hnung eines Optionspreises dur
h Simu-lation der Aktienkursbewegung für vers
hiedene Verteilungsfunktionen der Sprünge. DasProblem dieser Methode ist es, die vers
hiedenen Zufallszahlen na
h ihrer Verteilung zusimulieren, da dazu die inverse Verteilungsfunktion bere
hnet werden muss. Bekannt sindallerdings nur Bere
hnungen der inversen Normalverteilung. Die Bere
hnungen andererinverser Verteilungsfunktionen erweisen si
h als s
hwierig, sobald diese ni
ht wie die Lo-gnormalverteilung aus der Normalverteilung bere
hnet werden können. Der Na
hteil desMonte-Carlo-Verfahrens ist zusätzli
h, dass es nur mit einer Konvergenzrate von 1
2 konver-giert.Es wird also na
h einem Verfahren gesu
ht, dass es ermögli
ht, den Optionspreis für ver-s
hiedene Sprungverteilungsfunktionen zu bere
hnen und eine bessere Konvergenzrate als

1
2 zu erhalten. Dies ges
hieht dur
h die Diskretisierung der PIDE und das Lösen eines Glei-
hungssystems.Bisherigen Arbeiten, die si
h mit der Diskretisierung der PIDE und Lösung des entstehen-den Glei
hungssystems bes
häftigen, sind [CV05℄, [MPS02℄, [MNS03℄, [dFL03℄, [dFV04℄,[AA00℄, [TB95℄ und [Duf℄. In [MPS02℄ wird eine Wavelet-Galerkin Diskretisierung für denIntegro-Di�erential-Teil und ein θ-Zeits
hrittverfahren dargestellt. Es werden dann Euro-päis
he Optionen mit vers
hiedenen zugrunde liegenden Lévy-Prozessen (Varianz-Gamma,CGMY) bere
hnet. In [MNS03℄ ist eine Erweiterung auf Amerikanis
he Optionen darge-stellt. Die Näherung des Preises ges
hieht hier dur
h eine Finite Elemente Lösung, der eineSpline-Wavelet-Basis zugrunde liegt. Es wird eine Kompression der Matrix dur
hgeführt.Diese Kompression ermögli
ht es, die Inverse der Matrix in fast linearer Komplexität zulösen, ohne die Genauigkeit der Lösung zu beein�ussen.Andersen und Andreasen bes
hreiben in [AA00℄ ein �volatility smile �tting�. Sie diskutierendas Problem, die Prozesse der Aktienkurse an am Markt beoba
htete Optionspreise anzu-passen. Es wird eine Finite Di�erenzen Methode für die allgemeine Optionspreisbewertungdargestellt. Der Algorithmus wird dann sowohl an Europäis
hen als au
h an exotis
henOptionen getestet.Du�y stellt in [Duf℄ eine Form der PIDE vor, die zugängli
h ist für Finite Di�erenzenMethoden. Vers
hiedene S
hemata werden diskutiert und eine Verbesserung des Bla
k-S
holes-Modells für Europäis
he Optionen vorgestellt. Es soll die Verbindung zwis
henSprungmodellen, partiellen Integro-Di�erentialglei
hungen und numeris
her Analysis dar-gestellt werden.Cont und Volt
hkova stellen in [CV05℄ ein Finite Di�erenzen S
hema zur Lösung der PI-DE dar. Die numeris
he Lösung beruht auf einem Operator-Splitting, das den lokalen undni
ht-lokalen Teil voneinander trennt. Dur
h die Diskretisierung mittels eines implizitenS
hemas für den lokalen Teil und einer expliziten Behandlung des ni
ht-lokalen Teils derPIDE ergibt si
h eine e�ziente numeris
he Implementierung. Diese Lösung wird für dasMerton-Modell und das Varianz-Gamma-Modell dur
hgeführt.Die Bere
hnung Amerikanis
her Optionen mit Sprung-Di�usions Prozessen wird in [dFL03℄behandelt. Dazu wird ein implizites Zeits
hrittverfahren zweiter Ordnung dargestellt unddie Penalty Methode für Amerikanis
he Optionen bes
hrieben. Ebenfalls aufgeführt ist dieDiskretisierung für den Fall Europäis
her Optionen.In [dFV04℄ wird die Stabilität vers
hiedener Verfahren für eine explizite Diskretisierung desIntegralteils untersu
ht. Es wird ein Fixpunkt-Iterationss
hema vorgestellt, das verwendetwerden kann, um diskretisierte Glei
hungen zu lösen und global konvergent ist. Des Wei-teren wird eine Bere
hnung des Integrals mittels FFT-Methoden dargestellt. 49



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her OptionenWir werden überwiegend dem Ansatz von [CV05℄ folgen und eine Aufteilung des Problemsvornehmen. Die Integro-Di�erentialglei
hung wird aufgeteilt in den Di�erential- und denIntegralteil. Es wird die Diskretisierung für beide Teile untersu
ht. Dur
h die impliziteBehandlung des einen und die explizite Behandlung des anderen Teils entsteht ein Tridia-gonalsystem, das lei
ht zu lösen ist.Als erstes werden wir die in Abs
hnitt 4.2.2 hergeleitete PIDE
Vτ =

1

2
σ2S2VSS + (r − λκ)SVS − (r + λ)V + λ

∫ ∞

0
V (SY )g(Y ) dYin einen logarithmis
hen Preis transformieren, d.h. x=log S.

Vτ =
1

2
σ2(Vxx − Vx) + (r − λκ)Vx − (r + λ)V + λ

∫ ∞

0
V (exY )g(Y ) dY

=
1

2
σ2Vxx + (r − λκ− 1

2
σ2)Vx − (r + λ)V + λ

∫ ∞

0
V (exY )g(Y ) dY.Auÿerdem wird die Variablenänderung y=log(Y ), also Y =ey und dY =eydy dur
hgeführt.Somit ergibt si
h

Vτ =
1

2
σ2Vxx + (r − λκ− 1

2
σ2)Vx − (r + λ)V + λ

∫ ∞

−∞
V (x+ y)f(y) dy, (4.56)wobei f(y) = g(ey)ey. Die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte eines Sprunges der Gröÿe y= log(Y )wird mit f(y) bezei
hnet. Als ein spezielles Beispiel betra
hten wir au
h hier die Lognor-malverteilung als Wahrs
heinli
hkeitsdi
htefunktion

g(Y ) =
e

„

− (log(Y )−µM )2

2σ2
M

«

√
2πσMY

. (4.57)Hier bezei
hnet µM den Erwartungswert und σM die Varianz der Di
htefunktion. Somitist κ=E[Y −1] gegeben dur
h κ=exp(µM −σ2
M/2)−1. Aus der gegebenen Di
htefunktion(4.57) ergibt si
h in der transformierten Glei
hung die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte

f(y) =
e

„

− (y−µM )2

2σ2
M

«

√
2πσM

.Somit ist das Problem
Vτ =

1

2
σ2Vxx + (r − λκ− 1

2
σ2)Vx − (r + λ)V

+ λ

∫ ∞

−∞
V (x+ y)f(y) dy in R×(0, T ] (4.58)zu lösen. Dur
h die Variablentransformation τ=T−t entsteht eine PIDE (partielle Integro-Di�erential-Glei
hung), die vorwärts für S > 0 und t∈ (0, T ) gelöst werden soll. Es geltenfür eine Call-Option V (x, τ) die Anfangsbedingung

V (x, 0) = (ex −K)+ (4.59)und die Randbedingungen
V (x, τ) ∼ 0 für x→ −∞, (4.60)
V (x, τ) = (ex −Ke−rτ )+ für x→ ∞. (4.61)50



4.6 Diskretisierung der PIDE na
h dem Merton-ModellLokalisierungUm eine numeris
he Lösung des Problems (4.58) geben zu können, ist es nötig, das Gebiet
Ω=R auf ein Gebiet ΩR=[xmin, xmax] zu bes
hränken. Das Zeitintervall Iτ =(0, T ] bleibterhalten. Somit wird das Problem (4.58) - (4.60) ni
ht auf Ω×Iτ , sondern auf ΩR×Iτ gelöst

Vτ =
1

2
σ2Vxx + (r − λκ− 1

2
σ2)Vx − (r + λ)V

+ λ

∫ ∞

−∞
V (x+ y)f(y) dy in ΩR×Iτ . (4.62)Die Anfangsbedingung (4.59) bleibt erhalten, die Randbedingungen sind gegeben dur
h

V (x, τ) = 0 für x = xmin, (4.63)
V (x, τ) = (exmax −Ke−rτ )+ für x = xmax. (4.64)4.6.1 ZeitdiskretisierungEine semidiskrete S
hreibweise des Problems (4.62)-(4.63) ist

Vτ − L(V ) = 0 (4.65)mit
L(V ) =

1

2
σ2Vxx + (r − λκ− 1

2
σ2)Vx − (r + λ)V + λ

∫ ∞

−∞
V (x+ y)f(y) dy. (4.66)Zur weiteren Behandlung des Operators L(V ) soll dieser in zwei Operatoren aufgeteiltwerden. Dieses Aufteilen ist na
h [Str68℄ mögli
h und wird au
h als Operator-Splittingbezei
hnet. Es werden im Folgenden die beiden Operatoren

LPDE =
1

2
σ2Vxx + (r − λκ− 1

2
σ2)Vx − (r + λ)Vund

LIntegral = λ

∫ ∞

−∞
V (x+ y)f(y) dybetra
htet. Dabei gilt L=LPDE + LIntegral.Es sei ∆τn := n∆τ für n = 0, . . . ,Mk mit Mk ∈ N eine äquidistante Diskretisierung desZeitintervals Iτ mit der S
hrittweite ∆τ = T/Mk. Sei V n die numeris
he Approximationvon V (x, n∆τ). Die Diskretisierung mit Finiten Di�erenzen führt dann zu einem Eins
hritt-S
hema der Form

V n+1 − V n

∆τ
− θLPDE(V n+1) − (1 − θ)LPDE(V n)

− θJLIntegral(V n+1) − (1 − θJ)LIntegral(V n) = 0,dieses wird au
h als θ-S
hema bezei
hnet. Für θ = 0 wird das S
hema zum explizitenEulerverfahren, für θ = 1 zum impliziten Eulerverfahren und für θ = 1
2 führt es auf dasCrank-Ni
olson-Verfahren.Es ist mögli
h ein voll implizites (θ=θJ =1) oder ein semi-implizites Verfahren (θJ =0) zuverwenden. Eine voll implizites S
hema würde eine Lösung des Problems

Vτ −LPDE(V n+1) − LIntegral(V n+1) = 0 (4.67)51



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her Optionenbedeuten. Ein semi-implizites S
hema, d.h. eine explizite Behandlung des Integral-Teilsund eine implizite des PDE-Teils führt auf
Vτ − LPDE(V n+1) = LIntegral(V n). (4.68)Das voll implizite S
hema (4.67) würde die Lösung eines Glei
hungssystem mit einer voll-besetzten Matrix zur Folge haben. Eine explizite Diskretisierung von LIntegral hingegen, wiein (4.68), führt zur einer Reduktion der PIDE auf eine PDE in jedem Zeits
hritt. Somitist die Matrix des zu lösenden Glei
hungssystems dünn besetzt und ermögli
ht die Anwen-dung eines direkten Lösers. Cont und Volt
hkova beweisen in [CV05℄, dass die expliziteBehandlung des Integral-Teils ausrei
hend ist, um Konvergenz zu errei
hen. Aus diesemGrund wird im Folgenden eine explizite Diskretisierung des Integrals zugrunde gelegt.Im nä
hsten Abs
hnitt wird die Bes
hreibung der Ortsdiskretisierung mittels Finiter Dif-ferenzen gegeben.4.6.2 OrtsdiskretisierungEs sei xi = xmin + i∆x für i = 0, . . . , N mit N ∈ N eine äqudistante Diskretisierung desIntervalls ΩR. Die S
hrittweite ∆x wird bere
hnet dur
h ∆x= (xmax − xmin)/N . Es be-zei
hne V n

i die numeris
he Approximation von V (i∆x, n∆τ). Approximationen der erstenAbleitungen sind dann
Vx(i∆x, n∆t) ≈ V n

i+1 − V n
i

∆x
(Vorwärts-Di�erenz) (4.69)

Vx(i∆x, n∆t) ≈ V n
i − V n

i−1

∆x
(Rü
kwärts-Di�erenz) (4.70)

Vx(i∆x, n∆t) ≈ V n
i+1 − V n

i−1

2∆x
(zentrale Di�erenz). (4.71)Die ersten beiden Näherungen (4.69) und (4.70) heiÿen einseitige Di�erenzenquotienten,die Näherung (4.71) ist ein zentraler Di�erenzenquotient. Die zweite Ableitung wird dur
hden zentralen Di�erenzenquotienten

Vxx(i∆x, n∆t) ≈ V n
i+1 − 2V n

i + V n
i−1

∆x2
(zentrale Di�erenzen) (4.72)approximiert.StabilitätsanalyseDas Problem (4.56) enthält sowohl eine erste als au
h eine zweite Ableitung und ist somitein Konvektions-Di�usions-Problem. Konvektive Terme weisen Probleme bei der Diskreti-sierung auf, da die Di�erenzenquotienten entweder ni
ht uneinges
hränkt stabil sind odereine s
hle
htere Konsistenzordnung aufweisen als die übrigen Diskretisierungen.Bei der Betra
htung der Bla
k-S
holes-Glei
hung (4.2) vers
hwindet dieses Problem, da esmögli
h ist, (4.2) auf die Wärmeleitungsglei
hung

Vτ − Vxx = 0zu transformieren. Dur
h diese Transformation wird errei
ht, dass das Problem keinenkonvektiven Term mehr enthält, also ein reines Di�usionsproblem geworden ist. Dies er-mögli
ht eine uneinges
hränkte Stabilität, wel
he ohne die Transformation für (4.2) ni
htunbedingt gewährleistet.52



4.6 Diskretisierung der PIDE na
h dem Merton-ModellEine ähnli
he Transformation für (4.56), die hier den konvektiven Term entfernen würde,ist leider ni
ht bekannt. Es lässt si
h also ni
ht vermeiden, au
h für die erste Ableitungeine geeignete Diskretisierung zu �nden.Es gilt für die Di�erenzenquotienten, dass die einseitigen Di�erenzenquotienten die Konsi-stenzordnung 1 besitzen und die zentralen Di�erenzenquotienten die Konsistenzordnung 2[GR94℄. Aus diesem Grund liegt es nahe, au
h für die Diskretisierung der ersten Ableitungdie zentrale Approximation zu verwenden. Dies ist jedo
h ni
ht generell mögli
h, da diezentralen Di�erenzenquotienten ni
ht unbes
hränkt stabil sind.De�nition 4.6.1Ein Di�erenzenverfahren heiÿt stabil, wenn positive Konstanten C und h∗0 existieren, sodass für alle 0<h<h∗0 die Matrix Lh der Diskretisierung invertierbar ist mit ||L−1
h ||∞ ≤ C.Der Na
hweis der Stabilität ist verbunden mit der Monotonieeigens
haft der Matrix Lh.De�nition 4.6.2Ist A=[aij ]∈Rn×n invertierbar, aij≤0 für i 6= jund A−1 komponentenweise ni
ht negativ,dann nennt man A eine M-Matrix.Eine M-Matrix hat die Monotonieeigens
haft :Sind x, y∈R

n und ist A eine M-Matrix, dann gilt (komponentenweise):
x ≤ y =⇒ A−1x ≤ A−1y.Für die zentralen Di�erenzen der ersten Ableitung gilt jedo
h nur unter einer Bes
hränkungdie Eigens
haft der M-Matrix [HB02, S.637℄. Ist das Problem ni
ht mehr di�usionsdomi-nant, so kann keine Stabilität mehr gewährleistet werden. Es gilt also für die Benutzungder zentralen Di�erenzen der ersten Ableitung zu prüfen, ob für (4.56) die Bedingung

1

2
σ2 > r − λκ− 1

2
σ2

⇔ σ2 > r − λκerfüllt ist.Die Bes
hränkung der Stabilität bezieht si
h nur auf die Verwendung zentraler Di�eren-zen zur Diskretisierung der ersten Ableitung. Bei einseitigen Di�erenzenquotienten ist dieSituation anders. Hierbei besteht die Mögli
hkeit, in Abhängigkeit des Vorzei
hens des Ko-e�zienten des Konvektionterms die Vorwärts- (4.69) oder Rü
kwärtsdi�erenzen (4.70) zuverwenden und somit die Bedingung der M-Matrix zu erfüllen und folgli
h Stabilität zugewährleisten.Die erste Ableitung wird dann folgendermaÿen approximiert
Vx(i∆x, n∆t) ≈ V n

i+1 − V n
i

∆x
im Fall r − λκ− 1

2
σ2 < 0

Vx(i∆x, n∆t) ≈ V n
i − V n

i−1

∆x
im Fall r − λκ− 1

2
σ2 > 0.Diese Diskretisierung wird als Upwind-S
hema bezei
hnet. Eine weitere Alternative ist dasDownwind-S
hema

Vx(i∆x, n∆t) ≈ V n
i+1 − V n

i

∆x
im Fall r − λκ− 1

2
σ2 > 0

Vx(i∆x, n∆t) ≈ V n
i − V n

i−1

∆x
im Fall r − λκ− 1

2
σ2 < 0. 53



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her OptionenDa die zu behandelnde PIDE konstante Koe�zienten besitzt, ist es mögli
h für festgelegtParameter zu bestimmen, wel
he der beiden Diskretisierungen verwendet werden sollte.Der Vorteil des Upwind- oder Downwind-S
hemas ist die uneinges
hränkte Stabilität. DerNa
hteil dieses Verfahrens ist jedo
h, dass die Konsistenzordnung der einseitigen Di�eren-zenquotienten maximal 1 ist. In Kapitel 6 werden wir sehen, dass die zentralen Di�erenzenfür das zugrunde liegende Problem und die in der Realität auftretenden Parameter stabilsind. So kann mehr als eine Konsistenzordnung von 1 erzielt werden. Aus diesem Grundwerden im Weiteren die zentralen Di�erenzen für beide Ableitungen verwendet.4.6.3 Diskretisierung des IntegralsDer Integraloperator LIntegral muss zur Lösung des Glei
hungssystems ausgewertet werden.Problematis
h ist jedo
h, dass dieser für die zu untersu
henden Di
htefunktionen (Lognor-malverteilung, Varianz-Gamma-Verteilung und CGMY-Verteilung) ni
ht explizit gegebenist. Aus diesem Grund ist eine Diskretisierung des Integrals notwendig um eine Auswer-tung zu ermögli
hen. Es gibt vers
hiedene Verfahren, die eine Diskretisierung des Integralsermögli
hen. Diese sind das Galerkin-Verfahren, das Nyström-Verfahren und diverse Kol-lokationsverfahren. Die Verfahren beruhen auf unters
hiedli
hen Grundideen, die hier kurzvorgestellt werden sollen.Das Galerkin-VerfahrenDieses Verfahren beruht auf Basis- und Testfunktionen. Ziel ist es, das Problem
Au = fzu lösen. Es existieren Basisfunktionen ϕi, so dass

u =

n∑

i=1

uiϕi.Zusätzli
h gibt es Testfunktionen ψj , so dass
(Au,ψj) = (f, ψj).Man unters
heidet vers
hiedene Galerkin-Verfahren na
h Wahl der Basis- und Testfunktio-nen. Für ϕi=ψj wird das Verfahren als Ritz-Galerkin Verfahren bezei
hnet. Wenn ϕi 6=ψjgilt, so wird es Petrov-Galerkin Verfahren genannt. Aus der Wahl ψj = δij ergibt si
h einKollokationsverfahren mit der Basis ϕj .Das Nyström-VerfahrenBei der Nyström-Methode ergibt si
h die Diskretisierung direkt dur
h die Anwendung einerQuadraturformel. Ausgehend von n Stützstellen

Ξn := {ξ1,n, ξ2,n, . . . , ξn,n} ⊂ Dund zugehörigen Gewi
hten
ω1,n, ω2,n, . . . , ωn,nwird ein Quadraturverfahren Qn (n∈N) de�niert mit

Qn :=

n∑

k=1

ωk,nϕ(ξk,n)für Integrale ∫D ϕ(y) dy über D.54



4.6 Diskretisierung der PIDE na
h dem Merton-ModellKollokationsverfahrenDie Grundidee des Kollokationsverfahren zur Approximation der Lösung einer Operator-glei
hung
Aϕ = f (4.73)ist die Bestimmung einer Näherungslösung in einem endli
h dimensionalen Unterraum so,dass (4.73) an endli
h vielen Punkten, den Kollokationspunkten, erfüllt ist.De�nition 4.6.3 [Kollokationsverfahren℄Es seien X und Y Bana
hräume mit Y ⊆ C[a, b] und A : X → Y ein bes
hränkter linearerOperator. Für n∈N seien weiter Unterräume Xn ⊆ X und Yn ⊆ Y mit dimXn=dimYn=

n sowie so genannte Kollokationspunkte x1, . . . , xn ∈ [a, b] gegeben, so dass Yn bezügli
hdieser Punkte unisolvent ist, d.h. die Interpolationsaufgabe mit dem Unterraum Yn und denKollokationspunkten ist eindeutig lösbar. Dann approximiert das Kollokationsverfahren dieLösung von (4.73) dur
h ein Element un∈Xn mit
(Aun)(xj) = f(xj) für j = 1, . . . , n. (4.74)Sei Xn = span{ϕ1, . . . , ϕn}. Dann lassen si
h die un als Linearkombination darstellen

un =

n∑

k=1

γkϕk.Somit ist (4.74) äquivalent zum linearen Glei
hungssystem
n∑

k=1

γk(Aϕk)(xj) = f(xj) für j = 1, . . . , nmit den Koe�zienten γ1, . . . , γn.Die Diskretisierung mittels Galerkin-Verfahren, das auf Ansatz- und Testfunktionen ba-siert, bietet si
h an, wenn die PIDE voll implizit gelöst wird. Da bereits für die Auswer-tung des Integrals mittel Galerkin-Verfahrens eine zuvorige Lösung desselben notwendigist, ist dieses Verfahren für eine semi-implizite Diskretisierung ni
ht e�zient. Kollokations-verfahren hingegen ermögli
hen eine direkte Auswertung des Integrals ohne vorhergehendeLösung. Aus diesem Grund werden im Folgenden vers
hiedene Kollokationsverfahren, dieim nä
hsten Abs
hnitt bes
hrieben sind, verwendet.Zur Diskretisierung der PIDE gibt es bei der Wahl der Mas
henweiten zwei Mögli
hkeiten.Zum einen können die Mas
henweite für den PDE- und den Integral-Teil identis
h, zumanderen au
h vers
hieden gewählt werden. Dabei ist jedo
h zu bea
hten, dass die Wahlunters
hiedli
her Mas
henweiten einer gesonderten Betra
htung bedarf, da in diesem Falleine Interpolation der Optionspreise erforderli
h ist.Identis
he Mas
henweite für den PDE- und den Integral-TeilBetra
htet wird das Integral aus (4.58)
I(x) =

∫ ∞

−∞
V (x+ y)f(y) dy. (4.75)55



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her OptionenSei Ii=I(xi) das Integral für den Gitterpunkt xi und Vi+j=V (xi+j)=V (xmin+(i+j)∆x)der Optionspreis an der Stelle xi+j . Dann ist die diskrete Form des Integrals gegeben dur
h
Ii =

N
2∑

j=−N
2

+1

Vi+jfj +O(∆y2) (4.76)mit
fj =

∫ xj+
∆x
2

xj−∆x
2

f(y) dy. (4.77)Es gilt, dass
fj ≥ 0 ∀j und N

2∑

j=−N
2

+1

fj ≤ 1, (4.78)denn f(y) ist eine Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte und fj ist de�niert dur
h (4.77). Die Unglei-
hung in (4.78) ergibt si
h dur
h das Abs
hneiden des unendli
hen Integrals (4.75).Um die Bere
hnung von (4.76) zu erlei
htern, werden die Terme Vi+j und fj getrenntbetra
htet.Bere
hnung der Vi+jEs gibt zwei Fälle, die bei der Bere
hnung der Vi+j unters
hieden werden müssen.1. Falls i+ j = l für ein l ∈ {0, ..., N}, und somit xi+j ∈ ΩR,dann gilt
Vi+j = Vl.2. Im Fall i+ j<0 oder i+ j>N , und somit xi+j 6∈ ΩR, gilt die Approximation

Vi+j = 0 für i+ j < 0

Vi+j = (exi+j −Ke−rτ )+ für i+ j > N.Die Fortsetzung des Optionswertes mittels der Randbedingungen wird bereits in [dFL03℄angewandt, sie ist mögli
h da die fj für |j|>0 s
hnell abfallen.Die Bere
hnung der fj muss na
h der zugrunde liegenden Verteilungsfunktion unters
hiedenwerden. Spiegelt eine Verteilungsfunktion unendli
he Variation wider, so äuÿert si
h dieseEigens
haft in einer Singularität der Verteilungsfunktion. Die Singularität bedarf bei dernumeris
hen Integration einer besonderen Behandlung und wird aus diesem Grund getrenntbetra
htet.Bere
hnung der fj für Verteilungsfunktionen mit endli
her VariationDa für die zu integrierenden Di
htefunktionen keine ges
hlossenen Lösungsformeln existie-ren, müssen numeris
he Integrationsverfahren verwendet werden. Wie bereits einleitenderwähnt, werden zur Bere
hnung des Integrals vers
hiedene Quadraturformeln verwendet.Diese Methoden approximieren das Integral mittels einer Partitionierung des Integrati-onsintervalls [a, b] dur
h eine endli
he Summe. Eine allgemeine Form der Integration mitäquidistanten Stützstellen ist
∫ b

a
f(x) dx ≈

N∑

i=1

w(xi)f(xi) (4.79)56



4.6 Diskretisierung der PIDE na
h dem Merton-Modellmit den Gewi
hten wi. Für die Gewi
hte gilt ∑N
i=1 wi=1. Die Funktionswerte f(xi) sindgegeben dur
h f(xi)=f(a + i∆x), wobei ∆x= b−a
N . Die verwendeten Integrationsformelnsind die Trapezregel und die Simpsonregel.Trapezregel

∫ b

a
f(x) dx =

b− a

2
(f(a) + f(b)) (4.80)Simpsonregel

∫ b

a
f(x) dx =

b− a

6

(

f(a) + f(
b− a

2
) + f(b)

) (4.81)Der Fehler der Trapezregel ist
∫ b

a
f(x) dx− b− a

2
(f(a) + f(b)) = (∆x)3

1

12
f (2)(ξ).Der Fehler der Simpsonregel ist bestimmt dur
h

∫ b

a
f(x) dx− b− a

6

(

f(a) + f(
b− a

2
) + f(b)

)

= (∆x)5
1

90
f (4)(ξ).In den beiden oben bes
hriebenen Formeln (4.80) und (4.81) wird das Integral dur
h ei-ne Summe von Funktionswerten auf einem gegebenen Gebiet von äqudistanten Punkten,multipliziert mit bestimmten Gewi
htskoe�zienten, approximiert. Dur
h gröÿere Freiheitin der Wahl der Koe�zienten lassen si
h Integrationsformeln mit einer höheren Ordnungerhalten [Sto99℄. Ein Beispiel dafür ist die Gauÿ-Quadratur. Diese bietet ni
ht nur mehrFreiheit in der Bestimmung der Koe�zienten, sondern au
h in der Lage der Gebietspunkte,an denen die Funktion ausgewertet wird. Diese sind ni
ht äquidistant. Die allgemeine Formder Gauÿ-Quadratur ist

∫ b

a
W (x)f(x) ≈

N∑

i=1

w(xi)f(xi) +RN (x). (4.82)Dabei ist W (x) eine Gewi
htsfunktion und xi sind die Nullstellen der orthogonalen Poly-nome, sie sind die Integrationspunkte. Für die Bere
hnungen des Integrals mittels Gauÿ-Quadratur wird hier dieGauÿ-Legendre-Integration verwendet. Sie basiert auf den Legendre-Polynomen:
∫ b

a
f(x) =

∫ 1

−1
f

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2

)(
b− a

2

)

dξ

=
b− a

2

∫ 1

−1
g(ξ) dξ

=
b− a

2

N∑

i=1

w(ξi)g(ξi) +RN (ξ)

=
b− a

2

N∑

i=1

w(ξi)f

(
b− a

2
ξi +

b+ a

2

)

+RN (ξ) (4.83)57



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her Optionenmit
ξ =

2x− b− a

b− a
d.h. x =

b− a

2
ξ +

b+ a

2
für − 1 < ξ < 1,wobei ξi die i-te Nullstelle von PN (x) ist. Es gilt weiter

w(ξi) =
2

(1 − ξ2i )(P
′
N (ξi))2

g(ξ) = f

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2

)

RN (ξ) =
22N+1(N !)4

(2N + 1)((2N)!)3
g2N (ξ).Für die Näherung des Integrals wird eine 10 Punkte Gauÿ-Legendre Integration verwen-det. Da die Stützstellen und Gewi
hte in diesem Fall symmetris
h zum Mittelpunkt desIntegrationsgebietes liegen, ergeben si
h folgende fünf Stützstellen und Gewi
hte

x = {0.1488743389, 0.4333953941, 0.6794095682, 0.8650633666, 0.9739065285},
w = {0.2955242247, 0.2692667193, 0.2190863625, 0.1494513491, 0.0666713443}.Eine Voraussetzung, um eine geeignete Annäherung an den Wert des Integrals mittels derdiskreten Bere
hnung zu gewährleisten, ist es, die Anzahl N der Summanden genügendgroÿ zu wählen. Ist dies der Fall, so ist die Lösung in Gebieten von Interesse ni
ht von denRandbedingungen beein�usst.Bere
hnung der fj für Verteilungsfunktionen mit unendli
her VariationLiegt dem Modell eine Verteilungsfunktion zu Grunde für die ν(x) = ∞ ist, so könnendie Kollokationsverfahren ni
ht direkt angewendet werden. Die Idee zur Bere
hnung einerVerteilungsfunktion mit unendli
her Variation ist es, den Fall dur
h die Bere
hnung einerVerteilungsfunktion mit endli
her Variation zu approximieren. Als Ausglei
h wird der Dif-fusionskoe�zient erhöht.Die unendli
he Anzahl kleiner Bewegungen die die Singularität darstellen lassen si
h eben-falls dur
h eine Browns
he Bewegung modellieren. Aus diesem Grund wird zur Bere
hnungsingulärer Verteilungsfunktion die Funktion abges
hnitten. Für das Integral gilt dann

I =

∫

R

V (x+ y)f(y) dy

≈
∫

R\[−ǫ,ǫ]
V (x+ y)f(y) dyDie Sprünge der Gröÿe <ǫ werden dann dur
h eine zusätzli
he Browns
he Bewegung σ(ǫ)Wersetzt. Eine ausführli
he Bes
hreibung dieser Methode ist in [CV05℄ zu �nden.Wir werden uns bei den Bere
hnungen singulärer Verteilungsfunktionen auf diese Methodestützen. Die Änderung des Koe�zienten der Browns
hen Bewegung dur
h das Abs
hnei-den des Integrals wird ni
ht untersu
ht. Diese Untersu
hungen gehören zum Berei
h derParameters
hätzung und werden hier ni
ht weiter betra
htet.Unters
hiedli
he Mas
henweite für den PDE- und den Integral-TeilFür die diskrete Darstellung des Integrals in (4.76) und (4.77) wird vorausgesetzt, dass dieMas
henweiten des PDE- und des Integral-Teils identis
h sind. Wird diese Voraussetzung58



4.6 Diskretisierung der PIDE na
h dem Merton-Modellaufgehoben und vers
hiedenen Mas
henweiten für die Diskretisierung des Ortes und desIntegrals angenommen, ist die Bere
hnung des Integrals aufwändiger.Sei yj = ymin + j∆y für j = 0, . . . ,M eine äquidistante Unterteilung des Integralberei
hs
ΩI=[ymin, ymax] mit ∆y=(ymax − ymin)/M . In diesem Fall ändert si
h die diskrete Formdes Integrals zu

Ii =

N
2∑

j=−N
2

+1

V (xi + yj)fj +O(∆y2). (4.84)Au
h hier werden die Bere
hnungen von V (xi + yj) und fj getrennt betra
htet.Bere
hnung der V(xi + yj)Bei der Bere
hnung der V (xi + yj) müssen im Gegensatz zur Bere
hnung im Fall deridentis
hen Mas
henweiten (∆x=∆y) drei Fälle unters
hieden werden:1. xi + yj = xmin + l∆x = xl für ein 0 ≤ l ≤ N , d.h. xi + yj ∈ ΩR.In diesem Fall gilt
V (xi + yj) = V (xl). (4.85)2. xi+ yj < xmin oder xi+ yj > xmax, also xi+ yj 6∈ ΩR. Hier wird der Wert V (xi+ yj)approximiert dur
h die Randbedingungen, d.h.

V (xi + yj) = 0 für xi + yj < xmin

V (xi + yj) = (e(xi+yj) −Ke−r(T−t))+ für xi + yj > xmax.3. Falls der Punkt xi + yj zwar im Gebiet ΩR liegt, aber kein Diskretisierungspunktist, muss der Optionswert an dieser Stelle mittels Interpolation bestimmt werden.Es gilt also, xi + yj ≥ xmin und xi + yj ≤ xmax, aber 6 ∃ l ∈ {0, . . . N} : ∃ i, j ∈
{0, . . . N} : xi + yj = xl. Für diesen Fall wird das l mit xl<xi + yj<xl+1 ermittelt.Dann wird V (xi+yj) dur
h lineare Interpolation aus den Werten V (xl) und V (xl+1)approximiert, d.h.

V (xi + yj) = V (xl) +
V (xl+1) − V (xl)

xl+1 − xl
(xi + yj − xl). (4.86)Bere
hnung der fjAn der Bere
hnung der fj ändert si
h ni
hts für den Fall der vers
hiedenen Mas
hen-weiten. Au
h hier werden die oben vorgestellten Diskretisierungsmethoden (Trapezregel(4.80), Simpsonregel (4.81) und Gauÿ-Quadratur (4.83)) verwendet. Für singuläre Vertei-lungsfunktionen muss wiederum das Abs
hneiden des Integrals bea
htet werden.Die Wahl unabhängiger Mas
henweiten bietet die Mögli
hkeit, die Gebietsgröÿen von ΩIund ΩR und ihre Lage frei zu wählen. Somit besteht die Mögli
hkeit, den Ein�uss dieserWahl auf die Parameter genauer zu untersu
hen. Dies wird in Abs
hnitt 6.5.1 ges
hehen.59



Kapitel 4 Bewertung Europäis
her Optionen4.6.4 LösungMit den vorgestellten Diskretisierungsmethoden ergibt si
h nun die vollständige Diskreti-sierung von (4.58).
[1 + θ(α+ β + r + λ)∆τ ]V n+1

i − θ∆τβV n+1
i+1 − θ∆ταV n+1

i−1

= [1 − (1 − θ)(α+ β + r + λ)∆τ ]V n
i + (1 − θ)∆τβV n

i+1 + (1 − θ)∆ταV n
i−1

+ λ∆τ

N
2∑

j=−N
2

+1

V n(xi + yj)fj (4.87)mit
α =

σ2

2∆x2
− r − λκ− σ2

2

2∆x2

β =
σ2

2∆x2
+
r − λκ− σ2

2

2∆x2
.Die Wahl des Parameters θ ermögli
ht nun die Wahl des S
hemas (θ = 0 explizit, θ = 1implizite, θ= 1

2 Crank-Ni
olson).MatrixformulierungEs ist sinnvoll, eine etwas kompaktere Darstellung zu nutzen. Glei
hung (4.87) kann fol-genderweise in Matrixform ges
hrieben werden. De�niere die Matrizen A und B so, dass
[A · V n]i = ∆ταV n

i−1 − (α+ β + r + λ)∆τV n
i + ∆τβV n

i+1, (4.88)
[B · V n]i =

∑

j

bijV
n
j =

N
2∑

j=−N
2

+1

V n(xi + yj)fj. (4.89)Somit ergibt si
h die Matrixformulierung
[I − θA]V n+1 = [I + (1 − θ)A]V n + λ∆τBV n. (4.90)Der PDE-Teil des Problems wird mit der Crank-Ni
olson-Diskretisierung diskretisiert (θ=

1/2). Zwar gilt nur für das implizite Verfahren, dass es in Kombination mit einer explizitenBehandlung des Integrals unbedingt stabil ist, aber für dieses erhalten wir maximal eineKonvergenzordnung von 1 in der Zeit. Für das Crank-Ni
olson-Verfahren hingegen giltSatz 4.6.4Das Crank-Ni
olson-Verfahren ist unter der Bes
hränkung, dass λ∆τ hinrei
hend klein ist,stabil.Beweis: siehe [dFV04℄.So gilt zwar eine Bes
hränkung für ∆τ , allerdings ist es mögli
h, eine höhere Konvergen-zordnung zu erzielen. Somit bea
hten wir die Forderung an die Zeits
hrittweite, um einehöhere Konvergenzordnung zu erhalten.Somit ergibt si
h in Matrixs
hreibweise
[I − 1

2
A]V n+1 = [I +

1

2
A]V n + λ∆τBV n.60



4.6 Diskretisierung der PIDE na
h dem Merton-ModellDur
h die explizite Diskretisierung des Integrals spiegelt si
h die Integralbere
hnung nur ineiner Änderung der re
hten Seite wider. Da die Matrix A dünn besetzt ist, d.h. nur Einträgeauf der Diagonalen und den Nebendiagonalen besitzt, erhalten wir ein Tridiagonalsystem.Mit Hilfe einer direkten Zerlegung (LR-Zerlegung für ein Tridiagonalsystem, au
h �Thomas-Algorithmus� genannt) ist dieses Problem mit einem Aufwand von O(N) zu lösen. DerAlgorithmus für die direkte Zerlegung ist dargestellt in Algorithmus 4. Dazu wird davonausgegangen, dass es eine Tridiagonalmatrix A der Form
A =










v1 w1

u2 v2 w2. . . . . . . . .
un−1 vn−1 wn−1

un vn










(4.91)und eine re
hte Seite b= (b1, . . . , bn)
t gibt. Der Algorithmus 4 liefert dann die Lösung xdes Problems Ax=b, wobei die Lösung im alten Vektor der re
hten Seite gespei
hert wird[Wer92℄.for i = 2, . . . , N doif vi−1 6= 0 thenBere
hne ui = ui/vi−1.Bere
hne vi = vi − uiwi−1.Bere
hne bi = bi − uibi−1.elseVerfahren ni
ht dur
hführbar. STOP.end ifend forif vN = 0 thenVerfahren ni
ht dur
hführbar. STOP.end ifSetze bn = bn/vn.for i = N, . . . , 1 doBere
hne bi = (bi − wibi+1)/vi.end for Algorithm 4: LR-Zerlegung für ein Tridiagonalsystem.
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Kapitel 5Bewertung von Basket-OptionenIm letzten Kapitel wurden vers
hiedene Verfahren zur Bewertung Europäis
her Optionenvorgestellt. Von groÿer Bedeutung sind jedo
h au
h Basket-Optionen, da Aktienkurse imAllgemeinen ni
ht unabhängig voneinander. Häu�g stehen sie in einer gewissen Verbindungzueinander. So kann es sein, dass das Ansteigen eines Aktienkurses au
h die Wertsteige-rung weiterer Aktien na
h si
h zieht. Es ist au
h mögli
h, dass die positive Wertänderungeines Kurses die negative Änderung anderer Kurse bedeutet. Dies wird als Korrelationder Aktien bezei
hnet. Die Berü
ksi
htigung mehrerer (korrelierter) Aktien zur Options-preisbewertung ers
hwert jedo
h die Bere
hnung, da si
h die Anzahl der Aktien in derDimensionsgröÿe des Problems widerspiegelt.In diesem Kapitel soll nun eine neue Bewertungsformel hergeleitet werden, die es ermög-li
ht, den Preis eines Baskets zu bestimmen. Die Neuerung besteht darin, dass die Aktien-kurse jeweils einem Sprung-Di�usions-Prozess zugrunde liegen. Dabei wird angenommen,dass der Sprungprozess unabhängig von den Wiener Prozessen ist. Die grundsätzli
he An-nahme diesese Modells ist also, dass nur ein Sprungprozess für alle Aktienkurse existiert.Die Aktien sind somit für den Sprungprozess identis
h korreliert. Die Vereinfa
hung, dieaus dieser Modellannahme folgt, ist, dass das zu bere
hnende Integral wieder auf ein ein-dimensionales Integral reduziert wird.Na
h der Herleitung der mehrdimensionalen PIDE wird die Diskretisierung und Lösung desProblems bes
hrieben. Der letzte Abs
hnitt behandelt die Parallelisierung des Problems.5.1 Herleitung der mehrdimensionalen PIDEWie im eindimensionalen Fall setzt si
h die Kursbewegung au
h hier zusammen aus einerDi�usions- und einer Sprungkomponente. Der Sprungprozess ist na
h einer der Modellan-nahmen unabhängig von den Wiener Prozessen und für alle Aktienkurse Si identis
h. DieÄnderungen der Kurse können somit dargestellt werden als
dSi = µdt+

d∑

j=1

ΣSidWj + dq i, j=1, . . . , d, (5.1)wobei µ der erwartete Ertrag des i-ten Aktienkurses Si, Wj für j = 1, . . . , d ein WienerProzess und q ein Poisson-Prozess ist. Die Korrelationsmatrix Σ ist de�niert als
Σ =








σ2
1 ρσ1σ2 · · · ρσ1σd

ρσ2σ1 σ2
2 · · · ρσ2σd... ... . . . ...

ρσdσ1 ρσdσ2 · · · σ2
d







, 63



Kapitel 5 Bewertung von Basket-Optionenwobei −1 ≤ ρ ≤ 1 den Korrelationsfaktor zwis
hen zwei Aktienkursen bezei
hnet. DieÄnderung des Optionspreises V , der nun von d Aktienkursen abhängt, ist
dV (S1, . . . , Sd, t)

V
= µdt+

d∑

j=1

σjdWj + dq (5.2)mit S=(S1, . . . , Sd)
T . Nun wird das It�-Lemma für mehrere Dimensionen verwendet

dV (S, t) =
d∑

i=1

VSi
〈σi, dWi〉 + (Vt +

d∑

i=1

µVSi
+

1

2

d∑

i,j=1

ΣVSiSj
)dt

+ (V (S + ∆S, t) − V (S, t)) (5.3)wobei
〈σi, dWi〉 = σi (5.4)und ∆S=(∆S1, . . . ,∆Sd)

T die tatsä
hli
he Änderung der Kurse ist. Hierei geht die Model-lanahme, dass die prozentuale Änderung für alle Kurse glei
h ist, ein. Mit der zusätzli
henVoraussetzung der Arbitragefreiheit und der daraus resultierenden Gültigkeit von µ = rergibt si
h
Vt =

d∑

i=1

µSiVSi
+

1

2

d∑

i,j=1

ΣSiSjVSiSj
− rV + λE[V (S + ∆S, t) − V (S, t)]. (5.5)Somit gilt

S + ∆S = SY (5.6)
= (S1Y, . . . , SdY ),wobei Y eine Verteilungsfunktion für die auftretenden Sprünge ist. Somit ist es mögli
h,den ni
ht kontinuierli
hen Teil der PIDE umzus
hreiben.

λE[V (S + ∆S, t) − V (S, t)] = − λV (S, t) + λE[V (S + ∆S, t)](5.6)
= − λV (S, t) + λE[V (SY, t)]

= − λV (S, t) + λ

∫ ∞

0
V (SY )g(Y ) dY.Somit ergibt si
h die partielle Integro-Di�erential-Glei
hung für den d-dimensionalen Fall,bei dem das Integral jedo
h weiterhin eindimensional ist

Vt =
d∑

i=1

µSiVSi
+

1

2

d∑

i,j=1

ΣSiSjVSiSj
− rV − λV (S, t) + λ

∫ ∞

0
V (SY )g(Y ) dY

=

d∑

i=1

µSiVSi
+

1

2

d∑

i,j=1

ΣSiSjVSiSj
− (r + λ)V (S, t) + λ

∫ ∞

0
V (SY )g(Y ) dY. (5.7)64



5.2 Diskretisierung der mehrdimensionalen PIDE5.2 Diskretisierung der mehrdimensionalen PIDEZur Bere
hnung des Optionspreises mittels der mehrdimensionalen PIDE wird die Glei-
hung vor der Diskretisierung in logarithmis
he Koordinaten transformiert. Analog zur ein-dimensionalen Transformation gilt hier S=ex mit x=(x1, . . . , xd)
T und Y =ey, dY =eydyund somit f(y)=g(ey)dy. Na
h Anwendung der Transformation ergibt si
h

Vt =
1

2

d∑

i,j=1

ΣVxixj
+

d∑

i=1

(r − λκ− 1

2
σ2)Vxi

− (r + λ)V

+ λ

∫ ∞

−∞
V (x1 + y, . . . , xd + y)f(y) dy. (5.8)Für eine Call-Option gilt die Anfangsbedingung
V (x, 0) =

(
d∑

i=1

exi −K

)+ (5.9)LokalisierungUm eine numeris
he Lösung für (5.8) angeben zu können, muss eine Eins
hränkung desunendli
hen Gebietes Ωd=R
d auf ein endli
hes Gebiet vorgenommen werden. Dazu wählenwir das Gebiet ΩRd

= [xmin, xmax]
d. Der Rand des Gebietes wird mit Gamma bezei
h-net. Das Zeitintervall Iτ =(0, T ] bleibt unverändert erhalten. Somit ist das Problem (5.8)bes
hränkt auf das Gebiet ΩRd

× Iτ . Die Anfangsbedingung (5.9) bleibt unverändert, dieRandbedingung ist gegben dur
h
V (x, τ) =

(
d∑

i=1

exi −Ke−rτ
)+ für x ∈ Γ. (5.10)5.2.1 ZeitdiskretisierungEs sei ∆τn := n∆τ für n = 0, . . . ,Mk mit Mk ∈ N eine äquidistante Diskretisierung desZeitintervals Iτ mit der S
hrittweite ∆τ=T/Mk. Sei V n die numeris
he Approximation von

V (S, n∆τ). Analog zur Zeitdiskretisierung des eindimensionalen Problems (4.6.1) wird einOperator-Splitting und ein Eins
hritt-S
hema verwendet. Angewandt auf die semi-diskreteS
hreibweise des Problems
Vτ − L(V ) = 0ist die Darstellung des Eins
hritt-S
hemas gegeben dur
h

V n+1 − V n

∆τ
− θLPDE(V n+1) − (1 − θ)LPDE(V n)

− θJLIntegral(V n+1) − (1 − θJ)LIntegral(V n) = 0,dabei ist
LPDE =

1

2

d∑

i,j=1

ΣVxixj
+

d∑

i=1

(r − λκ− 1

2
σ2)Vxi

− (r + λ)Vund
LIntegral = λ

∫ ∞

−∞
V (x1 + y, . . . , xd + y)f(y) dy. 65



Kapitel 5 Bewertung von Basket-OptionenDabei gilt L=LPDE + LIntegral.Au
h hier behandeln wir den Integral-Teil, analog zum eindimensionalen Fall, explizit.Die Diskretisierung des Orts ges
hieht mittels Finiter Di�erenzen und zur Auswertung desIntegrals werden Kollokationsmethoden verwendet.5.2.2 OrtsdiskretisierungSei xi = x0 +
∑d

j=1 ij∆xej mit i = (i1, . . . , id)
T und ij ∈ {1, . . . ,N} für j = 1, . . . , d ei-ne äquidistande Unterteilung des Gebiets ΩRd
. Dabei ist ∆x = (xmax − xmin)/N , x0 =

(xmin, . . . , xmin) und ej der j-te Einheitsvektor. Es werden die in Abs
hnitt (4.6.2) vorge-stellten Di�erenzenquotienten verwendet. Dabei wird die zweite Ableitung mittels zentralerDi�erenzen, die erste mit einer Downwind-Diskretisierung approximiert. Zusätzli
h werdenjedo
h no
h die gemis
hten zweiten Ableitungen benötigt:
Vxij

xik
(xi, n∆τ) =

[

Vxij

]

xik

(xi, n∆τ)

=

[
Vi,j+1 − Vi,j−1

2∆xl

]

xik

=
Vi+1,j+1 − Vi−1,j+1 − Vi+1,j−1 + Vi−1,j−1

4(∆x)(∆x)
. (5.11)Wie au
h die in 4.6.2 dargestellten Finiten Di�erenzen zur Näherung der zweiten Ableitungist au
h diese von der Ordnung 2 [GR94℄.StabilitätsanalyseFür die Annahme, dass die Kurse einer Geometris
h Browns
hen Bewegung folgen, lässtsi
h ähnli
h zum eindimensionalen Fall eine Bla
k-S
holes Formel herleiten. Es ist mögli
h,diese mehrdimensionale partielle Di�erentialglei
hung auf die mehrdimensionale Wärme-leitungsglei
hung zu transformieren. Dies ermögli
ht eine Vereinfa
hung der Optionspreis-bere
hnung, da keine konvektiven und reaktiven Terme mehr existieren.Ist der zugrunde liegende Prozess der Aktienkurse jedo
h ein Sprung-Di�usions-Prozess,wie er hier vorausgesetzt wird, also mit einem identis
hen Sprungprozess für alle Aktienkur-se, so lässt si
h keine ges
hlossene Lösung zur Bestimmung eines Optionspreises angeben.Auÿerdem ist es ni
ht mögli
h, die resultierende partielle Integro-Di�erentialglei
hung so zutransformieren, dass die Konvektions- und Reaktionsterme vers
hwinden. Es ist also not-wendig, diese Terme bei der numeris
hen Bere
hnung zu berü
ksi
htigen. Es muss versu
htwerden, au
h die erste Ableitung stabil zu approximieren. Somit kann analog zur Diskreti-sierung in einer Dimension hier die Diskussion über die Stabilität der Finiten Di�erenzengeführt werden. Da diese jedo
h s
hon für den eindimensionalen Fall geführt wurde, wirdhier auf die erneute Analyse verzi
htet und auf 4.6.2 verwiesen.5.2.3 IntegraldiskretisierungBetra
htet wird nun das Integral

∫ ∞

−∞
V (x1 + y, . . . , xd + y)f(y) dy. (5.12)Sei ΩI = [ymin, ymax] eine Bes
hränkung des unendli
hen Integralgebietes R. Sei yk =

ymin + k∆y mit k = 1, . . . ,M mit M ∈ N eine äquidistante Unterteilung von ΩI mit66



5.2 Diskretisierung der mehrdimensionalen PIDE
∆y=(ymax − ymin)/M . Für die Diskretisierung des Integrals wird vorausgesetzt, dass dieMas
henweite des Integrals und des PDE-Teils identis
h sind. Es gilt also, ∆x= ∆y und
[xmin, xmax] = [ymin, ymax]. Zur Bere
hnung des Integrals wird dieses dur
h eine endli
heSumme approximiert. Bezei
hne Ii das Integral am Punkt xi des Gebietes, dann ist dieNäherung des Integrals gegeben dur
h

Ii =

N
2∑

k=−N
2

+1

V (xi1 + yk, . . . , xid + yk)fk (5.13)mit
fk =

∫ xk+∆x
2

xk−∆x
2

f(y) dy. (5.14)Für die Wahrs
heinli
hkeitsdi
htefunktion f(y) gelten wieder die Eigens
haften (4.78).Zur Bere
hnung von (5.13) werden die Faktoren V (xi1 + yk, . . . , xid + yk) und fk getrenntbetra
htet.Bere
hnung der V(xi1 + yk, . . . ,xid + yk)Für die Bestimmung der Optionspreise V (xi1 + yk, . . . , xid + yk) werden wie in Abs
hnitt4.6.3 für den Fall, dass die Mas
henweiten des PDE-Gebietes und des Integralgebietesübereinstimmen, zwei Bere
hnungen unters
hieden.1. Für den Fall (xi1 + yk, . . . , xid + yk)
T ∈ ΩRd

:Bestimme l = (l1, . . . , ld)
T mit lj ∈ 0, . . . ,N für j = 1, . . . , d so, dass
xi1 + yk = xl1 , . . . , xid + yk = xld , (5.15)dann gilt
V (xi1 + yk, . . . , xid + yk) = V (xl). (5.16)2. Wenn (xi1 + yk, . . . , xid + yk)

T ∈ Γ, gilt:Bestimme l wie in (5.15), dann ist
V (xi1 + yk, . . . , xid + yk) =





d∑

j=1

e
xlj −Ke−rτ





+

. (5.17)Bere
hnung der fkAnalog zum eindimensionalen Fall der PIDE können die Integrationsmethoden aus Ab-s
hnitt 4.6.3 verwendet werden.5.2.4 LösungMit Hilfe der bes
hriebenen Diskretisierungen des PDE-Gebietes und des Integrals lässtsi
h nun die Matrixformulierung des d-dimensionalen Problems (5.8) darstellen als
[I − θA]V n+1 = [I + (1 − θ)A]V n + λ∆τBV n. (5.18)67



Kapitel 5 Bewertung von Basket-OptionenIm zweidimensionalen Fall, den wir in Kapitel 6 beispielhaft bere
hnen, setzt si
h die Matrix
A zusammen aus dem Neunpunkte-Stern





−γ∆τ β2∆τ γ∆τ
α1∆τ −(α1 + β1 + α2 + β2 + r + λ)∆τ β1∆τ
γ∆τ α2∆τ −γ∆τ



 , (5.19)wobei
αi =

σ2
i

2∆x2
− r − λκ− 1

2σ
2
i

2∆x
für i = 1, 2

βi =
σ2
i

2∆x2
+
r − λκ− 1

2σ
2
i

2∆x
für i = 1, 2 (5.20)und

γ =
σ1σ2ρ

2∆x2
. (5.21)Ein Eintrag der Matrix [BV n] ist in zwei Dimensionen gegeben dur
h

[BV n]ij =

N
2∑

k−N
2

+1

V n(xi + yk, xj + yk)fk. (5.22)Die Wahl von θ ermögli
ht die implizite, explizite oder Crank-Ni
olson-Diskretisierung desProblems.Die Matrix A ist im d-dimensionalen Fall au
h für eine explizite Behandlung des Inte-grals keine Tridiagonalmatrix mehr. Somit ist die Lösung des Glei
hungssystems dur
hden Thomas-Algorithmus ni
ht mehr mögli
h und es müssen iterative Lösungsverfahrenwie ein CG- oder ein GMRES-Verfahren zur Lösung des Glei
hungssystems eingesetzt wer-den. Um die Stabilität des Verfahrens zu gewährleisten, wird im Folgenden ein implizitesEulerverfahren, θ=0, verwendet. So entsteht das zu lösende Glei
hungssystem
[I − A]V n+1 = λ∆τBV n. (5.23)5.3 ParallelisierungMit Hilfe der Parallelisierung ist es mögli
h, die Gesamtre
henzeit für ein Problem zu kür-zen. Dies ges
hieht dur
h die Aufteilung des Re
hengebietes auf vers
hiedene Prozessoren.So ist es au
h mögli
h, Probleme einer Gröÿe zu bere
hnen, die den Arbeitsspei
her ei-nes einzelnen Re
hners übers
hreiten würde. Mittels der Verwendung von Pets
 [BBG+01℄[BBE+04℄ [BGMS97℄ ist es mögli
h, eine Parallelisierung zu nutzen ohne die hintergründigeProgrammierung der Details zu kennen.Die Bere
hnung des Integrals aus der PIDE ist bereits im eindimensionalen extrem re
hen-aufwändig. Es muss für jeden Diskretisierungspunkt ein Integral bestehend aus N Punktenbere
hnet werden. Somit ergibt si
h im eindimensionalen ein Aufwand von O(N2), im zwei-dimensionalen ein Aufwand von O(N3) für die Bere
hnung des Integrals. Zusätzli
h ist derSpei
herverbrau
h sehr ho
h, da für die Bere
hnung des Integrals auf die Lösung des letztenZeits
hritts zurü
kgegri�en werden muss. Um eine geringere Re
henzeit für die Bere
hnungzu erhalten und Spei
herplatz zu garantieren, soll die Bere
hnung der zweidimensionalenPIDE parallelisiert werden.Die Grundidee der Parallelisierung ist es, das Re
hengebiet Ω, bzw. sein diskretisiertesGegenstü
k ΩR, in Teilgebiete Ω1
R, . . . ,Ω

P
R aufzuteilen. Dabei bezei
hnet P die Anzahl der68



5.3 ParallelisierungTeilgebiete.Die Aufteilung des PDE-Teils der PIDE birgt keine S
hwierigkeiten, da hier jeder der PProzessoren nur die Daten benötigt, die au
h auf seinem zugehörigen Teilgebiet vorhandensind. S
hwieriger ist jedo
h die Bere
hnung des Integrals. Hierbei muss ein Datenaustaus
hder vers
hiedenen Prozessoren statt�nden, um Teilergebnisse der einzelnen Prozessoren aus-zutaus
hen.Im Abs
hnitt über die Integraldiskretisierung 5.2.3 wurde gezeigt, dass für die Bere
hnungder V (xi+yk, xj +yk) unters
hieden werden muss, ob der Punkt im Diskretisierungsgebietliegt oder ni
ht.Falls V (xi + yk, xj + yk)∈ΩR, muss dieser Punkt dem Prozessor zugeordnet werden, fürden der Punkt im zugehörigen Teilgebiet liegt. Gilt V (xi + yk, xj + yk) /∈ΩR, so wird dieFunktion mit Hilfe der Auszahlungsfunktion fortgesetzt. Do
h au
h in diesem Fall mussbestimmt werden, wel
her Prozessor diese Fortsetzung übernimmt. Dazu wird das zugrun-de liegende Diskretisierungsgebiet in Re
hte
ke unterteilt. Eine Dimension wird aufgeteiltauf die Anzahl der Prozessoren, die andere bleibt einfa
h erhalten. So bere
hnet nur einerder Prozessoren die Fortsetzung der Funktion.Auf diese Weise wird die Summe zur Integralbere
hnung (5.13) in Teilsummen unterteilt.Am Ende der Bere
hnung des Integrals für einen Diskretisierungspunkt müssen die Pro-zessoren jedo
h miteinander kommunizieren, um die Gesamtsumme zur Näherung des In-tegrals zu erhalten.
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Kapitel 6Numeris
he ErgebnisseDieses Kapitel stellt die Ergebnisse der in Kapitel 4 und 5 vorgestellten Verfahren zur Be-wertung Europäis
her und Basket-Optionen dar. Im ersten Teil dieses Kapitels werden dieBewertungsverfahren Europäis
her Optionen für das Merton-Modell analysiert.Zuerst werden die ges
hlossen Lösungen für die beiden bereits in Kapitel 4 spezi�ziertenVerteilungsfunktionen betra
htet. Die ges
hlossene Lösung, die im Fall der lognormalver-teilten Sprünge bere
hnet werden kann, wird für die ans
hlieÿend verwendeten Verfahrenals Referenzlösung genutzt. Somit werden dann die Erwartungswertentwi
klung und dasMonte-Carlo-Verfahren hinsi
htli
h ihrer Konvergenz gegen die ges
hlossene Lösung unter-su
ht.Der nä
hste Abs
hnitt bes
häftigt si
h mit der Diskretisierung und Lösung der PIDE. Eswird eine Sensitivitätsanalyse dur
hgeführt, in der überprüft wird, inwiefern si
h eine Än-derung eines einzelnen Parameters auf die Konvergenz auswirkt. Für die Parameter, dieeine Vers
hle
hterung der Konvergenz verursa
hen, werden Methoden zur Verbesserungvorgestellt, so dass wir s
hliessli
h ein robustes Verfahren erhalten.Die exemplaris
h für die lognormalverteilten Sprünge erhaltenen Ergebnisse werden dannauf andere Verteilungsfunktionen, die Varianz-Gamma- und eine CGMY-Verteilung mitendli
her und unendli
her Variation, übertragen. Für diese Verteilungsfunktionen wirddann das jeweils beste Kollokationsverfahren zur Bere
hnung des Integrals ermittelt.Im Ans
hluss werden die Ergebnisse zur Bewertung von Basket-Optionen diskutiert. Eswerden Optionspreise für unkorrelierte und korrelierte Aktienkurse sowie für vers
hiedenezugrunde liegende Verteilungsfunktionen betra
htet.6.1 Optionspreise mit und ohne SprüngeIn diesem Abs
hnitt sollen zunä
hst die Optionspreise, die mit Hilfe der Bla
k-S
holes-Formel bere
hnet wurden, mit sol
hen eines Sprung-Di�usions-Prozesses vergli
hen wer-den.In Abbildung 6.1 sind links der Preis V (S, t) einer Europäis
hen Kauf-Option na
h demBla
k-S
holes Modell (λ= 0) im Verglei
h zu einer Europäis
hen Kauf-Option na
h demMerton Modell (λ=0.8) dargestellt. Zusätzli
h ist die Payo�-Funktion abgebildet. Re
htssind Optionspreise na
h dem Merton Modell mit vers
hiedenen Sprungintensitäten zu se-hen. Die Parameter für die Bere
hnungen der in Abbildung 6.1 dargestellten Optionswertesind mit Ausnahme der Sprungintensität der Tabelle 6.1 entnommen. Au
h in den fol-genden Ausführungen werden, wenn ni
ht anders angegeben, die Parameter dieser Tabelleverwendet.Abbildung 6.1 zeigt die Auswirkung der verstärkten Sprungauftrittsrate. Für steigendeSprungintensität λ ist ein Wa
hsen des Optionspreises festzustellen. Diese Feststellung be-ruht auf der Eigens
haft der Sprung-Di�usions-Prozesse. Diese Prozesse besitzen im Ver-glei
h zur Browns
hen Bewegung eine zusätzli
he Komponente, die mögli
he unerwartete71



Kapitel 6 Numeris
he Ergebnisse

0 50 100 150 200 250
−20

0

20

40

60

80

100

120

140

160

Aktienkurs S

O
pt

io
ns

pr
ei

s 
V

 

 

Payoff
λ = 0.0
λ = 0.8

0 50 100 150 200 250
−20

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

Aktienkurs S

O
pt

io
ns

pr
ei

s 
V

 

 

Payoff
λ = 0.8
λ = 2.0
λ = 10.0

Abbildung 6.1: Optionspreise für eine Call-Option mit unters
hiedli
hen Sprungintensitä-ten, links der Optionspreis des Merton-Modells (λ = 0.8) und des Bla
k-S
holes-Modells (λ=0.0), re
hts der Optionspreis des Merton-Modells mitvers
hiedenen Sprungintensitäten.Sprünge der Aktie widerspiegelt. Eine Option, die auf einem Sprung-Di�usions-Modell be-ruht, �si
hert� somit au
h sol
he Sprünge ab und ist folgli
h teurer als eine Option, diekeine unerwarteten Sprünge berü
ksi
htigt. Eine Verstärkung der Sprungintensität wirktsi
h in einem weiteren Anstieg des Optionspreises aus.Parameter Bedeutung Wert
K Ausübungspreis 100.00
T Laufzeit in Jahren 0.25
r Zins 0.05
σ Volatilität 0.15
λ Sprungrate 0.10
µJ Erwartungswert der Sprungverteilung −0.90
σJ Varianz der Sprungverteilung 0.45
C Aktivität der Verteilungsfunktion 1.00
G Abfall der linken Seite der Verteilungsfunktion 1.40
M Abfall der re
hten Seite der Verteilungsfunktion 2.50
Y Spezi�zierung des sto
hastis
hen Prozesses:Varianz-Gamma 0.00CGMY mit endli
her Variation 0.50CGMY mit unendli
her Variation 1.50Tabelle 6.1: Die verwendeten Standardparameter der betra
hteten Modelle.

6.2 Ges
hlossene LösungenIn diesem Abs
hnitt werden die Ergebnisse der ges
hlossenen Lösungen, die für den Fall desPlötzli
hen Ruins und einer dem Sprung-Prozess zugrunde liegenden Lognormalverteilungermittelt werden können, diskutiert.72



6.2 Ges
hlossene Lösungen6.2.1 Plötzli
her RuinIm Fall des Plötzli
hen Ruins kann eine ges
hlossene Lösung zur Bere
hnung des Options-preises angegeben werden.
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Abbildung 6.2: Optionspreise für eine Call-Option (links) und eine Put-Option (re
hts) fürden Fall des Plötzli
hen Ruins in Abhängigkeit vom Kurs S und vers
hie-denen Sprungintensitäten λ.In Abbildung 6.2 sind die Optionspreise für einen Call und einen Put in Abhängigkeit derSprungintensität dargestellt.Es ist zu beoba
hten, dass der Wert einer Call-Option mit wa
hsendem Kurs und wa
h-sender Sprungintensität steigt.Die Wahrs
heinli
hkeit, dass ein Kurs mit groÿer Sprungaktivität zum Ende der Laufzeitder Option no
h ni
ht �gesprungen� ist und weiterhin unglei
h 0 ist, ist sehr gering. Diesekleine Wahrs
heinli
hkeit, die einen relativ groÿen Gewinn garantieren würde, muss relativteuer bezahlt werden.Im Fall einer Put-Option steigt der Optionspreis mit kleiner werdendem Sprungparameterund kleinerem Kurs. Mit Hilfe der Put-Option kann ein Gewinn erzielt werden, wenn K−Sgroÿ, also wenn S klein wird. Falls der Kurs eine geringe Sprungaktivität besitzt, ri
htensi
h die Änderungen des Kurses hauptsä
hli
h na
h der Browns
hen Bewegung und somitwird si
h der Wert des Kurses nur in kleinem Maÿe ändern. Daher ist die Wahrs
hein-li
hkeit für einen kleinen Kurswert am Ende der Optionslaufzeit gering, wenn der Kurs zuBeginn der Laufzeit der Option relativ groÿ ist.Für das Modell des Plötzli
hen Ruins ist es sinnvoller, eine Put-Option zu kaufen, da manerwartet, dass der Kurs fällt und dur
h das Fallen des Kurses ein Gewinn erzielt werdenkann.6.2.2 LognormalverteilungDie in Abs
hnitt 4.3.2 vorgestellte ges
hlossene Lösung zur Bere
hnung eines Optionsprei-ses mit lognormalverteilten Sprüngen wird im Folgenden für alle weiteren verwendetenVerfahren als Referenzlösung genutzt. Dies bedeutet, dass der mittels anderer Verfahrenbestimmte Optionspreis mit dem der ges
hlossenen Lösung vergli
hen wird.Da die ges
hlossene Lösung aus einer unendli
hen Summe besteht, muss diese unendli
heSumme zur Bere
hnung des Optionspreises dur
h eine endli
he Summe approximiert wer-den. Es wird gezeigt, dass der Fehler, der dur
h das Abs
hneiden der unendli
hen Summe73



Kapitel 6 Numeris
he Ergebnisseentsteht zu verna
hlässigen ist, da zum einen die Werte der Poisson-Verteilung sehr s
hnellabfallen und zum anderen der mit Hilfe der Bla
k-S
holes-Formel bere
hnete Optionspreisirgendwann exakt 0 wird und somit eine endli
he Summe entsteht.In Abs
hnitt 4.3.2 über die Bere
hnung des Optionspreises mit zugrunde liegender Lognor-malverteilung für die Sprungverteilung wurde bereits gezeigt, dass die unendli
he Summezur Optionspreisbestimmung konvergiert. Nun soll untersu
ht werden an wel
hem Sum-manden die Summe abges
hnitten werden kann. In Abs
hnitt 4.3.2 wurde bemerkt, dassdie meisten Summanden für einen groÿen Startkurs unglei
h 0 sind. Aus diesem Grundbetra
hten wir zur Bestimmung des Abs
hneideterms als Startkurs denjenigen Kurs, derder gröÿte in allen weiteren Bere
hnungen mit den Standardparametern sein wird.
n Poisson-Gewi
ht Bla
k-S
holes-Wert Summand Gesamtsumme
0 9.88816e−01 2.88355e+03 2.85130e+03 2.85130000e+03
1 1.11214e−02 2.76444e+03 3.07446e+01 2.88204341e+03
2 6.25431e−05 2.50017e+03 1.56368e−01 2.88219978e+03
3 2.34480e−07 1.97047e+03 4.62037e−04 2.88220025e+03
4 6.59315e−10 1.26215e+03 8.32157e−07 2.88220025e+03
5 1.48310e−12 6.65873e+02 9.87556e−10 2.88220025e+03
6 2.78013e−15 3.03696e+02 8.44318e−13 2.88220025e+03
7 4.46699e−18 1.24978e+02 5.58280e−16 2.88220025e+03
8 6.28019e−21 4.78342e+01 3.00408e−19 2.88220025e+03
9 7.84834e−24 1.73792e+01 1.36398e−22 2.88220025e+03

10 8.82724e−27 6.07827e+00 5.36544e−26 2.88220025e+03
11 9.02567e−30 2.06505e+00 1.86385e−29 2.88220025e+03
12 8.45952e−33 6.83506e−01 5.78213e−33 2.88220025e+03
13 7.31896e−36 2.18201e−01 1.59700e−36 2.88220025e+03
14 5.87988e−39 6.40717e−02 3.76734e−40 2.88220025e+03
15 4.40884e−42 1.35766e−02 5.98572e−44 2.88220025e+03
16 3.09922e−45 2.61426e−02 8.10218e−47 2.88220025e+03
17 2.05045e−48 8.32084e−03 1.70615e−50 2.88220025e+03
18 1.28122e−51 2.63214e−03 3.37237e−54 2.88220025e+03
19 7.58436e−55 8.30011e−04 6.29510e−58 2.88220025e+03
20 4.26517e−58 2.62048e−04 1.11768e−61 2.88220025e+03
21 2.28436e−61 8.34207e−05 1.90562e−65 2.88220025e+03
22 1.16785e−64 2.71119e−05 3.16628e−69 2.88220025e+03
23 5.71095e−68 9.21091e−06 5.26031e−73 2.88220025e+03
24 2.67636e−71 0 0 2.88220025e+03Tabelle 6.2: Konvergenz der unendli
hen Summe für die ges
hlossene Lösung im Fall derlognormalverteilten Sprünge.In Tabelle 6.2 sind die Summanden mit zugehörigem Poisson-Gewi
ht und den Bla
k-S
holes-Preisen für die Bere
hnung einer Call-Option mittels der ges
hlossenen Lösungaufgeführt. Als Startwert wurde S= e8 =2980.95798 verwendet, da dieser in den weiterenBere
hnungen der gröÿte auftretende Startkurs ist. Die weiteren Parameter sind Tabelle6.1 entnommen.In Tabelle 6.2 ist zu sehen, dass die unendli
he Summe bereits na
h wenigen (24) Sum-manden abbri
ht, da dann der Bla
k-S
holes-Preis der neu bere
hneten Parameter exakt 074



6.3 Erwartungswertentwi
klungergibt1. Zu bea
hten ist au
h, dass das Poisson-Gewi
ht der Summanden so s
hnell abfällt,dass bereits na
h 
a. 10 Summanden der Wert der Summanden im Berei
h der Mas
hinen-genauigkeit (bei Bere
hnung mit double pre
ision) liegt und somit der numeris
he Fehlerbei einem Abs
hneiden na
h 10 Summanden bereits sehr klein ist.Da in Abs
hnitt 6.5 vers
hiedene Parametersätze untersu
ht werden, die von dem in Tabel-le 6.1 angegebenen abwei
hen, wurde au
h au
h für diese Fälle die Konvergenz der Summeuntersu
ht. Es sind jedo
h in keinem Fall mehr Summanden unglei
h 0 zu bere
hnen alsim dargestellten.Abbildung 6.3 zeigt die Optionswerte einer Call- und einer Put-Option in Abhängigkeitvom Aktienkurs und der Sprungintensität.

0
50

100
150

200

0

2

4

6

8

10
−20

0

20

40

60

80

100

120

140

S
λ

V
(S

, λ
)

0

50

100

150

200 0

2

4

6

8

10

0

20

40

60

80

100

λ
S

V
(S

, λ
)

Abbildung 6.3: Optionspreise für einen Call (links) und einen Put (re
hts) für den Fall derlognormalverteilten Sprünge in Abhängigkeit vom Kurs S und vers
hiede-nen Sprungintensitäten λ.Die Abbildung verdeutli
ht die bereits in Abbildung 6.1 gema
hten Beoba
htungen. Füreine Call-Option steigt der Preis sowohl mit wa
hsendem Kurs als au
h mit zunehmenderSprungrate. Wird eine Put-Option betra
htet, so steigt der Optionspreis mit wa
hsenderSprungintensität und sinkt mit ansteigendem Kurs. Diese Eigens
haften sind im Wesent-li
hen auf die Struktur der zugehörigen Auszahlungsfunktionen zurü
kzuführen (vgl. Ab-s
hnitt 2.4.1).Zusammenfassend gilt für die in Abs
hnitt 6.2.1 und 6.2.2 dargestellten ges
hlossenen Lö-sungen, dass sie lei
ht zu bere
hnen sind, da sie ledigli
h auf der Bla
k-S
holes-Formel mitmit variierenden Parametern beruhen.6.3 Erwartungswertentwi
klungDieser Abs
hnitt umfasst die Untersu
hung der Konvergenz der Erwartungswertentwi
k-lung aus Abs
hnitt 4.4. Diese wird für den Plötzli
hen Ruin und eine lognormalverteilteSprungverteilung diskutiert.Für den Fall des Plötzli
hen Ruins muss keine Konvergenz untersu
ht werden. Die Zufalls-zahlen sind aus dem Problem als X0 = 1 und Xi = 0 für i = 1, . . . , n vorgegeben. Somit1Man betra
hte hierzu die Auszahlungsfunktion eines Calls max(0, S−K). Wie in Abs
hnitt 4.3.2 bemerktwir der Zins für jede neue Bere
hnung kleiner und s
hliessli
h au
h negativ. Dies führt dazu, dass derKurs S zum Endzeitpunkt der Option au
h unter den Ausübungspreis fällt und somit der Preis derOption exakt 0 ist. 75



Kapitel 6 Numeris
he Ergebnisseergeben si
h eindeutige Parameter für Formel (4.39) der Erwartungswertentwi
klung. Au-ÿerdem wurde in Abs
hnitt 4.4.1 untersu
ht, dass die Erwartungswertentwi
klung und dieges
hlossene Lösung übereinstimmen, da in der Erwartungswertentwi
klung nur ein Sum-mand ni
ht vers
hwindet.Für eine zugrunde liegende Lognormalverteilung soll nun die Konvergenz gegen die ge-s
hlossene Lösung untersu
ht werden. Wie in Abs
hnitt 4.4 bes
hrieben, verwenden wirfür jeden Summanden ein Monte-Carlo-Verfahren, um den erwarteten Bla
k-S
holes-Preiszu bere
hnen. Die Summe der mit einer Poisson-Verteilung gewi
hteten Einzelsummandenergibt dann den Gesamtpreis VE. Dieser Preis soll mit dem der ges
hlossenen Lösung, derReferenzlösung VR, vergli
hen werden. Zur Untersu
hung der Konvergenz wird der relativeFehler
erel =

|VE − VR|
|VR|betra
htet.
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Abbildung 6.4: Konvergenz der Erwartungswertentwi
klung für lognormalverteilte Sprün-ge.In Abbildung 6.4 ist der relative Fehler bezügli
h der Anzahl der Monte-Carlo-Iterationenfür jeden Summanden dargestellt. Es ist zu beoba
hten, dass die Konvergenz ni
ht mo-noton verläuft, sondern Sprünge na
h oben und unten existieren. Diese Auf- und Abbe-wegungen sind eine Eigens
haft des Monte-Carlo-Verfahrens. Da dieses auf der Ziehungvon Zufallszahlen beruht, kann es passieren, dass wenige Zufallszahlen eine Kurssimulationproduzieren, für die der Endkurs besser mit der Referenzlösung übereinstimmt als für mehrIterationen. Somit ist dur
h die Verwendung von Zufallszahlen keine glei
hmäÿige Konver-genz mögli
h. Es kann denno
h beoba
htet werden, dass der relative Fehler im Mittel miteiner Konvergenzrate von 1
2 kleiner wird. Dies wird dur
h die zusätzli
h abgebildete Gerademit Steigung 1

2 verdeutli
ht.In Tabelle 6.3 sind die Anzahl der Monte-Carlo-Iterationen, der relative Fehler erel und dieKonvergenzrate ρ dargestellt. Die Konvergenzrate ρi der i-ten Zeile wird dabei dur
h
ρi =

(
log(ei−1

rel ) − log(eirel)
)

log(2)
(6.1)ermittelt. Dabei bezei
hnet eirel den relativen Fehler der i-ten Zeile der Konvergenztabelle.76



6.4 Monte-Carlo-Verfahren
N erel ρ

20 1.00000e+00 -
21 1.41413e−01 2.82e+00
22 4.93258e−01 −1.80e+00
23 3.77056e−01 3.87e−01
24 1.35627e−01 1.47e+00
25 9.37271e−02 5.33e−01
26 8.83052e−02 8.59e−02
27 2.41318e−02 1.87e+00
28 5.83060e−02 −1.27e+00
29 3.71640e−02 6.49e−01

210 1.80342e−03 4.36e+00
211 2.14542e−02 −3.57e+00
212 1.13795e−02 9.14e−01
213 1.00016e−02 1.86e−01
214 9.30185e−04 3.42e+00
215 9.66061e−03 −3.37e+00
216 2.36244e−03 2.03e+00
217 3.35351e−03 −5.05e−01
218 8.68425e−04 1.94e+00
219 4.92885e−04 8.17e−01
220 7.14649e−04 −5.35e−01
221 1.70078e−03 −1.25e+00
222 5.31568e−04 1.67e+00
223 4.52184e−04 2.33e−01
224 3.21337e−04 4.92e−01
225 1.85499e−04 7.92e−01
226 1.14970e−04 6.90e−01
227 8.72676e−05 3.97e−01
228 7.73053e−05 1.74e−01
229 1.78680e−05 2.11e+00Tabelle 6.3: Konvergenz der Erwartungswertentwi
klung für lognormalverteilte Sprüngemit dur
h das Monte-Carlo-Verfahren bere
hneten Kursen.Wie au
h in Abbildung 6.4 ist zu beoba
hten, dass das Verfahren ni
ht monoton konver-giert. Dur
h die zwis
henzeitli
hen Sprünge na
h oben ergeben si
h au
h negative Konver-genzraten. Im Mittel liegt die Rate jedo
h bei 1

2 .6.4 Monte-Carlo-VerfahrenIn Abs
hnitt 4.5 wurde das Monte-Carlo-Verfahren vorgestellt. Wir bes
hränken uns hier,wie bereits in Abs
hnitt 4.5 genauer erläutert, auf die Simulation an festen Zeitpunkten,da wir nur am Kurs zum Endzeitpunkt T interessiert sind und ni
ht an seiner Entwi
klungüber die Laufzeit.Es werden die bereits bekannten Fälle des Plötzli
hen Ruins und der lognormalverteiltenSprünge untersu
ht. Dazu wird das Monte-Carlo-Verfahren auf beide Fälle angewendetund für steigende Anzahl der Monte-Carlo-Iterationen die Konvergenz gegen den Referenz-77



Kapitel 6 Numeris
he Ergebnissepreis VR, der mittels der ges
hlossenen Lösungen ermittelt wurde, betra
htet. Den mittelsdes Monte-Carlo-Verfahrens bere
hneten Optionspreis bezei
hnen wir mit VMC . Um dieKonvergenz gegen die exakte Lösung betra
hten zu können, wird der relative Fehler
erel =

|VMC − VR|
|VR|bere
hnet.
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Abbildung 6.5: Konvergenz des Monte-Carlo Verfahrens für den Fall des Plötzli
hen Ruins(links) und für lognormalverteilte Sprünge (re
hts).In Abbildung 6.5 ist der relative Fehler abhängig von der Anzahl der Monte-Carlo-Itera-tionen dargestellt. Zusätzli
h wurde eine Gerade mit der Steigung 1
2 abgebildet, um diedur
hs
hnittli
he Konvergenz des Verfahrens zu verdeutli
hen. Wie bereits im vorangegan-genen Abs
hnitt erläutert wurde, zeigt si
h au
h hier, dass die Konvergenz des Monte-Carlo-Verfahrens ni
ht monoton ist. Es existieren Sprünge na
h oben und unten, die eineEigens
haft des Monte-Carlo-Verfahrens sind. Es kann au
h in diesem Fall beoba
htet wer-den, dass der relative Fehler im Mittel mit einer Konvergenzrate von 1
2 kleiner wird.In Tabelle 6.4 sind für den Plötzli
hen Ruin und für lognormalverteilte Sprünge die Anzahlder Monte-Carlo-Iterationen, der relative Fehler und die Konvergenzrate ρ aufgelistet. DieKonvergenzrate wurde dabei mit Hilfe von (6.1) bere
hnet. Au
h in Tabelle 6.4 sind dieAuf- und Abbewegungen des relativen Fehlers an der s
hwankenden Konvergenzrate zuerkennen.Das Monte-Carlo-Verfahren zeigt, wie au
h die Erwartungswertentwi
klung, eine Konver-genzrate von 1

2 . Es ist aber zu bea
hten, dass der Aufwand zur Bere
hnung des Options-preises dur
h die Erwartungswertentwi
klung wesentli
h höher ist als der Aufwand desMonte-Carlo-Verfahrens zur Simulation der Kursbewegungen. Da bei der Bere
hnung desPreises mittels der Erwartungswertentwi
klung in jedem Summanden ein Monte-Carlo-Verfahren zur Bestimmung des zukünftigen Bla
k-S
holes-Preises benötigt wird, ist derAufwand mindestens um die Anzahl der Summanden gröÿer.Hinsi
htli
h ihrer Flexibilität zur Bere
hnung vers
hiedener Sprung-Verteilungsfunktionenunters
heiden si
h die beiden Verfahren ni
ht. In beiden Fällen ist es nötig, die Inverse derSprung-Verteilungsfunktionen zu bestimmen. Diese sind jedo
h bei den hier betra
htetenVerteilungsfunktionen nur für die Normal- und die Lognormalverteilung bekannt.78



6.5 Numeris
he Lösung der PIDELognormalverteilung Plötzli
her Ruin
N erel ρ erel ρ

20 1.30594e+00 - 1.00000e+00 -
21 5.18758e−01 1.33e+00 4.64629e−01 1.10e+00
22 9.02659e−01 −7.99e−01 9.78387e−01 −1.07e+00
23 1.37406e−01 2.71e+00 4.06368e−02 4.58e+00
24 4.95967e−02 1.47e+00 1.40561e−01 −1.79e+00
25 2.35584e−01 −2.24e+00 1.96273e−01 −4.81e−01
26 1.86871e−01 3.34e−01 8.26470e−02 1.24e+00
27 1.22234e−01 6.12e−01 8.08399e−03 3.35e+00
28 3.31033e−02 1.88e+00 8.66457e−02 −3.42e+00
29 2.88526e−02 1.98e−01 1.14513e−02 2.91e+00

210 2.78877e−02 4.90e−02 6.13456e−02 −2.42e+00
211 8.10265e−03 1.78e+00 1.04424e−03 5.87e+00
212 1.78820e−02 −1.14e+00 1.21517e−03 −2.18e−01
213 1.21312e−03 3.88e+00 6.50715e−03 −2.42e+00
214 5.32750e−03 −2.13e+00 1.05698e−02 −6.99e−01
215 1.22024e−02 −1.19e+00 8.38082e−03 3.34e−01
216 9.03258e−03 4.33e−01 2.29498e−03 1.86e+00
217 3.50137e−03 1.36e+00 2.74351e−03 −2.57e−01
218 2.51365e−03 4.78e−01 4.15807e−04 2.72e+00
219 1.87029e−03 4.26e−01 9.05853e−04 −1.12e+00
220 3.92168e−04 2.25e+00 7.97853e−04 1.83e−01
221 1.35355e−03 −1.78e+00 1.08161e−03 −4.38e−01
222 1.31361e−04 3.36e+00 8.47073e−05 3.67e+00
223 3.81725e−04 −1.53e+00 2.74956e−04 −1.69e+00
224 3.28631e−04 2.16e−01 2.87215e−04 −6.29e−02
225 1.84572e−04 8.32e−01 1.37284e−04 1.06e+00
226 3.91696e−06 5.55e+00 8.18326e−05 7.46e−01
227 1.15515e−05 −1.56e+00 4.74562e−05 7.86e−01
228 7.13073e−05 −2.62e+00 8.03293e−05 −7.59e−01
229 4.92162e−05 5.34e−01 3.06225e−05 1.39e+00Tabelle 6.4: Konvergenz des Monte-Carlo-Verfahrens bei Simulation des Kursverlaufs.6.5 Numeris
he Lösung der PIDENa
hdem wir in den vorangegangenen Abs
hnitten die Konvergenz der Erwartungswert-entwi
klung und des Monte-Carlo-Verfahrens betra
htet haben, wenden wir uns in diesemAbs
hnitt der numeris
hen Lösung der PIDE zu.Mit Hilfe einer Sensitivitätsanalyse wird die Robustheit des in Abs
hnitt 4.6 vorgestelltenVerfahrens überprüft. Wir untersu
hen, inwiefern si
h eine Änderung der Parameter auf dieKonvergenz des Verfahrens auswirkt. Für die Fälle, in denen tatsä
hli
h eine Vers
hle
hte-rung der Konvergenzrate eintritt, werden wir Modi�kationen angeben, die die Robustheitdes Verfahrens si
hern.Im weiteren Verlauf werden die vers
hiedenen Kollokationsverfahren hinsi
htli
h ihrer Eig-nung zur Bere
hnung der unters
hiedli
hen Verteilungsfunktionen untersu
ht. 79



Kapitel 6 Numeris
he Ergebnisse6.5.1 SensitivitätsanalyseIn diesem Abs
hnitt wollen wir untersu
hen, inwiefern si
h die Änderungen der vers
hiede-nen Parameter auf die Konvergenz des Verfahrens auswirken. Dazu wird die Sensitivitäts-analyse exemplaris
h für eine Lognormalverteilung der Sprünge dur
hgeführt und s
hlies-sli
h auf andere Sprungverteilungsfunktionen (Varianz-Gamma- und CGMY-Verteilung)übertragen.Es werden für die Parameter K,T, r und σ Werte überprüft, die in der Realität tatsä
hli
hauftreten. Der gröÿte und der kleinste Wert der jeweiligen Parameter stellen dabei obereund untere Grenzfälle dar, die nur sehr selten an Marktdaten beoba
htet werden.Die Parameter, für die die Sensitivitätsanalyse dur
hgeführt wird, sind in Tabelle 6.5 an-gegeben.
K T r σ

5 0.10 0.015 0.01
100 0.25 0.030 0.15
500 1.00 0.050 0.25

1000 1.25 0.065 0.40Tabelle 6.5: Parameterwerte der Sensitivitätsanalyse.Die Wahl der Ausübungspreise ist begründet dur
h die beoba
hteten Werten vers
hiedenerAktien. Es sind nur selten Optionen erhältli
h deren Ausübungspreis weniger als 5 odermehr als 1000e beträgt. Die Laufzeit von Optionen ist in der Regel kurz, selten längerals ein Jahr. Laufzeiten, die kürzer sind als ein Monat, treten gewöhnli
h ni
ht auf. Zinsenliegen in der Regel ni
ht unter 1.5% oder über 6.5%. Eine Aktie mit nur 1% Volatilität istebenso ungewöhnli
h wie 40% Volatilität. Eine dur
hs
hnittli
he beoba
htete Volatilitätliegt zwis
hen 15% und 25%.Um festzustellen inwiefern die Änderungen der Parameter die Konvergenz beein�ussen undum diesen Ein�uÿ verglei
hen zu können, muss festgelegt werden, wie der Fehler bzw. dieKonvergenz gemessen wird. Um die Auswirkung der Änderung eines einzelnen Parameterszu betra
hten, werden jeweils alle Parameter bis auf einen auf die Standard Parameter-werte aus Tabelle 6.1 gesetzt. Der verbleibende Parameter wird jeweils variiert. Für jedenauf diese Weise entstehenden Parametersatz wird dann die Konvergenz zur Referenzlö-sung betra
htet. Die Referenzlösung ist au
h hier der Optionspreis VR, der mittels derges
hlossenen Formel für lognormalverteilte Sprünge bere
hnet wird. Sei Nmax die maxi-male Anzahl der Ortsdiskretisierungspunkte, für die die Konvergenz betra
htet wird. Dannwird die ges
hlossene Lösung für alle Si = exi für i = 0, . . . ,Nmax mit den jeweiligen Pa-rametern bere
hnet. Der Optionspreis VPIDE wird dur
h die Lösung der PIDE mit einerunters
hiedli
hen Anzahl von Ortsdiskretisierungspunkten bestimmt. Um dann den Fehlerzwis
hen VPIDE und VR ermitteln zu können, werden die Lösungen der PIDE mit wenigerals Nmax Ortsdiskretisierungspunkten auf das Gitter der Referenzlösung linear interpoliert.Der Fehler zum Optionspreis der Referenzlösung wird dann folgendermaÿen bere
hnet
||VPIDE − VR||L2 ≈ 1√

Nmax
||VPIDE − VR||l2 =

1√
Nmax

(
Nmax∑

i=1

(
V i
P IDE − V i

R

)2

) 1
2

.Dabei ist V i
P IDE =VPIDE(exi , 0) und V i

R der bere
hnete Wert der ges
hlossenen Lösungs-formel mit Startkurs exi =Si.80



6.5 Numeris
he Lösung der PIDEDer relative Fehler erel ergibt si
h dur
h
erel =

||VPIDE − VR||L2

||VR||L2

≈
1√
Nmax

||VPIDE − VR||l2
1√
Nmax

||VR||l2
=

(
∑Nmax

i=1

(
V i
P IDE − V i

R

)2
) 1

2

(
∑Mmax

i=1 (V i
R)2
) 1

2

. (6.2)Wie in Abs
hnitt 4.6 der Diskretisierung bes
hrieben ist es mögli
h, die Mas
henweitenund die Diskretisierungsgebiete der Orts- und der Integraldiskretisierung unabhängig von-einander zu wählen. Die zu integrierende Funktion ist ein Produkt einer Di
htefunktion mitder Auszahlungsfunktion einer Option. Da die Di
htefunktionen nur einen geringen Gradder Asymmetrie aufweisen, ist es vorzuziehen, dass Diskretisierungsgebiet des Integralssymmetris
h um 0 zu wählen. Für die vorliegenden Verteilungsfunktionen (Lognormalver-teilung, Varianz-Gamma, CGMY) ist ein s
hneller Abfall der Di
htefunktionen zu beidenSeiten gegeben [MPS02℄. Numeris
he Experimente ergaben, dass die numeris
hen Fehlerbei einer Eins
hränkung des Gebiets auf das Intervall [−8, 8] zu verna
hlässigen sind unddas Gebiet aus diesem Grund wie angegeben gewählt werden kann. Die Anzahl der Inte-graldiskretisierungspunkte wird für die Konvergenzanalyse konstant auf 1024 gesetzt. AlsKollokationsmethode wird die Simpsonregel verwendet. Zur Begründung der Anzahl derDiskretisierungspunkte und der Wahl des Integrationsverfahrens sei auf Abs
hnitt 6.5.4verwiesen.Für das Diskretisierungsgebiet des PDE-Teils ist keine Symmetrie erforderli
h. Auf Grundder Transformation in logarithmis
hen Preis ist das dem PDE-Teil zugrunde liegende Gitterni
ht äquidistant, sondern logarithmis
h. Ebenfalls wegen der Transformation resultierennegative x-Werte in sehr kleinen Aktienkursen, die in der Realität ni
ht auftreten unddaher für die Optionspreisbere
hnung keine Rolle spielen. Aus diesem Grund wird das Dis-kretisierungsgebiet auf ein positives Gebiet einges
hränkt und als Intervall [0, 8] gewählt.Somit werden Optionspreise für Aktienkurse aus dem Intervall [e0 = 1, e8 = 2980.95798]bere
hnet.Um den Ortsdiskretisierungsfehler zu isolieren, wird die Zeits
hrittweite konstant auf ∆τ=
0.001 gesetzt. Dadur
h wird verhindert, dass der betra
htete Ortsdiskretisierungsfehler vomFehler der Zeits
hrittweite beein�usst wird.
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T = 0.1
T = 0.25
T = 1.0
T = 1.25

Abbildung 6.6: Konvergenz für vers
hiedene Zinssätze r (links) und vers
hiedene Laufzeiten
T (re
hts).Sowohl Abbildung 6.6 als au
h Tabelle 6.6 zeigen die Robustheit des Verfahrens gegenüberdem Zinssatz r. Bei festem Level der Ortsdiskretisierung unters
heiden si
h die gemessenen81
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K = 5
K = 100
K = 500
K = 1000

Abbildung 6.7: Konvergenz für variierende Volatilitäten σ (links) und vers
hiedene Aus-übungspreise K (re
hts).
r = 0.015 r = 0.03

N erel ρ erel ρ

2 3.80074e−02 - 3.88229e−02 -
4 1.96716e−02 9.50e−01 2.00431e−02 9.53e−01
8 6.89502e−03 1.51e+00 7.02376e−03 1.51e+00

16 1.70315e−03 2.01e+00 1.74429e−03 2.00e+00
32 7.11550e−04 1.25e+00 7.20757e−04 1.27e+00
64 1.32424e−04 2.42e+00 1.40020e−04 2.36e+00

128 4.24128e−05 1.64e+00 4.39259e−05 1.67e+00
256 1.10282e−05 1.94e+00 1.13688e−05 1.94e+00
512 2.57870e−06 2.09e+00 2.68342e−06 2.08e+00

1024 5.49529e−07 2.23e+00 5.74802e−07 2.22e+00

r = 0.05 r = 0.065
N erel ρ erel ρ

2 3.99154e−02 - 4.07379e−02 -
4 2.05630e−02 9.56e−01 2.09697e−02 9.58e−01
8 7.21498e−03 1.51e+00 7.37188e−03 1.50e+00

16 1.80987e−03 1.99e+00 1.86628e−03 1.98e+00
32 7.35419e−04 1.29e+00 7.48104e−04 1.31e+00
64 1.50820e−04 2.28e+00 1.59310e−04 2.23e+00

128 4.61685e−05 1.70e+00 4.79953e−05 1.73e+00
256 1.18840e−05 1.95e+00 1.23104e−05 1.96e+00
512 2.83488e−06 2.06e+00 2.95598e−06 2.05e+00

1024 6.10420e−07 2.21e+00 6.38321e−07 2.21e+00Tabelle 6.6: Konvergenz bei Variation der Zinssätze r.Fehler bezügli
h vers
hiedener Zinssätze kaum voneinander. Somit erhält man für alle gete-steten Zinsparameter die glei
he Konvergenzrate2 . Diese liegt auf Grund der verwendetenDiskretisierung mit zentralen Di�erenzen bei 2.An Abbildung 6.6 sehen wir, dass das Verfahren nahezu robust gegenüber Variation der2Diese wurde mit Hilfe von (6.1) bere
hnet.82
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T = 0.1 T = 0.25

N erel ρ erel ρ

2 3.63631e−02 - 3.99154e−02 -
4 1.88064e−02 9.51e−01 2.05630e−02 9.56e−01
8 6.75189e−03 1.47e+00 7.21498e−03 1.51e+00

16 1.70052e−03 1.98e+00 1.80987e−03 1.99e+00
32 7.90267e−04 1.10e+00 7.35419e−04 1.29e+00
64 1.48126e−04 2.41e+00 1.50820e−04 2.28e+00

128 5.44144e−05 1.44e+00 4.61685e−05 1.70e+00
256 1.66818e−05 1.70e+00 1.18840e−05 1.95e+00
512 3.26030e−06 2.35e+00 2.83488e−06 2.06e+00

1024 8.65107e−07 1.91e+00 6.10420e−07 2.21e+00

T = 1.0 T = 1.25
N erel ρ erel ρ

2 5.82346e−02 - 6.43000e−02 -
4 3.35134e−02 7.97e−01 3.83684e−02 7.44e−01
8 1.26843e−02 1.40e+00 1.48903e−02 1.36e+00

16 3.91469e−03 1.69e+00 4.72040e−03 1.65e+00
32 1.18890e−03 1.71e+00 1.40445e−03 1.74e+00
64 3.02819e−04 1.97e+00 3.61632e−04 1.95e+00

128 8.02207e−05 1.91e+00 9.47446e−05 1.93e+00
256 2.10081e−05 1.93e+00 2.47758e−05 1.93e+00
512 5.98705e−06 1.81e+00 7.09168e−06 1.80e+00

1024 1.74062e−06 1.78e+00 2.06066e−06 1.78e+00Tabelle 6.7: Konvergenzverhalten für vers
hiedene Laufzeiten T .Laufzeit ist. Unters
hiede zeigen si
h im variierenden Anfangsfehler, der für längere Lauf-zeiten gröÿer ist als für kürzere. Die Konvergenzgraphen selbst verlaufen aber fast parallelzueinander. Beoba
hten lässt si
h jedo
h, dass die Konvergenz für T = 0.25 geringfügigbesser ist als die für T =0.1. Diese Beoba
htung lässt si
h mit der ni
ht genügend glattenAnfangsbedingung erklären. Bereits in [CV05℄ und [MPS02℄ wurde gezeigt, dass die Ursa
hehierfür ni
ht an der Wahl des Modells liegt, sondern an der ni
ht glatten Anfangsbedingungeiner Call- oder Put-Option. Für andere Optionstypen, wie z.B. einen Forward-Kontrakt,tritt eine s
hle
htere Konvergenz für kurze Laufzeiten ni
ht auf, da diese eine glatte An-fangsbedingung besitzen.Um die Konvergenz au
h für sehr kurze Laufzeiten zu gewährleisten, wurde in [MPS02℄ einni
ht äquidistantes (logarithmis
hes) Gitter für die Zeits
hritte vorges
hlagen. Die Verfei-nerung des Gitters in der Nähe des Ausübungszeitpunktes soll die Konvergenz verbessern.In Tabelle 6.7 sind für die Laufzeiten T =0.1 und T =0.25 die Anzahl der Ortsdiskretisie-rungspunkte, der relative Fehler und die Konvergenzrate dargestellt. Zwar ist der relativeFehler für T = 0.1 ab einer Anzahl von 128 Diskretisierungspunkten geringfügig gröÿerals der für T = 0.25, jedo
h wird für beide Parameter eine Konvergenzrate von etwa 2erzielt. Aus diesem Grund wird die in [MPS02℄ vorges
hlagene Methode zur Verbesserungder Konvergenz für kurze Laufzeiten ni
ht weiter untersu
ht.Wird in Abbildung 6.7 die Konvergenz für variierende Volatilitäten betra
htet, so zeigendie gemessenen Fehler eine Vers
hle
hterung der Konvergenz für abnehmende Volatilität.Die Fehler für σ= 0.15, σ= 0.25 und σ= 0.4 sind von derselben Gröÿenordnung und die83
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σ = 0.01 σ = 0.15

N erel ρ erel ρ

2 4.04114e−02 - 3.99154e−02 -
4 2.08337e−02 9.55e−01 2.05630e−02 9.56e−01
8 7.41766e−03 1.48e+00 7.21498e−03 1.51e+00

16 1.93391e−03 1.93e+00 1.80987e−03 1.99e+00
32 8.99635e−04 1.10e+00 7.35419e−04 1.29e+00
64 2.70772e−04 1.73e+00 1.50820e−04 2.28e+00

128 1.21750e−04 1.15e+00 4.61685e−05 1.70e+00
256 4.44411e−05 1.45e+00 1.18840e−05 1.95e+00
512 2.27455e−05 9.66e−01 2.83488e−06 2.06e+00

1024 9.09943e−06 1.32e+00 6.10420e−07 2.21e+00

σ = 0.25 σ = 0.40
N erel ρ erel ρ

2 3.90392e−02 - 3.69374e−02 -
4 2.00956e−02 9.58e−01 1.90082e−02 9.58e−01
8 6.89122e−03 1.54e+00 6.21380e−03 1.61e+00

16 1.66370e−03 2.05e+00 1.40898e−03 2.14e+00
32 6.03126e−04 1.46e+00 4.68381e−04 1.58e+00
64 1.12111e−04 2.42e+00 8.23580e−05 2.50e+00

128 3.52221e−05 1.67e+00 2.69836e−05 1.60e+00
256 9.27148e−06 1.92e+00 7.18043e−06 1.90e+00
512 2.24117e−06 2.04e+00 1.74848e−06 2.03e+00

1024 5.18015e−07 2.11e+00 4.17490e−07 2.06e+00Tabelle 6.8: Konvergenz bei unters
hiedli
hen Volatilitäten σ.Konvergenzrate beträgt für diese drei Parameterwerte 2. An Tabelle 6.8 lässt si
h ablesen,dass si
h die Konvergenzrate für den kleinsten getesteten Wert σ=0.01 auf Werte zwis
hen
1 und 1.5 reduziert.Der Grund für die Abnahme der Konvergenzrate liegt daran, dass die Diskretisierung mitzentralen Di�erenzen für kleine Volatilitäten instabil wird. Bei genauerer Betra
htung derKoe�zienten in Glei
hung (4.56) fällt auf, dass ein Abnehmen der Volatilität zu einemkonvektionsdominanten Problem führt, wohingegen gröÿere Werte der Volatilität in einemdi�usionsdominanten Problem resultieren. Wie in Abs
hnitt 4.6.2 diskutiert, ist die Stabili-tät der zentralen Di�erenzen der ersten Ableitung nur für ein di�usionsdominantes Problemgewährleistet. Um au
h für kleine Volatiliäten die Stabilität zu si
hern, wird in Abs
hnitt6.5.2 die Konvergenz für eine zugrunde liegende Downwind-Diskretisierung untersu
ht.Abbildung 6.7 und Tabelle 6.9 zeigen die Konvergenz für variierende Ausübungspreise K.Es ist ersi
htli
h, dass si
h die Konvergenz bei wa
hsendem Ausübungspreis K vers
hle
h-tert bis s
hlieÿli
h kaum no
h eine Reduktion des Fehlers errei
ht wird. Für die Parameter
K = 5 und K = 100 wird eine Konvergenzrate von ungefähr 2 erzielt. Es ist zu erkennen,dass der Anfangsfehler für K = 5 unter dem für K = 100 liegt. Für die Ausübungsprei-se K = 500 und K = 1000 ist der Anfangsfehler jeweils no
h gröÿer. Die Konvergenzrates
hwankt fürK=500 um einen dur
hs
hnittli
he Rate von 1.6. FürK=1000 vers
hle
htertsie si
h weiter auf 1.3. Ab einer Anzahl von 256 Ortsdiskretisierungss
hritten verkleinertsi
h der Fehler nur no
h geringfügig.Es wird angenommen, dass die s
hle
hter werdende Konvergenz für groÿe Ausübungsprei-84



6.5 Numeris
he Lösung der PIDE
K = 5 K = 100

N erel ρ erel ρ

2 7.66571e−03 - 3.99154e−02 -
4 5.72346e−03 4.21e−01 2.05630e−02 9.56e−01
8 2.64035e−03 1.11e+00 7.21498e−03 1.51e+00

16 9.02447e−04 1.54e+00 1.80987e−03 1.99e+00
32 2.65636e−04 1.76e+00 7.35419e−04 1.29e+00
64 7.15025e−05 1.89e+00 1.50820e−04 2.28e+00

128 1.87537e−05 1.93e+00 4.61685e−05 1.70e+00
256 5.05610e−06 1.89e+00 1.18840e−05 1.95e+00
512 1.57967e−06 1.67e+00 2.83488e−06 2.06e+00

1024 5.54125e−07 1.51e+00 6.10420e−07 2.21e+00

K = 500 K = 1000
N erel ρ erel ρ

2 2.81596e−01 - 5.75000e−01 -
4 6.31181e−02 2.15e+00 3.60856e−01 6.74e−01
8 3.33998e−02 9.18e−01 4.64358e−02 2.95e+00

16 1.50566e−02 1.14e+00 2.79720e−02 7.31e−01
32 2.79437e−03 2.42e+00 1.27677e−02 1.13e+00
64 1.06393e−03 1.39e+00 2.65378e−03 2.26e+00

128 2.92807e−04 1.86e+00 9.24923e−04 1.52e+00
256 4.82196e−05 2.60e+00 3.41158e−04 1.43e+00
512 1.67990e−05 1.52e+00 3.17956e−04 1.01e−01

1024 7.66969e−06 1.13e+00 3.15080e−04 1.31e−02Tabelle 6.9: Konvergenz bei variierenden Ausübungspreisen K.se aus der Diskretisierung entsteht. Das Diskretisierungsgitter ist, wie in Abs
hnitt 4.6.2bes
hrieben, logarithmis
h für den Aktienkurs S. Dies bedeutet, dass das Gitter für kleineWerte von S und somit au
h K besonders fein und für gröÿere Werte hingegen nur grobist. Somit sind kleine Ausübungspreise wesentli
h s
hle
hter diskretisiert als groÿe. Wei-tere Details sowie mögli
he Verbesserungen zu diesem Problem werden in Abs
hnitt 6.5.3erläutert.6.5.2 Downwind-DiskretisierungEs wurde in Abs
hnitt 6.5.1 beoba
htet, dass si
h die Konvergenz des Verfahrens vers
hle
h-tert, falls die Volatilität kleiner wird. Der Grund für die Abnahme der Konvergenzrate fürkleine σ liegt in der Vers
hiebung von einem di�usionsdominanten zu einem konvektions-dominanten Problem und somit ist die Diskretisierung der ersten Ableitung mit zentralenDi�erenzen instabil. Aus diesem Grund soll nun zum Verglei
h das Konvergenzverhaltenbeoba
htet werden, wenn der ersten Ableitung eine stabile Downwind-Diskretisierung zu-grunde gelegt wird.In Abbildung 6.8 ist der relative Fehler zur Referenzlösung VR in Abhängigkeit der Anzahlder Ortsdiskretisierungspunkte dargestellt. Analog zur Sensitivitätsanalyse ist die Anzahlder Diskretisierungspunkte für das Integral auf 1024 und die Zeits
hrittweite auf ∆τ=0.001festgesetzt.In Abbildung 6.8 und in der zugehörigen Tabelle 6.10 ist zu sehen, dass si
h der Fehler85
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σ = 0.01
σ = 0.15
σ = 0.25
σ = 0.4

Abbildung 6.8: Konvergenz für vers
hiedene Volatilitäten mit der Downwind-Diskretisie-rung der ersten Ableitung.
σ = 0.01 σ = 0.15

N erel ρ erel ρ

2 8.60114176e−02 - 8.55787004e−02 -
4 4.82564669e−02 8.33805891e−01 4.76627379e−02 8.44389943e−01
8 2.76075935e−02 8.05657156e−01 2.71261807e−02 8.13175893e−01

16 1.27980763e−02 1.10913816e+00 1.24067478e−02 1.12856094e+00
32 6.32388858e−03 1.01704312e+00 6.05317870e−03 1.03536014e+00
64 3.36763639e−03 9.09075573e−01 3.19489415e−03 9.21924808e−01

128 1.69192511e−03 9.93070665e−01 1.59243731e−03 1.00453156e+00
256 8.62491480e−04 9.72083601e−01 8.04170208e−04 9.85663784e−01
512 4.34982407e−04 9.87553154e−01 4.01987498e−04 1.00035026e+00

1024 2.19163455e−04 9.88949800e−01 2.00686198e−04 1.00220923e+00

σ = 0.25 σ = 0.40

N erel ρ erel ρ

2 8.33093111e−02 - 7.92040194e−02 -
4 4.45359759e−02 9.03506540e−01 3.88227698e−02 1.02867059e+00
8 2.46443836e−02 8.53712311e−01 2.04129870e−02 9.27415745e−01

16 1.04090756e−02 1.24341694e+00 7.15303828e−03 1.51285924e+00
32 4.67320068e−03 1.15535906e+00 2.28181796e−03 1.64837246e+00
64 2.36814146e−03 9.80655729e−01 9.84646981e−04 1.21250522e+00

128 1.14803498e−03 1.04458866e+00 4.08234670e−04 1.27020787e+00
256 5.69269337e−04 1.01198330e+00 1.93152224e−04 1.07966042e+00
512 2.81718816e−04 1.01485547e+00 9.29941533e−05 1.05452637e+00

1024 1.40048024e−04 1.00833430e+00 4.56897647e−05 1.02526900e+00Tabelle 6.10: Konvergenz bei Verwendung der Downwind-Diskretisierung.für die Downwind-Diskretisierung für alle Parameter glei
hmäÿig mit einer Rate von 1reduziert.Im Gegensatz zur Diskretisierung der ersten Ableitung mit zentralen Di�erenzen wirdhier eine stabile Diskretisierung und eine glei
hmäÿige Konvergenz für alle σ erzielt. DerNa
hteil der Downwind-Diskretisierung ist jedo
h die geringere Konvergenzrate von 1.Aus diesem Grund ist es wüns
henswert, wenn mögli
h, die Diskretisierung mit zentralen86



6.5 Numeris
he Lösung der PIDEDi�erenzen zu verwenden. Wie in Abs
hnitt 6.5.1 zu sehen war, hat si
h die Diskretisierung
2-ter Ordnung für σ ≥ 0.15 als stabil erwiesen und wird deshalb im Folgenden weiterverwendet. Nur für kleinere Werte von σ wird die Downwind-Diskretisierung eingesetzt.6.5.3 Verbesserung der Konvergenz für groÿe AusübungspreiseIn Abs
hnitt 6.5.1 der Sensitivitätsanalyse wurde festgestellt, dass si
h die Konvergenzfür steigende Ausübungspreise stark vers
hle
htert und si
h der Fehler für feinere werden-de Gitter s
hlieÿli
h kaum no
h reduziert. Wir haben vermutet, dass die Abnahme derKonvergenzrate aus dem der Diskretisierung zugrunde liegenden logarithmis
hen Gitterresultiert. Aus diesem Grund wird nun das Konvergenzverhalten bei einer Vers
hiebungdes Diskretisierungsgebietes für groÿe Ausübungspreise untersu
ht. In Abbildung 6.9 istlinks für K = 500 und re
hts für K = 1000 der relative Fehler in Abhängigkeit von derAnzahl der zugrunde liegenden Ortsdiskretisierungspunkte dargestellt. Dabei werden ver-s
hiedene Diskretisierungsgebiete betra
htet. Für die Gröÿe der Gebiete gilt in allen Fällen
xmax−xmin=8. Das Gebiet selbst wird jedo
h vers
hoben.
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Abbildung 6.9: Konvergenz für die Ausübungspreise K=500 (links) und K=1000 (re
hts)mit unters
hiedli
hen zugrunde liegenden Diskretisierungsgebieten.Bei Betra
htung der Abbildung 6.9 stellen wir fest, dass si
h die Konvergenz verbessert, jeweiter das Gebiet in Ri
htung des Ausübungspreises vers
hoben wird. Für K=500 verbes-sert si
h die Konvergenz bereits deutli
h, wenn die linke Gebietsgrenze von ursprüngli
h
xmin=0 auf xmin=2 gesetzt wird. Für eine weitere Vers
hiebung auf xmin=3 tritt no
h-mals eine kleine Verbesserung auf. Die Steigungen für xmin = 2 und xmin = 3 stimmenüberein, jedo
h ist der Fehler für xmin=3 no
h etwas geringer.Im Fall K = 1000 tritt eine deutli
he Verbesserung der Konvergenz für einen linken Ge-bietsrand von xmin = 3 ein. Eine weitere Vers
hiebung auf xmin = 4 bewirkt kaum no
heine weitere Verbesserung.Für den Ausübungspreis K=500 wurde eine �gute� Konvergenz, d.h. eine Rate von etwa
2, für das Gebiet [xmin=2, xmax=10] und für K=1000 für ein Gebiet [xmin=3, xmax=11]erzielt. Wir vermuten, dass si
h die Konvergenz verbessern lässt, wenn der Ausübungspreisin der Mitte des Diskretisierungsgebiets liegt, denn es ist logK = 6.21460 für K = 500und logK=6.90775 für K=1000. Dazu betra
hten wir den relativen Fehler bezügli
h deslinken Gebietsrandes, siehe Abbildung 6.10. Die Anzahl der Orts- und Integraldiskretisie-rungspunkte ist konstant und beträgt jeweils 1024. Die Zeits
hrittweite ist bes
hränkt auf
∆τ=0.001. 87
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Abbildung 6.10: Relativer Fehler in Abhängigkeit des linken Gebietsrandes für K = 500(links) und K=1000 (re
hts).Abbildung 6.10 zeigt, dass sowohl für K = 500 als au
h für K = 1000 ein deutli
h ge-ringerer Fehler entsteht, wenn der Gebietsmittelpunkt in Ri
htung des Ausübungspreisesvers
hoben wird. Der Fehler ist minimal, wenn der Gebietsmittelpunkt ungefähr mit demAusübungspreis übereinstimmt. Wird der Gebietsmittelpunkt über den Ausübungspreishinaus vers
hoben, so wä
hst der Fehler wieder an.Die Vers
hiebung des Diskretisierungsgebietes ermögli
ht es also, au
h für groÿe Aus-übungspreise, für die in Abs
hnitt 6.5.1 zunä
hst eine Reduktion der Konvergenzrate be-oba
htet wurde, eine Konvergenzrate von ungefähr 2 zu erzielen.6.5.4 Konvergenz des IntegralsBislang wurde die Anzahl der Diskretisierungspunkte des Integrals ni
ht variiert sondernkonstant auf 1024 gesetzt. Nun wird untersu
ht, wel
hes der in Abs
hnitt 4.6.3 vorge-stellten Kollokationsverfahren si
h zur Bere
hnung der verwendeten Di
htefunktionen ambesten eignet. Dazu werden na
heinander die Lognormalverteilung, eine Varianz-Gamma-Verteilung und zwei CGMY-Verteilungen, eine mit endli
her und eine mit unendli
herVariation, als Sprung-Verteilungsfunktionen betra
htet. Dazu analysieren wir die relativenFehler sowohl abhängig von der Anzahl der Integraldiskretisierungspunkte als au
h ab-hängig von der Laufzeit, die zur Bere
hnung des Integrals notwendig ist. Die Anzahl derOrtsdiskretisierungspunkte für den PDE-Teil wird auf N = 1024 und die Zeits
hrittweiteauf ∆τ=0.001 gesetzt, um den Integraldiskretisierungsfehler isoliert betra
hten zu können.Bei Verwendung der Varianz-Gamma- und der CGMY-Verteilung muss bea
htet werden,dass für diese Verteilungsfunktionen keine ges
hlossenen Lösungen erhalten werden kön-nen. Aus diesem Grund benutzen wir als Referenzlösung die Lösung der PIDE, bei derder Bere
hnung des Integrals 2048 Diskretisierungspunkte zugrunde liegen. Für jede derVerteilungsfunktionen wird dazu die Gauÿ-Quadratur eingesetzt.In Abbildung 6.11 ist links die Konvergenz des Integrals mit Lognormalverteilung fürdie vers
hiedenen Kollokationsverfahren dargestellt. Abbildung 6.11 zeigt, dass die Gröÿedes Fehlers ab einer Anzahl von 16 Diskretisierungpunkten für die Simpsonregel und dieGauÿ-Quadratur nahezu identis
h ist, woraus si
h o�ensi
htli
h die glei
he Konvergenzrateergibt. Die Fehlerreduktion für die Trapezregel ist ebenfalls von derselben Ordnung, jedo
hist der Fehler selbst für jede Anzahl der Diskretisierungspunkte höher, d.h. es sind mehr88
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Abbildung 6.11: Konvergenz der vers
hiedenen Kollokationsverfahren in Abhängkeit derAnzahl der Diskretisierungspunkte (links) und der Laufzeit (re
hts) fürlognormalverteilte Sprünge.Diskretisierungspunkte nötig um den Fehler auf die glei
he Gröÿe zu reduzieren. So wer-den beispielsweise für die Simpsonregel und die Gauÿ-Quadratur 
a. 512 Punkte benötigtum die Fehlergröÿe von 10−6 zu unters
hreiten. Um diesen Fehler mit der Trapezregel zuunters
hreiten, sind hingegen bereits 1024 Punkte notwendig.Wird der Fehler in Abhängigkeit von der Laufzeit zur Bere
hnung des Integrals betra
h-tet, ändert si
h das Verhältnis der Verfahren untereinander. Hier ist die Simpsonregel dasKollokationsverfahren, dass in Bezug auf die Laufzeit die beste Fehlerverkleinerung liefert.Wie in Abs
hnitt 4.6.3 bes
hrieben, wird für die Bere
hnung mittels Gauÿ-Quadratur ein
10-Punkte-Gauÿ-Verfahren verwendet. Somit ist die Anzahl der Funktionsauswertungenund damit au
h die Laufzeit wesentli
h höher als für eine Simpson- oder Trapezregel.Abbildung 6.12 zeigt den Integralfehler für die Varianz-Gamma-Verteilung mit den Pa-
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Abbildung 6.12: Konvergenz der vers
hiedenen Kollokationsverfahren in Abhängkeit derAnzahl der Diskretisierungspunkte (links) und der Laufzeit (re
hts) füreine Varianz-Gamma-Verteilung.rametern aus Tabelle 6.1. Links ist der Fehler in Abhängigkeit der Anzahl der Integral-Diskretisierungpunkte, re
hts in Bezug auf die Laufzeit der vers
hiedenen Kollokationsver-fahren zu sehen. Für die Gauÿ-Quadratur ist eine glei
hmäÿige Konvergenz zu beoba
hten.Für die Trapez- und die Simpsonregel reduziert si
h der Fehler für wenige Diskretisie-89



Kapitel 6 Numeris
he Ergebnisserungspunkte no
h gut. Ab einer Anzahl von 32 Diskretisierungspunkten verlangsamt si
hdie Fehlerreduktion jedo
h drastis
h. Au
h dur
h den Laufzeit-Vorteil wird die langsamereKonvergenz von Trapez- und Simpsonregel ni
ht ausgegli
hen. Nur dur
h Verwendung derGauÿ-Quadratur lässt si
h eine glei
hmäÿige Konvergenz erzielen.Ursa
he der langsamen Konvergenz von Simpson- und Trapezregel ist die s
hwa
he Sin-gularität der Varianz-Gamma-Verteilung, die dur
h diese beiden Integrationsverfahren nurs
hle
ht approximiert werden kann.Abbildung 6.13 stellt die Konvergenz der vers
hiedenen Integrationsmethoden für eine
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Abbildung 6.13: Konvergenz der vers
hiedenen Kollokationsverfahren in Abhängkeit derAnzahl der Diskretisierungspunkte (links) und der Laufzeit (re
hts) füreine CGMY-Verteilung mit endli
her Variation.CGMY-Verteilungsfunktion mit endli
her Variation dar. Für die Verteilung wurden dieParameter in Anlehnung an [MPS02℄ gewählt und auf C = 1.0, G = 1.4, M = 2.5 und
Y =0.5 gesetzt. Es stellt si
h heraus, dass, ähnli
h zur zuvor betra
hteten Varianz-Gamma-Verteilung, die Konvergenz der Trapez- und Simpsonregel ab einer Anzahl von 128 Diskre-tisierungspunkten deutli
h s
hle
hter wird. Zur Bere
hnung einer CGMY-Verteilung mitendli
her Variation ist jedo
h wiederum die Gauÿ-Quadratur gut geeignet, da mit diesereine glei
hmäÿige Konvergenz erzielt werden kann.Zuletzt untersu
hen wir no
h eine CGMY-Verteilung mit unendli
her Variation. Da dieseVerteilung eine Singularität an der Stelle 0 besitzt, wird zur Bere
hnung des Integrals,wie in Abs
hnitt 4.6.3 bes
hrieben, die Verteilungsfunktion abges
hnitten. Der dadur
heingebüÿte Anteil der Variation wird dur
h eine Verstärkung des Anteils der Browns
henBewegung ausgegli
hen. Für die dur
hgeführten numeris
hen Experimente wird der Ab-s
hneideparameter für die kleinen Sprünge auf ǫ = 0.001 festgelegt. Da die Gröÿe derBrowns
hen Bewegung für die Konvergenzuntersu
hung bezügli
h des Integrals keine Rollespielen, wird auf eine Verstärkung dieses Anteils verzi
htet.Abbildung 6.14 zeigt das Konvergenzverhalten der unters
hiedli
hen Kollokationsverfah-ren für eine CGMY-Verteilung mit unendli
her Variation. Es ist zu sehen, dass sowohldie Simpson- als au
h die Trapezregel gut zur Bere
hnung des Integrals geeignet sind. DieKonvergenz in Bezug auf die Anzahl der Diskretisierungspunkte verläuft für die Simpsonre-gel und die Gauÿ-Quadratur fast identis
h. Der Fehler der Trapezregel verringert si
h mitder glei
hen Rate, ist aber zahlenmäÿig immer gröÿer als der der beiden anderen Verfah-ren. Gemessen in Abhängigkeit zur Laufzeit sind die Fehler von Trapez- und Simpsonregelnahezu identis
h. Für die Gauÿ-Quadratur ist wiederum eine wesentli
h höhere Laufzeitnötig. Somit ergibt si
h eine Situation, analog zur Lognormalverteilung.90
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Abbildung 6.14: Konvergenz der vers
hiedenen Kollokationsverfahren in Abhängkeit derAnzahl der Diskretisierungspunkte (links) und der Laufzeit (re
hts) füreine CGMY-Verteilung mit unendli
her Variation.Die Verbesserung der Trapez- und der Simpsonregel für den CGMY-Verteilung mit unend-li
her Variation lässt si
h mit dem Abs
hneiden der Verteilungsfunktion erklären. Dur
hden fehlenden Abs
hnitt der Singularität ist es mögli
h diese Verteilungsfunktion mit Hilfeder verhältnismäÿig einfa
hen Integrationsmethoden zu bere
hnen.Zusammenfassend lässt si
h sagen, dass die Simpson- und die Trapezregel si
h als geeigneteKollokationsverfahren herausstellen, wenn die Sprungverteilungsfunktion eine Lognormal-verteilung oder eine CGMY-Verteilung mit unendli
her Variation ist. In Fällen, in deneneine Varianz-Gamma-Verteilung oder eine CGMY-Verteilung mit endli
her Variation zu-grunde liegen, ist es notwendig, zur genauen Bere
hnung des Integrals eine Gauÿ-Quadraturanzuwenden.6.5.5 Diskretisierungs- und IntegrationsfehlerIn diesem Abs
hnitt untersu
hen wir den isolierten Fehler der Orts- und der Integraldis-kretisierung untersu
ht. Dazu sei N die Anzahl der Ortsdiskretisierungspunkte und M dieAnzahl der Integraldiskretisierungspunkte. Wir nehmen an, dass si
h der Fehler der ge-samten Diskretisierung zusammensetzt aus dem Diskretisierungsfehler des PDE- und desIntegral-Teils, also eDisk = ePDE + eIntegral. Ziel ist es N und M so zu wählen, dass beideFehleranteile die glei
he Gröÿenordnung besitzen. Dazu betra
hten wir die isolierten Feh-ler exemplaris
h für die Lognormalverteilung und setzen alle Parameter konstant auf dieWerte aus Tabelle 6.1. Zusätzli
h wird die Zeits
hrittweite auf ∆τ=0.001 �xiert.Zunä
hst sind in Abbildung 6.15 links der Fehler für vers
hiedene konstante Anzahlen vonIntegraldiskretisierungspunkten M bezügli
h der Anzahl der Ortsdiskretisierungspunkte
N dargestellt. Re
hts ist der relative Fehler für konstante N bezügli
h variierendem Mzu sehen. Abbildung 6.15 links zeigt, dass si
h der Fehler zunä
hst bei Erhöhung von Nreduziert, dann jedo
h ab einem gewissen, von M abhängigen N konstant bleibt. Diesbedeutet, dass eine Hinzunahme von Ortsdiskretisierungspunkten den Gesamtfehler ni
htweiter reduziert. In diesem Fall dominiert der Integral-Fehler den Gesamtfehler, der Fehlerder Ortsdiskretisierung ist im Verhältnis zum Integral-Fehler bereits so gering, dass er si
hni
ht weiter nieders
hlägt. Ein analoges Verhalten ergibt si
h für den umgekehrten Fall(vgl. Abbildung 6.15 re
hts). 91
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N = 8
N = 16
N = 32
N = 64
N = 128
N = 256
N = 512
N = 1024
N = 2048

Abbildung 6.15: Darstellung des relativen Fehlers für konstante Anzahl der Integraldiskre-tisierungspunkte in Abhängigkeit der Ortsdiskretisierungspunkte (links)und für konstante Anzahl der Ortsdiskretisierungspunkte in Abhängigkeitder Integraldiskretisierungspunkte (re
hts).Um nun die Konvergenz der �bereinigten� Fehler der Diskretisierung zu betra
hten, sind ausden Daten, die Abbildung 6.15 zugrunde liegen, für jedes betra
htete N bzw. M die domi-nanten Fehleranteile in Abbildung 6.16 zusammengefasst. Diese zeigt zum einen den Fehlerdes Integrals isoliert vom Orts-Fehler des PDE-Teils sowie den Ortsdiskretisierungsfehlerbereinigt um den Fehler der Integraldiskretisierung.
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Abbildung 6.16: Der Integralfehler bereinigt um den Ein�uss des Ortsfehlers sowie derOrtsfehler bereinigt um den Ein�uss des Integralfehlers.Die Tabellen 6.11 und 6.12 zeigen, dass si
h beide Diskretisierungsfehler mit einer Kon-vergenzrate von 2 verkleinern. Der Integral-Fehler ist jedo
h für eine geringere Anzahl vonDiskretisierungspunkten bereits wesentli
h kleiner. Das heiÿt, um beispielsweise einen Ge-samtfehler der Diskretisierung der Gröÿenordnung 10−5 zu erhalten, werden 2048 Orts-aber nur 128 Integraldiskretisierungspunkte benötigt.6.5.6 Konvergenz des GesamtverfahrensBisher wurde die Konvergenz der Orts- oder Integraldiskretisierung ledigli
h getrennt von-einander betra
htet. Abs
hlieÿend soll nun die Konvergenz des Gesamtverfahrens unter-92
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he Lösung der PIDEOrtsfehler
N erel ρ

4 8.29779e−01 -
8 3.03829e−01 1.44e+00

16 8.83428e−02 1.78e+00
32 2.32403e−02 1.92e+00
64 5.91593e−03 1.97e+00

128 1.48921e−03 1.99e+00
256 3.73217e−04 1.99e+00
512 9.33289e−05 1.99e+00

1024 2.32584e−05 2.00e+00
2048 5.61386e−06 2.05e+00Tabelle 6.11: Konvergenz des isolierten Ortsdiskretisierungsfehlers.Integralfehler
M erel ρ

4 3.97319e−03 -
8 2.42271e−03 7.13e−01

16 4.85181e−04 2.32e+00
32 1.10291e−04 2.13e+00
64 2.75085e−05 2.00e+00

128 6.91368e−06 1.99e+00Tabelle 6.12: Konvergenz des isolierten Integraldiskretisierungsfehlers.su
ht werden. Für die folgenden numeris
hen Experimente verwenden wir die Parameteraus Tabelle 6.1. Den Ergebnissen aus Abs
hnitt 6.5.4 folgend wird die Bere
hnung des Inte-grals im Fall der Lognormal- und der CGMY-Verteilung mit unendli
her Variation mit derSimpsonregel, für die Varianz-Gamma-Verteilung und die CGMY-Verteilung mit endli
herVariation mit einer 10-Punkte-Gauÿ-Quadratur dur
hgeführt.Zur Bestimmung der Konvergenz des Verfahrens wird bei zugrunde liegender Lognormal-verteilung die ges
hlossene Lösung als Referenzlösung verwendet. Für die Varianz-Gamma-und die CGMY-Verteilung wird die Lösung mit der feinsten Diskretisierung (2048 Orts-und Integraldiskretisierungspunkte, 256 Zeits
hritte) bere
hnet und dann die Konvergenzgegen diese Lösung ermittelt.Abbildung 6.17 zeigt die Konvergenz des Verfahrens für die vers
hiedenen Verteilungsfunk-tionen. Es ist der relative Fehler der Lösung der PIDE bezügli
h des Produktes von Orts-(N) und Zeitdiskretisierungspunkten (Mk) dargestellt.In Abbildung 6.17 und Tabelle 6.13 ist zu sehen, dass das Verfahren für alle getestetenSprungverteilungsfunktionen mit einer Konvergenzrate von 1 konvergiert. Eine bessere Rateist dur
h die explizite Behandlung des Integral-Teils au
h ni
ht zu erwarten. Die anfängli
hhöhere Konvergenzrate entsteht dur
h die verzögerte Verfeinerung der Zeits
hrittweite. Biszu einer Anzahl von 16 Ortsdiskretisierungspunkten ist die Zeits
hrittweite im Verhältniszur Ortsmas
henweite no
h so klein, dass keine Verfeinerung notwendig ist. Aus diesemGrund ist zu Beginn die in Tabelle 6.13 aufgeführte Konvergenzrate des Verfahrens gröÿerals 1.Zu bea
hten ist, dass ni
ht nur die Konvergenzrate des Verfahrens für alle eingesetzten93
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Varianz−Gamma
CGMY, endl. Var.
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Abbildung 6.17: Verglei
h der Konvergenz des Gesamtverfahrens für vers
hiedene Sprung-Verteilungsfunktionen.Lognormalverteilung Varianz-Gamma
N ·Mk N Mk erel ρ erel ρ

2 2 1 1.69200e+00 - 1.85888e+00 -
4 4 1 8.32935e−01 1.02e+00 9.55025e−01 9.60e−01
8 8 1 3.07072e−01 1.43e+00 3.66742e−01 1.38e+00

16 16 1 9.01606e−02 1.76e+00 1.07748e−01 1.76e+00
64 32 2 2.36038e−02 9.66e−01 2.83458e−02 9.63e−01

256 64 4 5.97899e−03 9.90e−01 7.18309e−03 9.90e−01
1024 128 8 1.50140e−03 9.96e−01 1.80237e−03 9.97e−01
4096 256 16 3.76695e−04 9.97e−01 4.51221e−04 9.98e−01

16384 512 32 9.48151e−05 9.95e−01 1.12941e−04 9.99e−01
65536 1024 64 2.40319e−05 9.90e−01 2.82474e−05 9.99e−01

262144 2048 128 5.91383e−06 1.01e+00 6.87817e−06 1.01e+00CGMY, endl. Var. CGMY, unendl. Var.
N ·Mk N Mk erel ρ erel ρ

2 2 1 1.69206e+00 - 1.69206e+00 -
4 4 1 8.32186e−01 1.02e+00 8.32186e−01 1.02e+00
8 8 1 3.03075e−01 1.45e+00 3.03067e−01 1.45e+00

16 16 1 8.65336e−02 1.80e+00 8.65336e−02 1.80e+00
64 32 2 2.25387e−02 9.70e−01 2.25387e−02 9.70e−01

256 64 4 5.69735e−03 9.92e−01 5.69735e−03 9.92e−01
1024 128 8 1.42935e−03 9.97e−01 1.42935e−03 9.97e−01
4096 256 16 3.58204e−04 9.98e−01 3.58204e−04 9.98e−01

16384 512 32 8.98914e−05 9.97e−01 8.98914e−05 9.97e−01
65536 1024 64 2.26239e−05 9.95e−01 2.26239e−05 9.95e−01

262144 2048 128 5.59593e−06 1.00e+00 5.59593e−06 1.00e+00Tabelle 6.13: Konvergenz des Gesamtverfahrens für die vers
hiedenen Sprung-Verteilungs-funktionen.Verteilungsfunktionen die glei
he ist, sondern dass au
h die Gröÿenordnung der Fehlerbei festem Diskretisierungslevel für die unters
hiedli
hen Verteilungsfunktionen dieselbeist. Wi
htig zu bea
hten ist jedo
h, dass der Aufwand zur Bere
hnung der vers
hiedenen94



6.6 Bere
hnung eines Baskets für zwei DimensionenVerteilungsfunktionen unters
hiedli
h ist. So wird das Integral der Varianz-Gamma- undder CGMY-Verteilung mit endli
her Variation mit Hilfe der Gauÿ-Quadratur bere
hnet,während das Integral für die Lognormalverteilung und die CGMY-Verteilung mit der Simp-sonregel ausgewertet werden kann, deren Laufzeit wesentli
h kleiner ist.Im Abs
hnitt 6.5.1 wurde die Robustheit des Verfahrens gegenüber Änderungen der Mo-dellparameter zur Lösung der PIDE untersu
ht. Es stellte si
h bereits zu Beginn als robustgegenüber einer Änderung des Zinssatzes und einer Variation der Laufzeit heraus. Dur
heine stabile Downwind-Diskretisierung konnte die Konvergenz au
h für kleine Volatilitätengesi
hert werden. Die Vers
hiebung des Diskretisierungsgebiets ermögli
ht die Bere
hnungvon Optionspreisen au
h für groÿe Ausübungspreise.Zusätzli
h zur Robustheit zei
hnet si
h das vorgestellte Verfahren im Gegensatz zur Erwar-tungswertentwi
klung und zum Monte-Carlo-Verfahren dur
h die Flexibilität hinsi
htli
hder verwendbaren Verteilungsfunktionen aus. Das Verfahren konvergiert für alle vorgestell-ten Verteilungsfunktionen mit einer Rate von 1 und ist somit au
h bei der Bestimmungdes Optionspreises der Erwartungswertentwi
klung und dem Monte-Carlo-Verfahren, diebeide mit einer Rate von 1
2 konvergieren, vorzuziehen.6.6 Bere
hnung eines Baskets für zwei DimensionenIn Kapitel 5 wurde ein Modell sowie ein numeris
hes Verfahren zur Bewertung von Basket-Optionen auf Grundlage eines Sprung-Di�usions-Modells bes
hrieben. In diesem Abs
hnittstellen wir numeris
he Ergebnisse vor, die für einen Basket, bestehend aus zwei Kursen,mit diesem Verfahren erzielt wurden. Für die folgenden numeris
hen Ergebnisse wurdendie Parameter aus Tabelle 6.14 verwendet. Auÿerdem wurde ein Diskretisierungsgitter mit

64×64 Orts- und 64 Integraldiskretisierungspunkten zugrunde gelegt. Insgesamt werdenvier Fälle von Korrelation und Gewi
htung betra
htet. Zunä
hst wurde das Verfahren fürunkorrelierte und negativ korrelierte Aktien getestet. Für jeden dieser Fälle wurde sowohleine Glei
hgewi
htung als au
h eine asymmetris
he Gewi
htung der Kurse verwendet.Parameter Bedeutung Wert
K Ausübungspreis 1000
T Laufzeit 0.25
r Zins 0.05
σ1 Volatilität des ersten Kurses 0.20
σ2 Volatilität des zweiten Kurses 0.15
λ Sprungintensität 0.10
ρ Korrelationskoe�zient:unkorreliert 0.00negativ korreliert −1.00Tabelle 6.14: Parameter der Bere
hnungen eines zweidimensionalen Baskets.In Abbildung 6.18 sind die bere
hneten Optionspreise für den Fall unkorrelierter Aktien-kurse (Korrelationskoe�zient ρ= 0.0) dargestellt, links für glei
hgewi
htete Kurse, re
htsfür Kurse S1, S2 gewi
htet mit w1 = 0.3 und w2 = 0.7. Abbildung 6.19 zeigt die Options-preise für den Fall negativ korrelierter Aktienkurse (ρ=−1.0). Dieser bedeutet, dass si
hdie Bewegung des einen Aktienkurses negativ auf den Wert des anderen auswirkt. 95
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he Ergebnisse
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hgewi
htder Kurse (re
hts).
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maxAbbildung 6.19: Optionspreis für zwei korrelierte Aktienkurse mit vers
hiedenen Gewi
h-tungen der Kurse: Glei
hgewi
ht der Kurse (links), Unglei
hgewi
ht derKurse (re
hts).Den Abbildungen 6.18 und 6.19 entnehmen wir einen Anstieg des Optionspreises für wa
h-sende Kurse S1 und S2. Hierbei resultiert eine Glei
hgewi
htung der Kurse in einem Op-tionspreis, der symmetris
h bezügli
h S1 und S2 ist, vgl. Abbildung 6.18 und 6.19 links.Im Gegensatz dazu verdeutli
hen Abbildung 6.18 und 6.19 re
hts die unters
hiedli
he Ge-wi
htung der Kurse. Wie an den Abbildungen zu sehen ist, hat der geringer gewi
hteteKurs au
h einen entspre
hend geringeren Ein�uss auf den Optionspreis des Baskets. Der�Kni
k�, den die Auszahlungsstruktur in der Lösung induziert, wird entlang des geringergewi
hteten Kurses verzogen.Um den Unters
hied der Optionspreise bei unkorrelierten und korrelierten Aktienkursenstärker hervorzuheben, sind in Abbildung 6.20 die Di�erenzen der entspre
henden Lösun-gen sowohl für die glei
hgewi
htete als au
h für die asymmetris
he Auszahlungsfunktiondargestellt. Im Folgenden bezei
hnet

VDi�erenz = Vunkorreliert − Vkorreliertdie Di�erenz der korrelierten und unkorrelierten Optionspreise. Zusätzli
h sind auf derre
hten Seite jeweils die zugehörigen Konturlinien abgebildet.Abbildung 6.20 zeigt, dass si
h die beiden Optionspreise hauptsä
hli
h in einem Gebiet um96
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Abbildung 6.20: Di�erenz der Optionspreise für unkorrelierte und korrelierte Aktienkursebei einer glei
hgewi
hteten und einer unglei
hgewi
hteten Auszahlungs-funktion.den Ausübungspreis unters
heiden. Der Optionspreis des Baskets ist im Fall korrelierterAktienkurse kleiner als im Fall unkorrelierter Aktienkurse. Dies ist au
h zu erwarten, dader Berei
h um den Ausübungspreis K generell von groÿer Bedeutung für den Preis derOption ist. In einem Gebiet um K ents
heidet si
h nämli
h, ob die Option überhaupt einenWert hat, oder ob sie verfällt.Die positive Di�erenz, d.h. der gröÿere Preis der Option im Fall unkorrelierter Aktienkur-se, entsteht aus dem erwarteten, höheren Gesamtkurs des Baskets. Zur Begründung deserwarteten, höheren Gesamtkurses betra
hten wir den Ein�uss der Korrelation ρ auf dieEntwi
klung der einzelnen Kurse. Anhand von Glei
hung (5.1) stellen wir fest, dass un-ters
hiedli
he Korrelationen zu einer Veränderung der Volatilität eines einzelnen Kursesführen. Im Einzelnen ergeben si
h folgende Änderungen:Eine negative Korrelation bewirkt eine Verringerung der Volatilität und führt somit imVerglei
h zu unkorrelierten Aktienkursen zu einem geringeren, erwarteten Kurswert. Derhier ni
ht betra
htete Fall der positiven Korrelation resultiert in einer Verstärkung derVolatilität und einem somit gröÿeren, erwarteten Aktienkurswert.Abs
hlieÿend betra
hten wir nun no
h die Konvergenz des Gesamtverfahrens in zwei Di-mensionen analog zu den Untersu
hungen des eindimensionalen Problems (vgl. Abs
hnitt6.5.6). Dabei untersu
hen wir die Fälle korrelierter und unkorrelierter Kurse mit zugrun-de liegender Lognormalverteilung sowie zusätzli
h den Fall korrelierter Aktienkurse beiverwendeter CGMY-Verteilung mit unendli
her Variation. Den Ergebnissen aus Abs
hnitt6.5.4 folgend wird zur Integration der Verteilungsfunktion in beiden Fällen die Simpson-97
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he Ergebnisseregel benutzt. Da in zwei Dimensionen keine ges
hlossene Lösung zur Bere
hnung desBasket-Optionspreises bekannt ist, verwenden wir für die Konvergenzuntersu
hung analogzu Abs
hnitt 6.5.6 eine numeris
he Lösung als Referenzlösung. Bedingt dur
h den höhe-ren numeris
hen Aufwand des Verfahrens im Verglei
h zu einer Dimension (vgl. Abs
hnitt5.3) haben wir die Lösung mit 210×210 Orts- und 210 Integraldiskretisierungspunkten alsReferenzlösung gewählt.Numeris
he Experimente haben ergeben, dass die Sensitivität des Verfahrens bezügli
hdes Ausübungspreises K no
h wesentli
h gröÿer ist als bereits in einer Dimension festge-stellt wurde (siehe Abs
hnitt 6.5.1). Es müsste also analog zu Abs
hnitt 6.5.3 überprüftwerden, ob si
h die dort vorgestellten Verbesserungen der Robustheit au
h auf den zwei-dimensionalen Fall übertragen lassen oder ob beispielsweise eine bezügli
h K adaptierteDiskretisierung notwendig ist. Aus diesen Gründen bes
hränken wir uns auf den Fall K=1.
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Lognormalverteilung, korrelierte Kurse
Lognormalverteilung, unkorrelierte Kurse
CGMY, korrelierte KurseAbbildung 6.21: Konvergenz der Bere
hnung des Basket-Optionspreises.Abbildung 6.21 und Tabelle 6.15 zeigen die gemessenen Fehler und die zugehörigen Kon-vergenzraten für die drei angegebenen Fälle. Die betra
hteten Fehler und Raten verhaltensi
h für alle Fälle analog. Es ergibt si
h zunä
hst eine Rate von etwa 1

2 , die jedo
h mitzunehmender Verfeinerung der Diskretisierung auf etwa 0.8 ansteigt.Dur
h die verwendeten Grundbausteine des Verfahrens (zentrale Di�erenzen für die Orts-diskretisierung, explizite Behandlung des Integrals, implizite Zeitdiskretisierung) erwartenwir analog zum eindimensionalen Fall eine Rate von 1, da von keinem dieser Einzelverfahreneine Vers
hle
hterung der Konvergenz in zwei Dimensionen zu erwarten ist. Auf Grund deshohen numeris
hen Aufwandes konnten jedo
h ni
ht die nötigen Verfeinerungen des Gitterserrei
ht werden, um die asymptotis
he Konvergenzrate experimentell zu ermitteln. Die mitfeiner werdender Diskretisierung ansteigende Konvergenzrate deutet allerdings darauf hin,dass die erwartete Rate von 1 errei
ht werden kann.
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Lognormalverteilung,unkorrelierte Kurse

N ·Mk N Mk erel ρ

4 4 1 7.41941e−03 -
8 8 1 4.65505e−03 6.72e−01

16 16 1 5.65780e−03 −2.81e−01
64 32 2 2.93057e−03 4.74e−01

256 64 4 1.36583e−03 5.50e−01
1024 128 8 6.09260e−04 5.82e−01
4096 256 16 2.52110e−04 6.36e−01

16384 512 32 8.20612e−05 8.09e−01Lognormalverteilung,korrelierte Kurse
N ·Mk N Mk erel ρ

4 4 1 7.53219e−03 -
8 8 1 4.72973e−03 6.71e−01

16 16 1 5.69676e−03 −2.68e−01
64 32 2 2.93711e−03 4.77e−01

256 64 4 1.37542e−03 5.47e−01
1024 128 8 6.15771e−04 5.79e−01
4096 256 16 2.57352e−04 6.29e−01

16384 512 32 8.72810e−05 7.80e−01CGMY-Verteilung,korrelierte Kurse
N ·Mk N Mk erel ρ

4 4 1 5.76454e−03 -
8 8 1 3.11757e−03 8.86e−01

16 16 1 4.77317e−03 −6.14e−01
64 32 2 2.51964e−03 4.60e−01

256 64 4 1.14783e−03 5.67e−01
1024 128 8 4.80230e−04 6.28e−01
4096 256 16 1.86581e−04 6.81e−01

16384 512 32 5.78183e−05 8.45e−01Tabelle 6.15: Konvergenz des Gesamtverfahrens für einen zweidimensionalen Basket.
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Kapitel 7S
hlussbemerkungen und Ausbli
kIn dieser Arbeit wurden vers
hiedene numeris
he Verfahren zur Bewertung Europäis
herOptionen vorgestellt und diskutiert. So stellen die ges
hlossenen Lösungen als Anwendungder Bla
k-S
holes-Formel eine einfa
he Mögli
hkeit zur Bere
hnung eines Optionspreisesdar. Die Verwendung einer analytis
hen Lösung ist allerdings nur einges
hränkt, d.h. fürzwei spezielle Sprungverteilungsfunktionen (�Plötzli
her Ruin� und die Lognormalvertei-lung) mögli
h.Eine �exiblere Lösungsmögli
hkeit zur Bestimmung eines Optionspreises ist die Erwar-tungswertentwi
klung. Diese beinhaltet eine Anwendung und Summation der Bla
k-S
holes-Formel, hat jedo
h den Na
hteil, dass für jeden Summanden ein zukünftiger Kurswert be-re
hnet werden muss. Es wurde gezeigt, dass das Monte-Carlo-Verfahren, das die Bestim-mung des erwarteten Kurswertes ermögli
ht, mit einer Konvergenzrate von 1
2 konvergiert.Allerdings muss diese Bestimmung für jeden Summanden erfolgen und somit erhöht si
hder Aufwand zur Optionspreisbere
hnung um einen konstanten Faktor.Besser eignet si
h hingegen die Verwendung des Monte-Carlo-Verfahrens für die vollstän-dige Simulation der Kursbewegung mit zugrunde liegendem Sprung-Di�usions-Modell. Indiesem Fall ist das Monte-Carlo-Verfahren zur Ermittlung des Optionspreises nur einmalanzuwenden. Au
h dieses Verfahren konvergiert mit einer Konvergenzrate von 1

2 . Der Auf-wand ist im Verglei
h zur Erwartungswertentwi
klung aber geringer, da das Verfahren nureinmal dur
hgeführt werden muss.Bei der Untersu
hung der Lösung der PIDE wurde besonders der Ein�uss vers
hiedenerParameter (Zins, Volatilität, Laufzeit und Ausübungspreis) betra
htet. Es stellte si
h her-aus, dass das Verfahren völlig robust gegenüber Änderungen des Zinssatzes ist. Für jedeWahl des Parameters wird eine Konvergenzrate von 2 erhalten und selbst die Fehler sindfür jede Parameterwahl fast identis
h. Eine Verlängerung der Laufzeit wirkte si
h ebenfallsni
ht in einer Vers
hle
hterung der Konvergenzrate aus, diese blieb weiterhin 2. Die Wahleiner kleinen Volatilität vers
hle
hterte die Konvergenz erhebli
h. Diese Vers
hle
hterungkonnte auf die Diskretisierung der ersten Ableitung mit zentralen Di�erenzen zurü
kge-führt werden. Die Verkleinerung der Volatilität bewirkt eine Verminderung des Di�usions-und eine Verstärkung des Konvektionsterms und führt somit zu einer Instabilität der zen-tralen Di�erenzen der ersten Ableitung. Das Problem der Instabilität konnte dur
h eineDownwind-Diskretisierung der ersten Ableitung für kleine Volatilitäten behoben werden.Dur
h diese Anwendung ist nur eine Konvergenzrate von 1 zu beoba
hten, aber somit istdie Stabilität der Diskretisierung gewährleistet. Der Parameter K, der Ausübungspreis,lieÿ für eine Vergröÿerung des Parameters eine deutli
he Vers
hle
hterung der Konvergenzerkennen. Die Vers
hle
hterung der Konvergenz für groÿe Ausübungspreise konnten jedo
hauf das Diskretisierungsgebiet zurü
kgeführt werden. Dur
h die Verwendung eines loga-rithmis
hen Diskretisierungsgitters sind im Berei
h groÿer Kurswerte nur wenige Diskreti-sierungspunkte gegeben. Dur
h die Mögli
hkeit, die Diskretisierungsgebiete des PDE-Teilsund des Integrals unters
hiedli
h zu wählen, konnte dur
h eine Vers
hiebung des PDE-Diskretisierungsgebietes der Erhalt der Konvergenzrate 2 jedo
h gewährleistet werden. Es101
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hlussbemerkungen und Ausbli
kzeigt si
h, dass für eine gute Konvergenz der Ausübungspreis in der Mitte der Diskretisie-rungspunkte liegen sollte.Somit konnte ein robustes Verfahren zur Lösung der PIDE entwi
kelt werden, das si
hau
h hinsi
htli
h seiner Flexibilität zur Verwendung vers
hiedener Verteilungsfunktionenauszei
hnet. Es können Verteilungsfunktionen mit endli
her und unendli
her Variation undAktivität eingesetzt werden, deren Bere
hnung mit einfa
hen Kollokationsverfahren mög-li
h ist. Die Konvergenzrate des Verfahrens beträgt für alle Sprungverteilungsfunktionen 1.Die Anwendung des Verfahrens auf Basket-Optionen ermögli
ht au
h die mehrdimensio-nale Bere
hnung von Optionspreisen mit zugrunde liegendem Sprung-Di�usions-Modell.Au
h im mehrdimensionalen Fall ist der Einsatz vers
hiedenster Sprungverteilungsfunktio-nen mögli
h und es wird für das Gesamtverfahren eine Konvergenzrate von etwa 1 erzielt.Zwar ermögli
ht die explizite Behandlung des Integrals in einer Dimension das direkteLösen des Glei
hungssystems mit Aufwand O(N), jedo
h ist au
h die Auswertung desIntegrals relativ aufwändig, so dass eine implizite Behandlung des Integrals mit ans
hlie-ÿender Matrixkompression verglei
hend betra
htet werden sollte. Zusätzli
h könnten danndie Kollokationsverfahren zur Auswertung des Integrals dur
h ein Galerkin-Verfahren er-setzt werden. Weiterhin sollte das Verfahren zur Bere
hnung der Basket-Optionen genauerhinsi
htli
h der Konvergenz und Robustheit untersu
ht werden. So sollten na
h Mögli
hkeitdie Verbesserungen des eindimensionalen Verfahrens übertragen oder der Einsatz andererMethoden wir Adaptivität überprüft werden.
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