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Einleitung

Der Zusammenhang zwischen der Glattheit einer periodischen Funktion und dem Ab-
fall ihrer Fourierkoeffizienten ist seit langem bekannt [Ar61, Ad75, Tri78] und es gelten
ahnliche Zusammenhénge auch fiir nicht periodische Funktionen und deren Koeffizi-
enten beziiglich anderer Multiskalenbasen [But68, Dah92, 0s92]. In der Numerik wird
dieser Zusammenhang in vielfacher Weise ausgenutzt, zum Beispiel bei der Konstruk-
tion von Fehlerschidtzern zur Steuerung adaptiver Verfeinerungen bei der approxima-
tiven Losung von Operatorgleichungen [Babu94, Ve94, Da97al, bei der Konstruktion
von optimalen Vorkonditionierern [Dah92, 0s92, Bram90, Zh92|, bei der Kompressi-
on von Operatoren [DeV92, Dah93], wie auch bei der (nichtlinearen) Approximation
[Da97a, DeV98b]. Man kann sagen, dafi die Charakterisierung von Glattheitsklassen
von Funktionen durch bestimimte Eigenschaften der Koeffizienten inzwischen ein wohl-
bekanntes Instrument in der numerischen Analysis ist und den Ausgangspunkt fiir die
Entwicklung méchtiger Techniken in der Approximationstheorie darstellt. Die folgende
Abbildung zeigt eine unvollstandige Darstellung von Anwendungsbereichen.

Fehlerabschitzungen
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Eine zentrale Rolle spielt dieser Zusammenhang bei der Konstruktion von Algorith-
men zur Approximation von Funktionen und zur Approximation von Ldsungen von
Differential- oder Integralgleichungen, genauer bei der Auswahl geeigneter Approxi-
mationsraume und Basen. Bei einer schlechten Wahl der Approximationsraume (bezie-
hungsweise der Basen) leidet die Approximationsordnung, was in der Praxis zu nur sehr
langsam konvergierenden Verfahren, beziehungsweise — bei hoherdimensionalen Proble-
men — zu Algorithmen mit zu hohen Anforderungen an Speicher- wie auch Rechenkapa-
zitaten fithrt. Gesucht sind deswegen Approximationsraume, die die iiber ein Problem
vorhandene Information tiber zum Beispiel die lokale oder globale Glattheit der zu
approximierenden Funktion optimal ausnutzen. Eine solche Anpassung der Approxi-
mationsraume an die lokale Glattheit der zu approximierenden Funktion 1a8t sich bei
der Losung von Operatorgleichungen einerseits a-posteriori durchfithren, das heifit in
diesem Zusammenhang wiahrend der Losung, indem die durch geeignete Fehlerschétzer
gewonnene Information dazu benutzt wird, die Approximationsraume so zu verandern,
dafl moglichst wenige Freiheitsgrade gentigen um gute Approximationen zu erhalten
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[Babu78, Ve94]. Andererseits lassen sich ebenso a-priori vorhandene Informationen iiber
insbesondere die globale Glattheit der rechten Seite oder der Losung bei der Konstruk-
tion von Approximationsraumen verwenden. Letzteres ist von entscheidender Bedeu-
tung insbesondere bei Problemen in héheren Raumdimensionen. Trotz der schnellen
Entwicklung in der Computertechnologie sind in solchen Féllen viele Probleme einer
direkten numerischen Simulation aufgrund ihrer hohen Komplexitédt nicht zuganglich.
Das heifit, eine angemessene Genauigkeit erfordert zu viele Unbekannte, beziehungswei-
se der Aufwand pro Unbekannter ist zu gro8. Schon bei dreidimensionalen Problemen,
wie zum Beispiel bei Problemstellungen aus der Stromungsmechanik oder der direkten
Turbulenzsimulation ist der fiir eine hinreichende Genauigkeit erforderliche Aufwand
sehr grof.

Die Abhéangigkeit von der Raumdimension n des zur Losung einer Operatorgleichung
notigen Aufwands ist in erster Linie bestimmt durch die Glattheit der beteiligten
Funktionen (wie rechter Seite, Losung und eventueller Koeffizientenfunktionen). Ein
typisches Glattheitsmafl ist hier gegeben durch isotrope Sobolevrdume [Ad75]. An-
dere (starkere) Glattheitsvoraussetzungen konnen die Abhéngigkeit der Komplexitat
von der Dimension verringern und eine approximative Losung solcher Probleme wie-
der moéglich machen, indem Unterrdume mit relativ grofier Dimension, die jedoch nur
wenig zur Fehlerreduktion beitragen, identifiziert und aus dem Approximationsraum
weggelassen werden. In Extremfillen lassen sich dann Algorithmen konstruieren, de-
ren Kosten zur Losung bis auf e-Genauigkeit asymptotisch unabhéngig sind von der
Dimension des Problems [Bun99]. Bei Problemen mit Integraloperatoren ergibt sich
noch die zusétzliche Schwierigkeit, daBl der Aufwand bei der Losung sich durch den
eventuell globalen Kern des Operators drastisch erhoht. Dies duflert sich darin, daf die
Steifigkeitsmatrizen von Galerkindiskretisierungen von Integraloperatoren im Gegen-
satz zu denen von Differentialoperatoren voll besetzt sind [Hac89a]. Auch hier ist die
Situation jedoch so geartet, dafl die Abhéngigkeit der Komplexitét des Problems von
der Glattheit der Losung abhédngt und fiir entsprechende Glattheitsvoraussetzungen
die Komplexitat des Problems entsprechend vermindert ist.

Als geeignete Glattheitsmafle fiir Probleme in hoheren Dimensionen haben sich insbe-
sondere Tensorprodukte von eindimensionalen Sobolevraumen herausgestellt [Tem93b].
Zusammen mit Tensorprodukt-Basen lassen sich dann geeignete Approximationsraume
angeben. Entsprechende Konstruktionen wurden bereits in [Babe60, Sm63] unter dem
Namen “hyperbolisches Kreuz”-Approximationsraume (auch Diinne Gitter oder Bool-
sche Blending-Schemata) eingefithrt. In diesen Approximationsraumen ist die Zahl der
Freiheitsgrade gegeniiber dem zugeordneten vollen Gitter signifikant reduziert, von
O(2'") im Fall des vollen Gitters auf O(27J"~") im Fall des hyperbolischen Kreu-
zes (J: Level der Diskretisierung, n: Raumdimension). Gleichzeitig wird bei der Ap-
proximation von Funktionen aus solchen Tensorproduktréumen die Genauigkeit der
Approximation in Abhangigkeit von der Fehlernorm anndhernd aufrecht erhalten und
dies trotz der erheblich verminderten Anzahl der Freiheitsgrade, sieche zum Beispiel
[Tem89]. Damit wird das Verhéltnis von Aufwand zu Genauigkeit im Vergleich zu vol-
len Gittern erheblich verbessert und der Aufwand zur Lésung von Differential- oder
auch Integralgleichungen kann sehr stark reduziert werden [Bun92, Gri98c¢|.
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Fiir die Verringerung des Aufwands bei der Losung von Integralgleichungen &8t sich
der Zusammenhang zwischen der Glattheit einer Funktion und dem Abklingverhalten
ihrer Multiskalenkoeffizienten auch in Bezug auf den Kern statt auf die Losung oder
die rechte Seite der Operatorgleichung ausnutzen. Besitzt der Kern bestimmte Glatt-
heit, das heiit bestimmte Abklingeigenschaften im Fourierraum, so 1afit sich dies zur
Definition von Kernapproximationen nutzen, die wiederum sehr wenig Gitterpunkte
benotigen [Pe89].

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, geeignete Tensorprodukt- Approximationsraume fir
die Approximation von Differential- und Integralgleichungen zu bestimmen und dabei
auflerdem einen Beitrag zur Beantwortung der folgenden Fragen zu liefern: Wie sehen
sinnvolle und relevante Glattheitsmafle fiir Operatorprobleme aus? Wie sollten Ap-
proximationsraume in Abhéngigkeit von den Glattheiten der betrachteten Funktionen
beziehungsweise Operatoren konstruiert werden? Was 1afit sich iiber die Kosten von
Losungsalgorithmen sagen? Wie hangen die Ergebnisse von den Glattheitsparametern
ab, insbesondere, gibt es Unterschiede bei Operatoren positiver beziehungsweise ne-
gativer Ordnung? Wie kann man (Integral-) Operatoren durch Tensorprodukt-Basen
komprimieren?

Zur Beantwortung dieser Fragen definieren wir geeignete zweiparametrige Glattheits-
mafle, die die isotropen Sobolevraume wie auch die Sobolevraume mit dominieren-
der gemischter Glattheit enthalten, und wir fithren eine Sequenz von Approximati-
onsraumen ein die sowohl Vollgitter-Approximationsraume wie auch die “hyperboli-
sches Kreuz”-Approximationsraume beinhalten. Diese Konstruktionen geben uns die
notige Flexibilitat, die bei der Konstruktion von “hyperbolisches Kreuz”-Approxima-
tionsraumen verwendeten Ideen zu verallgemeinern und den Zusammenhang zwischen
der optimalen Wahl von Approximationsrdumen und den zugrundeliegenden Glatt-
heitsannahmen genauer zu untersuchen. Auflerdem erlauben sie uns Aussagen iiber
optimale Approximationsrdume fiir elliptische Operatoren. Es zeigt sich, dafl die Wahl
geeigneter Approximationsrdume nur vom Verhaltnis zwischen dem Anteil an isotroper
Glattheit und dem Anteil an gemischter Glattheit abhéngt. In diesem Sinne verallge-
meinern wir insbesondere Aussagen aus [Bun99] iiber die Poisson-Gleichung auf Opera-
toren beliebiger Ordnung, insbesondere auch auf Integraloperatoren. Die Anwendung
des Diinngitteransatzes auf Randintegralgleichungen (das heifit die Verwendung von
Dinngitter-Approximationsraumen als Finite Elemente Raume bei der Diskretisierung
im Galerkinverfahren) bietet sich schon deswegen an, weil der Kompressionsschritt, der
notig ist um Algorithmen mit optimalem Aufwand zu erhalten [Schn98], eventuell ver-
mieden werden kann. Als Nebenprodukte unserer Untersuchungen erhalten wir auch
Blending-Schemata fiir unsere Approximationsraume.

Beziiglich der Kompression von Integraloperatoren untersuchen wir einerseits, wie der
Abfall der Kernfunktion im Fourierraum zusammen mit der Glattheit der Losung des
Operatorproblems ausgenutzt werden kann, um geeignete Approximationsraume fir
den Kern zu konstruieren. Das Konstruktionsprinzip ist sehr &hnlich zu dem bei der Ap-
proximation von Funktionen und fithrt ebenfalls zu Verallgemeinerungen der Diinnen
Gitter und unter bestimmten Voraussetzungen an die Glattheit des Kerns, die Norm
in der der Fehler gemessen wird und bei geeigneter Wahl der Réume, zu (fast) opti-
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maler Kompression. Aufgrund der Produktstruktur des Integranden und der daraus
resulierenden Abfallgesetze der Koeffizienten des Integranden ist dieser Ansatz auch
bei rein isotroper Glattheit erfolgreich [Pe89]. Es ergeben sich ahnliche Aussagen wie
im Fall der Approximation von Funktionen. Insbesondere zeigen wir wieder, wie die
Kompressionsrate von der Norm abhangt in der der Fehler gemessen wird. In diesem
Sinne verallgemeinern wir insbesondere Ideen aus [Pe89, Fro6].

Auflerdem untersuchen wir noch eine Kompressionstrategie, die auf dem Abklingen
des Kerns 1umn physikalischen Raum beruht. Verwendet man dann z.B. biorthogonale
Waveletbasen mit einer hinreichend hohen Zahl von verschwindenden Momenten, so
kénnen viele Eintrage in der Diskretisierungsmatrix durch Null ersetzt werden ohne
die Approximationsordnung zu zerstoren. Dabel untersuchen wir, nach welchen Krite-
rien Eintrage in der Steifigkeitsmatrix zu Null gesetzt werden kénnen. Wir beschafti-
gen uns hier mit der Frage wie entsprechende Konstruktionen fiir Tensorprodukt-
Approximationsraume aussehen und wie diese Art von Kompression mit Diinngitter-
Diskretisierungen und den von uns betrachteten Glattheitsmaflen zusammenspielt.
Fir Nicht-Tensorprodukt Wavelets auf einem vollen Gitter des Levels J wurde dies-
beziiglich in [Dah93, Schn98| gezeigt, dal diese a-priori Kompression bei Pseudodiffe-
rentialoperatoren mit bestimmtem Abfallverhalten im physikalischen Raum so durch-
gefithrt werden kann, dafy die Anzahl der Eintrage der Steifigkeitsmatrix nach Kompres-
sion nur noch von der Ordnung O(J*27") mit einem k& € RY ist, siche auch [Dah94].
Unter bestimmten Voraussetzungen an die Anzahl der verschwindenen Momente der
primalen und der dualen Wavelets, sagt die Theorie sogar voraus, daf es maoglich ist
k = 0 7zu setzen, das heiBt die komprimierte Steifigkeitsmatrix hat O(27") Eintrige —
im Gegensatz zu O(22/") Eintrégen fiir die unkomprimierte Steifigkeitsmatrix [Schn98].

Insgesamt beschiftigen wir uns also in dieser Arbeit mit drei Arten der Approximation
bzw. Kompression, die auf drei unterschiedlichen Kriterien beruhen, und zwar auf

o der Glattheit der Losung bzw. der rechten Seite des betrachteten variationellen
Problems (d.h. auf dem Abklingen im Fourierraum),

¢ der Glattheit des Kerns des betrachteten Integraloperators (d.h. auf dem Abklin-
gen im Fourierraum),

o dem Abklingen des Kerns des betrachteten Integraloperators im physikalischen
Raum.

Die vorliegende Arbeit 1st wie folgt gegliedert:

Kapitel 1 der Arbeit fithrt notwendige Notation ein und schildert die Problemstellung
der wir uns dann in den folgenden Kapiteln widmen.

In Kapitel 2 werden die Glattheitsklassen definiert die in dieser Arbeit betrachtet wer-
den. Es handelt sich dabei um eine Mischung aus isotropen Sobolevraumen und Sobo-
levrdumen mit dominierenden gemischten Glattheiten, die sich durch Schnitte aus Ten-
sorprodukten eindimensionaler Sobolevraume ergeben. Die entstehenden Sobolevraume
sind zwelparametrig, wobel der eine Parameter die gemischte Glattheit bestimmt und
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der andere die isotrope Glattheit. Aulerdem werden in aller Kiirze Tensorprodukt-
Multiskalenbasen definiert und der Zusammenhang zwischen der Glattheit einer Funk-
tion und dem Abfall der Koeffizienten in der Multiskalenbasis exemplarisch dargestellt.
Weiterhin werden Normaéaquivalenzen fiir diese Tensorprodukt-Multiskalenbasen und die
von uns betrachteten Glattheitsklassen aus eindimensionalen Norméquivalenzen herge-
leitet. Diese zeigen den Zusammenhang zwischen dem Abfall der Koeffizienten in einer
Multiskalendarstellung und der Glattheit der betrachteten Funktion.

In Kapitel 3 wenden wir uns der Konstruktion von Approximationsraumen fiir die in
Kapitel 2 definierten Glattheitsklassen zu. Nach einem einleitenden Abschnitt definie-
ren wir eine Sequenz von Approximationsrauien, die sowohl die Vollgitterraume als
auch die “hyperbolisches Kreuz”-Réume beeinhaltet. Dann untersuchen wir die Appro-
ximationseigenschaften dieser Rdume und schéitzen deren Dimension ab. Insbesondere
bestimmen wir diejenigen Fille, in denen sich der Vollgitter-Approximationsraum be-
ziehungsweise die “hyperbolisches Kreuz”-Approximationsraume durch kleinere Appro-
ximationsraume ersetzen lassen, ohne daf} sich die Approximationsordnung verschlech-
tert. Dabei verwenden wir der Einfachheit halber zu Beginn stabile Zerlegungen. Dann
zeigen wir unter welchen Voraussetzungen die Approximationsresultate auch fiir nicht
stabile Zerlegungen Giiltigkeit haben. Als ein wichtiges Beispiel betrachten wir geson-
dert trigonometrische Approximationsraume.

Da die resultierenden Approximationsraume im allgemeinen numerisch nicht so einfach
zu handhaben sind wie Standardrdume die mit vollen Gittern assoziiert sind, geben
wir Blending-Schemata fiir die Darstellung von Funktionen aus unseren Approximati-
onsraumen an. Funktionen aus diesen Approximationsraumen konnen namlich als Sum-
me von Approximationen auf vollen Gittern mit unterschiedlichen Gitterweiten in ver-
schiedene Koordinatenrichtungen dargestellt werden. Diese Idee wurde im Zusammen-
hang mit hyperbolischen Kreuzen zum Beispiel in [Bas85, Bas89, De89, Gon89, Gri92]
benutzt und kann in einfacher Weise auf den hier vorgestellten allgemeineren Fall er-
weitert werden. Auf diese Weise kann die Notwendigkeit komplizierter Datenstruktu-
ren umgangen werden. Dariiberhinaus erlaubt dieser Ansatz die direkt Verwendung
von hierarchischen Methoden, wie Multilevelmmethoden und schneller Fouriertransfor-
mation, wie sie bereits in [Bas89, Hal92, Bi99] fiir die hyperbolischen Kreuze verwendet
wurden. Dann erlautern wir in Anlehnung an [Bun99] wie unsere Approximationsraume
durch eine Optimierung hergeleitet werden kénnen.

Den Abschluf dieses Kapitels bilden Anwendungsbeispiele aus den Bereichen Approxi-
mation und Interpolation, Differential- und Integralgleichungen. Wir beschéftigen uns
mit der Frage, wie viele Gitterpunkte benotigt werden um eine vorgegebene Genauig-
keit bei der Approximation zu erreichen und ob diese Zahl von der Dimension abhéngig
ist oder nicht. Dann diskutieren wir die Eignung unserer Approximationsraume fiir
die Losung von Operatorgleichungen. Dazu werden zuerst einige Bemerkungen iber
Vorkonditionierer gemacht. Insbesondere diskutieren wir in Anlehnung an [Gri94b]
einen BPX-artigen Vorkonditionierer fiir Diskretisierungen auf unseren neuartigen Ap-
proximationsraumen der zu einer Kondition der vorkonditionierten Steifigkeitsmatrix
von O(J"7?%) fithrt. AuBerdem stellen wir ein Resultat beziiglich eines Zweilevelver-
fahrens vor, bei dem ein Diinngitterraum als Grobgitter verwendet wird. Wir zeigen,
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dafl auf diese Weise keine vom Level der Diskretisierung unabhéngige Konvergenzrate
erzielt werden kann. Dann werden die Kosten zur Lésung von Operatorgleichungen ab-
geschéatzt. Insbesondere zeigen wir, fiir welche Glattheitsklassen das Poisson-Problem
mit einem (asymptotisch) von der Dimension unabhiangigen Aufwand gelost werden
kann. Dabei verbessern und verallgemeinern wir ein Resultat von [Bun99], in dem eine
Teilmenge des hyperbolischen Kreuzes zusammen mit stiickweise multi-linearen Spli-
nes als Basen zur Konstruktion eines Algorithmus zur Losung des Poisson-Problems
verwendet wird, dessen Kosten unabhédngig von der Dimension sind.

In Kapitel 4 widmen wir uns der Approximation bzw. Kompression von Integralope-
ratoren. Wir untersuchen, welche Approximationsraume zur Approximation der Kern-
funktionen in Abhéngigkeit von deren Glattheit und der Glattheit der Losung am
besten geeignet sind. Die Vorgehensweise ist dabei dhnlich zu der bei der Konstruktion
der Approximationsraume fiir Funktionen in Kapitel 3. Insbesondere zeigen wir, dafl
sowohl die Glattheit der beteiligten Funktionen als auch die Norm in der der Fehler
gemessen wird, bei der Wahl der Approximationsraume berticksichtigt werden sollte.
In Extremfallen sind dann Approximationen moglich bei denen der Einflufl der Dimen-
sion n asymptotisch vollstandig verschwindet. Wir verallgemeinern damit Ergebnisse
von [Fr95, Fr96] in Bezug auf allgemeinere Normen und auf allgemeinere Glattheits-
annahmen. Als ein wichtiges Beispiel betrachten wir trigonometrische Approximati-
onsraume. Weiterhin fithren wir Blending-Schemata an, mit denen dann Algorithmen
konstruiert werden konnen die mit einfachen Datenstrukturen arbeiten und die ein-
fache Anwendung von Multilevelmethoden wie der schnellen Fourier- beziehungsweise
Wavelettransformation erlauben.

Aulerdem untersuchen wir die Kompression von Operatoren durch eine Kompressions-
strategie die auf dem Abfall des Kerns im physikalischen Raum beruht. Dabei werden
kleine Eintrdge in der Steifigkeitsmatrix a-priori (d.h. ohne daf sie berechnet wer-
den) identifiziert, zu Null gesetzt und bei Matrix-Vektor-Multiplikationen nicht beriick-
sichtigt. Dazu geben wir eine Abschétzung fiir die Grofle der Eintrége der Galerkin-
Steifigkeitsmatrix von Integraloperatoren an, geben ein Kompressionsverfahren an und
schitzen den bei der Kompression entstehenden Fehler ab. Dies ermoglicht es, die Kom-
pression so vorzunehmen, daf} (asymptotisch) der durch die Diskretisierung eingefithrte
Fehler durch diese zusdtzliche Kompression nicht vergrofert wird.

In Kapitel 5 fithren wir einige numerische Beispiele zur Theorie der vorhergehen-
den Kapitel an. Wir diskutieren numerische Beispiele zur Interpolation mit bilinea-
ren Splines und mit trigonometrischen Funktionen, zur Losung von Integralgleichun-
gen (Einfachschicht-Potentialgleichung) und zur Approximation von Integraloperato-
ren mit glatten Kernen. Das Ziel hierbei ist, die Effekte zu zeigen, die die Verwendung
unterschiedlicher Approximationsraume mit sich bringen.

Den Abschlufl dieser Arbeit bilden einige Bemerkungen dartiber, wie man zusitzlich
verflighare Informationen iiber den Operator ausnutzen kann um weitere vorteilhafte
Modifikationen der Approximationsrdume durchzufithren. Dies fithrt zum Beispiel zur
Definition anisotroper Diinner Gitter [Roe91]. Dies ist von besonderem Interesse fiir
Operatoren mit grofen Elliptizitdtskonstanten, die wiederum zu grofien Konstanten in
den Abschétzungen der Approximationsfehler fithren.
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1 Notation und Problemstellung

In diesem Kapitel geben wir eine Einfithrung in die Problemstellung und fithren in die in
dieser Arbeit verwendete Terminologie ein. Fiir detailliertere Darstellungen verweisen
wir auf die an den jeweiligen Stellen im Text zitierte Literatur.

Beginnen wir mit ein paar Bezeichnungen. Es sei C' im folgenden eine generische Kon-
stante, die von den Glattheitsannahmen und der Dimension n des Problems, nicht
jedoch von der Anzahl der Level J abhdngen kann. Andere Abhdngigkeiten werden
jeweils angezeigt oder sollten aus dem Kontext klar sein. Multiindizes (Vektoren)
werden fett geschrieben, zum Beispiel j fir (j1,...,7,). Ungleichungen wie 1 < t
oder 1 < 0 sind komponentenweise zu lesen. Auferdem benutzen wir die Notatio-
new [jh = [n] + -+ |jnls il = maxicica{lsil} wnd [j, k1 = |jh + [k|i, [j. k|l =
max{|j|eo, |K|s }- Der Ausdruck z ~ y bedeutet, dafl es zwei Konstanten C;, Cy gibt, so
daBl Cy -y < 2 < Cy -y gilt. Abhéngigkeiten der Konstanten von irgendwelchen Para-
metern, von denen z oder y abhidngen mogen, sollten immer aus dem Zusammenhang
klar sein.

Was wir bei dem von uns betrachteten Problemkreis einschrinken sind die Geome-
trie des Problems und die Randbedingungen, da wir die einfache Anwendbarkeit von
Tensorprodukt-Konstruktionen erméglichen wollen. Dies 1afit sich am leichtesten auf
dem Wiirfel mit periodischen Randbedingungen erreichen. Unsere Untersuchungen sind
jedoch nicht auf diesen Fall beschrankt, sondern lassen sich auch auf allgemeinere Pro-
blemstellungen anwenden was wir 1 Text an einigen Stellen ausnutzen werden. Insbe-
sondere allgemeinere Randbedingungen wie natiirliche oder homogene Randbedingun-
gen und allgemeinere Gebiete sind maoglich, insoweit sie Tensorprodukt-Konstruktionen
zulassen, siche [Ho00]. Mit T" bezeichnen wir den n-dimensionalen Torus. Wir stellen

T" dar als Wiirfel
T:=1[01,T"=TxTx---xT,

wobei gegeniiberliegende Seiten identifiziert werden. Mit £*(T™) bezeichnen wir den
Raum der L*-integrablen Funktionen auf dem n-dimensionalen Torus 7" und mit
H!,t € R, bezeichnen wir eine Skala von isotropen Sobolev Réumen in n Dimen-
sionen [Ad75]. Definitionen und allgemeinere Sobolevraume finden sich in Kapitel 2.
Wenn die Bedeutung aus dem Kontext klar ist schreiben wir £? anstelle £2(T") und
analog fiir andere Funktionenrdaume.

Wir betrachten ein elliptisches variationelles Problem: Zu einer gegebenen Funktion

feH* seR,finde u € H?, so daBl
a(u,v) = (f,v) Yo e H* (1.1)
gilt, wobei a eine symmetrische positiv definite Bilinearform sei, die der Relation
ao,0) = ol (12
geniigt. (Offensichtlich ist die untere Abschitzung a(u,u) > o - ||ulj3. in (1.2) im

allgemeinen fiir Probleme auf dem Torus nicht erfullt, falls nicht zuséatzliche Bedingun-
gen erfiillt sind, die die Eindeutigkeit der Losung von (1.1) garantieren. Im folgenden




nehmen wir an, daf§ die Losung des variationellen Problems (1.1) eindeutig ist. Man
beachte, daf§ wir bei der Konstruktion von Approximationsraumen nur die obere Ab-
schdtzung in (1.2) verwenden werden.)

Modellbeispiele Modellbeispiele fiir (1.1) sind die variationellen Formen
¢ der biharmonischen Gleichung (s = 2)
A%y = f,

die Anwendungen bei der Interpolation von Daten und in der Mechanik elastischer
Korper besitzt [Brae92];

e der (anisotropen) Helmholtz Gleichung (s = 1)
-V -KVu+cu=f

wobel K(z) ~ T und 3C > 0:0 < ¢(z) < C; diese modelliert zum Beispiel eine
Einphasenstromung in einem porésen Medium mit Permeabilitiat K, oder einen
DiffusionsprozeB in einem (moglicherweise) anisotropen Medium, welches durch
den Diffusionstensor K charakterisiert wird [AI88];

e der hypersinguldren Gleichung (s = %)

1 0 9 1
2 () = a0

¢ der Fredholm Gleichung der zweiten Art (s = 0)

o) = [ Klo) ooy = o)
mit gegebener Kernfunktion K, speziell die Doppelschicht-Potentialgleichung

o)== [ m WD)y = f),

c |z —y[?

o der Einfachschicht-Potentialgleichung (s = —1)

[ 2= s (13)

c e —yl 7

Die letzten Beispiele entstehen zum Beispiel durch eine Umformulierung der Poisson-
Gleichung [Hac89a]. Siehe auch [Lon77] fir einige physikalische Hintergriinde und An-

wendungen von Integralgleichungen.
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Die Galerkinmethode Die Galerkinmethode zur numerischen Losung von Proble-
men des Typs (1.1) besteht darin, einen eindlichdimensionalen Unterraum aus H* N £?
zu wiahlen und das variationelle Problem in diesem Unterraumn anstelle von ‘H? zu l6sen,
das heifit anstelle von (1.1) betrachtet man das Problem

a(upg,v) = (f,v) Vo €V} (1.4)

beziiglich eines Finite Elemente Approximationraumes V; C H*® [Brae92]. Dann gilt
aufgrund der H*-Elliptizitat (1.2) und Ceas Lemma [Brae92]

\/a(u—uj,u—uj) ~ ||u — wy||lge > inf ||u— vl (1.5)
veV;

fur den Fehler \/a,(u —uy,u —uy) zwischen der Losung u des kontinuierlichen Pro-
blems (1.1) und der Losung w; des approximativen Problems (1.4) gemessen in der
Energienorm. Man ist also fiir ein gegebenes Element u eines Sobolevraumes H® an
Fehlerabschatzungen des Typs

inf |lu—v]
vEVy

e < C - gl (16)

interessiert. Hierbei bezieht sich .J auf die Feinheit der Diskretisierung, das heifit auf die
Dimension des Approximationsraumes. Bei dyadischer Verfeinerung ist der Ausdruck
g(J) typischerweise von der Form 27*7 mit einem o € R* [DeV93].

Es ist bekannt, daf§ die effizientesten Methoden zur Losung solcher Probleme die In-
teraktion zwischen verschiedenen Skalen der Diskretisierung ausnutzen, wie dies in
Multilevelmethoden [Hac85, Xu92, Ys92, Gri94a] und auch Multipolmethoden [Roh85,
Gre87] und Panel-Clustering-Verfahren [Hac89b] in der einen oder anderen Form ge-
schieht. Multilevelmethoden verwenden eine Sequenz von abgeschlossenen geschachtel-
ten Unterrdumen Vo C Vi C -+ C H* N L? des zugrundeliegenden Hilbertraumes H*
zur Approximation des Problems, deren Vereinigung dicht in H* ist. Fixiert man eine
Basis von Vj so fithrt dies dann zu einem linearen Gleichungssystem

.AJ$J:bJ (17)

der Dimension dim(Vy). Hierbei wird A; als Steifigkeitsmatrix und b, als Lastvektor
bezeichnet. Speicheranforderungen und Rechenzeiten schlieflen 1im allgemeinen direkte
Loser aus, da dim (V) im allgemeinen sehr grof§ ist. Insbesondere fiir Vollgitterraume
mit Verfeinerungsrate zwei gilt dim(V;) = O(2"7). Das heifit, die Dimension des An-
satzraumes V; wichst exponentiell mit der Raumdimension n.

Fiir Differentialoperatoren sind die resultierenden linearen Gleichungssysteme (1.7)
diinn besetzt, falls die Basisfunktionen der Ansatzraume lokale Tréger besitzen. Die
Diskretisierung von Integralgleichungen fithrt hingegen in den meisten Fallen zu voll-
besetzten diskreten Systemen. Das heifit, auf einem reguléren vollen Gitter mit O(2"7)
Unbekannten hat der diskrete Operator O(2*"7) Eintrige.
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Die Problemstellung Bei der iterativen Losung von (1.4) oder (1.7) treten nun die
folgenden Probleme und Fragestellungen auf. Ist es moglich, den Raum V7 als einen Un-
terraum des Vollgitterraumes zu wéhlen, ohne Approximationsgenauigkeit zu verlieren?
Dabei sollte idealerweise gelten, dafl dirn (V) nur polynomial von n abhingt, verglichen
mit einer exponentiellen Abhangigkeit von n fiir den Vollgitterraum. So eine Wahl eines
Finite Elemente Raumes erfordert offensichtlich, dafl man diejenigen Basisfunktionen
die “am meisten” zu einer genauen Darstellung der Lésung des variationellen Problems
beitragen, a-priori identifizieren kann. Die einzige a-priori Information die wir hier in
dieser Arbeit ausnutzen wollen, ist die Glattheit der den betrachteten Problemen zu-
grundeliegenden Funktionen, das heifit der rechten Seite und/oder der Losung und bei
Integralgleichungen die Glattheit des Kerns. Wie kénnen nun diese Informationen itber
die Glattheiten bei der Konstruktion von Approximationsraumen ausgenutzt werden?
Dies umfafit insbesondere auch die Frage ob und wie Eigenschaften des Kerns von In-
tegraloperatoren — wie Glattheit oder Abklingverhalten — ausgenutzt werden koénnen,
um den Aufwand bei der Auswertung von Integralausdriicken und damit den Aufwand
bei der Losung von Integralproblemen zu senken.

Ideen Wir erldutern die Ideen am Beispiel der trigonometrischen Basis. Eine ein-
dimensionale periodische s-mal differenzierbare Funktion w 1afit sich charakterisieren
durch den Abfall ihrer Fourierkoeffizienten c¢x. Der bekannte Zusammenhang lautet, dafl
die Funktion u(z) = >,y cxe*® genau dann s-mal schwach differenzierbar ist, wenn
fiir die Fourierkoeffizienten die Bedingung 3, (1 + |k])**|cx|* < oo gilt, das heift
die Koeffizienten miissen notwendig schueller als (1 + |k|)™* abfallen. Die Frage nach
der Approximierbarkeit einer beliebigen s-mal differenzierbaren Funktion durch eine
Teilmenge der trigonometrischen Ansatzfunktionen 1at sich damit reduzieren auf die
Betrachtung der Differenzen der Fourierkoeffizienten von v und der Fourierkoethizienten
der Approximation.

Verallgemeinerungen auf die optimale Wahl von Approximationsrdumen in hoheren
Dimensionen héngen von den jeweiligen Glattheitsvoraussetzungen und damit dem
Verhalten der Fourierkoeffizienten ab. So fallen die Fourierkoeffizienten bestimmter
multivariater Funktionen wie das Produkt der Frequenzen in verschiedenen Koordina-
tenrichtungen ab. Dies ist zum Beispiel der Fall fiir Funktionen aus Sobolevraumen
mit dominierender gemischter Glattheit [Schim87]. Im Gegensatz dazu verhalten sich
die Fourierkoeffizienten der Standard (isotropen) Sobolevraume wie eine Potenz der
maximalen Frequenz iiber alle Koordinatenrichtungen. Im ersten Fall ist folglich die
trigonometrische Approximation mittels Wiirfeln aus dem Frequenzraum inadaquat,
weil dabei diese besonderen Abfallgesetze nicht berticksichtigt werden. Statt dessen
sollten die Approximationsraume an die Abklingeigenschaften der Fourierkoefhizienten
angepafit werden.

Die Verbindung zwischen der Glattheit einer Funktion und den Abklingeigenschaften
der Koeffizienten in einer Basisdarstellung ist jedoch nicht beschrankt auf den Fall tri-
gonometrischer Approximation und damit auch nicht auf periodische Funktionen. In
der Tat gibt es diesen Zusammenhang in vielen Produktbasen die eine Multilevelstruk-
tur besitzen.



12 Notation und Problemstellung

Anwendung bei der approximativen Lésung von Differential- und Integral-
problemen Beziiglich der approximativen Losung von Operatorgleichungen lassen
sich diese Ideen vorteilhaft einsetzen. Nutzt man die vorhandene Information iiber die
(lokale oder globale) Glattheit der rechten Seite der Gleichung aus und hat man eine
geeignete Basis gewahlt, so sind in der rechten Seite by aus (1.7) viele Eintrage nahe
bei Null. Selbiges 1a3t sich mit der Losung x; durchfithren, da die Glattheit der Losung
durch die Glattheit der rechten Seite und der Rénder und die Abbildungseigenschaften
des Operators Ay vollstandig bestimimt ist. Nutzt man nun den Abfall der Koeflizienten
in der Darstellung der Approximation der Losung beziehungsweise der Approximation
der rechten Seite aufgrund ihrer Glattheit aus, so lassen sich kleine Eintrége a-priori
identifizieren und man kann diese bei der Diskretisierung vernachléssigen. Dadurch ver-
ringert sich die Dimension des Problems. Das heifit, aus dem urspriinglichen Problem

erhalt man ein dimensionsreduziertes Problem

Der Vorteil dieses Ansatzes ist (vorausgesetzt daB die erforderlichen Glattheitsvoraus-
setzungen erfilllt sind), daB die Abhangigkeit der Anzahl der Unbekannten von der
Dimension n des Problems signifikant reduziert wird. In einigen Féllen sogar von einer
exponentiellen zu einer polynomialen Abhangigkeit. Folglich erlaubt diese Technik Pro-
bleme in héheren Dimensionen anzugehen, die mit Vollgitter- Approximationsraumen
nur schwerlich zu behandeln wéren.

Einen dhnlichen Effekt kann man bei Integraloperatoren mit glattem Kern erreichen, in-
dem man geeignete Approximationsraume zu dessen Approximation verwendet. Durch
die Produktstruktur des Integranden ergeben sich spezielle von den Glattheiten abhangi-
ge Abfallgesetze fir die Koeffizienten des Integranden, was dann analog zum Fall der
Approximation von Funktionen ausgenutzt werden kann, um geeignete Approximati-
onsraume fir den Kern zu konstruieren. Dies senkt auf einfache Weise den Aufwand
bei der Integralauswertung und damit auch bei der Lésung von Integralgleichungen.

Kompression von Integraloperatoren Abhingig von der Form des betrachteten
Integraloperators beziehungsweise von der Form des zugehérigen Kerns bietet sich noch
eine weitere Moglichkeit zur Verringerung des Aufwands bei Integralproblemen an. Die-
se ist insbhesondere fiir Probleme mit singuldren Kernen geeignet und kann mit obiger
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Idee der Auswahl geeigneter Ansatz- und Testrdume kombiniert werden. Dabei wird
ein eventueller Abfall des Kerns im physikalischen Raum ausgenutzt, indem man Basen
verwendet, die dann “nahezu” diinnbesetzte Steifigkeitsmatrizen ergeben, wie zum Bei-
spiel biorthogonale Waveletbasen mit einer hinreichend grofien Zahl verschwindender
Momente. Denn dann sind die meisten Eintrage in der Steifigkeitsmatrix nahe bei Null
und koénnen durch Null ersetzt werden, ohne die Approximationsordnung zu zerstéren
[DeV92, Dah93, Schn98]. Man identifiziert also a priori kleine Eintrage im Operator

und setzt diese zu Null:

0 0|0
0|0 0
0/0]/0
0 0 0|0

Ausnutzen dieser Nulleintrdge bei Matrix-Vektor-Multiplikationen fithrt zu einer Ver-
ringerung des Aufwands bei der Anwendung in Iterationsverfahren.

Bevor wir uns nun mit der Wahl geeigneter Approximationsraume fiir die Approxi-
mation von elliptischen Differential- und Integralgleichungen beschaftigen, legen wir
im néachsten Kapitel die Glattheitsklassen fest die wir in dieser Arbeit betrachten, und
beschreiben kurz die Konstruktion von Tensorprodukt-Multiskalenbasen. Die Wahl der
Glattheitsklassen i1st dabel motiviert durch die Abbildungseigenschaften der Operato-
ren aus (1.1).



2 Sobolevraume und Tensorprodukt-Multiskalenba-
sen

Dieser Abschnitt fiihrt Definitionen von Sobolevraumen und Tensorprodukt-Approxi-
mationsraumen ein und diskutiert einige Zusammenhénge zwischen Glattheitsklassen
und Multiskalenkoeffizienten insofern sie von uns benétigt werden und fir das dar-
auffolgende wichtig sind. Dazu leiten wir Norméaquivalenzen in hoheren Dimensionen
aus eindimensionalen Norméquivalenzen her. Diese ermoglichen uns spiter die ein-
fache Kounstruktion von Vorkonditionieren und Approximationsraumen. Besonderen
Wert legen wir auf den Ubergang vom Eindimensionalen ins Mehrdimensionale mittels
Tensorprodukt-Bildung und zwar sowohl fiir Sobolevriaume als auch fiir Approximati-
onsraume. In erster Linie geht es dabel um den Zusammenhang zwischen dem Konzept
der Glattheit, den Unterschieden zwischen verschiedenen Glattheitsvoraussetzungen in
héheren Dimensionen und den Auswirkungen die diese Unterschiede auf die Approxi-
mation durch Tensorprodukt-Basen haben.

Sobolevraume und ihre zahlreichen Verallgemeinerungen sind Raume schwach diffe-
renzierbarer Funktionen reeller Variablen, die sich im Zusammenhang mit der Theo-
rie partieller Differentialgleichungen und Integralgleichungen ergeben. Wir diskutieren
ausschiefllich Sobolevraume quadratintegrabler Funktionen.

Wir beginnen mit der Definition von Sobolevraumen in héheren Dimensionen.

2.1 Die Sobolevriaume ’Ht’l

mix

Zuerst definieren wir Sobolevraume ganzzahliger Ordnung. Sei s € IN. Es sei

H'(R) := {u(t) € L?: Z | D%ul2. < oo} (2.1)

0<a<s

Hierbei bezeichnet D*u die verallgemeinerte (oder schwache) Ableitung von u [AdT75].
Es gibt zahlreiche Verallgemeinerungen von (2.1), insbesondere in hoheren Dimensio-
nen. Beispielsweise kann auf reelle und vektorwertige s aufgebaut werden. Diese beiden
Verallgemeinerungen sind in unserem Kontext von Interesse. Reelle Werte von s las-
sen sich als zugehorig zu Ableitungen gebrochener Ordnung einfithren. Daneben 148t
sich der Sobolevraum H* fiir s € R direkt mittels Fouriertransformation einfithren, da
£? unter der durch ((1 + |.|?)=*/24(.))V definierten linearen Abbildung stetig auf H*
abgebildet wird. Es gilt

H(T) = {u(x) = che_“”’ : Z(l + 1k[)%* - Jer|® < oo} ) (2.2)

ke ke

Der Abfall der Koeffizienten einer Funktion aus H* in der Fourierdarstellung ist folglich
gekennzeichnet durch |¢x| < C - (1 + |k|)™* fitr fast alle k € Z.

Uuns interessieren nun Verallgemeinerungen auf den mehrdimensionalen Fall. Offensicht-
lich lassen sich hier verschiedene direkte Erweiterungen angeben, je nach dem wie die
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miz

Abfallgesetze der Fourierkoeffizienten fiir die einzelnen Koordinatenrichtungen mitein-
ander verkniipft werden. Die einfachsten Varianten sind dabei additive beziehungsweise
multiplikative Verkniipfung. Dies entspricht, in Bezug auf die Definition via schwacher
Ableitung (2.1), der Summation beziehungsweise Hintereinanderausfithrung von Ab-
leitungen in die verschiedenen Koordinatenrichtungen. Wir definieren zweiparametrige
Sobolevraume, wobei die zwei Parameter diesen beiden Moglichkeiten zugeordnet sind.

Definition 1 Fir —oo < t,l < oo, setze

Hfhlm(Tn) = {u(x) = Z e~

keZ"”

" 1/2
WM%Z(E:HGHMWﬂ+WMWﬁﬁ> <oop.  (23)

keZ™ i=1

Die Standard Sobolevraume [Ad75] wie auch die Sobolevraume mit dominierender
gemischter Glattheit (siehe zum Beispiel [Tem93b]) sind in dieser Definition beinhaltet.
Sie kénnen geschrieben werden als

Hs(rfn) — ,HO,s (Tn>

maix

= u(z)= Z ek ||l

kez'n

1/2
w=<2u+M@%m@ <oof (24)

keZm”

beziehungsweise

:nm:(Tn) = Hiﬁx(Tn) = {u(x) - Z Cke_ikx :

ke#m"

n 1/2
g, = (3 Tloemimia) <l o

keZ” i=1

Im ersten Fall werden die Abfallgesetze fiir die Fourierkoeffizienten in die einzelnen
Koordinatenrichtungen additiv miteinander verkniipft, wohingegen im zweiten Fall die
Verkniipfung multiplikativ ist.
Fir ¢ € N besitzt der Raum HY,;, die dquivalente Norm
k
lullfe, = > Ju®Z.
0<k<t
olkl
k1 ...9kn
ult") die t-te gemischte Ableitung und beschreibt die zusitzliche Glattheitsvoraus-
setzung fiir den Raum H! ; verglichen mit dem grofieren isotropen Sobolevraum H'.
Daher die Bezeichnung “Réume mit dominierender gemischter Glattheit”.

Hierbei ist u(¥) die verallgemeinerte gemischte Ableitung u Zum Beispiel ist
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Die Rédume ?—[:;llm geben uns einen relativ flexiblen Rahmen fiir die Untersuchung von
Problemen in periodischen Sobolevraumen. Allgemeinere Rdume mit zum Beispiel un-
terschiedlichen Glattheiten in verschiedene Koordinatenrichtungen kénnen analog de-
finiert werden [Gri98a].

Der entscheidende Punkt beziiglich (2.3) (zumindest in unserem Zusamimenhang) ist
die Charakterisierung des Raumes mittels der Abklingeigenschaften der Fourierkoef-
fizienten ¢. Zum Beispiel impliziert (2.3), daf fiir v € M., die Beziehung || <
C -1/ (TT, (1 + ki)' + |k|oo)') fiir fast alle ¢, k € Z" gelten mu8.

Es ist wohlbekannt, dafl Tensorprodukte von Sobolevrdumen Sobolevrdume mit do-
minierender gemischter Glattheit sind, siehe [Si99b] fiir den periodischen Fall und
[Ho99] fir Verallgemeinerungen auf homogene Randbedingungen. Analog lassen sich
die Réume ’H:,’zlm als Schnitte von Tensorprodukten eindimensionaler Sobolevraume
darstellen. Erinnern wir uns dazu an die Definition des Tensorproduktes zweier (sepa-
rabler) Hilbertrdume H mit assoziiertem Skalarprodukt af.,.) und H mit Skalarprodukt
a(.,.), siche zum Beispiel [Wei80]. Seien {e;}7,, {é&:}i2; vollstindige Orthonormalsy-
steme in H beziehungsweise H. Dann ist {e;®é;} ein vollstandiges Orthonormalsystem
in

4,3 4,3

mit Skalarprodukt
a®a (Z Vi € © 85, Y Ve ek @ éz) = iV
ivj k7£ 27]

Wir identifizieren das Tensorprodukt H ® H mit einem Funktionenraum iiber dem

zugehorigen Produktgebiet mittels der Abbildung

Fofe f)f(@).

Das heifit, eine Basis von H @ H ist gegeben durch {¢;, j,)(z) = €5 (21)és(z2) -
(1,1) < (j1,72) < (m,m)}. Diese Definitionen lassen sich in natiirlicher Weise auf
hohere Dimensionen n > 2 tibertragen.

Seite Rle Ri,t+1>0,1=(1,...,1) und & = (0,...,0,1,0,...,0) der i-te
Einheitsvektor in R". Dann 1aft sich ’H;’zlm aus (2.3) schreiben als

Honin(T") = Hot! o (T") 0 -+ 0 Hp e (T7), (2.7)
mit
HE (T :=H"(T)® - @ H(T). (2.8)
Damit sieht man dann auch, daff sich H!(T") beziehungsweise H,; (T™) schreiben
Jassen als

(T =H(T)® - @ H(T) (2.9)
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und
Hot (T = HE(Tm) -0 He o (1)
= M (T")N---NHe (T")
= HY(T"), (2.10)
wobei

Hy O NT) = L(T) @ @ LA(T) @ H(T) @ LAT) @ -+ @ LX(T)
ist, vgl. (2.8). Zum Beweis von (2.7) wihle man eine Orthogonalbasis von H'(T') und
verwende die Definition des Tensorproduktes via Orthonormalsysteme (2.6).

Mit der Formulierung (2.7) 148t sich die Definition von HE direkt auf andere Randbe-
dingungen, wie zum Beispiel Dirichlet oder Neumann Randbedingungen und bestimm-
te Falle von gemischten Randbedingungen verallgemeinern. Siehe [Gri95a, Ho99] fiir
einige Beispiele fiir die Raume mit dominierender gemischter Glattheit H!

Aus Definition 1 ersieht man, daf§ die Relationen
Mo CH CHIY fiir t > 0 und HLT C H C HL,, fiir t <0 (2.11)

gelten.

2.2 Tensorprodukt-Multiskalenbasen

Nachdem wir nun die von uns betrachteten Glattheitsklassen definiert haben, fithren
wir die von uns verwendeten Basen ein. Es handelt sich dabei um Tensorprodukt-
Multiskalenbasen. Wir beschranken uns hier auf eine kurze Darstellung einiger wichtiger
Konzepte fiir den £* als zugrundeliegendem Hilbertraum. Fiir detailliertere Einfiithrun-
gen beziiglich Multiskalenbasen verweisen wir auf die uinfangreiche Literatur, siehe zum
Beispiel [Dah97].

Ausgehend von einer eindimensionalen Zerlegung £* = 69120 V; mit endlichdimensio-

nalen V; C £*, nehmen wir an, daf die Komplementriume
W;=V;©Via
von Vj_; in V; von einer L£%-stabilen Basis
W; = span{tji, k € 7;}

aufgespannt werden, wobel 7; eine endlichdimensionale Indexmenge ist, die durch die
Unterteilungsrate aufeinanderfolgender Verfeinerungslevel bestimmt ist. Das heifit es

gilt

1> Crtriellez = I{Ci}kll ey, (2.12)

ker;
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wobei wie gewohnlich ||.||z2 die durch das Skalarprodukt auf £* induzierte Norm dar-
stellt und ”{Ck}kH?z(T.) = Ekerj |Cy|? gilt. Wir nehmen an, daf§ die Yji skalierte Ver-

sionen einer einzigen Funktion vy sind, das heifit,

k

T

Yi(a) = 25 ( ). (2.13)

2-J
Wir beschranken uns hier auf dyadische Verfeinerungen, das heifit die Dimension der
eindimensionalen Unterrdume V; verhélt sich wie 27.

Die Réaume V; erlauben die Beschreibung von Funktionen beziiglich eines bestimmten
Verfeinerungslevels, wahrend die Komplementraume W; zusatzliche Information, sozu-
sagen Details oder Differenzen, enthalten. Die zentrale Idee ist, dafl die Koeffizienten
beziiglich der Detailrdume W; eventuell klein sind beziehungsweise nur wenig relevante
Information tragen und sich kleine Eintrédge deswegen zu Null setzen lassen, ohne die
Qualitat der Approximation stark zu beeinfluflen.

Fiir den hoherdimensionalen Fall n > 1 verwenden wir Tensorprodukt-Basen eindimen-
sionaler Ansatzfunktionen. Sei j € IN",j = (j1,...,7n), gegeben. Mit W; bezeichnen
wir den zugehorigen Funktionenenraum aus Tensorprodukten eindimensionaler Funk-
tionenraume, das heifit

Wi = le ®---W;.
Eine Basis von W} ist dann gegeben durch Uye- {t5k(%) = ¥jr, (21) )k, (2n) }. Die

Trager dieser Basisfunktionen sind im allgemeinen unterschiedlich grof} in verschiedene
Koordinatenrichtungen, was zu Interaktionen zwischen verschiedenen Skalen fiithrt.
Erinnern wir uns an den Begriff der verschwindenden Momente. Man sagt die Basis-
funktion ¥ hat N verschwindende Momente, falls gilt

/$r¢jkdx =0Vr <N. (2.14)

Der Erfolg des Multiskalenkonzeptes beruht u.a. darauf, dafl es die Moglichkeit der
schnellen Auswertung von Funktionen in Multiskalendarstellung ermoglicht, indem zwi-
schen der Darstellung in einer Einskalendarstellung und der Multiskalendarstellung um-
geschaltet wird [Dau92, Dah97]. Dieses Konzept der Multiskalentransformation, das in
ahnlicher Form aus Mehrgitterverfahren wohlbekannt ist [Hac85], baut darauf auf, daf
die Transformationen beziechungsweise Abbildungen zwischen Réumen allein durch die
Anwendung lokaler Filtermasken (Prolongationsmolekiile) ausgefiithrt werden konnen
und Verfeinerungsmatrizen (Prolongationen/Restriktionen) nicht explizit aufgestellt
werden miissen. Schnelle Verfahren zur Transformation sind zum Beispiel die schnelle
Fouriertransformation fiir trigonometrische Ansatzfunktionen [Coo65] und fiir Wavelets
die schnelle Wavelettransformation [Mal89, Bey91]. Die konkrete Auswahl einer Basis
wird durch die jeweilige Anwendung diktiert, insbesondere durch Stabilitatseigenschaf-
ten der Zerlegungen, die Grofle der lokalen Masken (des Tragers der Mutterfunktion)
und verbunden damit dem Aufwand bei der Implementierung.
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Betrachten wir zwei wichtige Beispiele:

Beispiel 1: Biorthogonale Wavelets Als erstes Beispiel betrachten wir biorthogo-
nale Wavelets, siehe zum Beispiel [Dah97~]. Zu einem System {¢jx, k € 75,7 € Ny} von
Basisfunktionen sei ein duales System {5, k € 75,7 € INo} gegeben, das heift,

(s D) = 650k, 5, 3" € Noyk € 7,k € 0.

Hierbei bezeichnet 7; wiederum den moglichen Indexbereich von Basisfunktionen des
Levels j. Sei

S =U2,Viund § = Uz, Vi
mit V, := span{gzjk,() < j < i,k € 7;}. Wir nehmen an, daf ¢, und ;ij jeweils
skalierte und verschobene Versionen einer einzigen Funktion (des Mutter-Wavelets) g
beziehungsweise o sind, das heift,

z—k

Yirle) = 2oaio( ) mnd Pinle) = 25 (5

Unter der Annahme daf§ {5,k € 75,7 € Ny, } eine Riesz-Basis in £* bildet, das heift
es gilt

k

). (2.15)

1> Citbieller = I{Cit}irlle emokers) (2.16)

JkET;

besitzt jedes u € L? eine eindeutige Darstellung

= Z Z<u,7,z‘jk>¢jk = Z Z<ua¢jk>7j)jk (2.17)

7=0 kETJ' 7=0 k‘ETj

und das zugehorige duale System bildet ebenfalls eine Riesz-Basis in L.
Betrachten wir zwei Beispiele, um die Konstruktion solcher eindimensionaler Basen zu
illustrieren:

o Stiickweise linear Spline Prewavelets [Cu92]: Die Basisfunktionen sind skalier-
te und verschobene Varianten () := ¢(27"'z — k), einer einzigen Funktion
¢. Abbildung 2.1 zeigt das Prewavelet ¢ fiir innere Gitterpunkte. Es gilt offen-
sichtlich ¢, € H', t < 3/2. Randmodifikationen finden sich zum Beispiel in
[Au92, Coh93b], vgl. auch Abbildung 3.17. Die durch dieses Beispiel induzierte

Zerlegung ist L£%-orthogonal zwischen verschiedenen Leveln.

e Haar basis: Die Basisfunktionen sind definiert als ¢ () := 20=1/2(29=1z — k),

mit
1, furze[0,1/2)
d(x):=< -1, furz €[1/2,1)
0, sonst,

vergleiche Abbildung 2.2. Dann gilt ¢;; € H', t < 1/2. Diese Zerlegung ist £2-

orthogonal.
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Abbildung 2.1: Semi-orthogona- Abbildung 2.2: Haar- Abbildung 2.3: Nodale

les lineares Spline Prewavelet Wavelet Basisfunktion

Andere wichtige Waveletkonstruktionen, insbesondere solche mit beliebiger Glattheit,
finden sich zum Beispiel in [Dau92]. Weitere Prewaveletkonstruktionen finden sich zum
Beispiel in [Stev97]. Beziiglich Randadaptionen fiir nicht periodische Probleme sei auf
[An94, Coh93a, Cu92] und [Dah98b, Dah99, Gri98bh| verwiesen.

Beispiel 2: Stiickweise lineare Splines Jedem Gitterpunkt weisen wir diejenige
nodale Basisfunktion des zugehorigen Finite Elementraumes zu, die den Wert 1 an
diesem Gitterpunkt und an den anderen den Wert 0 annimmt, das heifit die ¢ sind

definiert als v(7) := ¢ (2'"'2 — k), mit

(x) i= { 1 —|z| fireze(-1,1),

0 sonst,

vergleiche Abbildung 2.3 [Ys92]. Es gilt ¢;x € H', ¢t < 3/2, womit diese Basis u.a. zur
Losung von H'-elliptischen Problemen, insbesondere der Poisson-Gleichung verwendet
werden kann.

Stellt man eine Funktion aus einem Sobolevraum H* in dieser oder einer anderen
Multiskalenbasis dar, so spiegelt sich (wie bei der Darstellung in der Fourierbasis) die
Glattheit der Funktion im Abfall der Koeffizienten in der Basisdarstellung wider. Fiir
die stiickweise linearen Hutbasen gilt zum Beispiel die folgende Abklingeigenschaft der
Koeffizienten einer Entwicklung einer H*-Funktion u = > Zk‘ETj ¢kt [Bun92]

ek < C - 2757|u|e. (2.18)

Im Gegensatz zur Fourierdarstellung, bei der das Abklingverhalten der Koeflizienten
allein durch die Differenzierbarkeitsordnung der Funktion « bestimmt ist, wird hier die
maximale Abklingrate durch « und die Ansatzfunktionen beschriankt. Hohere Glattheit
der Funktion u fiihrt wegen der linearen Ansatzfunktionen nicht zu einem schnelleren

Abfall der Koeffizienten. Imn Hoherdimensionalen gelten beziiglich der Tensorprodukt-

2

Basis aus stiickweise multilinearen Splines fiir u € H,, . die Beziehungen

i) < € - 272H0 w52

mixz

(2.19)
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und

lwgllce < C- 270 lullyz, und [l < € - 20027280 [u]| e (2.20)

fiir u = Zj wy € HZ,, und wy = EkeTj k¥ € Wi, und analoge Beziehungen fiir
Splines hoherer Ordnung [Bun98]. Fiir die schwichere Forderung u € H? erhilt man
hingegen statt der |.|;-Norm in obigen Abschitzungen die |.|-Norm, also zum Beispiel

legic] < C - 27381 o (2.21)

Der Abfall der Koeffizienten hiangt also vom Level j und von der Glattheitsklasse der
betrachteten Funktion ab. Man beachte dabei besonders die unterschiedlichen Normen
in den Exponenten in (2.19) und (2.21) die die unterschiedlichen Glattheitsannahmen
widerspiegeln. Analoge Beziehungen gelten auch fiir biorthogonale Wavelets. Dort wird
der Abfall der Koeffizienten durch die Anzahl der verschwindenden Momente bestimmt
[Lou94].

2.3 Norméiquivalenzen

Wie wir bereits bemerkt haben, ist die Charakterisierung der Glattheit einer Funktion
durch die Koeffizienten in der Darstellung einer Basis nicht auf den Fall trigonometri-
scher Approximation beschrankt, sondern gilt in dhnlicher Weise fiir eine grofie Klasse
von Multiskalen-Basisfunktionen. Speziell Wavelets, siehe zum Beispiel [Dah96, Dah92],
und hierarchische Spline Basen [Ys86, Os92] bieten eine Vielzahl von Moglichkeiten,
siche auch [Tri78, But68, Ci83a, Ci83b]. So ist zum Beispiel die Riesz-Basis Eigen-
schaft (£2-Stabilitit, vgl. (2.16)) einer Multiskalenbasis nur ein Spezialfall aus einer
ganzen Skala dhnlicher Beziehungen. Wir leiten im folgenden die Giiltigkeit solcher
Beziehungen in n Dimensionen (n > 2) aus eindimensionalen Norméaquivalenzen her.
Die Giltigkeit einer eindimensionalen Norméquivalenz

lllgee 2 Y lwillfe = Y 2% |lw,llze fiww t € (=7, 7) (2.22)
7=0 7=0
mit u = E;’;O wj,w; € Wj, kann z.B. bei (biorthogonaler) Waveletapproximation

aus den folgenden Approximations- und Regularitidtseigenschaften der Approximati-
onsrdume gefolgert werden, sieche zum Beispiel [Dah96, 0s92]:

Aus einer direkten Abschatzung (Abschatzung vom Jackson Typ, Approximationsord-
nung m)

1I€1£ |u — w2 < C2_jm||u||7.¢m Yu e H™ (2.23)
u;€V;

fir ein m € IN mit 1 < m, und einer inversen Abschitzung (Bernstein Ungleichung)

ujllas < C2|uj|l ez Vu; €V (2.24)
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fiir ¢ < r mit r € (0, m], fiir die Approximation mit dem primalen System und analogen
Relationen fiir das duale System nur jetzt mit den Parametern m und r.
Abschétzungen des Typs (2.23) und (2.24) gelten fir alle sinnnvollen Finite Elemente
oder Spline Réume. Fir stiickweise lineare Finite Elemente hat man zum Beispiel
r=3/2 und m = 2 in (2.23) bezichungsweise (2.24).

Man beachte, da§ aus (2.22) mit ¢t = 0 zusammen mit der lokalen Stabilitat (2.12) die
globale Stabilitat

el gz = |{{u k) ikl e ke

l.e. (2.16), folgt. Die zweiseitige Abschétzung (2.22) erlaubt die Charakterisierung von
Glattheitseigenschaften einer Funktion aus den Eigenschaften ihrer Multiskalenzerle-

gung.

Um Norméquivalenzen in héheren Dimensionen zu erhalten, verwenden wir die Dar-
stellung von Sobolevrdumen (insbesondere von 7-[:,’11“;) als Tensorprodukte und Schnitte
von Raumen in einer Dimension. Dann lassen sich Aussagen iiber die Stabilitdt von
eindimensionalen Zerlegungen fiir die einzelnen Komponenten einer solchen Darstel-
lung von Sobolevraumen nutzen, um Aussagen tiber die Stabilitdt von Zerlegungen in
mehreren Dimensionen zu erhalten.

Wir verwenden die Notation {V;a} um einen Hilbertraum V' zu bezeichnen der mit
einem Skalarprodukt af(.,.) ausgestattet ist. Betrachte eine Menge von Hilbertraumen
H,l=1,...,n,n € N, und eine Menge von abgeschlossenen Teilrdumen Vj; C Hj, so
dafl H; = ) . Vi; gilt. Eine additive Unterraumzerlegung {Hj; a;} = > {Vii; bii} heiflt

stabil, falls die Norméquivalenz

al(u,u) ~ |||u|||2 = 1nf2 -th(u,’,ui)

u; EVijiu=

gilt, das heilt die charakteristischen Zahlen

. an\u, u ap(w,u Y
/\min,l = 1 l( ’ 2>a /\max,l = maxXx l( ’ 2>7 K] = - maz,l
oFueH; | |[ull] ozueH; |[[ull]

)\min,l

sind endlich und positiv. Wir zitieren zwei Propositionen aus [Gri95a]. (Wir erweitern
sie vom zweidimensionalen auf den n-dimensionalen Fall).

Proposition 1 Wenn die Zerlegungen

{Hia} = {Visbu},l€{1,...,n},n € N

stabil sind und die Konditionszahlen k; besitzen, dann ist die Tensorproduktzerlequng

{HH@H, @ @ Hyar @ @ay =Y Y {Vii, @+ @ Vais biiy @+ @ b, }

ebenfalls stabil und sie besitzt die Konditionszahl [[}_, xi.
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Siehe [Gri95ha] fiir einen Beweis im 2D Fall. Die Erweiterung auf den n-dimensionalen
Fall ist direkt moglich. In der folgenden Proposition sind alle Bilinearformen b;; gleich
und auch die Raume V}; sind fiir alle ¢ gleich.

Proposition 2 Es seien Folgen {a;}i,l = 1,...,n,n € N,a;; € RY gegeben. Unter
der Annahme, daf$ die Zerleqgungen

{Hiai} = Z{W;aub}al =L...,n

stabil und die Summen direkt sind, gilt fir alle oy > 0,1 =1,...,n, daf$ die Zerlegung

{Hin---NHy;oqar + -+ + apan} = Z{V;'; (i + - -+ + anon;)b} (2.25)

ebenfalls stabil ist mit der Konditionszahl

max{)\mam, cees /\m,nm}

- min{)\mm,l, ey /\min,n} '

K

Beweis: Siche [Gri95a] fiir einen Beweis im 2D Fall. Wir skizzieren hier den analogen
Beweis fiir den n-dimensionalen Fall.
Da die Summen direkt sind, besitzt jedes u € HyN---N H, eine eindeutige Darstellung
u =Y. u; beziiglich {V;} so daB gilt

)\;l}lx7lal(71,,71,) < Z ab(u;, u;) < )\minlal(u u), I=1,...,n.

i

Multiplizieren mit o; und aufaddieren dieser zweiseitigen Ungleichungen ergibt

Z A (U, 1) < Z(mau + o+ o )b(ui, u;) < Z A ().
1 i

l

Folglich gilt

Zl alal & u < Z CY]OZ], -+ anani>b<uiaui> S M

maxl{/\mm. 1} ming {Aing }

Dies zeigt, daf§ die Zerlegung (2.25) stabil ist und dafl diese Zerlegung die charakteri-

stische Zahl
o maxl{Amaz‘,l}

B minl{/\min,l}

besitzt.
a

Kombiniert man die Darstellung (2.10) von H'(7™) mit diesen Propositionen und dem
eindimensionalen Stabilitatsresultat (2.22) dann erhalten wir die folgende Normaqui-
valenz und stabile Zerlegung von H'(T™).



24 Sobolevraume und Tensorprodukt-Multiskalenbasen

Theorem 1 Sei u € H'(T"),u = Y5 wi,wy € Wi, und es gelte die eindimensionale
Normdquivalenz (2.22) mit 7,r € RY. Dann gilt

w2 ~ Zz?tlilm”wjniz fiirt € (=7, 7). (2.26)

J

Beweis: Im eindimensionalen Fall haben wir wegen (2.22)

oo o0
|5 =~ ZQth||'LUj||2£2 fir0<t<r,u= ij,wj eW,,ueH
7=0 7=0

und aus (2.16)

leell ez 2 1w, ) e emaeny) fiir u = Z wj,w; € Wi, u € L2(T).

7=0

Dies zeigt die Stabilitdt der 1D Zerlegungen

{H'(T);a(.,.)} = Z{Wg,zm (o )e2}

mit a(u,u) =~ ||u||§{t und
() )eh = YW (e

Proposition 1 zeigt dann die Stabilitdt der Zerlegungen

{HG 0 () @ @ (e ®a(,) @ (5 )e ® - @ () e}
Z Wi () ® @) @22 (L )e @ @ (. )e).

J

Jetzt stellen wir H'(T™) dar wie in (2.10) und wenden Proposition 2 an. Damit erhalten
wir die Stabilitdt der Zerlegung

{HU(T™); |-} = Z{Wu 222’”’)” 22}

fiir nichtnegatives t < r. Wegen 22l < ™ 920 < 22l fiir ¢ > 0 ergibt sich dann
(2.26) fiir positive t. Um die Giiltigkeit von (2.26) fiir —7 < ¢ < 0 zu zeigen, beachte
man, daf} die gleiche Argumentation wie oben auch fiir die Darstellung von u in der
dualen Basis giiltig ist. Der zuldssige Parameterbereich ist in diesem Fall 0 < ¢ < 7. We-
gen der Dualitdt (H') = H™" folgt damit die Behauptung fiir den Bereich —7 <t < 0
und folglich fiir den ganzen Bereich ¢t € (—7,r).

O
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Fiir den Raum H! ;. gelten die folgenden Norméquivalenzen.

Theorem 2 Sei u € Hjypou = Y wj,wy € Wy und es gelte die eindimensionale
Normaquivalenz
o0
|vl|3;: = 222tj||vj||2£2 Yo € H v = Z’U]‘,Uj ew;. (2.27)
J=0 J
Dann gilt
el , = 225 iz (2:28)

i
Beweis: Die zweiseitige Abschatzung (2.28) ist eine direkte Konsequenz von Proposi-
tion 1 und der Definition des Raumes H!,;, als Tensorprodukt eindimensionaler Hilber-
traume, vgl. (2.9). Die 1D Norméquivalenz (2.27) zusammen mit Proposition 1 ergibt
direkt die Stabilitdt der Zerlegung

{Honiasal ) @ @al.,.)}
={H'(T)o - @H(T)a(,)® - @al.,.)}
=Y (W, @ @W;,: 2 () @ @2%9(, )2}

N Wi @ oW 28 (e @0 () e,
Jj

Dies zeigt (2.28).
O

Die Norméaquivalenzen in den Theoremen 1 und 2 sind Spezialfille von Norméquiva-

lenzen fiir die Réume H.'. . Speziell fir 0 <t +1<r,0<t<r, zeigt man analog

miz”

e = (Z 22”“1“”") g Ze = 2200+ 20 g | 7. (2.29)
j i=1 J

Verglichen mit (2.26), (2.28), spiegeln die zusitzlichen Faktoren 226l heziehungsweise

22l in (2.29) die unterschiedlichen Glattheitsvoraussetzungen wider. Fiir ¢ = 0 oder

[ = 0 erhalten wir (2.26) aus Theorem 1 und (2.28) aus Theorem 2 zuriick.

Zu (2.26), (2.28) bzw. (2.29) analoge Beziechungen gelten auch jeweils fiir die Zerle-

gungen bzgl. der dualen Wavelets. Es 1st nur jeweils r durch 7 bzw. umgekehrt zu

ersetzen.

Um die Implikationen der Theoreme beziehungsweise Propositionen etwas zu veran-

schaulichen, betrachten wir zwei Beispiele.

Wavelet-Basis Sind die in einer Dimension vorliegenden direkten Zerlegungen stabil
in ‘H' mit einem Bereich von ¢ der die Null umfafit, so ist aufgrund der Propositionen 1
und 2 die zugehorige Zerlegung in n Dimensionen ebenfalls stabil in ‘H!, wie auch in
H:... mit ¢ in diesem Bereich. Dies gilt speziell fiir orthogonale Ansatzfunktionen, wie
orthogonale Wavelets, die trivialerweise in £* stabil sind.



26 Sobolevraume und Tensorprodukt-Multiskalenbasen

Hierarchische Basis aus stiickweise multilinearen Splines Die Situation ist
anders, wenn fiir die eindimensionale Zerlegung der Parameterwert ¢ = 0 nicht im Sta-
bilitatsbereich liegt, wie dies zum Beispiel bei der hierarchischen Basis aus stiickweise
linearen Splines [Ys86] der Fall ist. Diese Zerlegung ist in einer Dimension stabil in
HY(T) fir ¢t € (1/2,3/2), also nicht in £*(T') [Lor98]. So ist die Tensorprodukt-Basis
zumn Beispiel stabil in HY(T) @ HY(T'), mit t € (1/2,3/2) (vgl. Proposition 1), jedoch
nicht in zum Beispiel H'(T"),n > 2.

t,l
maix

eingefiihrt,
die die Konzepte der isotropen und der dominierenden gemischten Glattheit mitein-

Fassen wir zusammen. Wir haben in diesem Kapitel Sobolevraume H

ander verbinden und sich als Schnitte von Tensorprodukten eindimensionaler Sobo-
levrdume darstellen lassen. Unter Verwendung von Tensorprodukt-Multiskalenbasen
konnten wir dann r-dimensionale Normaquivalenzen fiir diese Raume aus eindimensio-
nalen Normaquivalenzen herleiten.

Man beachte, dafl obige Herleitung der Norméaquivalenzen nicht auf den Fall des Torus
als Definitionsgebiet beschrankt ist. Vielmehr kénnen analoge Beziehungen mittels der
Darstellung der Réaume H:,;lw
Sobolevraumen in (2.7) auch fiir andere mit dem Tensorprodukt-Ansatz konsisten-

als Tensorprodukte und Schnitte von eindimensionalen

te Randbedingungen hergeleitet werden. Es werden dazu nur jeweils eindimensionale
Waveletzerlegungen benétigt, so dafl die entsprechenden Randbedingungen in einer
Dimension erfiillt sind.

Mit den Sobolevriaumen 'H:,’llm,
Normaquivalenzen haben wir nun Werkzeuge zur Verfiigung, die uns die nétige Fle-

den Tensorprodukt-Multiskalenbasen und den obigen

xibilitat verschaffen um geeignete Approximationsraume zur Losung von Differential-
und Integralgleichungen zu bestimmen. Dies wird in den Kapiteln 3 bzw. 4 auf zwei ver-
schiedene Arten geschehen. Einerseits werden wir Approximationsraume fiir die Appro-
ximation von Funktionen in H:;llm herleiten, die sich dann als Ansatz- und Testraume
zur Diskretisierung in der Finite Elemente Methode verwenden lassen. Andererseits
werden wir Approximationsraume zur Tensorprodukt-Kernapproximation von Integral-
operatoren mit glatten Kernen konstruieren.

Auflerdem lassen sich die zu den jeweiligen Zerlegungen gehorigen Normaquivalenzen
nutzen um Vorkonditionierer fiir Finite Elemente Diskretisierungen von Differential-
und Integralgleichungen zu konstruieren.



3 Approximation von Funktionen

In diesem Abschnitt definieren wir unsere Approximationsraume und geben Theore-
me iiber deren Approximationseigenschaften und deren Dimensionen an. Wir leiten
Schranken her fiir

Jnf lu— vl (3.1)
fir unterschiedliche Wahl des Approximationsraumes Vpg und fir unterschiedliche
Glattheiten der Funktion uw und unterschiedliche Parameter s. Dabei konzentrieren
wir uns anf den Fall v € H. .
onsraume, die an die Parameter s und die Glattheit der Losung angepafit sind. Die
Definition der Gitter ist motiviert durch die Resultate des Abschnitts 2.3, speziell
durch die Norméaquivalenz (2.29) und (fiir die trigonometrische Approximation) durch
die Definition 1.
Die folgende Darstellung gliedert sich in einige einleitende Bemerkungen, die die dar-
auffolgende Definition der Approximationsraume in Abschnitt 3.2.1 motivieren, in eine
Diskussion der Approximationseigenschaften der entstehenden Approximationsraume,
in die Darstellung des Beispiels der trigonometrischen Approximation, die Konstruk-
tion von Blending-Schemata fiir die neuen Approximationsraume und die Anwendung
der Ergebnisse auf die Approximation von Funktionen und das Loésen von Differential-

Wir definieren Gitter und assoziierte Approximati-

und Integralgleichungen. Dabei werden wir insbesondere die bekannten Diinngitter-
Approximationsrdume [Babe60, Ze91] in eine Skala von Approximationsraumen ein-
betten, aus denen dann jeweils fiir die Approximation geeignete Riaume ausgewihlt
werden konnen. Neben einigen Bemerkungen zu Vorkonditionieren und Multilevelver-
fahren fithren wir ein Komplexitiatsresultat fiir die Poisson-Gleichung an. Auflerdem
zeigen wir wie diese neuen Approximationsraume direkt als Ergebnis eines Optimie-
rungsverfahrens gewonnen werden koénnen.

3.1 Einleitung und Motivation

Bei vorgegebener Indexmenge I; C Z, J € IN, betrachten wir Approximationsrdume
VJ = Z W]
JeL;

Hierbei ist J der maximale Level in V, 1e. 3; < Je=1,...,n Vj € I; und Wj seien
Unterrdume wie in Abschnitt 2.2 definiert. Assoziiert mit rechteckigen Indexmengen
I7% :={|j|ec < J} sind die Vollgitterraume

Vic= P T >0
e <7
Die sogenannten Diinngitter-Approximationsraume (oder kurz Diinne Gitter)

Vi= @ W.J>0,

ih <J+n-1
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Abbildung 3.1: Indexmengen des Vollgitterraumes V7> (links) und des Diinngitter-
raumes V3 (rechts) in 2D

sind assoziiert mit der Indexmenge I := {|j|; < J + n — 1}. Abbildung 3.1 zeigt die
Indexmengen I fiir die Voll- und Diinngitterrdume V5% und V;? im zweidimensionalen

Fall.

Die Dimensionen von Wi, V7% und V7 sind (es werden nur innere Gitterpunkte gezihlt)

W] = Rli-n

Vil =@2"-1)"=002")

und

(n—1)!
siehe zum Beispiel [Bun92, Bun99]. Die Abschétzung von |WW;| und |V;*°| ist klar. Die

Abschétzung von |V} ist ein Nebenprodukt einer allgemeineren Abschitzung tiber die
Dimension der Rédume einer allgemeineren Klasse von Rdumen in Abschnitt 3.2.3.

Man beachte, daf die Dimension des Diinngitterraumes V7 im Vergleich zur Dimension
des Vollgitterraumes vorteilhaft gering ist, insbesondere in héheren Dimensionen. In

Jn—l )
Vo) =27 (—), ¥ 0<J’“>) |

Abschnitt 3.2.2 wird gezeigt, daf fiir eine bestimmte Klasse von glatten Funktionen und
fiir positives s in (3.1), die Approximationsordnung der Diinngitterrdume die gleiche
ist wie im Falle des Vollgitterraumes V; ™. Es ist sogar moglich einen Teilraum des
Diinngitterrdaumes zu wihlen, ohne die optimale Approximationsordnung der vollen
Gitter zu verlieren.

Beziiglich trigonometrischer Basisfunktionen formen diejenigen Frequenzen, die in den
Diinngitter-Approximationsraum aufgenommen werden, ein hyperbolisches Kreuz im
Fourierraum, vgl. Abschnitt 3.3.1. Diese Approximationsrdume wurden bereits in [Sm63,
Babe60] eingefithrt und wurden inzwischen nicht nur in Verbindung mit trigonometri-
scher Approximation/Interpolation sondern auch zusammen mit Wavelets oder Splines
als Basisfunktionen verwendet. Beispiele aus der Literatur beziiglich Approximation
und Interpolation beinhalten [Bas85, Tem93a, Gon89], [Bas89, Hal92, De82, Sp98al,
siehe auch [Bas92, Gord69, Tem89, Tem93b, Tra88, Was95]. In letzter Zeit wurden
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wieder einige Arbeiten dazu verdffentlicht, siehe zum Beispiel [Si99a, Ka96, DeV98a].
Beispiele fiir die Anwendung bei der Integration finden sich in [De89, Bas93, No96,
Ge99]. Anwendungen auf die approximative Losung der Poisson-Gleichung mittels
Galerkinverfahren sind in [Ca76, Ze91, Gri92, Bun98, Bun99| (mit stiickweise multi-
linearen Splines) und [Gri95a] (mit Prewavelets) erschienen. Finite Volumenverfahren
fir die Losung der Poisson-Gleichung auf hyperbolischen Kreuzapproximationsraum-
en wurden in [Hem95] entwickelt und ein Finite Differenzenverfahren findet sich in
[Schi98]. Andere Anwendungen aus der Literatur beinhalten die Konstruktion von
Schitzern fiir zeitabhingige Spektren in der Statistik [Ne97], die Losung von Inte-
gralgleichungen [Pe89, Fr96, Fr95, Gri98c| und best N-term Approximation mit Haar-
Funktionen [Os98b]. In [Pe89, Fr96, Fr95] wurde dabei die Kernapproximation bei
Fredholin-Integralgleichungen auf Kreuzapproximationsraumen durchgefithrt, wohinge-
gen in [Gri98c] Wavelets beziehungsweise Prewavelets als Test- und Ansatzfunktionen
fiir die Galerkindiskretisierung der Einfachschichtpotentialgleichung verwendet wur-
den. Theoretische Untersuchungen fiir die Approximation mit allgemeineren Gebieten
im Frequenzraum bei der Approximation mit trigonometrischen Basen findet man in
[Gal78, Di83, Di88] und in [Bun99] wurde eine spezielle Diinngitter-Konstruktion zu-
sammen mit stiickweise multi-linearen Splines auf ihre Approximationseigenschaften
im Raum H2,..
Gitter zum Beispiel in [Tei98, Heus98] mit Erfolg eingesetzt.

U die Definition allgemeinerer Approximationsraume zu motivieren, beschaftigen wir
uns zuerst mit den Féllen v € H' und u € HL,,. Der Fall allgemeinerer Glattheit wird
dann in Theorem 3 untersucht. In diesem Abschnitt sei v = Zj wy, mit w; € Wj. Fiir

untersucht. Zur Visualisierung in der Computergraphik wurden Diinne

den Augenblick betrachten wir Zerlegungen des Raumes die Norméaquivalenzen der
Form (2.26) und (2.29) mit geeigneten Parameterwerten —7 < s < t < r erfiillen. Dies
vereinfacht die Betrachtung, ist aber fiir die Giiltigkeit der Argumente keine zwingende
Voraussetzung, vgl. Abschnitt 3.2.2.

Seien t,s € R, s < t. Unter diesen Voraussetzungen gilt H' C H*. Um die Notation zu
vereinfachen beschrianken wir uns auf den Fall ¢ > 0. Der Fall ¢ < 0 kann mit analogen
Argumenten untersucht werden.

Als erstes betrachten wir den Fall des vollen Gitters. Sei v € H*. Anwendung der
Norméquivalenz (2.26) ergibt

inf flu—ollfye < Ju= ) willi

veV ;™ .
7 lilo<T

2.26 H

DD S 2
bl o> 7

= Y Py,
b0 >7

< max 225~ )il 22thleo |1 4pp4(2,. 3.2
S e T el 63

Nun setzen wir zusitzliche Glattheit der Losung voraus, das heifit wir nehmen v € H'
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an. Jetzt konnen wir (2.26) nocheinmal anwenden, nun mit v € H'. Dies ergibt

. . (2.26) .
max 22(5=1)lile 92tlilee || 4ps]|2, < € - max 2260l 1312, 3.3
a2 32 2l L0 2l 03

Insgesamt erhalten wir die Standardabschatzung

inf |lu—ol|3. <C- 22(s_t)‘]||u||§{t firue H and —F <s<t<r. (3.4)
veV; ™

Aus dem Exponenten auf der rechten Seite lafit sich die Approximationsordnung t — s
ablesen. Man sieht recht einfach, dafl die Approximationsordnung sich fiir v € H! . C
‘H' nicht verbessert.

Wechselt man jedoch von dem Vollgitterraum V;* zum Approximationsraum V7, so
andert sich die Situation. Wir wenden wiederum die Norméquivalenz (2.26) an. Dies

ergibt fiir u € H*

if flu—vlf < flu— D wlli
vet ih <THn—1

D D I
li[1 >J4n—1
— Z 22(s=0)lileo 92tliloo |12,
il >J+n-1
< max  22(s=t)lile Z 22t|j|oo||wj||%2.

i1 >J+n—1 .
lh>n+J-1

Nun verlangen wir wiederum, daf§ « von hoherer Regularitit ist, das heifit « € H'. Dies

ergibt

max 22—l Z 92tjleo ||w.]||i',2

il >J+n-1 Shsmrd—1
2.26
(S ) C. max 22(s_t)|j|m”u”§{t <C. 22(3—7:)(1—%)22(34)%”u”%t’
il >T+n=1
wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, daB das Maximum bei [jlo, = [£H2=1]
angenommen wird. Insgesamt erhalten wir damit
inf [lu—v|}. < C 22077 lully fir v € H und —F<s<t<r (3.5)
UEVJ

Verglichen mit dem Resultat fiir das volle Gitter verschlechtert sich die Approximati-
onsordnung von t — s auf (t — s)/n.
Fiir den kleineren Raum H!

miz

C H' und s > 0 bleibt die Approximationsordnung
jedoch erhalten, wenn der Vollgitterraum durch den Raum V7 ersetzt wird. Die Ursache
dafiir ist, dafl man nun die Norméaquivalenz (2.28) anstelle von (2.26) (man erinnere sich
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an die unterschiedlichen Exponenten der Vorfaktoren in (2.26) und (2.28)) verwenden
kann. Wir wenden (2.26) im Falle von Funktionen aus H* und (2.28) fiir uw € H! . an

mixz
und erhalten

. 2 112
A D I [

Wh <J4n—1
(2.26) ; p
~T Y 2Pl
i1 >J+n—1
= § gl g2l 2,
bl >J4n—1
< max  228Hle—2tlik Z 22thih ||w.1||2£1
= h>J4n—1 .
i >nt7-1
(2;§8) c 928l3loo =21l ||, |12 3.6
= B> T n—1 Il 5
S C . 2—2157122522(-9—75)J||u||3_££m'ﬂc fur u € H:n““ (37)

wobei im letzten Schritt die Tatsache verwendet wurde, daff 2258l =2l sein Maximum
in (J+1,1,...,1) annimmt. Zusammengefafit erhalten wir

inf ||u—v|3. <C- 22(s_t)J||u||§{t CfirueH . und —F<s<t<rt>0.

o miz
’UEVJ

Das heifit es tritt kein Verlust an Approximationsgiite im Vergleich zum Vollgitterraum
auf.
Im Falle s < 0 ergibt sich eine andere Situation. Hier, verglichen mit der Abschétz-

ung (3.4) fiir u € H', verbessert sich die Approximationsordnung ebenfalls, wenn man
t
optimale Ordnung nicht wiedergewonnen werden. Wenden wir (2.26) auf Funktionen
aus H* zusammen mit (2.28) an, so erhalten wir fiir u € H]

vom Raum H! zum Raum H! . wechselt, aber im Gegensatz zum Fall s > 0 kann die

miz
inf lu—vff < Ju- Y
VeV 1§ oo > T+n—1
(2.26) j
L S YA S
il >J+n—1
=Y ol 2,
lih>J+n—1
< max  228Hlee—2tlh Z 22t|‘i|1||'w.i||2£2
= jh>J4n—1 .
lilr >n+T-1
(2.28) . .
S C . max 228|J|oo_2t|-]|1 ||u||§_{t
i1 > J4+n—1 miw
<€ UmRgTange/metT |y 2, (3:8)

mix
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wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, daf 22shle=2ili sein Maximum bei
ilee = [£H2=1] und [j|; = J + n annimmt, falls s < 0 ist. Das heiBt, obwohl die
Approximationsordnung sich verbessert wenn man von H' auf H! ;. wechselt, so bleibt
doch ein Verlust in der Approximationsordnung der Grofle s(1 — 1/n) im Vergleich
zum vollen Gitter. Diese Tatsache wurde bereits in [Gri98¢] im Fall —1 < s < 0 be-
schrieben. Dort wurden Prewavelets verwendet, das heifit Wavelets die £2-orthogonal
zwischen unterschiedlichen Leveln Wj sind und eine Riesz-Basis in den Unterrdumen
Wj bilden.

Zusammenfassend haben wir gesehen, daff fiir s > 0 und fiir v € HL,,, s < t, die Ap-
proximationsordnung erhalten bleibt, wenn vom Approximationraum V; > zum Diinn-
gitterraum V} gewechselt wird. Fiir s < 0 ergibt sich hingegen eine leichte Verschlech-

terung der Approximationsordnung.
t1

ey Indem

Im folgenden konstruieren wir Approximationsraume fiir Funktionen aus H
wir geeignete Teilriume aus dem Vollgitterraum auswéhlen. Der Diinngitterraum V7}
wie auch der Vollgitterraum V™ erscheinen als Spezialfille.
Ungleichung

max 22sHles =2tk ull3: <C- 22(s_t)‘7||u||§“ Cfirue H,,,,0<s<t,

. miz)
J¢I5

aus (3.6) zeigt, daff man fiir s > 0 eventuell Indizes aus der Indexmenge I weglassen
kann, ohne die optimale Approximationsordnung zu verlieren. Man betrachte dazu eine
Indexmenge I; C I so daf} gilt

max 2250l =2t < ¢ . 92(s=1)7 (3.9)
Il
wobei C # C(J). Dann bleibt die Approximationsordnung auch fiir den Approxima-
tionsraum erhalten, der mit Hilfe der Indexmenge I; definiert wird. Nimmt man den
Logarithmus auf beiden Seiten von (3.9) und teilt durch 2¢ (erinnern wir uns, wir hatten
t > 0 vorausgesetzt) so zeigt sich, dafl (3.9) dquivalent ist zu

jEIJ@—|j|1+§|j|002—J+§J+c, (3.10)

wobel ¢ # ¢(j, J) im wesentlichen der Logarithmus der Konstanten C auf der rechten
Seite der asymptotischen Abschitzung (3.9) ist. Fiir s < 0 folgern wir aus (3.8) daf
wir zusitzliche Indizes zur Indexmenge I “spendieren” miissen, um die optimale Ap-
proximationsordnung zu erhalten. Wiederum bleibt die Ordnung erhalten, falls I so
gewahlt ist, dafl (3.9) und folglich (3.10) gelten.

Diese Uberlegungen zeigen, daff es sinnvoll ist die minimale Indexmenge zu betrachten,
fiir die die Beziehung (3.10) gilt. Fixiert man (.J,1,--- ,1) als denjenigen Index der in

die Indexmenge aufgenommen wird, aber unter allen Indizes die maximale |.|s-Norm
besitzt, so erhdlt man ¢ = n — 1 und damit die Indexmenge

z . . S, S
I = {.]:—|_]|1—|—¥|.]|Oo > —(n—l—J—l)-l—;J}. (3.11)

Diese hiangt von den Parametern JJ and dem Quotienten s/t ab.
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3.2 Die Approximationsriume V/

Nach den einleitenden Bemerkungen des letzten Abschnitts definieren wir nun unsere
Approximationsraume.

3.2.1 Definition

Um den Ergebnissen mehr Flexibilitdt zu verleihen, parametrisieren wir die Indexmenge
in (3.11) mit einem neuen Parameter T und erhalten damit die folgende Definition.

Definition 2 Sei J € N, T € (—oc0,1]. Dann sei die parametrisierte Indezmenge I7
gegeben durch

IT={GeN": —|ji + Tljle > —(n+ J = 1)+ TJ}. (3.12)

Die zugehorigen Approzimationsriume definieren wir als

Vi = DWW

jeIt
beziehungsweise mit den die Wy aufspannenden Basisfunktionen
Vi =span{ys :j € I],i € 73}
Als natirliche Erweiterung auf den Fall T = —oo definieren wir
I :={ e N":|jlo < J}
und analog V™.

Der neue Parameter T erlaubt die Entkopplung der Definition der Indexmengen und
der resultierenden Gitter von den Glattheitsparametern s und ¢ und ermdéglicht damit
eine genauere Untersuchung der Beziehungen zwischen Glattheitsannahmen, Wahl des
Approximationsraumes und der Approximationsordnung.

Mit T zwischen —oo und 1 variierend, ergibt sich damit eine Skala von geschachtelten
Gittern und Approximationsrdumen

VJTI CV}Tz fiir Tl >T27 Tz € [_0071]7 P = 1727

die eine natiirliche Hierarchie definiert. Fiir T = 0 erhilt man den Diinngitterraum V7
und fiir T — —oo hat man V{ — V7%, das heifit man erhilt den Vollgitterraum. Das
Verhalten der Indexmengen I7 ist schematisch dargestellt in Abbildung 3.2 fiir unter-
schiedliche T im zweidimensionalen Fall, vgl. auch Abbildung 3.1. Die Abbildungen 3.3
und 3.4 zeigen einige Beispiele, ebenfalls im zweidimensionalen Fall.

Zur Interpolation wie auch fiir Zwecke der Integration werden Sampling/Interpolations-
punkte im physikalischen Raum bendétigt. Unsere Approximationsraume implizieren
solche Gitterfolgen, die wir mit ST bezeichnen. Wir definieren die anisotropen Gitter

Sy = (27, an27),a; = 0,...,2% — 1,1 <i < n}.
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J,
3, >0

Abbildung 3.2: Indexmengen I? fiir T <0,T=0und T > 0 im 2D-Fall
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Abbildung 3.3: Indexmengen .71_01 , .71_01 /2, IY, und IMQ, von links nach rechts, in 2D.
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Abbildung 3.4: Indexmengen Il_(J%)? I1_0%)/2a 1%, und Illég, von links nach rechts, in 2D.

Dies sind volle Gitter mit unterschiedlicher Maschenweite in verschiedene Koordina-
tenrichtungen. Dann ist die Folge von Gittern ST, die mit dem Approximationsraum
VF assoziiert ist, gegeben durch

Abbildung 3.5 zeigt einige Beispiele im zweidimensionalen Fall. Diese Gitterpunktfolgen
sind geschachtelt und sie beinhalten als Spezialfille fiir 7' = —oo das volle Gitter und
fiir T = 0 die hyperbolischen Kreuzungspunkte [Bas89]. Die Anzahl der Gitterpunkte
in ST ist gegeben durch |ST| = dim(VT), vergleiche Lemma 1.

3.2.2 Approximationsfehler

Die grundlegende Frage ist nun, wie gut diese Approximationsrdume (abhingig von
den gewihlten eindimensionalen Multiskalenbasen) Funktionen aus den Rdumen H:;llm
approximieren. Es gilt das folgende Theorem.
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Abbildung 3.5: Gitterpunkte Sz 2, 52, S9-° im zweidimensionalen Fall. Diese gehoren zu
den Approximationsraumen Vg 2, VO, V2?

Theorem 3 FEs sei eine eindimensionale Multiskalenbasis gegeben, so daf$ die Norm-
dquivalenzen (2.26) und (2.29) beziglich der Tensorprodukt-Basen erfillt seien. Hierbei
seien die Parameter 7, r,s,t,1 aus (2.26) und (2.29) so, daf$ die Beziehungen —7 < s <
t+1<rund 0<t<r gelten. Dann gilt fir v € H'

mix

w

C. 22(s—l—t+(Tt—s-|-l) g:;)J”uH;W fiir T > s=l

inf |3, < miz ! 3.14
Jnf e —vllfe < 9§ 220 1=07 ||y ||2 firm < =t 31
Insbesondere gilt fir u € H' = M.\,
inf |ju—v||%. < C - 226705 |2, (3.15)
UEVJT
und f’ll,’f u € Hﬁmx = H:rﬁx
C . 22(s—t+(Tt—s)%>J 2 , ir T > 8
inf |lu—v|2. < et lull,., fir T2 5 (3.16)
veV’T C - 22(s-1) “U’”?{‘ _ fur T < 2.

. . t,l
Beweis: Seiu € H,;,.

der Norméquivalenz (2.26) und die untere Abschéitzung aus (2.29). Dann haben wir

inf |ju—ol3y. < |u- Z w| 3 (256) Z 925l ||ws]| 22

Um (3.14) zu zeigen, verwenden wir die obere Abschitzung aus

veVT
7 jerI? jer?
jeI? .
7 jer?
(2.29) 2(s=1)|j 2t|j 2
< (C-max2 (s=Dliloo = |"|1||u|| o (3.17)
jg[}“ Hoiw

Wertet man das Maximum beziiglich I7 aus, so erhélt man (3.14). Die Ungleichungen
(3.15) und (3.16) sind Spezialfille von (3.14), mit ¢t = 0 beziehungsweise [ = 0.
O
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Man beachte, daBl der Fehler auf der linken Seite der Ungleichung (3.14) in der Standard

Sobolevnorm ||.|

y+ gemessen wird, wohingegen auf der rechten Seite eine starkere Norm
verwendet wird.

Theorem 3 zeigt, daf fiir die Approximation von Funktionen aus 'H:,’fm die Konvergenz-
ordnung des Vollgitter-Approximationsraumes V; > auch fiir die Approximationsraume
VFEmit T < (s—1)/t gilt. Die Verwendung von Approximationsriumen mit T' > (s—1)/t
fiihrt hingegen zu einer Verschlechterung der Konvergenzordnung. Folglich bieten sich
die Rdume V}s_l)/t zu Diskretisierungszwecken beziehungsweise zur Approximation an,
inshesondere in hoheren Dimensionen, in denen der Unterschied in der Dimension zwi-
schen den unterschiedlichen Riumen V] im Vergleich zum Vollgitterraum voll zum
Tragen kommt, vgl. Abschnitt 3.2.3.

Es ist wichtig zu bemerken, da§ die Abschiatzungen in (3.14) scharf sind. Denn fir
jede Funktion w; € Wi mit ||wj|zz = 1 und j € I} so, daB das Maximum in (3.17)
angenommen wird, herrscht Gleichheit in (3.14).

Bisher hatten wir der Einfachheit halber die Stabilitdt der zugrundeliegenden Zerlegun-
gen angenommen. Dies hat uns die Anwendung der entsprechenden Norméaquivalenzen
bei der Abschétzung der Approximationsfehler erlaubt. Offensichtlich hat dieser Zu-
gang aber mehrere Schwéchen. Erstens kann er fiir nicht stabile Zerlegungen nicht
angewandt werden und zweitens ist in vielen Fallen der Giltigkeitsbereich der resultie-
renden Abschétzungen durch den Giltigkeitsbereich der Norméquivalenzen beschrankt.
Konkret kann jedoch der maximale Bereich ¢ + 1 < m anstelle von ¢t +1 < r (mit 7 aus
(2.26), (2.29)) erreicht werden, wobei m hier die Approximationsordnung der zugrun-
deliegenden eindimensionalen Basis bezeichne, vgl. (2.23).

Wir werden deswegen nun ein weiteres Theorem zur Abschatzung des Approximations-
fehlers anfithren. Im Gegensatz zu Theorem 3 ist fiir dieses jedoch die Giiltigkeit der
Norméquivalenzen (2.26) bzw. (2.29) nicht notwendig. Stattdessen bendtigen wir nur

Abschétzungen der Art

]

e < C207DRleo=thby ) Vi € N (3.18)

fiir u = Zj wy € H:;Lll-x,wj € Wj. Solche Abschitzungen ergeben sich direkt mittels
Tensorprodukt-Argumenten aus eindimensionalen Abschétzungen, siehe zum Beispiel
[Gri98c| und vergleiche (2.20) in Abschnitt 2.2 fiir entsprechende Abschitzungen fiir
multilineare Splines.

Der Beweis des Theorems verwendet die Dreiecksungleichung zusammen mit den Vor-

aussetzungen der Giiltigkeit von Abschéatzungen des Typs (3.18).

Theorem 4 Scien s,l € R, t,m € R} mit m der Approzimationsordnung der zugrun-
deliegenden eindimensionalen Multiskalenzerlequng, vgl. (2.23), s <t+1 < m, und sei
u = Zj wy € ?—[;;lix, mit wy € Wi. Wir nehmen an, daff es eine von j unabhdngige

Konstante C gibt, so daf8 (3.18) gilt. Dann gilt

inf ||u—v]
UEV}

L s=I=t+(Tt=s+1) 2=5)J n—1 . ir T > =L
w<c { c SRS SO S

C - 210 [ s fiir T < 54,
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Beweis: Wir wenden die Dreiecksungleichung zusammen mit der Annahme der Giiltig-

keit von (3.18) an. Dies ergibt

. (3.18) _ -
af vl < 1wl € 3 gl < - | 302

Abzuschétzen bleibt damit ng[} 2(s=Dlilo=thh  Wir zeigen

et < { O fiir T < s/t,
Z 2 < n—1o(s—t+(Tt—s)2=1)J] . .
o(J"'2 =)y fir T > s/t,

] T
J¢1;

(3.20)

fir s < ¢,t > 0. Daraus folgt dann offensichtlich (3.19).

Wir schatzen zuerst
Xq: Sfn—=24+r
T
— n—2

ab. Fir « # 1 gilt

q q
T n—2+r _ 1 n—2_r\(n—2)
> (" 25) =y 2
r=0 r=0
. q n—2)
_ n—2 r
~ (n-2) (’I 2 ””)
r=0

B 1 - 1_$q+1 (n—2)
B (n—2)! v 1—x

1 ) 1 (n=2) ramt 1 (n=2)
= n- — 2" — . 21
(n—2)! l(x 1—x> v 1—2 (3.21)
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erhalten wir aus (3.21) fiir 0 < 2 < 1 die Beziehung

zq: " (n;i;—r) - (1:@)”_1' (3.22)

r=0

1) Die Fille s > 0,7 <0 und s =0,T = 0:

a) Um (3.20) fir s > 0,7 < 0 zu beweisen, verwenden wir die Definition (3.12) der
Indexmenge I9. Dies ergibt

225|j|oo—t|j|1 _ Z 9sliloo—tlil — i otk Z sl (3.23)

T30 il >n+T—1 k=n+J il =k
Es gilt
SECCIES DL
=k il1 =k
k—(n-1)
_ n 28‘j1 Z 1
n=1 [(72y0e0dn)1=k—01
k—n+1 .
— 2811
" ]2::1 n—2 >
hon n—2+r
— 28(k—n+1) 2—81" - 324
n ; L (3.24)
(3.22)
S CY'Qma

da es (k:f_lgl) Moéglichkeiten gibt, die Summe & — j; mit n — 1 natirlichen Zahlen zu

bilden. Kombiniert man dies mit (3.23) so erhalt man

$ o olemthh < 0L 37 otk < o207, (3.25)

jeIs k=n+J

Zusammen mit 9 C I fiir T < 0 zeigt dies (3.20) fiir s > 0,7 < 0.

b) Im Fall s = 0,7 = 0 zeigt

Zz—tml < i 2—tk Z 1
1S k=ntl  jli=k
- > (00

k=n+.J
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— C.Q—tJiQ—ti<n_l+‘l]+z>
=0 =

(3.22)

< oI (3.26)
die Behauptung.

2) Der Fall $ > T > 0:

Sei [jli=n+J—1—iundsei T > 0. Dann gilt j € I] < [jl > J — %i. Im folgenden
bezeichnet N mit 0 < N <.J — 1 den maximalen Wert von ¢, fiir den die Menge der j
mit [jli =n+J —1—iund |jlx < J — Fi nicht leer ist.

Wir zerlegen die Summe } ;. T in zwei Teile entsprechend
7 ool = § gl Y el il (3.27)
(25 igr; jerg\i7

Die erste Summe wurde bereits in (3.25) abgeschatzt. Es verbleibt die zweite Summe
abzuschéatzen. Wir haben

Z 9slilo 31 < i\f: Z 9slilee 9=tlih

SELNT =SS
N
= 27D Tt N 2shlos (3.28)
=0 lijy =n+J-1—i,
liloo <J—i/T
Wegen
Z 9slileo < C- Z 98
lil =n+J—1—i, lily =ntJ—1—4,
liloo <J—i/T liloo <J—i/T
[J—1—i/T]

SR S I SR

k=1 [(2srrdm ) =nt T—=1—i—k
_ C.rj—i/T-l 28k (n-I—J—Q—L—k)

n—2
k=1
[J—1-i/T] ) ,
Cpron (n =2 L= D]
< . 25(J i/ T—r) n T
< ¢ rz_; n—2
S [T=1=i/T] ‘
S C_QS(J—i/T) ?’L—2+ L(% - 1)ZJ g—sr n—2+r
n—2 g n—2
(322) C . 95(7—i/T) <n -2+ L(% - 1)ZJ>

- n—2
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erhalten wir zusammen mit (3.28) die Abschitzung

N 1

S ikt < 0 g7 Y pl=s/ (" —2+l(z - ””). (3.29)

e~ — n—2
Jeif\17 1=0

a) Der Fall T' < s/t:
Wir verwenden wieder (3.22) um (3.29) fortzusetzen. Dies ergibt
S gkt P27 a7y,
JEINIT
Zusammen mit (3.25) und (3.27) zeigt dies (3.20) fir 0 < T < s/t.
b) Der Fall T = s/t:
Wir erhalten aus (3.29)
Z 2slilee=tlih < 2(s—t)JO(Nn—1) < O(Q(S—t)J_]”—l)_

JeIo\IT

Kombiniert man dies mit (3.25) und (3.27) so erhélt man (3.20) fir 0 < T = s/t.

3) Die Fille T <2 <0 und T =% <0:

t

Sei |ji =n+J—1+imit: e N. Danngiltj¢1f<:>|j|oo>J+%i.
Wir haben

> bl — i Yo el p-ilih

jgIT i=1  lili=n+J—1+4i,
¢l liloo>74i/T

— 2—t(n+J—1) i 2—ti Z 2.s|j|oo
=1

lilh =n+J—1+4,

liloo >J4i/T
0o J+12
S C . 2—tJ Z 2—tl Z 28k‘ Z 1
=1 k=[J+ %] [(J2yeeesdn) 1=n+J—14+i—k
fo's) J+2 .
. —tJ —t afntJ=2+i—k
= C-2 Z 2 Z 2 < L
=1 k=[1+ %]
0o [(1-1/T)] n_9 4
< O 27N T otigs(Tt) o=sr . 3.30
< ; ; o (3.30)
a) Fiir s = 0 erhalten wir aus (3.30) zusammen mit (3.22)
ol (3.22) Y
Y 2 < 027, (3.31)

s 27T
J¢i;
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b) Fiir T' < s/t < 0 erhalten wir aus (3.30) zusammen mit (3.22)

00 f(l—l/T)ﬂ 2
S sl < 0Lp(m0T § gl N (" —ot ’“) (3.32)
jil} =1 r=0 n—2
(3.22)
< 026N, (3.33)

Zusammen mit (3.31) zeigt dies (3.20) fur T < s/t < 0.

¢) Fir den Fall T = s/t < 0 zerlegen wir die Sumime ijlf 25l =tlil in zwei Teile
entsprechend

S oelleth = §Y gt o 3T pell-thl (3.34)

g s 270 s 70 T
JEI; -]¢1.1+N+1 JEIJ+N+1\IJ

und untersuchen die einzelnen Teile getrennt. Hier bezeichnet N den maximalen Wert
von ¢ fiir den die Menge der j € I; mit [jl; = n + J — 1 + ¢ nicht leer ist. Die erste
Summe in (3.34) kann mittels (3.26) abgeschatzt werden,

DD St S S (Ao E

0 0
J¢1J+N+1 J¢1J+N+1
(3.26

2 ) 0 ((J—|- N)n—12(s/n—t)(J+]\7)>

1—s/tJ

_ O(Jn_IQ(S/n_t)nn—s/t )
= O(Jn"200Y), (3.35)

Fiir die zweite Summe erhalten wir wie in (3.30), (3.32)

Z 9slileo—tlih _ i Z 9slileo 9—tlih

Welismn VS =L
- iy n—24+r
< C . 2_tJ 2_ti28(‘]+i) 9—sr 4
- ; ; n—2

S O(2(8—t)JNn—1)
— O(Jn—12(s—t).7).

Kombiniert man dies mit (3.34), (3.35) so erhélt man (3.20) fir T = s/t < 0.

4) Alle noch fiir den Beweis von (3.20) fehlenden Abschéatzungen fiir den Fall T > s/t
ergeben sich aus der Inklusion I]s\,/t C IT mit

T-1 n—1 n—11Y\s/t—n
N = J —
L(T—n T—n+s/t—n>s/t—1J
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und den obigen Abschiatzungen in 2b und 3c¢ fiir die Indexmenge IJSV/t. Dies zeigt die
noch fehlenden Ungleichungen in (3.20) und beendet den Beweis.
o

Theorem 4 besagt wiederum, dafl die Approximationskraft der Riume V¥ mit T <
(s — 1)/t die gleiche ist wie die des Vollgitterraumes V;*°. Fiir Approximationsraume
mit T' > (s—1)/t verschlechtert sich hingegen die Approximationsordnung. Man beachte
jedoch den zusitzlichen logarithmischen Faktor in Theorem 4 in den Féllen T > (s —
1)/t im Vergleich zu Theorem 3. Eine genauere Analyse zeigt, daff im Fall T > =t
die logarithmischen Terme (zumindest teilweise) wieder entfernt werden konnen. Wir
werden dies hier nicht weiter untersuchen.

Fiir Approximationsraume aus Tensorprodukten linearer Splines gilt (3.18) zum Bei-
spiel fiir s < 3/2 und ¢t 4+ [ < 2. Damit gelten die Aussagen von Theorem 4 fir diese
Approximationsraume innerhalb des dadurch gegebenen Parameterbereichs.
Zusammengefafit zeigen Theorem 3 beziehungsweise Theorem 4, daff die mit unse-
ren neuen Approximationsrdumen erreichbare Approximationsordnung nur von dem
Verhiltnis von isotroper zu dominierender gemischter Glattheit ST_I bestimmt ist. Wei-
terhin haben wir gesehen, daf§ es in Abhéngigkeit von der Glattheit der beteiligten
Funktionen moglich ist, aus unserer Sequenz von Approximationsraumen solche Rdume
auszuwahlend die die gleiche Approximationsgiite wie der Vollgitter-Approximations-
raum besitzen. Eine Abschitzung der Dimension der Riume V; ist der Inhalt des
nachsten Abschnitts.

3.2.3 Dimension der Approximationsrdume

Das folgende Lemma diskutiert die Dimension der Réume V. Wir geben die Koeffi-
zienten in den asymptotischen Abschiatzungen nur fir den Fall 1/J < T <1 an, da in
allen anderen Féllen die Dimension des Raumes exponentiell von n abhangt.

Lemma 1 Es gilt

n-27 fir T =1,
nf —L ) .27 =0(27) firl)J<T<1,
dim (VJT) S 2 (1_2—7—1 ;:; ) ( ) f717 / (336)
o277 fiir T <0,
O(Q“J) fir T = —oc.

Auflerdem gilt die Abschdtzung

dim (V]) < (

n—1
1) + O(J”‘2)> 27 =0@7JY) fir 0<T <1/J (3.37)
n—1)!
Beweis: Wir miissen die Summe ZjeIJT |W;| ~ ZjeIJT 28l abschétzen. Sei.K(.], T)’ =
sup{|jl: : J € IT}. Dann wissen wir aus [Di83], Theorem 6, daf} ZjeIJT bl ~ oK r
mit 7(0) = n — 1 und r(T) = 0 fir T # 0 gilt. Wertet man K(J,T) aus, so ergeben
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sich die asymptotischen Abschiatzungen in (3.36) und (3.37). Fiir festes .J ist T wie ein
diskreter Parameter und das Resultat dim(V?) = O(27.J"7") fiir T = 0 gilt auch fiir
T € [0,1/J]. Damit verbleibt die Abschatzung der Koeffizienten im Fall 1/J < T < 1.
Es seien |jly =n+J—1—dund 1/J < T < 1. Dann gilt W; C VI < —|jli + T)jloe >
—(n+J-1D+TJ & |jlo = J — %7 Wegen Z|j|1:n+J—1—i 1= (L]J;__ll) und

3 (e (e

liloo =61 >J—i/T

ist die Zahl der Unterrdume Wj mit |jl; = n+J — 1 —i die zu V] gehéren beschréinkt
durch n("="*T=D7) | Folglich gilt

Vil = i Z |W}|§2j_1ni 2_1-(%—1;(_1/1{[“_1),&-1).

=0 lili=nt+J-1—{
liloo=£, 29 —¢/T

Im Fall T — 1 = 0 erhalten wir |[V]| <2/~!n Z;.]:_Ol 27" < 2/n. Fiir T < 1 erhalten wir

Vi <2/ tn 97T
=0

[(1/T-1)(J-1)] : <n 14 i)

4

Wegen (3.22) gilt dann

1 \" 1 "
VI <2 ( ) C—o, (7> .
L=z/) |,y 1 — 27 77=1

Dies ist die gesuchte Abschatzung fiir die Koeflizienten und beendet den Beweis.
o

Die interessante Konsequenz von Lemma 1 ist, daf fiir T € (0, 1] die Dimensionen un-
serer Approximationsraume asymptotisch von der Raumdimension n unabhangig sind.
Allerdings hangen die Koeffizienten im Falle T' € (0,1) exponentiell von der Raumdi-
mension ab. Fir T' = 0 erhalten wir den wohlbekannten zusatzlichen logarithmischen
Faktor in der asymptotischen Abschétzung [Bun92, Bun99| und fir 77 < 0 ist die
Dimension von V| selbst exponentiell abhingig von n.

Tabelle 3.1 listet die Dimension von Approximationsrdumen V; fiir einige Werte von
T, Level J und Raumdimension n auf. Offensichtlich wird der Vollgitterraum V;*
fiir groflere Werte von n oder J unpraktikabel. Abbildung 3.6 zeigt Graphen von
dim(V])/dim(V}) gegen die Zahl der Level J fiir die Werte T' € {—o00, —2,—0.5,0, 0.25}.
Abbildung 3.7 zeigt einen Graphen der Dimension der Approximationsraume V,/, T €
{—00,-0.5,0,0.25} gegen die Raumdimension n. Fiir grofilere Werte von J oder n
werden die Vorteile der Approximationsraume V¥ mit groBerem T offensichtlich.

Zusammengefafit deuten Theorem 3 beziehungsweise Theorem 4 und Lemma 1 an, daf
B die richtige Wahl der Approximationsraume

maix

fiir Approximationsprobleme mit v € ‘H
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Tabelle 3.1: Anzahl der inneren Gitterpunkte fiir verschiedene Approximationsraume
VFin n = 2,3 und 4 Raumdimensionen

n =2 n=3 n=4
J =10 J =20 J =10 J =20 J =10 J =20
V7% | 1.046 - 10° | 1.099 - 10'* | 1.071 - 10° | 1.153 - 10" | 1.09 - 10'* | 1.209 - 10**
VJ_l 2.867 -10* | 3.313-10%® | 3.676-10° | 1.981 - 10%° | 2.998 - 10° | 5.404 - 1011

V; 2 | 1.434-10% | 7.759 - 107 | 1.270 - 10° | 2.135-10° | 7.209 - 10° | 3.111 - 10°
VY9 19.217-10% | 1.992-107 | 4.710-10* | 2.003 - 10® | 1.782-10° | 1.414-10°

vy | 4.865-10° | 7.078-10° | 1.664-10* | 3.801-107 | 4.582-10* | 1.664 - 10°
V7 | 3.585-10° | 4.145-10° | 8.895-10° | 1.209 - 107 | 1.856 - 10* | 3.072- 10"

. . 10 .
sl | fullgrid x—x full grid
10 T=-2 1 o <X T=-05
0—0 T=-05 107« x T=0
— - T=0 x—x T=0.25
5 —- T=0.25 o
% 10° 1 10
2 5
’I;\ ©
5 10°
ke)

level J dimension

Abbildung 3.6: Semi-logarithmische Dar-  Abbildung 3.7: Semi-logarithmische Dar-
stellung der Dimension des Approximati- stellung der Dimension des Approxima-
onsraumes V] skaliert mit der Dimension tionsraumes VI, T € {—o00,—0.5,0,0.25}
von V} fir T € {—o00,—2,-0.5,0,0.25} gegen die Raumdimension n

gegen die Anzahl der Level J in drei

Raumdimensionen

VF zu einer signifikanten Reduktion der Anzahl der Freiheitsgrade verglichen mit dem
vollen Gitter fithren kann, ohne dafl ein Verlust an Approximationsgiite auftritt. Ins-
besondere erlauben unsere Konstruktionen nun eine vollstindig an die Glattheiten und
die verwendeten Normen angepafite Auswahl von Approximationsraumen.

Bevor wir darauf naher eingehen, geben wir im néachsten Abschnitt einige zusatzliche
Informationen tiber unsere neuen Approximationsraume.
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3.3 Einige Bemerkungen zu den Approximationsriumen V;

In diesemn Abschnitt geben wir einige weitere Informationen iiber unsere neuen Appro-
ximationsraume. Speziell zeigen wir anhand trigonometrischer Basen, daf§ dyadische
Verfeinerung nicht notwendig ist fiir die Konstruktion solcher Approximationsraume.
Auflerdem zeigen wir, daf unsere Approximationsraume algorithmisch durch die Ver-
wendung sogenannter Blending-Schemata einfach handhabbar sind und wie sie aus
einem Optimierungsprozefl gewonnen werden konnen.

3.3.1 Trigonometrische Approximationsriume FV

Bisher hatten wir uns auf Approximationsraume konzentriert die aus Raumen Wj zu-
sammengesetzt sind, die selbst durch dyadische Verfeinerung enstehen. Fiir die Kon-
struktion von Approximationsraumen die an die Glattheitsparameter des jeweiligen
Problems angepafit sind, ist diese Art der Verfeinerung aber natiirlich nicht zwingend
notwendig. Sie vereinfacht jedoch die Konstruktion effizienter Algorithmen, wie wir in
Abschnitt 3.3.2 noch sehen werden. Als wichtiges Beispiel dafiir, dafl analoge Konstruk-
tionen auch fiir “andere Verfeinerungen” moglich sind, betrachten wir trigonometrische
Basen. Diese lassen sich natiirlich zusammen mit den Indexmengen I verwenden. Ge-
nausogut kann man aber in diesem Fall direkt die Beziehung (2.3) verwenden und
erhiilt damit Approximationsriume FV)] wie folgt.

Sei d € N, T € (—oo, 1]. Dann sei die Indexmenge F I} gegeben durch

FI} .= {k cZ": ﬁ(l + kD) - (14 kloo) ™ < (1 + d)l-T} : (3.38)

=1

Damit definieren wir

FV] :=span{e™™ : k€ FI}} = {f(z) = Z e kY, (3.39)
keFIT
Als natiirliche Erweiterung auf den Fall 7' = —oco definieren wir

FI;* :={k € Z" : |k|» < d}

und analog F'V; ™. Dieser letzte Raum entspricht dem Standard Approximationsraum
mit Frequenzen aus dem Wiirfel [—d, d]". Die Definitionen (3.38) und (3.39) sind mo-
tiviert durch den Abfall der Fourierkoeffizienten von Funktionen in H%. . Die zwei
Parameter d und T bestimmen die Anzahl der Elemente im Approximationsraum, wie
auch die Wahl der Frequenzen die aus dem Gesamtspektrum ausgewédhlt werden. Die
obere Grenze (1 + d)'~7 beschrinkt die maximale Frequenz in unserem Approximati-
onsraum auf d (in jeder Richtung). Abbildungen 3.8 und 3.9 zeigen einige Indexmen-
gen FIT fiir verschiedene Parameter d und T im zweidimensionalen Fall. Dort werden
die Frequenzen derjenigen trigonometrischen Funktionen gezeigt, die im Approximati-
onsraum FV] enthalten sind. Das wohlbekannte hyperbolische Kreuz [Sm63] tritt als

Spezialfall fiir T' = 0 auf. Ein positiver Wert des Parameters T' fithrt zu einem kleineren
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Abbildung 3.8: Indexmengen FIL fiir T = 0.5,0,—2,—10 (von links nach rechts) im

zweldimensionalen Fall; das hyperbolische Kreuz entspricht 7' = 0
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0 0 0 0
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Abbildung 3.9: Indexmengen FIT fiir T = 0.5,0, -2, —10 (von links nach rechts) im

zweidimensionalen Fall; das hyperbolische Kreuz entspricht 7' = 0

Approximationsraum im Vergleich zum “hyperbolisches Kreuz”-Raum, wohingegen ein
negativer Wert von 7' zu einem gréfleren Approximationsraum fithrt. Folglich bilden
die Riume FV} aus (3.39) eine geschachtelte Skala von Approximationsriumen, die
die “hyperbolisches Kreuz”-Raume beeinhaltet,

FV C PV C PV, fir —oo < Ty < Ty < 1

Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 3.2.2, Theorem 3, ergeben sich die Approxi-
mationseigenschaften dieser Raume, die wir hier der Vollstandigkeit halber noch einmal
in der entsprechenden Version auffithren. Man beachte jedoch, daf in diesem Fall keine
aus den Ansatzfunktionen resultierenden Einschrankungen fiir die Parameterwerte ¢, s
und [ bestehen. Folglich ergeben sich in diesem Fall auch keine logarithmischen Terme
wie in Theorem 4.

Theorem 5 Sei s < [ +14, ¢t > 0, u € H:;lll-x,u(;c) = ke und ul(z) =
Y kerir ke € FV. Dann gilt
1 ,

lu = ugfue <

s=l—t+(Tt—s+1) 2=1 - s=1I
{ (14 d)= =TT o fiir T > 5, (3.40)

(14 )= e fiir T < ==L,
tk

Beweis: Setzt man u(z) = >, cke™™® und vl (z) = ZkeFI;p ce” ™  in |Ju —ul||y- ein,
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so erhalt man direkt

Ju—uflfe = I ae™ = 3 ae™ i =11 D e
k kerIT kgFIT
N (1 K e
kgFIT

_ (1 + ko)™ ) - 2t Ao |2
"2 T T e LI I ) e

kgFIT =1
(1+ |k|w)® )
< .
= kghiT <H?:1(1 + i )2 (1 + [k )
Y T+ RD™ 2+ (K 0)™ - el
kgFIT i=1
(2.:3) (1+ |k|oo)2(s")> 2
< : o 3.41
- £?§<HLA1+WM” Il (341

Benutzt man die Definition der Indexmenge FI} in (3.38) und wertet man das Maxi-
mum in (3.41) aus, so erhélt man die Behauptung (3.40).
]

Theorem 5 besagt wiederum, dafl fiir die Approximation von Funktionen aus H:;le die
Konvergenzordnung des Vollgitter-Approximationsraumes F'V, > auch fiir die Approxi-
mationsrdume FV} mit T < (s—1)/t gilt. Die Verwendung von Approximationsriumen
mit T > (s — 1)/t fithrt hingegen zu einer Verschlechterung der Konvergenzordnung,.

Fiir die Dimensionen der Riume FV] gelten zu Lemma 1 analoge Abschitzungen. Nur
der Term 27 ist wiederum durch 1 + d zu ersetzen. Wir geben die Abschitzungen der

Vollstandigkeit halber hier an.

Lemma 2 FEs gilt

O(1 +d) fir 0 <T <1,
. _ O((1+44d) -log(1+d)"') fir T =0,
dim (FVdT) < 0 <(1 4 d)ﬁn;_ll) fiir T < 0, (3.42)
O((1+d)") fir T = —occ.

Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, daf} es aus algorithmischen Griinden im all-
gemeinen giinstiger ist die Approximationsriume V7 anstelle von FV] zu benutzen.
Dies erméglicht dann die Anwendung von schnellen Fouriertransformationsmethoden
auf den Approximationsraumen und damit zum Beispiel die einfache Verwendung un-
serer Approximationsraume zur Interpolation.
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3.3.2 Blending-Schemata

Die Definition der zu den Approximationsriumen V¥ gehérenden Gitterpunktmengen
ST in (3.13) deutet eine Méglichkeit an, die Approximationsriume V] (beziehungsweise
Approximanden /Interpolanten aus V}') als Summe und Differenz einfacherer Riume
aufzubauen, wie dies in der Abbildung

l+|| e o o o—9o L] o—e o

fiir die Gitterpunktmenge S9 angedeutet ist. Fiir trigonometrische Ansatzfunktionen
zeigt die folgende Abbildung schematisch die Kombination von Approximationen bhzgl.
unterschiedlicher Ansatzraume, deren Frequenzen als Rechtecke aus dem Frequenzraum
gewahlt sind.

+ + | - ] -m=m + =

Hierbei wird das auf der rechten Seite abgebildete Kreuz im Fourierraum erzeugt durch
“Addition und Subtraktion” von rechteckigen Gebieten 1m Fourierraum.

Solche Konstruktionen sind daher von besonderem Interesse, weil unsere Approximati-
onsraume 1m allgemeinen algorithmisch nicht so einfach zu handhaben sind wie die zu
vollen Gittern gehorigen Raume. Tatsdchlich ist es so, dal Funktionen aus diesen neu-
en Approximationsraumen als Summe von Elementen aus Vollgitterrdumen mit unter-
schiedlicher Maschenweite in verschiedenen Koordinatenrichtungen zusammengesetzt
werden konnen. Dies ist in Analogie zu den bekannten Boolschen Blending-Schemata
fiir die “hyperbolisches Kreuz”-Réume [Bas85, Bas89, De89, Gon89, Gord71, Grid2].
Auf diese Weise lassen sich kompliziertere Datenstrukturen vermeiden. Dariiberhinaus
ermoglicht und vereinfacht dieser Zugang die direkte Anwendbarkeit hierarchischer Me-
thoden wie zum Beispiel Multilevel Methoden und der schnellen Fouriertransformation.
Damit kénnen zum Beispiel Algorithmen fiir die trigonometrische Interpolation von
Funktionen auf den hier beschriebenen Gitterpunktmengen analog zu den Verfahren in
[Bas89, Hal92] aufgebaut werden.

Die Algorithmen basieren auf dem folgenden Blending-Theorem.

Theorem 6 Die Indexmenge I C NV, N > 1 habe die folgende Eigenschaft: Istj € I,
dann ist jedes k mit k < j in I.

Sei Wy = span{ha : k < j,1 € n}, V = ZjeIWi und u = Zjele’ wy € Wj.
Auflerdem bezeichne

V=) W (3.43)

k<j
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anisotrope Vollgitterrdume, und es set

up= Y wy firj €l (3.44)

k<j
Dann gilt
u = Z TjU; (3.45)
JeIr;#0
mit den Koeffizienten
N-1
k
=Y (1) > 1]. (3.46)
k=0 {L1=j+epr €T

MC{1,.. N}, [M|=k}

Beweis: Das Element w; aus Wj,j € I, kann als Summe und Differenz von Elementen
ux = qu wj aus den Raumen Vi, k < j, geschrieben werden,

wy = Z(—l)k Z ur.

k=0 {L1=j-Tien €T,
MCA{1,...,N},|M|=k}

Setzt man dies in u = Ejelw.i ein, sammelt gleiche Terme und nutzt aus, dafi r; = 0
gilt, falls j+ 1 € I ist, so erhdlt man (3.45).
O

Damit 1a8¢t sich also jedes Element

u?; = Z wj, Wy = Z Cm1¢ml S Wj, (347)

jeIt 1€Tm

aus V] als gewichtete Summe und Differenz aus Approximationen

Ux = Z Win (3.48)

m<k

auf anisotropen Vollgitter-Approximationsraumen V; schreiben und die Koeffizienten
der Multiskalendarstellung von u’ erhilt man direkt aus den Koeffizienten der Multi-
skalendarstellungen der u; € Vj, und diese lassen sich einfach berechnen, da die Réume
V; anisotrope Vollgitterrdume sind.

Abbildung 3.10 zeigt einige Beispiele fiir beim Blending benotigte Vollgitterraume fiir
den zweidimensionalen Fall. Dort sind die Koeffizienten rj aus der Summe (3.45) — mit
der die jeweilige Funktion u; € V; in der Darstellung von u’; gewichtet wird — an die
jeweilige Stelle im Unterraumschema eingetragen.

Um den Aufwand von Algorithmen berechnen zu kénnen, die mithilfe dieser Blending-
Schemata arbeiten, muf} die Anzahl der Freiheitsgrade bestimmt werden die beim Blen-
ding in den anisotropen Vollgitterraumen Vj verwendet werden. Es gilt, dafi die An-
zahl der Elemente beim Blending fiir den Raum V7 von der gleichen Ordnung ist wie

dim(VT).
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1)1 1)1 1)1

101 1)1 =il 1

Abbildung 3.10: Indexmengen I;™, I7", I und I3 (von links nach rechts) und zu
den Teilrdumen gehorige Koeffizienten ry aus der Sumie in (3.45), vergleiche (3.46).
Die j € I sind jeweils grau schattiert. Es sind nur die Koeffizienten rj ungleich Null
eingetragen.

Beispiel: Interpolation Soll eine (hinreichend glatte) Funktion f an den Punkten
des Gitters ST interpoliert werden, so kann nach obigem wie folgt vorgegangen werden.

Algorithmus 1
1. Berechne rj fir j € IT nach (3.46). Man beachte dabei, dafi r; = 0 gilt, falls j+ 1

ein Element von It ist.

2. Sampeln der Funktionswerte an den Gitterpunkten der anisotropen Gitter S fiir
j € I mitr; # 0 ergibt die zu interpolierenden Werte auf diesen anisotropen
Gittern.

3. Berechne die Multiskalenkoeffizienten (bzw. Fourierkoeffizienten) der Interpolie-
renden uy € Vi fiir j € I} mit ry # 0 auf diesen Gittern.

4. Kombination der u; nach (3.45) ergibt die interpolicrende Funktion u?.

Weil die Multiskalentransformation nur auf reguléren anisotropen Vollgittern durch-
gefithrt werden muf}, kann Schritt 3 durch schnelle Multiskalentransformationsverfahren
ausgefithrt werden. Damit ergibt sich der Aufwand zur Bestimmung der Koeffizienten
der Interpolierenden aus dem Aufwand der jeweiligen Multiskalentransformation. Ist
dieser Aufwand linear in der Dimension des jeweiligen Raumes, dann ist der Gesamt-
aufwand proportional zur Anzahl der Gitterpunkte in S7. Bei der Interpolation mit
trigonometrischen Basen erhilt man einen zusitzlichen logarithmischen Faktor durch
den suboptimalen Aufwand bei der schnellen Fouriertransformation.

Liegen nur Approximationen u; der uj aus (3.48) vor, so hat man die Approximation
ul ~ ZjeIJT:rj;eo rju; mit den ry aus (3.46). Damit konnen diese Blendingverfahren
auch zur approximativen Losung von Operatorgleichungen verwendet werden, indem
die Gleichung approximativ auf den anisotropen Gittern gelost wird und diese Lésungen
dann zur Gesamtlosung kombiniert werden. Beispiele fiir die Verwendung von Blending-
verfahren zur approximativen Losung der Poisson-Gleichung in den Riumen V7§ finden
sich z.B. in [Gri95b]. In [Bun94] und [Pf99] sind zugehorige Fehlerabschitzungen fiir
den Approximationsraum V} zusammen mit multilinearen Ansatzfunktionen zu finden.
Man beachte, dafl die so entstehenden Algorithmen in natiirlicher Weise dimensionsre-
kursiv aufgebaut werden koénnen.
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3.3.3 Optimierungsverfahren und Unterraumauswahl

Angeregt durch die Arbeit [Bun99] prasentieren wir in diesem Abschnitt einen anderen
Weg die Approximationsriaume V7 zu erhalten. Die Idee ist, explizit eine Optimierung
zu verwenden um Unterraume fiir den Approximationsraum auszuwéhlen.

Wie wir schon mehrfach bemerkt haben, ergibt sich z.B. fiir biorthogonale Wavelets
aus der Giiltigkeit der Norméquivalenz (2.26) und der Elliptizitdtsbedingung (1.2) zu-
sammen mit der lokalen Stabilitat (2.12) die zweiseitige Abschatzung

(1.2) (2.26) slilo (2.12) slil ~
a(u,u) 2 (ally 7Y 28 g T Y 2R B N iy
J J

merT;

fiir u = Ej wj € H*,w; € Wj. Dann ist der Beitrag des Unterraums Wi zu a(u,u)
beschrankt durch M; - C, mit

M; = 225|j|°°||wj||2£2 ~ 92shle Z(?L,lzjm>2'

meT;

Zusammen mit einer oberen Abschétzung fiir ||wj||%. oder fiir die Koeffizienten (u, ;/N)jm>,
vgl. Abschnitt 2.2 und (3.18), kann die resultierende obere Abschétzung fiir Afj als ein
Ma# fiir den Profit an Approximationskraft angesehen werden der gewonnen wird wenn
W; in den Approximationsraum aufgenommen wird. Andererseits erhoht die Aufnahme
des Unterraums Wj in den Approximationsraum den Aufwand. Das einfachste Maf fiir
diese Kosten ist die Dimension des Unterraums Wj. Die Aufgabe ist es nun, diejenigen
Unterrdume Wj auszuwéhlen, fir die bei vorgegebener Dimension b des Approximati-
onsraumes der Approximationsfehler minimal wird (oder umgekehrt). Mittels zum Bei-
spiel eines Optimierungsverfahrens [Bun99] ergibt sich nun, daff die beste Auswahl der
Unterrdume dadurch getroffen werden kann, dafi man die Abschétzungen von ~; := W]\%
der Grofle nach ordnet und die jeweils Grofiten auswéahlt.

Man sieht dies, indem man das Problem umformuliert in ein klassisches Knapsackpro-
blem. Beschrankt man den Bereich der Unterrdume Wi auf |jloo < J fiir eine ganze
Zahl J und ordnet man die mdéglichen Indizes j in irgendeiner linearen Ordnung, dann

lautet das Optimierungsproblem wie folgt:

Finde einen biniren Vektor y € {0,1}™*/ so daB

Z Mj - y; unter der Nebenbedingung Z W;| - y; < b

il <7 o <7

maximal ist.

Der bindre Array y zeigt an, welche Unterrdume in den Approximationsraum aufge-
nomimen werden. Ungliicklicherweise ist so ein Knapsackproblem NP-vollstdndig. Dies
andert sich jedoch, wenn man stattdessen erlaubt, dafl der Array y rationale Eintrige
in ([0,1] N @)™’ annehmen kann. Die Losung des Problems erhilt man dann durch

folgenden Algorithmus [Mar90]:
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1. Ordne die Menge der moglichen Indizes in einer linearen Ordnung, so daf} die

Werte von {M;/|Wj|}; abnehmen,

M;,
2

M;,
>
Wi, |

Wi, |

2. Sei M := max{s : 22:1 |Wi,. | < b}

3. Die Losung des rationalen Knapsackproblems ist gegeben durch

yr=-=ym =1

Yaip1 = 5—2?11 |W'i .
' Winea|
YMt2 = Ymyz = - = 0;

Der Wert von yas41 liegt in [0, 1] und kann also rational sein. Die Losung des rationalen
Knapsackproblems ist damit im allgemeinen keine Losung des bindren Knapsackpro-
blems. Wir besitzen jedoch noch die Freiheit, die Kosten b leicht zu verandern. Man
kann dies so tun, daf} ya41 ein Element von {0,1} ist. Dann ist y auch eine Losung
des zugehorigen bindren Knapsackproblems. Wir verweisen auf [Bun99, Gri98a] fiir
mehr Details und auf [Bun98] fiir eine kontinuierliches Analogon zu dieser diskreten
Optimierung.

Zusammenfassend miissen also fiir ein optimales Gitter in diesem Sinne diejenigen Un-
terrdume Wj in den Approximationsraum aufgenommen werden, deren 5 gréfler als eine
vorgegebene Schranke ist. Dieses Vorgehen entspricht dann der sogenannten N-Term
Approximation [DeV98b]. Man beachte, dafl die Optimierung mit oberen Schranken fiir
die Groflen Mj und nicht mit den exakten (aber unbekannten) Werten durchgefiihrt
werden mufl. Folglich sind die resultierenden Gitter und Réume nur in diesem einge-
schrankten Sinne optimal. Man erhdlt (unter den gleichen Annahmen an die Glatthei-
ten) die gleichen Approximationsrdume V] wie in Abschnitt 3.2.1. Analog lassen sich
die Approximationsraume FV,! fiir die trigonometrischen Basen herleiten.

3.4 Anwendung: Approximation von Funktionen aus qufw

In den letzten Abschnitten haben wir Sequenzen von Approximationsraumen definiert,
die sowohl das volle Gitter als auch das Diinne Gitter enthalten. Aus diesen Sequenzen
lassen sich in Abhéngigkeit der Problemstellung (insbesondere der Glattheitsannah-
men) geeignete Approximationsraume auswahlen. In diesem Abschnitt verwenden wir
diese Approximationsraume zur Approximation von Funktionen.

Offensichtlich hingt die mit den Approximationsriumen V7 beziehungsweise FV] er-
reichbare Approximationsordnung stark von den Glattheitsannahmen und der Wahl des
Parameters T' ab. Ein fairer Vergleich der Approximationseigenschaften dieser Raume
muf} sowohl die Approximationskraft (Theorem 3 und 4 beziehungsweise Theorem 5)
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wie auch die Anzahl der Unbekannten (Lemma 1 beziehungsweise Lemma 2) beriick-
sichtigen. Theorem 4 beziehungsweise 5 zeigen uns um welchen Faktor der Approxi-
mationsfehler reduziert wird, wenn vom Level J zum feineren Level J 4 1 gewechselt
wird. Dieser Faktor ist jedoch unterschiedlich fiir verschiedene Réume V} und zwar in
Abhéangigkeit des Parameters T'. Zum Beispiel gilt fiir Vollgitter- A pproximationsraume
dim (V7 Y)/dim (V™) = O(2"), das heift die Anzahl der Unbekannten verdoppelt sich,
vgl. (3.36). Im Gegensatz dazu hat man fiir T > 0 die Beziehung dim(V},,)/dim(V]') =
O(2). Das heifit, die Anzahl der Unbekannten erhoht sich nur uimn einen Faktor 2. Um al-
so einen fairen Vergleich der Approximationseigenschaften von Approximationsraumen
mit unterschiedlichem Parameter T' zu erhalten, miissen sowohl die Fehlerabschatzun-
gen wie auch die Anzahl der Unbekannten beriicksichtigt werden.

Wir beginnen mit einer Diskussion fiir den Fall trigonometrischer Approximation —
dies erspart uns die Beschrankungen beziiglich der Glattheitsparameter. Das folgende
Korollar dient dazu herauszufinden wie viele Freiheitsgrade verwendet werden miissen
um in Abhéngigkeit der Glattheitsannahmen eine bestimmte vorgegebene Genauigkeit
bei der Approximation mit den Réumen FV] zu erreichen. Man beachte insbesonde-
re den Fall T = —oo des Vollgitterraumes, bei dem die Anzahl der notigen Gitter-
punkte exponentiell von der Raumdimension abhangt, was diese Rdume in hoheren
Raumdimensionen fiir numerische Zwecke unbrauchbar macht. Die Wahl T = 0 des
“hyperbolisches Kreuz”-Approximationsraumes ist bis auf logarithmische Terme in al-
len Fillen optimal. Diese logarithmischen Terme konnen jedoch in den meisten Fallen
durch eine geschickte Wahl des Approximationsraumes V7 entfernt werden. Als weitere
wichtige Aussage zeigt das folgende Korollar in welchen Féllen die nétige Anzahl von
Freiheitsgraden unabhéngig ist von der Raumdimension n.

Korollar 1 Seien ¢ € RY, s < I+t t > 0, u(z) = Y ke ™ u € H:;llm und
ul(z) = ZkeFIg cke™ % dessen Approzimation in FV], siehe (8.89). Falls T < ST_I
gilt, dann ist die Anzahl der Elemente N' = dim(FV]) die nétig ist um |Ju—ul]
zu erhalten, beschrdnkt durch

’HSSE

0 eﬁ) fir 0 < T,
0 (== .1n(€—1)n—1> fir T =0,
N < 1 (3.49)
O(emﬁ”> fiir —oo <T <0,
0 (eﬁ> fir T = —oo.

Falls 1 > T > ==L gilt, dann ist die Anzahl der Elemente N' = dim(FV]') die nétig ist
um ||u — ug”ys < € zu erhalten, beschrdnkt durch
O (_:s—ll—nt %) f’l'l:T 0 < T,
N<K O erT=m" ln(e_l)"_1> fur T =0, (3.50)
0 (es—ll—m”> fir —oo < T <.
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Beweis: Es bezeichne V' die Anzahl der Freiheitsgrade im Approximationsraum FV).
Dann folgt aus (3.42) zusammen mit (3.40)

inf ||
veFV]T
O( s—l—t) | w ||Hu fir0 < T, T < ST_lv
O(N(e I-nt) ;= || |40t fir 0 < T,T > =7,
s=Il—t
o ((111 ) ) lull e fiix T=0,T < 53,
——t
. - ir 7' = s=l (3.51)
0 (V== ) il fe T <0.7 < =L
0 (NF1) -l i T < 0,7 > =1
0 (Ni> [l gy fir T = —oc.

Beschrinkt man die rechte Seite von (3.51) jeweils durch e und 16st nach A auf, so
erhdlt man (3.49) und (3.50).
O

Man beachte, dafl nur die Differenz s — [ (und nicht s oder [ alleine) in diese Abschétz-
ungen eingeht. Fiir andere stabile Zerlegungen gelten gemafl Theorem 3 die gleichen
Abschétzungen, solange die Parameter sich innerhalb des Stabilitdtsbereiches befinden.
Geméafl Theorem 4 erhdlt man bei nicht stabilen Zerlegungen beziehungsweise falls
HUL auBerhalb des Stabilititsbereiches der zugrundeliegenden Zerlegung liegt, in den
Fallen T > ST_I jeweils einen zusitzlichen logarithmischen Term In(A)"~! im Vergleich
zu (3.51) und damit auch zusétzliche logarithmische Terme in (3.49) und (3.50).

Wie bereits bemerkt, ersehen wir aus diesem Korollar, dafi die Wahl 7" = 0 bis auf
logarithmische Terme optimal ist. In den meisten Féllen kénnen diese logarithmischen
Terme jedoch durch eine andere Wahl von T' entfernt werden. Aulerdem zeigt das Ko-
rollar, dafl im Fall 0 < T' < ST_I die Anzahl der Freiheitsgrade die benétigt wird um eine
Approximation mit einem Fehler kleiner als € zu erhalten, asymptotisch unabhéngig
ist von der Dimension n.

Wichtig ist an dieser Stelle noch die Bemerkung, daf} der Aufwand fiir die Approxi-

mationsaufgaben fiir Funktionen aus M.\  wie er sich aus dem Korollar ergibt, bis

auf evenuelle logarithmische Terme Opflmal ist. Weitere Verbesserungen durch h- oder
p-adaptive Methoden sind nur méglich, falls weitere Informationen iiber die zu appro-
ximierenden Funktionen vorliegen.

Visualisieren lassen sich die Implikationen von Korollar 1 indem man die negativen
Exponenten in (3.51) — die ja unter Vernachlissigung eventueller logarithmischer Ter-
me den jeweiligen Approximationsordnungen entsprechen — gegen den Parameter T
fiir verschiedene Werte von n und unterschiedliche Glattheitsklassen %, und Feh-

nlzl‘
lernormen ||.|

4+ aufzeichnet. Wir bezeichnen die negativen Exponenten mit order; =
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ordery(s,l,t,T). Sie lauten

t+1—s fir 0 <T,T < =,
t+l—s—(Tt—s+1)2=r fir 0 <T,T > =,

order (s,[,t,T) = WT_S . % fir T <0,T < ST_I, (3.52)
t— 2=t fir T <0,T > =,
H'IT_S fir T = —c.

Die Grofle order; entspricht dann — wie gesagt bis auf eventuelle logarithmische Terme
— der Approximationsordnung beziiglich der Verfeinerungsrate 2. Beziiglich der Verfei-
nerungsrate 2F sind die entsprechenden Gréfien gegeben durch order, = k-order,. Eine
Vergroferung der Anzahl der Unbekannten um den Faktor 2* fithrt dann in etwa zu
einer Reduktion des Approximationsfehlers um einen Faktor 27°rders — g—k-orderi

Die Abbildungen 3.11-3.16 zeigen einige Beispiele. Dort sind fiir verschiedene Werte der
Glattheitsparameter ¢,/, s und verschiedene Raumdimensionen n jeweils order; bezie-
hungsweise order,, gegen T' aufgetragen. Die Abbildungen zeigen die Abhangigkeit der
Approximationsordnungen von den Parametern. Insbesondere ist zu erkennen, wann
und in welchen Bereichen der Parameter die Approximationsordnungen unabhéngig
sind von der Raumdimension.

Wir diskutieren die in den Abbildungen dargestellten Beispiele etwas genauer. Es wer-
den die Falle s € {—1/2,0,1} zusammen mit den Glattheitsklassen Hgﬁx,’?{i’ix und
HZO untersucht. Man beachte, daff H20 C HEL C HYY gilt.

Als erstes betrachten wir die Glattheitsklasse H? = Ho: und s = 1, das heift der
Fehler der Approximation einer Funktion aus dem isotropen Sobolevraum H? in FV}
wird in der H'-Norm gemessen. Wir erhalten aus (3.52)

1=T g T
order;(1,2,0,T) ={ i f3i0T<<o

Abbildung 3.11 (links) zeigt order; gegen T fir unterschiedliche Werte von n. Wir
sehen, daf} die Ordnung fir 7' < 0 unabhéangig von T aber abhédngig von der Dimension
n ist. Dies zeigt den “Fluch der Dimension” fiir Probleme in isotropen Sobolevraumen
in hoheren Dimensionen. Fiir 0 < T' verschlechtert sich die Ordnung mit zunehmendem
T. Ahnliche Situationen ergeben sich bei diesen Glattheitsvoraussetzungen fiir andere
Parameter von s, vergleiche die Abbildungen 3.12-3.13 (links).

Schranken wir die Klasse der betrachteten Funktionen ein auf die Glattheitsklasse
H,'\ (das heift, t = 1,1 = 1) dann erhalten wir die Resultate wie sie in den Abbildun-

gen 3.11-3.13 (Mitte) dargestellt sind. Aus (3.52) ergibt sich dann fiir s =1

1-T .
—=n fiir 0 < T,

order(1,1,1,T) = T#:l fir —oco<T <0,
1

fiir T = —o0.

Abbildung 3.11 (Mitte) zeigt, daB fiir s = 1 order; fiir alle Werte von T' bis auf T' = 0
von der Dimension n abhangig ist. Nach (3.51) ist fir 7' = 0 die Abhangigkeit der
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Konvergenzgeschwindigkeit von der Raumdimension logarithmisch (man beachte, daf§
eventuelle logarithmische Terme in order; nicht beriicksichtigt werden.)

Fir die Glattheitsklasse Hf,;?x (t = 2,1 =0), das heift fiir Funktionen mit dominieren-
der gemischter Ableitung, dndert sich die Situation wiederum. Wir erhalten

1— (2T - 1)t fiw T > 1,

1 fir0 <7 <1
der;(1,0.2.T) = ~o
order;(1,0,2,T) T/t fiir T <0,

1 fiir T — oo.

Fiir T < 0 1st damit fiir s = 1 order; wieder von n abhingig, aber im Bereich 0 < T' <
1/2 ist die Ordnung von T und n unabhéingig, vergleiche Abbildung 3.11 (rechts). Fiir
T > 1/2 verschlechtert sich die Approximation wieder.

Die Abbildungen 3.12 und 3.13 zeigen die entsprechenden Graphen fir die Fille s = 0
und s = —1/2, respektive. Wiederum reduziert sich die Abhangigkeit der Ordnung
von der Dimension n mit héherer Glattheit. Im Gegensatz zum Fall s > 0 verbleibt
im Fall s < 0 eine leichte n-Abhéngigkeit auch fiir den Fall dominierender gemischter
Glattheit.

In Bezug auf den Verfeinerungsfaktor 2" ist order,, als Approximation an die Appro-
ximationsordnung entscheidend. In den Abbildungen 3.14 und 3.15 ist jeweils order,
gegen T aufgetragen, fiir s = 1 bzw. s = 0, d.h. im Fall der H'-Norm und der £*-Norm.
Die Approximationen mit FV/-Réumen deren order, hoher ist als dasjenige der Voll-
gitterapproximation lassen sich dann als Verfahren hoherer Ordnung ansehen. Zum
Beispiel ergibt die Approximation von Funktionen aus H2,;, mit FV] T € (0,1/2) im
Fall s = 1 die Approximationsordnung n, wohingegen das volle Gitter nur die Appro-
ximationsordnung 1 erreicht, vgl. Abbildung 3.14 rechts.

Abbildung 3.16 zeigt noch order; gegen T fir verschiedene s im Fall n = 10. Sie

verdeutlicht die Abhéngigkeit der Approximationsordnung vom Parameter s.

1t — n=3 1H[— n=3 1t— n=3
- - n5 — - n35 — - n3b5
- n=10 - n=10 % \ - n=10 %
=100 =100 \ =100
0.8 n 0.8 n 77 A 08 n 77
Va4 \\ Va4
. . Pt \ . Pt
506 506 _ N 506 _
© © -7 N ° -
[S) S L—-"_.- A\ S L—-"_.-
04 04—~ ) 04—~
A
y
02 ——————————~ - 0.2 \ 0.2
0 =D 0 ‘ 0
2 -15 -1 05 0 05 1 2 -15 -1 05 0 05 1 2 -15 -1 05 0 05 1
T T T

Abbildung 3.11: order; fiir s = 1 und die Rédume H,.5,, Hoot, und H25, (von links nach
rechts); Fiir den isotropen Sobolevraum H? = Hfr’lfx verschlechtert sich die Approxi-
mationsordnung mit zunehmender Dimension; Im Fall Hfr;(z)x gibt es hingegen einen
Bereich, in dem die Approximationsordnung unabhéngig ist von der Dimension n.
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Abbildung 3.12: order; fiir s = 0 und die Raume H,5., H)' und HZ) (von links
nach rechts); fir den Raum ’H:ﬁx verschlechtert sich die Approximationsordnung mit
sunehmender Dimension; Im Fall H2) und T = 0 verbleibt nur eine logarithmische

Abhangigkeit von n.

25 u T T T T 25 u T T T T 25 u
— n=3 — n=3 — n=3
— - n35 — - n3b — - n3b5 —
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Abbildung 3.13: order; fiir s = —1 und die Réume H.'" 'H:,’llx und H2" (von links

2 mix? mix
nach rechts); In allen drei Féllen ist die Ordnung von der Dimension n abhingig. Fiir

den Raum H>° ist die Abhéingigkeit jedoch im Vergleich zu dem Raum H2?, innerhalb

mix mix
eines bestimmten Bereiches von T drastisch verringert.
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Abbildung 3.14: order, fiir s = 1 und die Rdume H? oy und HEC

mix? mizx mix (VOIl links
nach rechts); Fiir die Raume Ho: gilt order, = 1 fir T < 0. Fiir H;, wird die
héchste Ordnung n im Fall T = 0 erreicht. Fiir H2"_ gibt es hingegen ein Intervall

[0,s/2] = [0,1/2] in dem order,, = n ist. Folglich kénnen die resultierenden Approxi-

mationsmethoden (innerhalb dieses Bereiches von T') als Verfahren héherer Ordnung
angesehen werden.
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Abbildung 3.15: order,, fiir s = 0 und die Raume H,.;,, H,: und H> (von links nach

maz?  Ymax
rechts); Fiir H?,;fx und 7' < 0 1st order,, unabhéngig von 7" und der Dimension n. Fir

den Raum Hfr’l?x wird die hochste Approximationsordnung (2n) bei T' = 0 erreicht.
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(Von links nach rechts ) in n = 10 Dimensionen.

3.5 Anwendung: Lésen von Differential- und Integralgleichun-
gen

In diesemn Abschnitt verwenden wir unsere Approximationsraume zur Losung von el-
liptischen Differential- und Integralgleichungen. Die Verwendung von Tensorprodukt-
Approximationsraumen als Ansatz- und Testfunktionen fir Galerkindiskretierungen
bietet sich an bei variationellen Problemen in héheren Raumdimensionen. Beginnend
bei den Blending Konstruktionen zur Losung partieller Differentialgleichungen 2ter
Ordnung in [Ca76] wurden in [Ze91, Bun92, Bal94, Gri95a, D097, Ac97] umfangrei-
che numerische Untersuchungen zur Losung der Laplace-Gleichung unter Verwendung
der Riume V7] als Finite Elemente Approximationsrdume durchgefithrt. Dabei wur-
den lineare Splines als Ansatzfunktionen verwendet. In [Gri95a] wurden Prewavelets
benutzt und in [Bun98] findet man Beispielrechnungen fiir Finite Elemente mit An-
satzfunktionen héherer Ordnung. Die Ergebnisse entsprechen jeweils den theoretischen
Vorhersagen wie sie sich aus unseren Approximationsaussagen ergeben. Wir verzichten
deswegen auf eine Wiederholung dieser Ergebnisse und verweisen stattdessen auf diese
Arbeiten und Abschnitt 3.4. Beziiglich der Losung der Poisson- bzw. der Konvektions-
Diffusions-Gleichung wurden in [Bun92, Bal94, Zu00] adaptive Verfahren untersucht.
Auch in der Fluiddynamik und der Quantenmechanik wurden die Riume V) zusam-
men mit multilinearen Splines zur numerischen Simulation eingesetzt. So findet man
in [Gri95b] und [Kre97] Berechnungen von Stromungen und in [Hi94, Gar98] wird
die stationdre Schrodingergleichung approximativ in héheren Dimensionen gelost. Wei-
terhin finden sich in [Bal92] numerische Beispiele fiir die Helmholtz-Gleichung und
in [Bal94, Ku97, Bal94] wurden Ergebnisse fiir parabolische und in [Gri98d] fiir hy-
perbolische Differentialgleichungen beschrieben. Berechnungen fiir die biharmonische
Gleichung finden sich in [St095]. Beziiglich der Losung von Integralgleichungen wird in
[Gri98c] die Einfachschicht-Potentialgleichung betrachtet und mit Haar- beziehungswei-
se linearen Prewavelets und der Indexmenge I diskretisiert und approximativ gelost.
Wir widmen uns in diesem Abschnitt einigen weiteren theoretischen Aspekten der
Losung von Differential- und Integralgleichungen unter Verwendung unserer neuen Ap-
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proximationsraume. So benotigt man zur Approximation der Losungen variationeller
Probleme nicht nur geeignete Approximationsraume, sondern auch schnelle Loser bezie-
hungsweise ensprechende Vorkonditionierer fiir die entstehenden linearen Gleichungs-
systeme. Fiir eine Einfitlhrung in dieses Gebiet siche zum Beispiel [Hac93, Hac85].
Deswegen werden wir uns kurz mit Vorkonditionierern fir die sich aus der Diskre-
tisierung von variationellen Problemen mittels des Galerkinansatzes und der Approxi-
mationsrdume V7 ergebenden linearen Gleichungssysteme beschiftigen. Insbesondere
betrachten wir einen Vorkonditionierer fiir das mit den Réumen V} und multilinearen
Tensorprodukt-Splines als Ansatzfunktionen diskretisierte Poisson-Problem. Damit er-
reicht man eine Kondition der Ordnung O(J"~?). Wir untersuchen aufierdem, ob sich
mit Hilfe der Hierarchie der Approximationsriume V; ein effizientes Mehrgitterverfah-
ren fiir das Poisson-Problem bauen 1afit und zeigen fiir welche Glattheitsklassen das
Poisson-Problem sich mit einem Aufwand losen laft, der (asymptotisch) unabhéingig
von n ist.

3.5.1 Bemerkungen zu Vorkonditionierern und Mehrgitterverfahren

In diesem Abschnitt besprechen wir kurz die Konstruktion von Vorkonditionierern fiir
variationelle Probleme des Typs (1.1) bei Galerkindiskretisierung mit den Raumen V.
Auflerdem zeigen wir, daff ein naiv aus einer Sequenz von Riumen V7 als Grobgitter-
Approximationen fir das volle Gitter aufgebautes Mehrgitterverfahren keine Konver-
genzrate erzielen kann, die von der Maschenweite unabhéangig ist.

Bemerkungen zu Vorkonditionierern Die Konvergenzgeschwindigkeit von gra-
dientenorientierten iterativen Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems
Az = b mit symmetrischer Steifigkeitsmatrix A hiangt von der Kondition der Matrix
A ab. Entsteht das lineare Gleichungssystem aus der Finite Elemente Diskretisierung
einer Variationsgleichung so ist die Kondition der Matrix im allgemeinen von der Fein-
heit der Diskretisierung, das heift von der Anzahl der Elemente im Finite Elemen-
te Approximationsraum abhangig. Die Idee bei der Vorkonditionierung eines linearen
Gleichungssystems Az = b besteht nun darin, nicht direkt das urspriingliche lineare
Gleichungssystem zu l6sen, sondern zum Beispiel CAu = Cb mit einer invertierbaren
Matrix C zu 16sen. Die Matrix C sollte dabei so gebaut sein, daf fiir die Konditionen gilt
k(CA) << k(A). Aulerdem sollte die Anwendung von C auf einen Vektor moglichst
billig sein. Idealerweise sollte gelten, daf§ die Kondition der vorkonditionierten Matrix
von der Feinheit der Diskretisierung unabhéngig ist. Als Motivation fiir die Untersu-
chung von Vorkonditionierern soll dies an dieser Stelle geniigen. Zu umfangreicheren
Informationen zur Vorkonditionierung siehe zum Beispiel [Dah92, Os94].

Ist die Norméquivalenz (2.26) fiir die gewidhlte Multiskalenzerlegung erfiillt mit s aus
(1.1) innerhalb des Giiltigkeitsbereiches der Normaquivalenz, so ergeben sich direkt
optimale Vorkonditionier durch einfache Diagonalskalierung der Steifigkeitsmatrix, be-
ziehungsweise Aquivalent dazu, indem man das skalierte System {27*Meay : [l <
J,k € n} als Basis im Finite Elemente Approximationsraum V; > verwendet. Dann ist
die spektrale Kondition der Steifigkeitsmatrix A;> = {2_5(|1|°"+|1’|°")a(¢1k, k) hovk ke
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uniform beschrankt in .J, das heifit es gilt k(A7) = O(1), siehe [Dah92, Ja92]. Dies
fiihrt dann zum Beispiel bei gradientenorientierten iterativen Verfahren zu Konver-
genzraten die unabhdngig sind von der Levelzahl J. Man beachte, daf§ dieses Resul-
tat wegen VI C V7™, T € (—o0,1], trivial erweitert werden kann auf beliebige Ap-
proximationsriume V7, da die Steifigkeitsmatrizen bzgl. dieser Approximationsriume
Teilmatrizen von .A; sind. Das heifit, fiir die diagonalskalierten Steifigkeitsmatrizen

{2 5(|Loo +[1 [0 (¢1k7 llk,)}leﬂ verT kenken gilt dann ebenfalls
K(AT) = O(1)

Sind jedoch diese Norméaquivalenzen nicht erfiillt, so miissen andere Konstruktionen
verwendet werden um zumindest suboptimale Vorkonditionierung zu erreichen. Als Bei-
spiel betrachten wir den Fall stiickweise multilinearer Splines fiir H'-elliptische Proble-
me zusammen mit einer BPX-artigen Zerlegung, vergleiche [Bram90, Gri94a, Gri94b).

Im Fall der Diskretisierung der Poisson-Gleichung mit stiickweise multilinearen Splines
geniigt eine einfache Diagonalskalierung der Steifigkeitsmatrix nicht, um eine von der
Levelzahl unabhédngige Kondition zu erhalten. So ergibt sich zum Beispiel im zweidi-
mensionalen Fall nach Diagonalskalierung eine Kondition von O(J27/%) im Vollgitter-
fall, sie ist also exponentiell von der Anzahl der Level J abhangig [Gri94b]. Aber auch
der BPX-artig vorkonditionierte Operator PB px entsprechend der Formel

u, Vi) T
PBPXU Z Z 22|J|°° 77le 77/].]1> djji, "e VJ 7

jer? i

mit a(.,.) der Bilinearform aus der variationellen Formulierung des Poisson-Problems,
besitzt keine von der Anzahl der Level unabhingige spektrale Kondition, wie dies fiir
die Nicht-Tensorprodukt-Basis der Fall ist [Bram90]. So erhalt man zum Beispiel in zwei
Dimensionen eine Kondition von der Ordnung O(J?) fiir das volle Gitter [Gri94b]. Die
Kondition 148t sich jedoch durch Ausblenden von Unterrdumen noch etwas verbessern.
Und zwar gilt, dafl der Operator PBPX gemaf

K]

: bood) i)
PBPX” Z Z 221 17¢ ) ¢(l,...,l),i

a(u, ¥5)
+ Z Z Z 22 (s, 51 ) 22 Vi, u € VJT

I=[K]  (elT:i+ei@IT 1<i<n & [jlo=1} |

eine spektrale Kondition von £ < O(J"?) besitzt fiir T € (—o0,1). Hierbei ist K =

%, vergleiche die folgende Abbildung.
J
K
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Der Beweis ist eine einfache Verallgemeinerung des Beweises fiir den Fall V} in zwei
Dimensionen aus [Gri94b] auf allgemeinere Approximationsrdume und beliebige Raum-
dimensionen. Wir verzichten deswegen auf eine Darstellung.

Optimale Vorkonditionierung fiir Probleme mit n > 2 1a8t sich mit Hilfe von Wavelet-
vorkonditionierern (wie oben beschrieben) oder auch mit Mehrgitterverfahren erzielen.
Dies wurde in [Gri94a, Pf98] fiir den Approximationsraum V] beschrieben und 14t
sich analog fiir andere Parameter von T durchfiihren.

Eine Bemerkung zu multiplikativen Verfahren Fiir eine Einfithrung in das Ge-
biet der Mehrgitterverfahren siehe [Hac93]. Weiterfithrende Informationen finden sich
zum Beispiel in [Hac85, Xu92, Ys92, Gri%a).

Die Sequenz von Rédumen V] beziehungsweise Gittern ST (vgl. Abbildung 3.5) legt
es nahe tiber ein Mehrgitterverfahren nachzudenken, bei dem eine Folge von Gittern
S? D S? D ... aus dieser Sequenz als Grobgitter-Approximationen fiir das volle
Gitter S7% gewdhlt wird. Folgende einfache Uberlegungen machen jedoch deutlich,
daf} ein so aufgebautes Mehrgitterverfahren keine Konvergenzrate erzielen kann, die
von der Maschenweite unabhingig ist.

Wir betrachten ein Zweilevel-Verfahren bestehend aus Glatten auf dem vollen Gitter
S57° und Grobgitterkorrektur auf dem Diinnen Gitter S9. Sei A die Matrix des mit
zentralen Finiten Differenzensternen auf dem vollen Gitter diskretisierten Dirichlet
Poisson-Problems auf dem Einheitsquadrat. Die Maschenweite der Diskretisierung sei
h :=1/27 und es sei N := 1/h. Die Menge der inneren Gitterpunkte bezeichnen wir
mit Qp :={h-1:1€ [1, N—1]"}. Die Eigenfunktionen von A sind die Sinusfunktionen

x) = 2h - [ [ sin(vimz;), x € Qp,v € [1, N —1]" (3.53)
und die Eigenwerte sind
4 n
Av h—z_:sm (vith/2), v € [1,N —1]".

Hohe Frequenzwerte v entsprechen schnell oszillierenden Funktionen. Jede Gitterfunk-
tion u auf dem vollen Gitter lafit sich in der Eigenvektorbasis (3.53) schreiben als
u= ZVE[I,N—I]‘”<H7 ev)e’

Waihlt man als Iteration zur Losung des diskreten Problems Au = b die Richardson-
Iteration u™*! = u™ — §(Au™ —b) mit § = ﬁh? ~ 1/Amaz(A), so ist die resultierende
Konvergenzrate

p=1—0\un(A) ~1—0(R?.

Diese wird genau dann angenommen, wenn der Fehler err™ = u™ — u ein Vielfaches
der Eigenfunktion e'(x) = 2h- [, sin(mx;) zur niedrigsten Frequenz ist. Fiir den Fall,
daf der Fehler err™ nur aus hochosz1lherenden Funktionen zusammengesetzt ist, also

N
rr™ € X :=gspan{e’ :v € [I, N —1]", max {vi} > ?} mit & € IN,
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(mit & unabhéngig von k) gilt, hat man hingegen, daf die Konvergenzrate des Richard-
son-Verfahrens von der Maschenweite h unabhéingig ist, da fiir die Frequenzen A, der
Funktionen in X?** die Beziehung

4
5 sin? (%) <Ay < Ano1 <

4n
h?
gilt. Damit folgt die Beziehung

Lo (T
|1 —6Xv| <1—Csin <E)7

vergleiche [Hac93]. Die Konvergenzrate ist also nur von der Wahl des Parameters k,
aber nicht von der Maschenweite h abhéngig.

Diese Beobachtung fithrte zur Entwicklung der Mehrgittermethode, bei der die glat-
ten Anteile des Fehlers durch die Grobgitterkorrektur und die hochfrequenten Anteile
durch den Glétter ausgeloscht werden [Hac85]. Die Wahl des Grobgitters kann dabei
allerdings nicht beliebig erfolgen, wie wir im folgenden sehen werden. Dazu betrach-
ten wir ein Zweilevel-Verfahren bestehend aus Glattung auf dem feinsten Level und
Grobgitterkorrektur auf dem Gitter S9.

Aus (3.38) erkennt man, daf fiir die Frequenzen der Gitterfunktionen auf S§ die Be-
ziehung [[_, v; < N gilt. Die Gitterfunktionen auf S7% die auf S9 nicht dargestellt
werden konnen, sind also in dem Raum

Xosz = span{ev TV E [17N — 1]”7HUZ- Z N} mit k € IN.

i=1
Fiir Funktionen aus X gilt die Abschitzung

. 9, T e 4n,
ﬁst(gNl/ 1) <A < Ano1 < 72

und folglich die Abschatzung der Konvergenzrate des Richardson-Verfahrens
1—8)\] <1-— SmZ(gNl/n—l) 1 Sinz(ghl_l/n)_

Diese wird genau dann angenommen, wenn der Fehler err™ = u™ — u ein Vielfaches
der Eigenfunktion eNl/n(x) = 2h [], sin(NY/"ra;) zur Frequenz (N7 ... N'Y/") ist,
Fiir h — 0 folgt dann

11— 6A] <1 -0 (R0=1/M).

Das heifit die Konvergenzrate des Richardson-Verfahrens auf dem Raum X°% ist von
der Maschenweite h und der Raumdimension n abhéngig. Der Fehler der nach der Grob-
gitterkorrektur verbleibt, wird also vom Glatter nicht mit einer von der Maschenweite
unabhingigen Konvergenzrate reduziert. Damit kann das Zweilevel-Verfahren das aus
den Komponenten Glittung auf dem vollen Gitter und Grobgitterkorrektur auf dem
Gitter S besteht, ebenfalls zu keiner von der Maschenweite unabhéngigen Konvergenz
fithren.
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Eine analoge Uberlegung fiir ein beliebiges Gitter ST, T # —oc, als Grobgitter zeigt,
daf} sich fiir keine feste Wahl von T eine maschenweitenunabhéngige Konvergenz er-
gibt. Das heiBt, im Gegensatz zur Hierarchie von Gittern der Art $7 > S7™ D ...
die zum “normalen” Mehrgitterzyklus fiihrt, ist eine Hierarchie von Gittern der Art
57 2 8T 5 8% 5 ... zumindest auf diese Weise nicht zum Aufban eines Mehrgit-
terverfahrens geeignet.

3.5.2 Kosten von Algorithmen zur approximativen Lésung

Jetzt betrachten wir die Kosten beim Losen von elliptischen variationellen Problemen
(1.1) bis zu einer vorgegebenen Genauigkeit, wobei der Fehler in der Energienorm ge-
messen wird. Abschétzungen in der Energienorm erhilt man direkt aus Theorem 4
mittels der Bestapproximation der Finite Elemente Losung, vgl. (1.5). Das heifit, die
Abschéatzungen von Theorem 4 lassen sich direkt in Fehlerabschétzungen in der Ener-
gienorm fibertragen. Wir verwenden die Approximationsriume V] zusammen mit op-
timalen Vorkonditionierern, wie sie sich aus den Norméaquivalenzen von Abschnitt 2.3
ergeben.

Bei der Abschiatzung der Kosten von Algorithmen zur Losung solcher variationeller
Probleme miissen zwei Fille, ndmlich Integral- und Differentialgleichungen, unterschie-
den werden. Im Fall von Integraloperatoren ist die resultierende Steifigkeitsmatrix A;
voll besetzt und hat daher O(dim(Vpg)?) Eintrige. Im Fall von Differentialoperatoren
hingegen hat die Steifigkeitsmatrix

O (dim(Vrg) In (dim(Veg))") (3.54)

Eintrége. Diese ist also viel diinner besiedelt als die Steifigkeitsmatrix von Integralope-
ratoren, aber trotzdem viel dichter besetzt als die gewohnliche Finite Elemente Stei-
figkeitsmatrix aus der Diskretisierung mit nicht hierarchischen Basen. Dies beruht auf
den groferen Tragern der hierarchischen Tensorprodukt-Funktionen auf gréberen Ska-
len. Jede effiziente Implementierung fiir Differentialoperatoren muf also das explizite
Aufstellen der Steifigkeitsmatrix vermeiden. Stattdessen kann zumindest fiir Differen-
tialoperatoren mit konstanten oder separablen Koeffizientenfunktionen, insbesondere
fiir den Laplace-Operator, — wegen der Tensorproduktstruktur unserer Basen — die
Anwendung der Steifigkeitsmatrix auf einen Vektor durch die Anwendung bestimmter
diinnbesiedelter Matrizen ausgefithrt werden. Dies wurde im Detail in [Bun92, Gri95a]
fiir die Rdume VY und die Vollgitterrdume V; > beschrieben und kann leicht auf die
hier vorliegende allgemeinere Situation mit variablem T erweitert werden. Dann ist
die Matrix-Vektor-Multiplikation in O(dim(Vrg)) Operationen ausfithrbar. Das glei-
che gilt fiir den Fall allgemeiner Koeffizientenfunktionen fiir den Approximationsraum
V;°. Die Implementierung des Matrix-Vektor-Produkts mit linearer Komplexitit ist
jedoch ziemlich kompliziert und im Falle adaptiv verfeinerter Gitter und Differential-
operatoren mit allgemeineren Koeffizientenfunktionen zusammen mit den Approxima-
tionstiumen V7 # V7> ist es unklar, ob das Matrix-Vektor-Produkt mit linearer
Komplexitét ausgefithrt werden kann.

Wir nehmen an, dafl der Vergleich von reellen Zahlen wie auch Standard arithmetische
Operationen mit Einheitskosten ausgefiihrt werden kénnen und daff die Eintrage der
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Steifigkeitsmatrix wie auch des Lastvektors mit ausreichender Genauigkeit berechnet
worden sind.

Ist das vorgegebene lineare Gleichungssystem mit einem Aufwand losbar, der linear ist
in der Anzahl der Unbekannten, dann sind die Kosten um eine Approximation an die
Losung des variationellen Gleichungssystems bis auf die Genauigkeit € zu berechnen
von der Ordnung O(.J-dim(Vpg)?) falls die Steifigkeitsmatrix dicht besetzt ist und O(.J-
dim(Vrg)) falls das Matrix-Vektor-Produkt in O(dim(Vrg)) Operationen ausgefithrt
werden kann. Es ist moglich den J-Term in diesen Abschitzungen zu entfernen, wenn
man ein geschachteltes Iterationsschema verwendet [Kro71]. Falls das Matrix-Vektor-
Produkt in O(dim(Vrg)) Operationen ausgefiithrt werden kann und die Losung in ’H;lm
liegt und die Voraussetzungen von Theorem 3 zutreffen, dann sind die Kosten zur
Losung eines H*-elliptischen variationellen Problems gegeben durch

s>1 ‘ s=1 ‘ s<l
o) [0 (e (n(e))"™") [ O

(3.55)

Diese Resultate sollten verglichen werden mit den O(eﬁ) Kosten fiir den Vollgit-
terfall. Falls die Steifigkeitsmatrix voll besetzt ist, das heifit sie hat O(dim(Vpg)?)
Eintrdge (wie im Fall von Integraloperatoren), dann miissen diese Resultate quadriert
werden. In diesem Fall kann der Aufwand durch zusétzliche Kompression noch gesenkt
werden [Dah93, DeV92], vgl. Kapitel 4. Falls statt Theorem 3 nur Theorem 4 angewen-
det werden kann (weil die Voraussetzungen von Theorem 3 nicht zutreffen, wie zum
Beispiel im Fall einer nicht stabilen Zerlegung), dann treten im Fall s < [ zusatzliche
logarithmische Terme auf.

3.5.3 Beispiel: Die Poisson-Gleichung

Als Beispiel zur Erlauterung der Ergebnisse des letzten Abschnitts betrachten wir nun
die Poisson-Gleichung

Au=f (3.56)

mit homogenen Dirichlet Randbedingungen in seiner variationellen Form auf H(I™)
mit [" =1 X -+ x [ und I =[0,1]. Dann gilt s = 1 in (1.1). Die Glattheit der Losung
wird im vorliegenden Fall bestimmt durch die Glattheit der Daten (hier der rechten
Seite).

Fir dieses Beispiel missen wir die Definition unserer (periodischen) Sobolevraume
erweitern auf Sobolevraume auf Gebieten und wir miissen sie an die homogenen Rand-
bedingungen anpassen. Wie bereits erwéhnt, lassen sich Tensorprodukte von Sobole-
vraumen auf Gebieten analog zu den Sobolevraumen mit periodischen Randbedingun-
gen als Schnitte von Tensorprodukten eindimensionaler Sobolevraume darstellen. Fir
homogene Randbedingungen geniigt es zum Beispiel, fiir ¢,/ > 0 die Rdume ’H:,’llm(.f”)
wie in (2.7) als Schnitte von Tensorprodukten eindimensionaler Sobolevriume zu de-

finieren, also H.' (I") i= HoHe (I n -0 HEHe (1) mit HE,, (1) = HM (D) @

miz miz miz miz

-+- @ H*(I). Fiir eine breitere Darstellung siehe [Ho00].
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Abbildung 3.17: Nodale Basisfunktion ¢, o fiir das grobste Level Wy (links) und Rand-

wavelet fiir den linken Rand fiir homogene Dirichlet Randbedingungen (rechts)

Es gilt das folgende Theorem, das die Glattheit der Losung mit der Glattheit der
rechten Seite verbindet.

Theorem 7 Es sei s = 1, t,1 € RY, f € HY (I"), und es sei u € HL(I") die
eindeutige Losung des variationellen Problems (3.56). Dann ist u € H:;Z;Z(I”)ﬂ’}-[é([”)
und es qilt

el < Cllfllyges

Zum Beweis verwendet man die Konvexitit von I"™ um aus f € L*(I") zu erhalten,

dafl u € ’H?,’fo(.f”) = H*(I") und ||ul02 < C - |/ f|lz> gelten. Partielle Integration

zusammen mit der Tatsache, dafi C5°(I™) dicht in /Hf,’%lw(_f”) NHH(I™) liegt, zeigt dann
die Behauptung.

Aufwand zur L6sung der Poisson-Gleichung Optimale Loser fiir (3.56) lassen
sich mittels Mehrgitterverfahren oder direkt via die Wahl geeigneter Vorkonditionierer
konstruieren. Geeignete Kandidaten von Basen fiir dieses Problem, die insbesondere
die Randbedingungen erfiillen, ergeben sich wegen des Tensorprodukt-Ansatzes aus
dem eindimensionalen Fall. Ein Beispiel sind semi-orthogonale lineare Spline Wavelets
(Prewavelets) auf uniformen dyadischen Gittern, wie sie in [Cu92] eingefithrt wurden.
Abbildung 2.1 zeigt ein Prewavelet im Inneren des Gebietes. Geeignete Randwavelets
sind zu finden in [Au92, Coh93b, Gri95a], vgl. Abbildung 3.17. Die Basisfunktion fiir
das grobste Level ist die gewohnliche nodale Basisfunktion. Das resultierende Multile-
velsystem ist eine semi-orthogonale Riesz-Basis in Hj(/) und eine einfache Diagonals-
kalierung geniigt um eine Kondition von O(1) zu erhalten, vgl. [Gri95a].

Anstelle der Prewaveletbasis konnte man genauso stiickweise lineare Splines zur Dis-
kretisierung und die in [Bun99] vorgeschlagene Multilevelmethode als Loser fiir das
entstehende lineare Gleichungssystem verwenden.

Eine Abschitzung des Aufwands zur Losung von (3.56) fiir u € HZ5,(I") N HL(I")
liegt vor in [Bun99]. Die Autoren konstruieren eine Finite Elemente Methode unter
Verwendung von Tensorprodukten stiickweise linearer Splines und Indexmengen die

asymptotisch aquivalent sind zu Ii/ °. Sie schlagen die Verwendung einer Multilevel
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Methode zur Losung des diskreten Systems vor. Die Gesamtkosten zur Losung sind
dann von der Ordnung

O(e™). (3.57)

Dies beruht auf der Optimalitat der vorgeschlagenen Multilevelmethode und der Tat-
sache daf gilt T = 2 < 2 = 1. Dann ergibt sich direkt (3.57), da in diesem Fall das

:
Produkt aus Steifigkeitsmatrix und Vektor mit einem Aufwand von dz'm(.f;/s) = 0(27)
ausgefithrt werden kann, vgl. (3.55).
Dieses Ergebnis kann, was die Glattheitsvoraussetzungen angeht, noch weiter verschérft
werden. Es gilt folgendes Korollar aus dem wir das Resultat von [Bun99] als Spezialfall
fiir u € H25 (I") NHY(I™) erhalten.

Korollar 2 Fir die Losung u € Hy(I™) der Poisson-Gleichung (3.56) mit homogenen
Dirichlet Randbedingungen gelte u € H;ti’l_‘s(.f”) N Hy(I") mit 0 < § < 1. Dann
lf$t sich die Losung in der Energienorm bis auf eine Genauigkeit € mit den Kosten
cost(€) = O(e™") berechnen.

Die Behauptung aus Korollar 2 folgt direkt aus (3.55) zusammen mit den darauffol-
genden Bemerkungen. Denn die Beziehung s = 1 > [ = 1 — § ergibt nach (3.55) die

Kosten O(Fﬁ) = 0(61—(1—515—(1“5) = O(e_l).

Eine einfache £?-Norm Fehlerabschitzung fiir das Poisson-Problem Ab-
schatzungen des Finite Elemente Fehlers in der Energienorm ergeben sich direkt aus der
Bestapproximations-Eigenschaft der Finite Elemente Losung und den Abschétzungen
fiir den Approximationsfehler aus Abschnitt 3.2.2. Beziiglich der £2-Norm iibertragen
sich die Ergebnisse jedoch nicht mehr so einfach. Wir geben deswegen eine einfache
L£?-Norm Fehlerabschiitzung fiir das Poisson-Problem auf dem Einheitsquadrat I" zu-
sammen mit homogenen Dirichlet Randbedingungen und Tensorprodukten stiickweise
linearer Splines als Basisfunktionen an, wie sie direkt aus Theorem 4 folgt. Insbesondere
erhalten wir fiir den Fall V{ eine Abschitzung aus [Pf95] zuriick.

Korollar 3 Fiir die Losung u des Poisson-Problems (3.56) gelte u € H:;Lll-x(.f”)ﬂ?-[é(]”)

mit [+t = 2. Es sei u’ € VI die Finite Elemente Approzimation von u, wobei VI aus
Tensorprodukten stickweise linearer Splines gebildet ist. Dann gilt

0(2(—2+(Tt+l),7:})JJn—1) Fir T > 1=t
T sl 3
lu = ugller < O lullgpes, - { O(2(-2+351)7 fiir T < ‘I;’ (3.58)
Insbesondere gilt fir T =0 und t > 1
= u§fler < €+ 270F D [y (3.59)

Beweis: Es sei w die Losung des adjungierten Problems a(w,v) = (u—u%,v) Vv € H}
und w? seine Finite Elemente Approximation im Raum V. Dann koénnen wir folgern

lu =}z = alw,u —u}) = a(w — wj,u —uj) < Cllu = ufllw - [Jw = w]ls. (3.60)
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Wegen der Konvexitit des Einheitsaquadrats haben wir die Abschitzung ||w|z2 <

C - |lu—ul||z. Wegen V7™ C V[ fiir K = |(1 — 2=1)J — 2=1 | gilt dann nach (3.19)

|[w — wh s < O27F) - JJw|lge < 0(2(‘1"‘%)]) |Ju — uT||z2. Setzt man nun diese
Abschétzung und die Abschétzungen von ||u — u% |4 aus Theorem 4 in (3.60) ein, so
erhilt man (3.58) und als Spezialfall (3.59).

O

In [Bun92, Bun98] wurde numerisch beobachtet, daf} sich der £2-Fehler der Finite Ele-
mente Losung in V fiir C>(I")-Lésungen wie O(27%/.J"~1) verhélt. Dies muf mit der
schwicheren Abschitzung O(2-0+Y/™7) aus (3.59) verglichen werden. Aus der in obi-
gem Beweis verwendeten Methode lassen sich wohl nicht direkt scharfe Abschatzun-
gen herleiten. Dazu miifite die zusdtzliche Glattheit in der Losung w des adjungier-
ten Problems verwendet werden. Man wiirde dann jedoch Abschitzungen des Typs
|w||yrs < C - ||u — ub]|z (mit p,q entsprechend der Glattheit von w) bendtigen.
Solch(;mj&bschiitzungen gelten jedoch im allgemeinen nur fiir p = 0.

Insgesamt haben wir in diesem Kapitel die Grundlagen fiir eine von der Glattheit der
beteiligten Funktionen und den Normen abhéngige Auswahl an Approximationsrdumen
gelegt. Unsere speziellen Konstruktionen von Indexmengen erlauben nun eine vollstén-
dig dem Problem angepafite Wahl von Approximationsraumen fiir die Approximation
von Funktionen wie auch die Diskretisierung von elliptischen Differential- und Integral-
gleichungen auf einfachen Geometrien. Insbesondere liegen nun Fehlerabschétzungen
fiir beliebige H*-Normen, s € R, vor und wir konnten Abschitzungen fiir den Auf-
wand zur Losung von Integral- und Differentialgleichungen angeben. In Extremféllen
sind dann Approximationen moglich, bei denen der Einflufl der Dimension n asympto-
tisch vollstdndig verschwindet. Weiterhin konnten wir zeigen, daf die bei Verwendung
der Approximationsriaume V) auftretenden logarithmischen Terme in den Komple-
xitdtsabschitzungen durch eine geschickte Wahl des Approximationsraumes entfernt
werden kénnen. Auerdem haben wir gesehen, daf} sich die Funktionen aus den Raum-
en V] mittels Blending-Schemata darstellen lassen. Dies erlaubt dann zum Beispiel die
einfache Verwendung von Multilevel-Methoden zur Interpolation auf den Gitterpunkt-
mengen S7. Numerische Beispiele finden sich in Abschnitt 5.1 und in Abschnitt 5.2.



4 Approximation und Kompression von Integral-
operatoren

Im letzten Kapitel haben wir uns mit der Auswahl von Tensorprodukt-Approximations-
raumen zur Approximation von Funktionen beschaftigt. Abhdngig von der Glattheit
dieser Funktionen konnten wir Rdume wahlen und diese dann zum Beispiel zur Interpo-
lation oder als Ansatz- und Testraume in einem Galerkinverfahren zur Diskretisierung
von Differential- und Integralgleichungen verwenden. Wie bereits in Kapitel 1 ange-
merkt, tritt bei Problemen mit Integraloperatoren jedoch die zusitzliche Schwierigkeit
auf, daf die resultierenden Steifigkeitsmatrizen im allgemeinen vollbesetzt sind und sich
damit der Aufwand zur Losung des zugehorigen Operatorproblems signifikant erhoht.
Fiithren wir uns noch einmal die Problematik vor Augen. Diskretisiert man einen In-
tegraloperator auf einem reguliren vollen Gitter mit O(27/") Unbekannten, so hat die
resultierende Steifigkeitsmatrix im allgemeinen O(2?7") Nicht-Null-Eintrige und ist
damit voll besetzt, vergleiche [Hac89a]. Dies steht im Gegensatz zu den nur schwach
besetzten Steifigkeitsmatrizen bei der Diskretisierung von Differentialoperatoren und
macht Matrix-Vektor-Multiplikationen — wie sie in iterativen Methoden ausgefithrt wer-
den miissen — schon fiir kleine Dimensionen (n = 2 oder 3) sehr teuer, vgl. auch
Abschnitt 3.5. Mit unseren an die Glattheit der Losung des betrachteten Problems
angepafiten und 1m Vergleich zu den entsprechenden Vollgitter-Approximationsraum-
en verkleinerten Ansatzraumen sind diese Probleme zwar abgeschwécht, trotzdem sind
die entstehenden Diskretisierungsmatrizen voll besetzt und der Aufwand ist entspre-
chend erhoht.

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns deswegen it weiteren Approximations- und
Kompressionsstrategien fiir Integraloperatoren A der Form

h(z) = Au(z) = /Ix”(:z:,y)u(y)dy. (4.1)

Als Beispiele betrachte man die in Kapitel 1 als Modellbeispiele angefithrten Integral-
gleichungen.

Bisher haben wir, wie gesagt, bei der Diskretisierung von Problemen mit Integralope-
ratoren nur die Glattheit der Losung des Problems ausgenutzt. Die Eigenschaften des
Kerns gingen nur indirekt iiber die Abbildungseigenschaften des Integraloperators in
unsere Uberlegungen ein. Nun werden wir (zusitzlich) Eigenschaften des Kerns aus-
nutzen um die approximative Auswertung von (4.1) zu beschleunigen.

Die zwei von uns hier nun betrachteten Ansédtze nutzen die folgenden (potentiellen)
Eigenschaften des Kerns aus:

1. das Abklingverhalten des Kerns im physikalischen Raum

2. die Glattheit des Kerns, das heiBt das Abklingverhalten in geeigneten Multiska-
lenrdumen

Unter Kernen die “umn physikalischen Raum abklingen” verstehen wir solche, fir die
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ein Abklingverhalten fiir  # y der folgenden Art gilt:
30 =Cag<o0: |0%BK(x,y)| <C- o=y fla,8)>0. (42

Dieser Fall tritt meist im Zusammenhang mit singuliren Kernen auf [Hac89a], wobei
sich die Singularitdt des Kerns auf der Diagonale, d.h. bei # = y befindet, vgl. wie-
derum die Modellbeispiele in Kapitel 1. Abfallgesetze wie (4.2) gelten zum Beispiel
fiir den Einfach- als auch den Doppelschicht-Potentialoperator, wie auch fiir klassische
Differentialoperatoren [Schn98, Dah93]. In dieser Situation besteht die Moglichkeit sol-
che Ansatz- und Testfunktionen zur Diskretisierung des Integraloperators A aus (4.1)
zu verwenden, die dazu fithren, dafl viele Eintrdage in der Diskretisierungsmatrix des
Operators nahe bei Null sind und deswegen durch Null ersetzt werden kénnen ohne
die Konsistenzordnung zu verschlechtern. Ein Beispiel fiir solche Basen sind biortho-
gonale Waveletbasen mit einer hinreichend hohen Zahl von verschwindenden Momen-
ten. Um den Aufwand bei der Auswertung des Integrals (4.1) damit jedoch wirklich
zu senken, diirfen diejenige Elemente der Steifigkeitsmatrix die zu Null gesetzt wer-
den, nicht berechnet werden. Dies erfordert, dafl diese Elemente a-priori identifiziert
werden konnen. Dies gelingt indem man den Abfall des Kerns ausnutzt. Man erhalt
dann Abschétzungen iiber die absolute Grofle der Eintrage (Awik, Yim) der Galerkin-
Steifigkeitsmatrix durch Darstellung des Kerns in einer polynomialen Basis und Ver-
wendung der Ausléschungseigenschaften der primalen Wavelets ;.

Wie wir bereits angemerkt haben, wurde in [Bey92, Dah93, Dah94, Schn98] fiir Nicht-
Tensorprodukt Wavelets auf einem vollen Gitter des Levels J gezeigt, dafl diese Art von
Kompression bei bestimmten Kernen so durchgefithrt werden kann, dafl die Anzahl der
Eintrige der Steifigkeitsmatrix nach Kompression nur noch von der Ordnung O(J*27")
mit einem k € Ry ist, im Gegensatz zu O(22/") Elementen fiir die unkomprimierte
Steifigkeitsmatrix.

Wir werden hier diese Kompressionsstrategie in Bezug auf Tensorprodukt-Diskreti-
sterungen untersuchen, und zwar nicht nur fiir Galerkin-Diskretisierungen beziiglich

Vollgitter-Approximationsraumen, sondern auch beziiglich der von uns in Abschnitt 3.2
entwickelten Diinngitter-Approximationsraume und auch fiir die Glattheitsklassen H:;le
Die zweite von uns in diesem Kapitel betrachtete Strategie zur approximativen Aus-
wertung von Integraloperatoren der Form (4.1) beruht darauf, den Kern in einer Ten-
sorprodukt-Basis zu entwickeln und die Produktstruktur des Integranden in (4.1) zu-
sammen mit den Glattheiten des Kerns A und der Funktion u dazu auszunutzen,
geeignete Tensorprodukt-Approximationsraume zur Approximation des Kerns zu be-
stimmen. Dies geschieht in Analogie zur Herleitung der Réume V7 in Abschnitt 3.2.
Bereits in [Pe89] wurden trigonometrische hyperbolische Kreuzapproximationsraume
zur Approximation des Kerns von Fredholin-Integraloperatoren zusammen mit trigo-
nometrischen Vollgitter- Approximationsraumen zur Approximation der Losungen in
Standard-Sobolevriaumen H' verwendet. In [Fr96] wurde dieses Verfahren durch eine
Abdnderung der hyperbolischen Kreuzapproximationsraume zur Approximation des
Kerns noch verfeinert und es wurde eine Komplexitit von O(27".J) fiir Fredholmsche
Integralgleichungen 2ter Art mit Kernen und Inhomogenititen in isotropen Sobole-
vraumen gezeigt. In [Fr95] wurden zur Approximation von Losungen in H!,,,-Rdumen

miz
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trigonometrische hyperbolische Kreuzapproximationsraume auch zur Approximation
der Losung verwendet. Wir verallgemeinern diese Techniken auf andere Sobolevnor-
men und auf unsere allgemeineren Glattheitsannahmen.

Es sei darauf hingewiesen, daf§ diese Art der Kernapproximation nur fiir Kerne mit
hinreichend groBer Regularitat durchfithrbar ist, also im allgemeinen nicht fir singulére
Kerne. Wir werden als Glattheitsmafle wieder die in Kapitel 2 eingefithrten Réume
HYE verwenden.

In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf Tensorprodukt-Approximationsraume. Da-
her stellt sich die Frage, inwieweit der Einsatz von Tensorprodukt-Basen die Wirksam-
keit dieser beiden Vorgehensweisen beeinflufit. Bei der Kompression der Steifigkeitsima-
trix nach der ersten Strategie, d.h. bei der Kompression die das Abklingens des Kerns
nach (4.2) ausnutzt, treten Unterschiede zum Nicht-Tensorprodukt-Ansatz an zwei
Punkten auf: bei den verschwindenden Momenten, da Tensorprodukt-Wavelets ver-
schwindende Momente in jede Koordinatenrichtung besitzen; bei der Interaktion zwi-
schen verschiedenen Skalen, die bel Tensorprodukt-Ansatzfunktionen bedeutend zahl-
reicher sind, da die Trager der Basisfunktionen 1m allgemeinen unterschiedlich grof} sind
in verschiedene Koordinatenrichtungen; Die wesentlichen Ideen sind jedoch bei diesem
Ansatz unabhingig von der Tensorprodukt-Form der Basen. Bei der Approximation
von (4.1) durch Kernapproximation bei glatten Kernen hingegen ist der Tensorprodukt-
Ansatz fundamental. Die Entwicklung des Kerns in einer Tensorprodukt-Basis zusam-
men mit der Tensorprodukt-Basis fiir die Funktion u aus (4.1) sind notwendig, um
geeignete Unterraume zur Approximation des Kerns auswéhlen zu kénnen. In beiden
Fallen erlaubt der Tensorprodukt-Ansatz jedoch die Verwendung von Diinngitterkon-
struktionen mit ihren Vorteilen fiir Probleme in héheren Raumdimensionen.

Andere Techniken zur Verringerung des Aufwands bei der Lésung von Integralgleichun-
gen finden sich in den Multipol-Verfahren und den Panel-Clustering-Verfahren [Gre87,
Hac89b]. Diese Techniken beruhen ebenfalls darauf, dafi Matrix-Vektor-Multiplikationen
approximativ ausgefithrt werden konnen. Dazu bedient man sich geometrischen und
analytischen Uberlegungen umn eine Approximation des Kerns durchzufiihren, und es
werden schnelle Summationsverfahren eingesetzt. Ansatze die mit den Panel-Clustering-
Verfahren verwandt sind, aber mehr auf der Analyse von Matrizen basieren finden sich
zum Beispiel in [Hac99] und in [Gore97]. Der mit sogenannten H-Matrizen arbeitende
Ansatz aus [Hac99] erlaubt es sogar Matrix-Matrix-Multiplikationen mit fast linearem
Aufwand auszufithren. Fiir eine mehr gitterbasierte Sichtweise auf die Losung von In-
tegralgleichungen zusammen mit Multilevelmethoden siehe z.B. [Bran90] fiir Approxi-
mation auf uniformen Gittern, bzw. [Bran98] fiir die Verwendung von lokal verfeinerten
Gittern.

Wir gehen im folgenden davon aus, dafl wieder eine biorthogonale univariate Multi-
skalenzerlegung gegeben ist, vgl. Abschnitt 2.2. Wir verwenden weiterhin die dort ein-
gefiihrten Bezeichungen. Man beachte, daf} die um folgenden dargestellten Techniken
nicht auf den Fall von Problemen auf dem Torus beschrankt sind, sondern fiir andere
Randbedingungen durchgefithrt werden koénnen, insofern diese durch Tensorprodukt-
Konstruktionen ermoglicht werden koénnen. Dies erfordert nur die Konstruktion ent-
sprechender eindimensionaler Waveletzerlegungen.
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Im folgenden seien der Kern K und u aus (4.1) Elemente von £2. Dann 148t sich der
Kern in der dualen Tensorprodukt-Basis darstellen,

K(z,y) = Z Z Clelmk Ukm() (4.3)

.k e]N2" (ILm)emy

und wu 148t sich in der primalen Basis darstellen,

Z Z bavn(x), (4.4)

JeN™ len,

wobel 5 bzw. ¢5 wieder Tensorprodukte aus jeweils n eindimensionalen Basisfunktio-

nen bezeichnen. Hierbei gelten nach (2.17) die Beziehungen ajam = (K, ¥ (X)km(y)) =
(Ay, rm) und by = (u, ¥y).

4.1 Integralapproximation durch Kernapproximation

Wir wenden uns nun zuerst der Approximation des Integrals durch Kernapproximation
zu. Dieser Ansatz 148t sich fiir hinreichend glatte Kerne ausfithren. Wir leiten geeigne-
te Kernapproximationen her und geben Fehlerabschétzungen und Abschétzungen fiir
den daraus resultierenden Aufwand bei der Integralauswertung in Abhingigkeit der
Glattheitsvoraussetzungen an. Weiterhin diskutieren wir wieder den Spezialfall trigo-
nometrischer Approximation und wir geben einen Algorithmus zur Auswertung von
(4.1) an, der Blending-Schemata verwendet.

Unser Ziel ist es, Approximationen der Koeffizienten hy des Ergebnisses der Integral-

h(z) = Au(z) = > > hyap() (4.5)

JEN™ ke

auswertung

auf moglichst effiziente Art und Weise zu berechnen. Um dies zu erreichen, definieren
wir einen Kern Kj der sich aus dem urspriinglichen Kern K durch Tensorprodukt-
Approximation ergibt. Fiir J € IN und eine vorgegebene Indexmenge I; C IN?*” mit
maxjer, {|jle} = J definieren wir

I&J J? y Z Z a_]klmqvb_]l 77Z)km( ) (46)
(k)ely (lm)em

Wir approximieren den Kern K also dadurch, dafl wir alle Koeffizienten ajim mit
(J,k) € I; zu Null setzen. Der aus dem Kern K; resultierende Integraloperator ist

Aju(z) = /I&"J(;v,y)-u(y)dy. (4.7)

Approximationen hj an die Koeffizienten aus (4.5) kénnen dann berechnet werden aus
> dhambim. (4.8)
k:(j,k)€l; menc

I folgenden geht es nun darum, die Indexmenge Iy geeignet zu wahlen und den Fehler

I(A = A7)yl

4+ der Integralauswertung abzuschétzen.
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4.1.1 Konstruktion optimaler Indexmengen und Fehlerabschitzung

Im folgenden Lemma wird der Fehler ||(A — Aj)ul||»« zwischen dem Integraloperator A
aus (4.1) und seiner Approximation Ay aus (4.7) abgeschatzt.

Lemma 3 FEs sei eine eindimensionale biorthogonale Multiskalenbasis gegeben, so dafs
die Normdquivalenzen (2.26) und (2.29) erfillt seien. Hierbei seien die Parameter 7, r
aus (2.26) und (2.29) so, daff die Beziehungen —7 < s <r, p € [0,r),p+q € [0,7) und
t € [0,7),t+1 € [0,7) gelten. Weiterhin set (A; — A5)u € H*,u € HY? K € Hmm

max?
Dann gilt
(A — Ay)ul|n: < max

(25|j|oo_l|j7k|oo—Q|k|00—t|j|l —(t+p)|k|1) y
(k)€1

(Kl - llullag, - (4.9)

mex

Beweis: Wir benutzen die Orthogonalitdtsbeziehung zwischen den dualen und prima-
len Wavelets und die Giiltigkeit der Norméquivalenzen (2.26) und (2.29). Es gilt

A=Al =1 [ | 3 aamdn()n(y)

(k) ¢l; (I, m)em

' (Z > bop%p(y)) dy |

0 PpETo

Yo Y dmambimtn(e)|[

(Jk)E1; lm)erpe

=123 D D dwambim | ()l

J e k:(jk)gl; men
2
226)
25|)| 00
E § 2 bl § E ajklmbkm
J lem k:(jk)gl; men
< max (25|j|oo—l|j7k|oo—Q|k|oo—tlj|l_(t+p)|k|l)2
- (jvk)glJ
2
j lerj (_]k ¢I; men,
T Gk)gl
E (E ( E ( E ( 21|,k oo +2t]j, k|1 2 2qk|oo+2p|k|1 7,2
) ( 2 4iklm | - 2 biem
Jj lem k men k men
2.29 . . . .
( ~ ) masx 25|_]|co—l|.],k|(x,—q|k|co—t|.]|1—(t+p)|k|1)2 K2 ||u||'2+zpq ]
(j,k)gl‘] %mzz mix

Dies zeigt die Behauptung.
O
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Im Rest dieses Abschnitts nehmen wir an, dafl die Beziehungen [,¢,p,q > 0 und [ +1¢ >
s > —(p+ q) gelten.

Verwenden wir nun in (4.9) fiir I; die Indexmenge {(j, k) € IN*" : [j, k| < J} die zum
Vollgitter-Approximationsraum gehort, dann erhalten wir

1A = Apyulle < C 20797 K sl

miz

(4.10)

Diese Indexmenge hat O(2?"7) Elemente und damit erfordert die Integralauswertung
O(2*") Operationen. Die Produktstruktur des Integranden &t sich allerdings nun
ausnutzen, um geeignete (kleinere) Indexmengen fiir die Approximation des Kerns aus-
zuwahlen. Dies wurde zuerst in [Pe89] fiir den Fall s =t = p = 0 beobachtet und wird
hier nun von uns verallgemeinert.

Analog zum Vorgehen in Kapitel 3 wéhlen wir nun wieder solche Indexmengen aus,
fir die im Vergleich zur Approximation des Kerns auf einem vollen Gitter kein Verlust
an Approximationsgiite auftritt. So zeigt ein genauer Blick auf (4.9) beziehungsweise
(4.10), daB man wieder Indizes aus der Vollgitterindexmenge entfernen kann, ohne
daf} sich die Approximationsordnung verschlechtert. Minimalen Aufwand bzgl. der H?*-
Norm bei der Approximation des Integrals hat man dann, wenn zu gegebenem Kern
K € ’H:;le und u € HP? - die Indexmenge fiir den Approximationsraum fir K als die
kleinste Indexmenge in IN*" gewihlt wird, so dafi die Approximationsordnung wie in
(4.10) erhalten bleibt. Dies motiviert die folgende Definition von Indexmengen und
Approximationsraumen.

Definition 3 In Abhdngigkeit von den Glattheitsparametern s,t,1,p,q definieren wir
die Indexmengen

Gy(s,t,l,p,q)  ={(.k) e N*":
—5liloo + 1. kloo + i, ki + alklo + plkly < (I 41— 5)J} (4.11)

und die zugehorigen Approximationsrdume
VGJ(‘Sata lapa Q> = Span{'lvzjl ' {@Z’km : (.]7 k) € GJ(Sata lapa q) & (la l’l’l) € T_]k} (412>

Als Spezialfille ergeben sich die Indexmengen zum vollen Gitter {(j, k) : [j, k|~ < J}
und zum hyperbolischen Kreuz {(j, k) : |j, k|1 < J}, und zwar fir s =t = ¢=p =0,
[ > 0 beziehungsweise s =1 = g =p = 0, ¢t > 0 in (4.11). Das volle Gitter ist also
in diesem Sinne optimal falls der Fehler bei der Integralauswertung in der £?-Norm
gemessen wird und K € £2 und u € H', [ > 0, gilt. Das hyperbolische Kreuz hingegen
ist optimal falls der Fehler in der £*Norm gemessen wird und K € H! . .t > 0, und
u € L* gilt.

Man beachte, daf} die Indexmenge fiir den Kern K auch direkt Indexmengen fiir die
Approximation von v und k in (4.1) beziehungsweise deren Koeffizienten by beziehungs-
weise hy bereitstellt, wie man aus (4.8) erkennen kann. Fiir A impliziert die Definition
von G die optimale Indexmenge

GEN":(5,0) € Grls,t,Lpa)y = {(1— )il + 13l S L+ - )T} (413)
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und fiir die Approximation von u erhalten wir die Indexmenge
(k€ N2 (0,K) € Gyt Lpsq)} = {1+ 0)[Kloo + (¢ 4 Ky < (14 — )T}, (4.14)

Ein Vergleich von (4.13) mit (3.12) aus Abschnitt 3.2.1 zeigt, daB wir als Nebenprodukt
)

der Kernapproximation die optimalen Indexmengen ;" fiir die Approximation von

¢

Das folgende Theorem beschreibt die Approximationseigenschaften dieser neuen Ap-

Funktionen aus H,) . wiedergewonnen haben.

proximationsraume.

Theorem 8 Seie € RY, t+1> s> —(p+q) und seien A, u, h, A; wie oben definiert,
wobei wir nun

K;(z,y) = Z Z ajklm%/;jl(iv)%/:km(y)

(j,k)EGJ(sytvlvpﬂ) (l,m)ETjk

wihlen. Aufierdem sei hy(z) = ¥ oot Yier huta() mit by = Yrugge wrimna
J 7 J 1 . [AELEY ]

Zmerk a5Kkimbkm - Dann gilt unter den Voraussetzungen von Lemma 3

b= hallr < €277 K| yes - [ullyes, (4.15)

Im Fall t > 0, d.h. fir Kerne mit dominierender gemischter Glattheit, ist die Anzahl
der Elemente N die nitig ist, um eine Approzimation mit ||h — h;||y: < € zu erhalten,
beschrankt durch

O(e=1=7) firs—1>0,

1

N < O(e=7 1?(6_1)"_1) firs—1=0, (4.16)
0 (E '!T_rl_t> fir s —1<0,

vergleiche (3.49). Im Fall isotroper Glattheit, d.h.t = p = 0, ist die Anzahl der Elemen-
te N die notig ist, um eine Approzimation mit ||h — hy|y: < € zu erhalten, beschrinkt

durch

firs—14+qg>0,
€ n(e™")) firs—1+q=0, (4.17)
(es—l—q> firs—14q<0.

Ungleichung (4.15) folgt direkt aus (4.9) und der Definition von Gy in (4.11). Zum
Beweis von (4.16) und (4.17) berechnet man die Anzahl der Elemente in VG;(s,t,1,

P, q). Diese erhélt man wie schon im Beweis von Lemma 1 direkt aus allgemeineren Er-
gebnissen iiber Dimensionsabschatzungen in [Di83]. Dann nehme man an, daf§ die rechte

Seite von (4.15) durch e beschrankt ist, und kombiniere dies mit den Abschatzungen
fir die Anzahl der Elemente in VGj(s,t,1,p, q).
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Ungleichung (4.15) zeigt, dafl die Verwendung der Indexmenge G(s,t,1,p, q) bei der
Integralauswertung zum selben Fehler fiithrt wie die Verwendung der Vollgitterindex-
menge, vergleiche (4.10), obwohl in den meisten Fallen die Dimension von G (s,t,1, p, q)
bedeutend kleiner ist als die der Vollgitterindexmenge.

Ein Vergleich von (4.16) mit (3.49) zeigt, daf§ wir im Fall dominierender gemischter
Glattheit fir den Kern die bestmogliche Kompression erzielt haben. Im Fall isotroper
Glattheit (¢ = 0) ist interessant, dafi Dunngitterkonstruktionen besser zur Approxi-
mation geeignet sind als Volle Gitter, vergleiche auch [Pe88, Pe89] und [Fr96] fir den
Spezialfall K € H"(T?"), u € H"(T") und s = 0.

4.1.2 Blending-Schemata

Nachdem wir nun geeignete Indexmengen beziehungsweise Approximationsraume her-
geleitet haben, kehren wir zu der Frage zuriick wie der Ausdruck (4.8) zur Appro-
ximation des Integrals schnell ausgewertet werden kann. Gesucht sind also wiederum
Datenstrukturen in denen sowohl die Indexmengen fiir die Koeflizientenvektoren bs
und hj als auch die Koeffizienten aj6m zur Approximation des Kerns effizient dar-
gestellt werden konnen. An dieser Stelle erinnern wir uns an die Blending-Schemata
aus Abschnitt 3.3.2 die wir dort zur Darstellung von Funktionen aus den Approxi-
mationsrdumen V# verwendet haben. Dort hatten wir bereits bemerkt, dafi die An-
wendung dieser Blending-Schemata nicht auf diese Indexmengen beschrankt ist. Wir
koénnen sowohl die by wie auch die Koeffizienten ajxim des Kerns via Blending-Schemata
darstellen, das heifit die Koeflizienten lassen sich wieder aus Approximationen auf ani-
sotropen Vollgitterraumen berechnen. Die Vorgehensweise fiir die Kernapproximation
ist analog zu der in Abschnitt 3.3.2, nur dafl nun die neuen Indexmengen eingesetzt
werden miissen. Zusammen mit der Blending Darstellung von u wie in (3.45), kann
dann (4.8) ausgewertet werden. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, daff auch diese
Approximation von h mittels Blending-Schemata dargestellt werden kann.

Der folgende Algorithmus kann damit zur approximativen Auswertung von Integral-
ausdriicken der Form (4.1) mit (hinreichend) glattem Kern K und (hinreichend) glatter
Funktion u verwendet werden. Wir verwenden dabei Algorithmus 1 aus Abschnitt 3.3.2
um Approximationen von K und u zu bestimmen. Wir geben den Algorithmus unter
Verwendung der Indexmengen G(s,t,p, ¢) aus (4.11) an. Fiir andere Indexmengen als
die durch G erzeugten lauft der Algorithmus analog ab.

Algorithmus 2 (Integralauswertung unter Verwendung der Indezmengen G )

1. Berechne die Blending Darstellung der Interpolanten von K und u entsprechend
Algorithmus 1. Fir K verwende dazu die Indezmenge G(s,t,1,p,q) aus (4.11)
und fir u verwende die Indezmenge {1: (0.1) € G;(s,t,1,p,q)}, vergleiche (4.14).
Daraus ergeben sich die Koeffizienten ajiam fir die Approzimation von K und by
fir die Approzimation von u.

sl
2. Berechne die Koeffizienten hy,j € I,' |1 € 73 (vgl. (4.13)) der Approzimation
von h gemafS (4.8) unter Verwendung der Blending Darstellungen von K, u,h.
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Die Anzahl der Gitterpunkte die in diesem Algorithmus verwendet werden, ist von der
Ordnung O(dim(GVjy(s,t,1,p,q))). Dieser Algorithmus ist wieder in natiirlicherweise
dimensionrekursiv und kann daher direkt in beliebigen Dimensionen verwendet werden.

Insgesamt haben wir damit durch eine an die Glattheit von K und u angepafite Wahl
der Approximationsraume fiir den Kern den Aufwand bei der Integralauswertung im
Vergleich zur Vollgitter-Approximation drastisch senken koénnen. Insbesondere ist 1m
Fall s > [,;t > 0 der Aufwand zur Auswertung des Integrals damit asymptotisch von
der Dimension n unabhéngig.

4.1.3 Trigonometrische Approximation mit optimalen Indexmengen

Obiges Verfahren zur Approximation des Integrals (4.1) lafit sich natiirlich in analoger
Weise bei doppelt periodischen Kernen, periodischem u und dem Torus 7" als Integra-
tionsgebiet auch mit trigonometrischen Funktionen und ohne dyadische Verfeinerung
durchfithren. Analog zu Lemma 3 gilt das folgende Lemma, das den Fehler zwischen
dem Integraloperator A und seiner Approximation A4 abschatzt. Mit ¢; bezeichnen
wir dabei beziiglich £? normierte trigonometrische Funktionen.

Lemma 4 Es seiu =Y, bxtx, K(z,y) = ij ajxi(2)k(y) und es sei eine Kernap-
prozimation Kq(x,y) = Z(j,k)eFKId a5 (X)) (y) mit einer Indezmenge FKI; C Z*"
gegeben. Der Operator Ag sei definiert durch Aqu(z) = an Ka(z,y)u(y)dy. Es gelte

(A— Ag)u € H*,s € R. Dann gilt

2
(A = Ag)ull3e 2> (1 +ils) > aph ]| . (4.18)
; ki) EFK Iy
Sind auflerdem u € HYY (T™) und k € Hf;llix(TZ“), mit p,q,t,1 >0, so gilt
|(A = Ag)ul|y: < C - <mgx> PG | PR 173 Py (4.19)
FKIg i mie
mit
max =  1max < (14 |3l )
FKI, GlgFR T \ (1 + 15, Koo)' (TT=i (1 + L) (1 + [Ri])7)

(14 Koot (T, (1 |kz-|>p>> | (4.20)

Der Beweis verlauft vollstdndig analog zum Beweis von Lemma 3, nur daf§ nun statt
(2.26) und (2.29) die Beziehungen (2.4) und (2.3) verwendet werden.

Damit lassen sich wieder optimale Indexmengen zur Approximation des Kerns bestim-
men. Unter der Voraussetzung [,t,p,q > 0 und [ +t > s > —(p + ¢) ergibt sich die
optimale Indexmenge zu

FRI(s,t,1,p,0) = {(.%) € Z%" < (1+ i) (1 4 [kloo)?(1 + li, Kl

: (ﬁ(l + 1)1+ |k,-|)t+p) < (1+d)*'=*},

=1
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Abbildung 4.1: Indexmengen FKIjg(s,0,t,0,¢) fiir s/t = —1,—-0.5,0,0.2 (von links

nach rechts) im eindimensionalen Fall;

Der zugehorige trigonometrische Approximationsraum lautet FKVy(s,t,1, p, q) := span
{em0x . =&Y . (j k) € FKI(s,t,1,p,q)}.

Die Abbildungen 4.1 und 4.2 zeigen einige Indexmengen F K I;(s,0,t,0,t) baw. F K I(s,
t,0,t,0) im eindimensionalen Fall fiir unterschiedliche Wahl von s und ¢. Man beachte,
daf} die resultierenden Indexmengen in diesem Fall nur von dem jeweiligen Quotienten
s/t abhéngen.

Die durch FKI(s,t,l,p,q) implizit gegebenen Indexmengen fir die Approximation

s—1
von u bzw. h sind {k € Z" : (0,k) € FKIy(s,t,1,p,q)} fiixr v und FI,;* = {j € Z" :
(J,0) € FKI4(s,t,1,p,q)} fur h, vgl. (3.12).

Mit der Kernapproximation

Kifry)= Y apd(e)inly)

(JkK)EFKI,(st,l,pq)

und hy(z) = Z'eFIS_*__l hyy;(x) mit hy = Zk:(j,k)eFKId azbi gilt dann
J FR

I = hallar < C- (L4 @ [Kllyes - lullane .

mix

d.h. es tritt kein Verlust an Approximationsgenauigkeit gegentiber der entsprechenden
Vollgitter-Approximation auf. Die Anzahl der Elemente die nétig sind um eine be-
stimmte vorgegebene Genauigkeit der Approximation zu erreichen, ist wieder gegeben

durch (4.16) und (4.17). Man zeigt dies wie in Theorem 8.

Uunsere speziellen Konstruktionen von Indexmengen erlauben nun eine vollstindig dem
Problem angepafite Wahl von Approximationsraumen fiir die Auswertung von Integral-
ausdriicken beziehungsweise die Losung von Integralproblemen mit hinreichend glatten
Kernen auf einfachen Geometrien. Auflerdem erlauben unsere Blending-Konstruktionen
dimensionsrekursive Algorithmen mit einfachen Datenstrukturen, die ihrerseits wieder
fiir die Verwendung von Multilevelmethoden wie der schnellen Fourier- beziehungsweise
Wavelettransformation geeignet sind. Numerische Beispiele finden sich in Abschnitt 5.3.
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Abbildung 4.2: Indexmengen F K Ii00(s,t,0,t,0) fiir s/t = —1,—0.5,0,0.2 (von links

nach rechts) im eindimensionalen Fall;

4.2 Kompression bei singulidren Kernen

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns nun mit der Kompression von Galerkindis-
kretisierungen des Integraloperators A aus (4.1), wobei wir nun fiir den Kern ein Ab-
klingverhalten der Art (4.2) annehmen. Damit ist die folgende Diskussion insbesondere
bei singulidren Kernen anwendbar.

Fiir das Losen von Integralgleichungen hatten wir bereits in Abschnitt 3.2.1 geeigne-
te Ansatz- und Testrdume aus Tensorproduktbasen hergeleitet. Die nun von uns in
diesem Abschnitt betrachtete Kompressionstechnik besteht darin Eintrage der Steifig-
keitsmatrix A7 := {{ Ay, ¢j’1’>}jeI'JTJ'eI'JT,16rj,1’erj; (mit I7 wie in (3.12)) durch Null zu
ersetzen ohne die Konsistenzordnung zu zerstoren. Eine Verminderung des Aufwands
bei der Anwendung des Integraloperators ergibt sich dann dadurch, dafl diese Null-
Eintrage nicht berechnet werden und auch bei der Matrix-Vektor-Multiplikation nicht
beriicksichtigt werden. Das heifit, die Steifigkeitsmatrix A% wird durch die Matrix .A?;’E,
mit

(AT,6>_ _ <A§>jk1m fiir (ij) c I}“ % I}“ und (Lm) c 7-JEk
7 )ikim = fiir (j, k) € If X If und (1, m) ¢ T

ersetzt, wobel 75 nun eine Teilmenge der Indexmenge 7 = 75 X 7 sei. Dabei setzen wir
voraus, daf} gilt: (L,1) € 7§ falls (1,1) € 733. Das heifit, alle Eintrage mit j € IT kel
und (I, m) ¢ 7 werden zu Null gesetzt. Den aus dieser Kompression resultierenden
eindlich dimensionalen Operator bezeichnen wir mit A?’E.

Die entscheidene Frage ist nun, wie die Indexmengen 7, in Abhédngigkeit der Index-
mengen I und des Kerns K idealerweise gewiihlt werden sollten. Dabei werden wir uns
von dem Gedanken leiten lassen, dafi die Konsistenzordnung durch die Kompression
nicht verschlechtert wird. Da sich der Gesamtfehler ||(A— A?’E)quHs der Approximation
des Integraloperators geméafl

(A = A7 Yullee < (A = AD)ulle + (AT = A7l (4.21)

aufspalten 1dft, suchen wir im folgenden Indexmengen 75 so daf} (A% — AT Yul|y: von
der gleichen Grofenordnung wie ||(A — AT)ul|y- ist.
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4.2.1 Grundlegende Abschitzungen
Threshholding der Steifigkeitsmatrix (d.h. einfaches Abschneiden kleiner Eintrige in

der Steifigkeitsmatrix deren Betrag kleiner als eine vorgegebene Schwelle ist) ist im
allgemeinen nicht geeignet um die Ordnung des Aufwands zu senken, da dazu al-
le Matrixeintriage berechnet werden miiften. Um das explizite Berechnen von klei-
nen/irrelevanten Eintragen zu vermeiden, miissen Abschitzungen angegeben werden,
die eine a-priori Identifizierung dieser Eintrage ermoglichen. Solche Abschatzungen sind
die Grundvoraussetzung fir jeden effizienten Kompressionsalgorithmus der den Abfall
des Kerns im physikalischen Raum ausnutzt, da sie die Bestimmung der relevanten
Bénder in der Steifigkeitsmatrix ermdoglichen, auf denen dann die Berechnungen statt-
finden koénnen.

Wir nehmen wiederum an, daf§ die eindimensionalen biorthogonalen Basisfunktionen
ji skalierte und verschobene Versionen einer einzigen Skalierungsfunktion ¢ sind, vgl.
(2.15). Auflerdem sei g lokal, das heiit diam(supp(ig)) < ¢, und es gelte ||tz = 1
und damit

skl c2 = 1 und diam(supp(ehi)) < ¢-277. (4.22)

Das folgende Theorem beinhaltet eine obere Abschiatzung fiir die absolute Gréfie der
(A, Yy ) im Fall von nichtiiberlappenden Tragern der Funktionen ¢, Yy . Es zeigt,
daf die Eintrage umso kleiner sind je gréfler der Abstand der Trager von ¢ baw. ¥y
ist, und je hoher die Skalen I,1' der Funktionen sind. Die Rate des Abfalls mit zu-
nehmendem Level hiangt dabei von der Anzahl der verschwindenden Momente ab,
vgl. (2.14).

Fiir entsprechende Abschitzungen fiir Nicht-Tensorprodukt-Basen siehe z.B. [Dah93,
Schn9g].

Mit dist(supp(yi), supp(try ) bezeichnen wir im folgenden den Abstand zwischen den
Tragern von ¢k und ¥y 1m n-dimensionalen euklidischen Raum.

Theorem 9 Wir nehmen an, dafi die Tensorprodukt-Funktionen 1y N verschwinden-
de Momente besitzen (d.h. N = (N,...,N) in (2.14)) und dafi das Abklingverhalten
des Kerns aus (4.2) gilt. Auferdem set dist(supp(y), supp(tiw)) > 0. Dann gilt

C =LVl (N+3)
' dist(supp(;/;lk), SUPP(%/)I/k/))f(N‘H JN41)°

(A, Yrw) < (4.23)

Beweis: Der Beweis verwendet den Abfall des Kerns K nach (4.2), Taylorentwicklung
des Kerns und die verschwindenden Momente der Basisfunktionen. Um die Darstellung
einfach zu halten, betrachten wir den zweidimensionalen Fall.

Fir y € supp(¢) entwickeln wir # = (z1,22) — K(z,y) in eine Taylorreihe um
den Entwicklungspunkt zo = (wo,,%0,) € supp(trw) (zuerst in xy, dann in x). Wir
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erhalten
IXF(:C,y) = Z Cal(l'ol,l'g,y)(l'l _xol)al + RN+1(xax017y)
a1 <N+1
= Z [ Z cal0,y) + (22 — 20,)™ + R?\fl+1(x2’$0’y)]
a; <N+1 as < N+1
(w1 = x0,)™ + Z {(JJ%H N+1)($1’$0’ y) - (22 = w0,)
as < N+1

+R(N+1,N+1)(:I"7 o, y)v (424>

mit

RN-I-I(xa To; y) = Z R?KT-H N_H)(xla Zo, y) . (.172 - x02)012 + R(N+1,N+1)('r7 T, y)
042<N+1

der Taylorreithe von Ry4; um g, und

11
NIN!

o) () e

Verwendet man (4.24) zusammen mit der Momentenbedingung (2.14), so erhalt man

)N+1

Riny1,n) (2, 20, y) = (a1 — $01)N+1 - (w2 — o,

<A’¢’1k,¢1'k/> :/ R(N+1,N+1 (l‘ Lo, Wlk( ) ¢1'k/( )dxdy,

da alle polynomialen Terme verschwinden, deren Grad kleiner ist als N 4+ 1. Entwickelt
man nun Ry4i n41) in eine Taylorreihe um yo = (yo,, yo,) und verwendet wiederum

die Momentenbedingung (2.14), so ergibt sich

|<A¢1k,¢1'k'>| = ‘/R(N+1,N+1)(-757$03y>¢1k(y)¢l’k’($>d$dy‘

C sup ‘8§+18§+11&”($, y)‘
{z€supp(vu) y€supp(Yynr)}

N+1 N+1 N+1 N+1
: ‘-7/’1—-7301‘ "352—3502‘ "yl—y01| "yz—yoz‘

| (y) - Y (x)|dady. (4.25)

IN

Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung zusammen mit fsupp )d:c < 271 und
der Tatsache, dal wegen (4.22) die Beziechung |z1 — zo,| < ¢ - 2_11 fir z und =z 1n

supp(trr) gilt (und analog fir die Beziechungen fiir die anderen Abstdnde), so erhalten
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wir fiir das letzte Integral

/ \:cl = o, ‘N+1 -|$2 B $02|N+1 . \y1 — o, ‘N+1 . ‘yQ _ y02‘N+1 _ Wl,k,(x) . ¢1k(y)|dxdy

1
(] (e ) il
=1

supp(threr) _
N+1 N+1 2 L
< / (‘yl—y01| . ‘y2—y02‘ ) dy)2 leone| 2
S——
supp(tic) 7
<ec- max (‘wl_l'ol‘N-H- ‘w2_$02‘N+1> .2_%
{xEsupp(d;l/k,)}

. max (‘y1 — Yo ‘NH : ‘y2 — Yo ‘NH) -2_%
{yv€supp(y)} ! °

(422) 9 M@+ g=Be oo (V) o= Bt (4.26)

Der Abfall des Kerns in (4.2) zeigt dann fir = € supp(yYrw ),y € supp(ti)
|8§+18§+1K(:p, y)| < e- dist(supp(tw), supp(;/)yk/))_f(NH’NH). (4.27)

Kombiniert man nun (4.26), (4.27) und (4.25), so ist die Behauptung im zweidimen-

sionalen Fall gezeigt. Der hoherdimensionale Fall 1ait sich analog beweisen.
O

Mit Hilfe dieses Theorems lassen sich nun kleine Eintrége identifizieren, ohne daf} sie
explizit berechnet werden miifiten.

Bevor wir eine geeignete Kompressionsvorschrift angeben kénnen, benétigen wir noch
folgendes Lemma, daf§ den Fehler der Kompression abschatzt.

Lemma 5 Es sei eine eindimensionale biorthogonale Multiskalenbasis gegeben, so dafs
die Normdquivalenzen (2.26) und (2.29) erfillt seien. Hierbei seien die Parameter 7, r
aus (2.26) und (2.29) so, dafl die Beziehungen —7 < s <r und0 <p<r,0 <p+qg<r
gelten. Weiterhin sei (AT — A?;’E)u € H* und v € H2? . Dann gilt

miz”®

||(A7; _ A']J—',E>u||§{s S C . Z Z Z 225|j|oo—2q|k|oo—2p|k|1 a’jzklm . ||u||,§_{i;;1z<428>

JeIT kel] (Lm)grs

Beweis: Es wird die Orthogonalitétsrelation zwischen den primalen und dualen Wave-
lets sowie die Stabilitit der dualen Wavelets in H* und der primalen Wavelets in H?'?

maix
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benutzt. Man erhilt wie im Beweis von Lemma 3

I(AT — AT) ”7-{ 22228|J|°° > ) apambim

_]EIT leT; ke[}" m:(l,m)gﬂrjﬁk
2
325j| oo 5—qlk|e —plk k(oo k
— E § 92sli| § § 9—alk|oo—pl |1ajklm2q| leotplklip,
jeIt ler; kel? m:(l,m)&rfk
2slj| —2qlk|eo=2plkfy ;2
=S DD DRl D DD DIl
JeIT 1€ kel? m:(l,m)grfk
. 92q(k|co+2plk] p)2
(5 3 v,
keIN" men,

229

AT ST b 2 a2

JeIT keIl (Lm)grs

Dies zeigt die Behauptung.
O

4.2.2 Konstruktion optimaler Indexmengen und Fehlerabschatzung

Die offene Frage ist nun, wie die Indexmengen 75, definiert werden sollten. Dies sollte so
geschehen, daf} die Konsistenzordnung durch diese Kompression nicht verdndert wird.
Gilt ||[(A — AD)u|lgs =~ O(2777) mit R € R*, so verlangen wir deswegen, dafl ebenso
(AT — AT Yuljye ~ O(277) gelten soll. Nach Lemma 5 erreicht man dies, indem man

Z Z 225|j|°°_2q|k|w_2p|k|la:jzklm <0 (2—2RJ) ’

JeI] kel] (Lm)gr

fordert.
Wir definieren nun 73, wie folgt.

Definition 4 FEs sei eine Matriz {Blk}lel"}"’kel"}“ gegeben. Dann definieren wir

T := {(Lm) € 7k : dist(supp(¥5), supp(xm)) < Bk }. (4.29)

Die Bjk miissen nun so klein wie moglich gewéhlt werden (damit maoglichst viele Ein-
trage zu Null gesetzt werden konnen) und zwar unter der Nebenbedingung, dafi die
Ordnung erhalten bleibt.

Es gilt das folgende Theorem.
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Theorem 10 Es se:

RJI+sljloo —glk|oo —plkly =(N+1) j k|

By ~ JTNF N . 2 FINFTNFT) firje It ke IV, (4.30)

Unter den Voraussetzungen von Theorem 9 und Lemma 5 gilt dann

(A7 = AT Yullwe < C- 27 iy, .

mex

(4.31)

Beweis: Wir verwenden die Abkiirzung f = f(N +1,N 4+ 1).

Kombiniert man Theorem 9, Lemma 5 und die Definition von 7, so erhélt man

T f f . _c _c —9l3 i
H(AJJ" . AJ’E)UH%S <C- E 925ljlo0 —2q(k[ 0o —2pk[1 9=2j k1 (N +5)
jeIt kel?

>, dist(supp(vs), supp(um)) ™ | - [Juflfme.
(l,m)e‘rjk,
dist(supp(z/)jl),supp(z/)km))>Bjk
Eine einfache Abschitzung fir die zweite Summe erhdlt man dadurch, daff man die
Beziehung E( 1 = |mk| < C - 28%h ausnutzt. Damit erhilt man

I,m)€T

||(A§—A?;’E)u||§ls < C- Z 228Li|oo—2q|k|oo—2plk|12—2|j,k|1(N+1)Bj12f ||u||i{fn?m
Jelf kel?
(4.30)
< g N e
JeIT kel?
< C 27l

Dies zeigt die Behauptung.
O

Indem man nun R in (4.30) angepafit an die Konsistenzordnung von A% wihlt, kénnen
diejenigen Koeffizienten bzw. Eintrége der Steifigkeitsmatrix die nicht berechnet werden
miissen, via (4.29) und (4.30) identifiziert werden. Theorem 10 garantiert dann, daf
kein relevanter zusétzlicher Fehler durch die Kompression eingefiithrt wird.

Man beachte, daf§ der durch (4.29) mit (4.30) enstehende komprimierte Operator A?’E
im allgemeinen unsymmetrisch ist. Dieser Effekt entsteht durch die unterschiedlichen in
(4.31) verwendeten Normen. Inwieweit die Unsymmetrie zum Beispiel das Konvergenz-
verhalten von iterativen Methoden negativ beeinflufit (man beachte, dafl die Unsym-
metrie i.a. sehr “schwach” ist, da die zu Null gesetzten Eintrage alle sehr klein sind),
ware noch zu untersuchen. Ein symmetrischer komprimierter Operator entsteht, indem
man max(Bjk, Byj) statt By in (4.29) verwendet. Theorem 10 gilt dann offensichtlich
auch fur diesen komprimierten Operator.
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Insgesamt haben wir in diesem Kapitel gesehen, dafl Tensorprodukt-Approximations-
raume sehr gut geeignet sind fiir die Kernapproximation bei Integraloperatoren, in-
sowelt die Geometrie des jeweiligen Problems Tensorprodukt-Konstruktionen zulafit.
Wir konnten spezielle Approximationsraume aus Tensorprodukten biorthogonaler ein-
dimensionaler Basen herleiten, die sowohl die Glattheit der beteiligten Funktionen
als auch die Fehlernorm beriicksichtigen und zu signifikanten Reduktionen des Auf-
wands bei der Integralauswertung fithren. Zusammen mit den von uns vorgeschlagenen
Blending-Schemata konnten wir schnelle Algorithmen zur Integralauswertung konstru-
ieren, die nun auch fiir die Losung von Integralgleichungen angewandt werden kénnen.
Auflerdem haben wir eine Technik zur Kompression von Galerkin-Steifigkeitsmatrizen
fiir singulére Kerne kennengelernt.

Numerische Beispiele zur Approximation und Kompression von Problemen mit Inte-
graloperatoren, bei denen diese Techniken eingesetzt werden konnen finden sich in den

Abschnitten 5.2 und 5.3.



5 Numerische Beispiele

In diesem Kapitel fithren wir einige numerische Beispiele an, die die theoretischen Er-
gebnisse der vorhergehenden Kapitel ergdnzen. Wir beschaftigen uns dabei mit der In-
terpolation von Funktionen mittels der in Kapitel 3 definierten Approximationsraume
VI bzw. FV] (vgl. (3.12) bzw. (3.39)) zusammen mit stiickweise multilinearen bzw. tri-
gonometrischen Basisfunktionen. Aulerdem verwenden wir diese Approximationsrdume
als Test- und Ansatzraume zur Losung der Einfachschicht-Potentialgleichung und un-
tersuchen, wie sich zusétzliche Kompression durch einfaches Treshholding auf die Ap-
proximationsgiite auswirkt. Das letzte Beispiel das wir betrachten, vergleicht verschie-
dene Kernapproximationen fiir die Integralauswertung mit den von uns in Kapitel 4
entwickelten Kernapproximationen mittels der Approximationsraume VG aus (4.12).

5.1 Interpolation von Funktionen

Nachfolgend wollen wir die theoretischen Resultate fiir die Approximationskraft der
Réume V' mit den Ergebnissen numerischer Berechnungen vergleichen. Es geht uns
dabei nicht darum die Uberlegenheit von Diinngitterkonstruktionen fiir hohe Dimen-
sionen zu demonstrieren, sondern wir legen besonderes Augenmerk auf den Zusammen-
hang zwischen der Konvergenzgeschwindigkeit, der Glattheit der zu approximierenden
Funktion, der Wahl des Parameters 7" und der Norm in der der Approximationsfehler
gemessen wird. Deswegen beschranken wir uns auf Beispiele in zwei Raumdimensionen.
Das Problem mit dem wir uns in diesem Abschnitt beschaftigen wollen, ist die Inter-
polation von Funktionen mit stiickweise multilinearen Tensorprodukt-Basen und mit
trigonometrischen Basen. Im Fall der Verwendung stiickweise multilinearer Basen ist
die maximal erreichbare Konvergenzordnung oft nicht durch die Glattheit der zu ap-
proximierenden Funktion, sondern durch die Ansatzfunktionen selbst beschrankt, wo-
hingegen 1m Fall der trigonometrischen Approximation nur die Glattheit der zu appro-
ximierenden Funktion die Konvergenzordnung beschriankt. Insbesondere ergibt sich bei
der trigonometrischen Approximation von periodischen C'*-Funktionen exponentielle
Konvergenz. Dies fithrt zu entscheidenden Unterschieden bzgl. des Konvergenzverhal-
tens fiir die beiden betrachteten Basen.

Wir starten mit vorgegebenen Daten pgr an Punkten ST, vel. (3.13). Die Daten sind
jeweils durch eine Funktion spezifiziert. Das Problem besteht darin, eine Folge d =

{djx }jx zu finden, so daf}
s(z) =Y Y duhy(x)

JeIT ker;

die Daten interpoliert.

Wir verwenden Blending-Schemata, so dafl sich die Berechnungen jeweils auf vollen
Gittern mit unterschiedlicher Maschenweite in verschiedene Koordinatenrichtungen
ausfithren lassen, vergleiche Algorithmus 1 in Abschnitt 3.3.2. Dies erlaubt dann die
Verwendung der schnellen Fouriertransformation im Fall der trigonometrischen Inter-
polation.
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5.1.1 Interpolation mit stiickweise multi-linearen Splines

Wir beginnen mit der Interpolation mit Tensorprodukt-Basen aus stiickweise multi-
linearen Splines, vgl. Beispiel 2 in Abschnitt 2.2. Der Fehler der Interpolation wird
gemessen mit zwei diskreten Normen, die zur £?- beziehungsweise H'-Norm gehoren.
Als Samplingpunkte fir die Berechnung der Normen werden die Gitterpunkte des vol-
len Gitters auf Level 12 verwendet. Die diskrete £*-Norm wird aus der Summe der
quadrierten Werte an den Gitterpunkten berechnet und die H'-Norm wird analog mit
Hilfe von 9-Punkte Finite Elemente Sternen (wir befinden uns in zwei Dimensionen)
bestimmt, die ebenfalls an den Gitterpunkten ausgewertet werden. In allen Diagram-
men sind die Fehler beziiglich der Gesamtzahl der Gitterpunkte in dem jeweiligen
Blending-Schema aufgetragen (inklusive der Randpunkte).
Als Bezeichnungen in den Tabellen und Abbildungen verwenden wir die folgenden
Groflen: Es bezeichnet dofs die Anzahl der Freiheitsgrade, H' und £? sind die Fehler
in den diskreten Approximationen an die H'- beziehungsweise L£*-Norm, q,> ist der
Quotient zweier beziiglich der Level aufeinanderfolgender Fehler in der £*-Norm und
gy ist das entsprechende Analogon fiir die H'-Norm. Zum Beispiel haben wir
[ — w2
qc2 = o 1
u— el
wobei die Normen hier als diskrete Normen im obigen Sinne zu verstehen sind und u die
interpolierte Funktion und w; den Interpolanten auf Level I darstellt. Mit gq,5s bezeich-
nen wir den Quotienten aus der Anzahl der Freiheitsgrade zweier aufeinanderfolgender
Approximationsraume, also

. #Elemente auf Level [ 4 1
ddofs -= #Elemente auf Level [

Damit sind g1 /qaofs und g2 /qaoss die Quotienten zweier aufeinanderfolgender Fehler
skaliert mit dem Quotienten der Anzahl zweier aufeinanderfolgender Freiheitsgrade fiir

die jeweiligen Normen. Diese Groflen sind ein Maf fiir das Verhéltnis von Aufwand
zu Genauigkeit und sie sind die entscheidenden Grofien fiir Vergleiche der Approxi-
mationskraft der verschiedenen Réume. Je grofler dieser Wert ist, desto héher ist die
erreichte Approximationsordnung. Mit der Maschenweite 2 (dies ist die Maschenweite
des vollen Gitters des entsprechenden Levels) verhilt sich der Fehler in der £2-Norm
dann wie

O(hn+1n2(q£2/QdofS)> (51)

und entsprechend fiir die H'-Norm. So wiirde zum Beispiel ein Wert von 1 fiir gyt /qaos
beziehungsweise qz2 /qaofs bedeuten, daff sich der Fehler beim Ubergang von Level [ auf
Level [ + 1 um genau den Faktor verringert um den die Anzahl der Punkte zunimmt,
was im Zweidimensionalen also einem O(h*M2(1)) = O(h?)-Verhalten (mit & der Ma-
schenweite) entsprechen wiirde. Analog wiirde im Zweidimensionalen der Faktor 1/2
ein O(h)-Verhalten widerspiegeln.

Der Fehler in der £*-Norm verhielt sich fiir alle untersuchten Parameterwerte T qua-
litativ durchweg wie der £?-Fehler. Wir verzichten daher im folgenden auf eine geson-
derte Darstellung.
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Beispiel 1: Die zu interpolierende Funktion ist
f(z1,29) = —sin(27zy) sinh(rzy ) sinh(mxy), auf [0,1]%

vergleiche Abbildung 5.1. Sie ist offensichtlich unendlich oft differenzierbar. Damit ist

Abbildung 5.1: f aus Beispiel 1

die Konvergenz des Interpolanten aus stiickweise multilinearen Splines durch die An-
satzfunktionen beschrankt und die Konvergenz der Interpolanten sollte sich wie bei
einer Funktion aus M2, = H2" verhalten. Fiir die Approximationsraume V7, T €
{—00,—1,0,0.25} erhalten wir die in den Tabellen 5.1-5.4 dargestellten Ergebnisse.
T = —oo bezeichnet dabei wieder den Vollgitter-Approximationsraum und 7' = 0 den
Diinngitter-Approximationsraum. Vergleicht man die Ergebnisse in den mit H' bzw.
L?* gekennzeichneten Spalten aus Tabelle 5.1 fiir den Vollgitterfall mit den anderen Ta-
bellen, so sollte der Vergleich auf der Dimension der Rdume und nicht auf dem Level
J basieren, da die Anzahl der Freiheitsgrade fiir verschiedene Raume unterschiedlich
1st. Abbildung 5.2 zeigt graphische Darstellungen der Resultate aus den Tabellen und
noch einige Resultate fiir zusédtzliche Werte von T'. Dort sind auf der linken Seite die
Fehler gegen die Zahl der Gitterpunkte und auf der rechten Seite die jeweils zugehori-
gen Quotienten gy /qaors und qr2 /qaoss gegen die Level aufgetragen. Die Legenden in
den linken Abbildungen gelten jeweils auch fiir die rechten Abbildungen, auch wenn
dort der Ubersichtlichkeit halber nur einige ausgewihlte Fille dargestellt sind.

Die Graphen beziehungsweise Tabellen zeigen das nach der Theorie zu erwartende Ver-
halten der Approximationsordnungen. So lesen wir fiir das volle Gitter einen Wert von
etwa 0.5 im H'-Fall und 1 im £*-Fall fiir die Quotienten g1 /qunss beziehungsweise
qc2 [ Qdogs ab (vgl. Abbildung 5.2 rechts und Tabelle 5.1), was dem bekannten O(h') be-
ziehungsweise O(h*)-Verhalten des Interpolationsfehlers entspricht, vgl. (5.1). Das heift
es ergibt sich lineare beziehungsweise quadratische Konvergenz. Fiir grofer werdendes
T verbessern sich (wie von der Theorie vorhergesagt) die Approximationsordnungen
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Abbildung 5.2: Beispiel 1: Fehler in der £? und H'-Norm (links) und zugehériges
Verhalten der Groflen g2 /qaofs beziehungsweise gy /qaofs gegen die Anzahl der Level
(rechts).

zundchst bis hin zu einem O(h?)-Verhalten (entsprechend einem Wert von 1 fiir den
Quotienten gy1/qaoss) bzgl. der H'-Norm bei T = 0.25, vgl. Abbildung 5.2 rechts und
Tabelle 5.4. Fiir die £2-Norm sagt die Theorie als optimalen T-Wert T = 0 voraus,
was in unseren Rechnungen bestétigt wird. Fiir die H'-Norm hingegen liefert T' = 0.25
noch bessere Resultate, da dann der logarithmische Faktor im Fall T' = 0 noch entfernt
wird, vgl. Korollar 1 und die Bemerkung nach Korollar 1. Fiir die £?-Norm hingegen
fallt die Approximationsordnung gegeniiber dem Fall 7' = 0 bereits wieder ab. Den
logarithmischen Faktor im Fall T = 0 und der £3-Norm kann man in Abbildung 5.2
(rechts oben) und Tabelle 5.3 erkennen.
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Tabelle 5.1: Beispiel 1: T'= —o0

dofs || H* | gwr /daogs | £ | 4c2/daoss
81 || 5.43e+1 | 5.92e-1 2.84e-4 | 1.25
289 || 2.76e+1 | 5.52e-1 7.06e-5 | 1.13
1089 || 1.39e+1 | 5.27e-1 1.76e-5 | 1.06
4225 || 6.95 5.14e-1 4.41e-6 | 1.03
16641 || 3.48 5.07e-1 1.10e-6 | 1.02
66049 || 1.74 5.04e-1 2.76e-7 | 1.01
263169 || 8.65e-1 | 5.05e-1 6.91e-8 | 1.00
1050625 || 4.22e-1 | 5.13e-1 1.74e-8 | 9.95e-1
4198401 || 1.89e-1 | 5.60e-1 4.34e-9 | 1.00
16785409 || 0.00 - 0.00 -
Tabelle 5.2: Beispiel 1: T'= —1
dofs H H! ‘ qu! /qdofs L* ‘ QEQ/Qdofs
81 || 7.87e+1 | 8.26e-1 5.05e-4 | 1.49
219 || 4.02e+1 | 7.24e-1 1.47e-4 | 1.27
941 || 2.03e+1 | 8.02¢-1 4.40e-5 | 1.36
1181 || 1.02e+1 | 9.15e-1 1.15e-5 | 1.76
3167 || 5.08 7.45e-1 2.99e-6 | 1.43
7905 || 2.54 8.01le-1 7.79e-7 | 1.54
17761 | 1.27 8.92¢-1 1.98e-7 | 1.75
47971 || 6.27e-1 | 7.49e-1 5.10e-8 | 1.44
120677 || 2.99e-1 | 8.34e-1 1.39e-8 | 1.46
273765 || 1.16e-1 | 1.14 4.19¢-9 | 1.46
Tabelle 5.3: Beispiel 1: T'= 0
dofs H H' ‘ Q3 [ Qaogs | L7 ‘ 4> [ Qdofs
95 || 8.45e+1 | 6.96e-1 7.36e-4 | 8.72e-1
213 || 4.67e+1 | 8.07e-1 || 3.20e-4 | 1.03
A71 || 2.42e+1 | 8.73¢-1 | 1.18e-4 | 1.22
1033 || 1.23e+1 | 9.00e-1 3.97e-5 | 1.36
2251 || 6.16 9.13e-1 1.25e-5 | 1.45
4877 | 3.09 9.22e-1 3.79¢-6 | 1.53
10511 || 1.54 9.29e-1 1.12e-6 | 1.58
22545 || 7.66e-1 | 9.39e-1 3.21e-7 | 1.62
48147 || 3.71le-1 | 9.66e-1 9.16e-8 | 1.64
102421 || 1.60e-1 | 1.09 2.62e-8 | 1.64
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Tabelle 5.4: Beispiel 1: T = 0.25
| dofs | H | gur [ daogs || £ | 4c2/daoss
57 || 1.11e+2 | 4.87e-1 1.64e-3 | 3.82e-1
127 || 7.71e+1 | 6.46e-1 9.20e-4 | 7.99e-1
277 || 4.31e+1 | 8.20e-1 3.80e-4 | 1.11
599 || 2.24e+1 | 8.91e-1 1.35e-4 | 1.30
1289 || 1.13e+1 | 9.18e-1 4.40e-5 | 1.42

2763 || 5.68 9.29e-1 1.36e-5 | 1.51
5387 || 2.98 9.76e-1 6.36e-6 | 1.10
11149 || 1.51 9.56e-1 2.2%9e-6 | 1.34

23055 || 7.50e-1 | 9.72e-1 7.46e-7 | 1.49
47633 || 3.63e-1 | 9.99e-1 2.30e-7 | 1.57

Unsere Experimente zeigten auBerdem, daf im Falle der H'-Norm T' = 1/3 die besten
Resultate liefert. Bei T = (.5 ergeben sich in diesem Fall ebenfalls noch gute Resultate,
wohingegen fiir die £2-Norm der Abfall in der Approximationsordnung bereits sehr
deutlich ist.

Aus Abbildung 5.2 geht iiberdies hervor, da Approximationen mit Raumen V; mit
T um 0 als Verfahren hoherer Ordnung angesehen werden koénnen, wie dies bereits
in Abschnitt 3.4 erldutert wurde. Man kann dies direkt aus den — verglichen mit den
Vollgitterresultaten — grofieren Werten fiir qg2 /qaofs baw. gy /qaogs ablesen.

Beispiel 2: Als zweites Beispiel fiir die Interpolation mit stiickweise bilinearen Funk-
tionen betrachten wir die Funktion

1—2x — ())|le fir x — (V2] <1/2

flzy,20) = { 0 1/2 1/2 auf [0, 1]2’

sonst,

2—e€
miz

ver/gleiche Abbildung 5.3. Diese Funktion ist in H*?~¢ Ve > 0, aber sie ist nicht in
He Wegen dieser geringen Glattheit sind die erreichbaren Konvergenzordnungen
durch diese Glattheit beschrankt. Insbesondere Approximationsraume mit 7' > 0 sind
nach Korollar 1 fiir die Approximation nicht geeignet. Die Ergebnisse fir das vol-
le Gitter sind in Tabelle 5.5 dargestellt. Aus der Tabelle lassen sich die erreichten
Konvergenzordnungen fiir das volle Gitter ablesen. Das Verhalten entspricht etwa den
theoretischen Vorhersagen eines O(h'/?) beziehungsweise O(h%/?)-Verhaltens fiir die
H' beziehungsweise £>-Norm. In Abbildung 5.4 sind die Resultate fiir eine grofere
Menge von Approximationsrdumen visualisiert. Diese Abbildung zeigt, dafl in diesem
Fall Diinngitterkonstruktionen nicht zur Approximation geeignet sind. Asymptotisch
werden zwar fiir alle Approximationsraume mit 7' < 0 (bis auf eventuelle logarith-
mische Terme) die gleichen Konvergenzordnungen wie mit dem vollen Gitter erreicht,
aber die Konstanten vor den asymptotisch relevanten Termen sind bedeutend grofier
als 1m Vollgitterfall und machen daher eine Verwendung dieser Approxiationsraume in
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Abbildung 5.3: Zu interpolierende Funktion Beispiel 2 (Darstellung auf Level 5) (links)
und Interpolant in V7 (rechts)

H*-error

10
degrees of freedom degrees of freedom

Abbildung 5.4: Beispiel 2: Fehler in der £* (links) und H'-Norm (rechts) gegen die
Anzahl der Freiheitsgrade

diesem Fall nicht ratsam. Man erkennt aulerdem, dafl die Approximationsordnung sich
fiir Raume mit 7' > 0 verschlechtert.

Insgesamt bestatigen diese beiden numerischen Beispielen unsere theoretischen Vor-
hersagen beztiglich der Tatsache, daf§ die geeignete Wahl der Approximationsraume
beziehungsweise der Parameter T' in Abhéangigkeit der Glattheitsvoraussetzungen zu
Verfahren mit héherer Ordnung fithren kann. Insbesondere kénnen durch geschickte
Wahl von T' eventuelle logarithmische Terme in den Approximationsordnungen ver-
mieden werden, wie sich sich bei der Wahl T' = 0 ergeben.
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Tabelle 5.5: Beispiel 2: T = —o0
dofs || H* | g3 /daogs || £ | 4c2 /qaogs
81 || 8.52e-01 | 4.23e-01 || 1.59e-02 | 7.54e-01
289 || 5.93e-01 | 4.03e-01 || 5.45e-03 | 8.16e-01
1089 || 4.20e-01 | 3.74e-01 || 2.01e-03 | 7.21e-01
4225 || 2.92e-01 | 3.70e-01 || 6.78e-04 | 7.62e-01
16641 || 2.06e-01 | 3.61e-01 || 2.42e-04 | 7.12e-01
66049 || 1.42e-01 | 3.65e-01 || 8.42e-05 | 7.23e-01
263169 | 9.66e-02 | 3.69e-01 || 2.99¢-05 | 7.08e-01
1050625 || 6.27e-02 | 3.86e-01 || 1.05e-05 | 7.13e-01
4198401 || 3.57e-02 | 4.40e-01 || 3.56e-06 | 7.37e-01

5.1.2 Trigonometrische Interpolation

Wir wenden uns nun der trigonometrischen Interpolation zu. Im Gegensatz zur Inter-
polation mit stiickweise multilinearen Basisfunktionen wird die Konvergenzgeschwin-
digkeit hier alleine durch die Glattheit der zu interpolierenden Funktion bestimmt. Bei
periodischen C*-Funktionen tritt dann exponentielle Konvergenz auf. Wir verwenden
auch hier wieder die in Abschnitt 3.3.2 beschriebenen Boolschen Blending-Schemata
und den dort beschriebenen Algorithmus zur Interpolation auf den Gittern ST, nun
zusammen mit der schnellen Fouriertransformation auf anisotropen Vollgittern.

Die Fehler der Interpolation werden auf dem vollen Gitter des Levels 11 gemessen und
zwar durch den Ausdruck

N/2 N/2 1/2

= Y Y Atk lal]

k1 =—N/2—1 ky=—N/2—-1

wobel die ¢x diskrete Fourierkoeffizienten des Fehlers bzgl. dieses Gitters bezeichnen.
Die Groflen e; approximieren die jeweiligen kontinuierlichen Normen H®. Insbeson-
dere entsprechen die Parameterwerte s = —1,0,1 den Normen H™', L% H'. Wir be-
schranken uns im folgenden auf diese Grofen.

Einen ersten Eindruck im Hinblick auf die Eignung verschiedener Approximationsraume
V] erhilt man jeweils aus dem Abfall der diskreten Fourierkoeffizienten der betrach-
teten Funktion. Als Beispiel verwenden wir die Funktion

@\ (1/2
flar,xq) = { ;o |(12) (1/2)|OO <4, auf T2,
0 sonst

1/2—-
miz

“ Ve > 0. Nach Weglassen aller Fourierkoeffizienten des
trigonometrischen Interpolanten von f auf dem vollen Gitter des Levels 7 deren Betrag
kleiner 1st als 0,1e — 4,5¢ — 4,1e — 3 bzw. 5e — 3, ergeben sich die folgenden Bilder
(von links nach rechts)

Diese ist ein Element von H
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50 50 50

-50 -50 : -50 -50
-50 0 50 -50 0 50 -50 0 50 -50 0 50 -50 0 50

Mit starkerer Kompression, das heiit bei Weglassen von dem Betrag nach immer grofie-
ren Koeffizienten, zeigt sich die fiir Funktionen mit dominierender gemischter Glattheit
typische Tensorproduktstruktur. Entsprechend sind Diinngitterkonstruktionen zur In-
terpolation besonders geeignet, vgl. auch die Abbildungen 3.8 und 3.9.

Fiir den um 45 Grad gegeniiber den Koordinatenachsen gedrehten Wiirfel

1 firl/2<az4+y<3/2und —1/2<y—z<1/2,

f(l',y)Z{ 0

sonst.

auf T? hingegen, der ein Element von H'/27¢ Ve > 0 ist, ergeben Diinne Gitter keinen
Vorteil gegeniiber dem vollen Gitter. Einige Kompressionsstufen der diskreten Fou-
riertransformierten beziiglich des vollen Gitters sind in den folgenden Abbildungen
dargestellt:

0 50 -50 0 50

Hier sind wieder alle Frequenzen dunkel eingefarbt deren zugehorige Koeffizienten einen
Betrag grofer als 0,1e —4,5e — 4 bzw. le — 3 (von links nach rechts) besitzen. Eine
Approximation mit Frequenzen aus dem hyperbolischen Kreuz wird offensichtlich der
tatsdchlichen Situation nicht gerecht und fiihrt deswegen nicht zu einer Verbesserung
der Approximationsordnung gegeniiber dem vollen Gitter.

Wir betrachten im folgenden weitere Beispiele in zwei Dimensionen, die die Abhéngig-
keit der Approximationskraft der einzelnen Réume von den Glattheiten der betrach-
teten Funktionen verdeutlichen sollen. Es handelt sich dabei um ein Beispiel das zu
exponentieller Konvergenz fithrt und bei dem Diinngitterkonstruktionen nicht geeignet
sind, ein Beispiel mit anfianglich exponentieller und dann polynomialer Konvergenz,
bei dem bei Erreichen der polynomialen Konvergenz Diinngitterkonstruktionen zu sehr
guten Interpolationsergebmnissen fithren und der Vollgitterinterpolation tiberlegen sind,
und um die Interpolation einer Funktion mit dominierender gemischter Glattheit. Bei
dieser sind folglich Diinngitterkonstruktionen zur Interpolation zu bevorzugen.

Die Bezeichnungen in den Tabellen und Abbildungen sind wie im vorhergehenden Ab-
schnitt.
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Abbildung 5.5: Interpolant zu Beispiel 1 in V5% (links) und Interpolant in V7 (rechts)

Beispiel 1: Wir beginnen mit der Interpolation der Exponentialfunktion
flz,x2) = e~ X G quf [0,1)?,

mit G = 0.007'/2, vergleiche Abbildung 5.5. Nach Weglassen aller Fourierkoeffizienten
kleiner 1e — 6 ergeben die Nicht-Null-Eintrage der Fouriertransformierten des Inter-
polanten auf dem vollen Gitter des Levels 7 folgendes Bild

50
0 .

-50 0 50

Hier sind wieder alle Frequenzen dunkel eingeférbt deren zugehérige Koeflizienten einen
Betrag kleiner als 1le — 6 besitzen. Die Fourierkoeffizienten ¢x von f fallen exponentiell
ab. Beziiglich des Interpolanten in V7 ergibt sich hingegen (ohne Kompression) das
Bild

50

-50 0 50

vergleiche auch Abbildung 3.9. Dies ist offensichtlich dem Abfall der Fourierkoeffizien-
ten der Funktion f nicht angepaft.
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Einige Ergebnisse der Interpolation sind in den Tabellen 5.6-5.8 aufgefithrt und in
Abbildung 5.6 visualisiert. Wegen der Glattheit der Funktion f ergibt sich in allen
betrachteten Normen und fiir alle Approximationsraume exponentielle Konvergenz.
Das volle Gitter erweist sich fiir alle Normen als die beste Wahl.

Man beachte hier den Unterschied zur Interpolation mit multilinearen Splines, vgl.
Abschnitt 5.1.1. Bei Interpolation der Exponentialfunktion mit multilinearen Splines
ist das Diinne Gitter in seinen Approximationseigenschaften — im Gegensatz zum hier
vorliegenden Fall — dem vollen Gitter iiberlegen. Dies liegt daran, dafl dann die maximal
erreichbare Konvergenzordnung durch die Ansatzfunktionen und nicht durch die zu

interpolierende Funktion bestimmt wird.

Tabelle 5.6: Beispiel 1: T'= —o0

‘ dofs H Hl ‘ qut /Qdofs EZ ‘ Q£2/Qdofs ‘ H_l ‘ qu-1 /Qdofs
64 || 2.31e-01 | 5.86e-01 || 4.66e-02 | 1.04e+00 || 1.02e-02 | 2.11e+00
256 || 1.14e-02 | 5.06e+00 || 1.27e-03 | 9.20e+00 || 1.41e-04 | 1.81e+01
1024 || 3.44e-08 | 8.30e+04 || 2.02e-09 | 1.57e+05 || 1.19e-10 | 2.97e+05
4096 || 2.17e-14 | 3.96e+05 || 3.89¢e-17 | 1.30e+07 || 4.51e-18 | 6.60e+06
Tabelle 5.7: Beispiel 1: T = —1
| dofs | H! | ga1 [ qaogs || L2 | g2/ qaogs | H! | a3/ daoss
40 || 5.42e-01 | 6.62e-01 || 1.93e-01 | 9.70e-01 || 8.62e-02 | 1.41e+00
128 || 4.44e-01 | 3.81e-01 || 1.09e-01 | 5.53e-01 || 3.18e-02 | 8.47e-01
352 || 1.99¢-01 | 8.10e-01 || 3.92e-02 | 1.01e+00 || 8.28e¢-03 | 1.40e+00
832 || 1.03e-02 | 8.15e+00 || 1.15e-03 | 1.44e+01 | 1.28e-04 | 2.74e+01
2432 || 7.03e-05 | 5.04e+01 || 7.65e-06 | 5.13e+401 || 8.37e-07 | 5.23e+401
6400 || 2.94e-10 | 9.09e+04 || 1.73e-11 | 1.68e+405 || 1.02e-12 | 3.13e+05
Tabelle 5.8: Beispiel 1: T'= 0

‘ dofs H H! ‘ au [ qdoss || £° ‘ qc> [ Qdogs ‘ H! ‘ qu-1/4doss
44 || 8.43e-01 | 3.87e-01 || 3.16e-01 | 5.39e-01 || 1.33e-01 | 8.33e-01
112 || 8.17e-01 | 4.05e-01 || 2.40e-01 | 5.17e-01 || 9.95e-02 | 5.25e-01
272 || 4.49e-01 | 7.48¢-01 || 1.08e-01 | 9.16e-01 || 3.39e-02 | 1.21e+00
640 || 1.99¢-01 | 9.61e-01 || 3.91e-02 | 1.17e+00 || 8.28e-03 | 1.74e+00
1472 || 4.73e-02 | 1.83e+00 || 8.46e-03 | 2.01e+00 || 1.59¢-03 | 2.26e+00
3328 || 3.23e-03 | 6.47e+00 || 3.58e-04 | 1.04e+401 || 4.00e-05 | 1.76e+01
7424 || 7.03e-05 | 2.06e+01 || 7.65e-06 | 2.10e4+01 || 8.37e-07 | 2.14e+01
16384 || 2.94e-10 | 1.08e+405 || 1.73e-11 | 2.01e405 || 1.02e-12 | 3.73e+05
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Abbildung 5.6: Beispiel 1: Fehler in der H™', £? und H'-Norm gegen die Anzahl der
Freiheitsgrade

Beispiel 2: Als nichstes Beispiel betrachten wir die Funktion

1
o1 2) = 5 auf T2,
f( ) (1450 ((z1 —1/2)2 + (22 — 1/2)?))

vergleiche Abbildung 5.7. Diese Funktion ist periodisch und im Innern des Gebietes un-
endlich oft differenzierbar. Am Rand ist sie jedoch (wegen der Periodizitdt) nicht diffe-
renzierbar. Dies spiegelt sich in der Konvergenz der Approximanden wieder, vergleiche
Abbildung 5.8. Nach anfanglicher exponentieller Konvergenz tritt ab einer bestimmten
Approximationsgenauigkeit (bei der sozusagen die Unstetigkeit in der Ableitung von
der diskreten Approximation “entdeckt” wird) polynomiale Konvergenz ein, die durch
die Glattheit der Funktion f bestimmt wird. Im Bereich der exponentiellen Konver-
genz erweist sich wiederum das volle Gitter als geeignete Wahl, wohingegen im Bereich
der polynomialen Konvergenz zum Beispiel der Raum V7 eine bessere Wahl darstellt.
In diesem Fall ist also die mangelnde Glattheit der Funktion f dafiir verantwortlich,
dafl Diinngitterkonstruktionen bessere Konvergenzresultate liefern als die Interpolation
beziiglich des vollen Gitters.

Die Koeffizienten ungleich Null des Interpolanten in V.7 komprimiert mit le—5, le—7
und le — 9 sind von links nach rechts in der nachsten Abbildung zu sehen.

50 50
0 C ] 0
-50 -50

50 0 5 -5 0 5 -50 0 50

Der Abfall der Koeffizienten grofier als le — 5 ist wieder nur von der /*-Norm der Fre-
quenz abhingig und diese Koeffizienten fallen exponentiell ab. Kleinere Koeffizienten
hingegen bilden das fiir Funktionen aus Rdumen mit dominierender gemischter Glatt-
heit typische Kreuzmuster aus. Entsprechend dieser Entwicklung erklart sich dann auch
die anfanglich exponentielle und dann polynomiale Konvergenz.
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Folglich ist das Diinne Gitter zur Interpolation gut geeignet. Insbesondere 1a8t sich die
Interpolation mit zum Beispiel V) wieder als Verfahren hoherer Ordnung interpretieren.

Abbildung 5.7: Interpolant zu Beispiel 2 in V"% (links) und in V3’ (rechts)

10°%

H™*—error
=
S

10* 10 10 10* 10
degrees of freedom degrees of freedom

10

Abbildung 5.8: Beispiel 2: Fehler in der H~! und £2-Norm gegen die Anzahl der Frei-

heitsgrade fiir verschiedene Approximationsraume V'
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Beispiel 3: Als letztes Beispiel fiir die Interpolation betrachten wir den Tensorpro-
dukt Spline

Ty firz < 1/2,y < 1/2,
) (1 —y) firx < 1/2,y > 1/2, 9
fa,y) = (1— )y fiir x> 1/2,y < 1/2, anf [0, 1)".

(1—2)(1—y) firz>1/2,y >1/2,

Abbildung 5.9 (links) zeigt eine Darstellung auf einem vollen Gitter auf Level 5. Rechts
ist der Interpolant beziiglich des zur Indexmenge I gehérenden Gitters abgebildet. Die
Funktion f ist aus 7—[?,{;—5 Ve > 0. Es handelt sich hier also um eine Funktion mit do-
minierender gemischter Glattheit, das heifit Diinngitter-Konstruktionen sind zur Inter-
polation besonders geeignet. Die Eignung der unterschiedlichen Réume V; zur Appro-
ximation dieser Funktion 148t sich auch wieder direkt aus der Fourierdarstellung von
f ablesen. Beispielsweise ergeben sich fiir die diskreten Fourierkoeffizienten beziiglich
des vollen Gitters auf Level 7 nach Kompression mit le — 10, 1le — 7 beziehungsweise

le — 5 die folgenden Muster

-50 0 50

Deutlich ist die Auspriagung einer Kreuzstruktur zu erkennen.

Abbildung 5.11 zeigt Graphen der Fehler gegen die Anzahl der Freiheitsgrade, sowie
Graphen der Quotienten gy /qaofs: 4c2/dofs Und qg—1/Gdoss. Aus diesen Abbildungen
1aBt sich wieder die Abhéngigkeit der Konvergenzordnungen von der gewéhlten Norm
(das heifit vom Exponenten s in der H*-Norm, hier s € {—1,0,1}) und von dem
gewiahlten Parameter T ablesen. Beispielsweise erkennt man, dafl fiir s = —1 von den
beiden Werten T' = —1 und 7' = 0, die Wahl 7' = —1 die besseren Ergebnisse liefert,
wohingegen fiir s = 0 sich ' = 0 und fiir s = 1 sich T = 0.25 als die vorteilhaftere
Wahl erweist. Dies ist in Ubereinstimmung mit der Theorie, die vorhersagt, daf eine
optimale Wahl von T von dem Quotienten s/t & % bestimmt sein sollte. Aus den
in Abbildung 5.11 (rechts) dargestellten Ergebnissen erkennen wir wieder die hohere
Ordnung der Methoden mit T' ~ 0. Eine Darstellung des H'-Fehlers mit einer groferen
Auswahl an Parametern 7' ist in Abbildung 5.10 zu sehen.

Fir das volle Gitter lesen wir ein O(h1/2), O(h3/2) bzw. O(h?)-Verhalten aus den Wer-
ten fir g1 /qaofss qc2/qdoss und qy—1/qaoss ab, was relativ gut mit den von der Theo-
rie vorhergesagten Werten O(h'/2), O(h3/%) baw. O(h%?) iibereinstimmt. Fiir an die
Glattheiten angepafte Interpolationsraume erhalten wir hingegen durchgehend bessere
Konvergenzresultate.

Insgesamt haben diese Experimente unsere theoretischen Vorhersagen in Bezug auf
die Auswahl von Interpolations-/Approximationsraumen bestatigt. Insbesondere haben
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10

Abbildung 5.9: Beispiel 3: Hutfunktion auf V> (links) und Interpolant aus V3’ (rechts)

Abbildung 5.10: Beispiel 3: g1 /qaoss gegen die Level

wir gesehen, daf die problemangepafite Wahl von Approximationsraumen zu Verfahren
héherer Ordnung fithren kann und daf§ die richtige Wahl des Approximationsraumes
nur von dem Verhéltnis von isotroper zu dominierender gemischter Glattheit abhangt.
Damit kann die Wahl V} noch weiter verbessert werden. Im Fall reiner isotroper Glatt-
heit konnten wir sehen, dafl das volle Gitter aufgrund der kleineren Konstanten im
allgemeinen die beste Wahl darstellt. Unterschiede zwischen trigonometrischer Inter-
polation und Interpolation mit stiickweise multilinearen Splines ergeben sich aus der
exponentiellen Konvergenz bei der trigonometrischen Interpolation von periodischen
C*°-Funktionen und der Beschrankung der maximal erreichbaren Konvergenzordnung
durch die Basisfunktionen im Fall stiickweise multilinearer Splines.
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Abbildung 5.11: Beispiel 3: Fehler in der H™*, £* und H'-Norm gegen die Anzahl
der Freiheitsgrade (links) und Quotienten gy«/qaors fiir s € {—1,0,1} gegen die Level
(rechts)
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5.2 Lo6sung von Integralgleichungen: Die Einfachschicht-Po-
tentialgleichung

Die Riume V7 lassen sich auch als Test- und Ansatzriume in Galerkindiskretisie-
rungen von variationellen Problemen verwenden. Fiir eine Ubersicht iiber numerische
Beispiele unter Verwendung der Riume VY in anderen Arbeiten siehe den Beginn des
Abschnitts 3.5. In diesen Arbeiten wurden die Vorteile des Diinngitterraumes Vj fiir
hoéherdimensionale Probleme in den Vordergrund gestellt. Wir diskutieren hier hinge-
gen nun ein numerisches Beispiel, dafl die Eignung von Diinngitterkonstruktionen zur
Approximation von bestimmten Typen von Singularitdten betont.

Wir betrachten als numerisches Beispiel die Einfachschicht-Potentialgleichung, die ge-
geben ist durch

l/ g(y) dy:f(.r), (5'2)

¢ J Jr—yl
n
vgl. (1.3), wobei wir f = 1 wihlen. Wir verwenden die variationelle Form von (5.2)
auf 7:[_1/2(1”) = {u = g|;m : g € H*(R") und supp(g) C I"}, ausgestattet mit
der Norm ||u||¢{_1/2(1n) = || 9lls=1/2(rn), siehe zum Beispiel [Tri78, Li72]. Die zugehdrige
Bilinearform lautet

1 qgly [ — n
CL(U,U) = (E / |$ (—)y| dyav>?-{1/2x7-{—1/27 g,v € H 1/2<I )
In

Sie 1st symmetrisch und 7:[_1/2—elliptisch. Wir wollen die Kapazitat

1
C = E/,n g(y)dy

fir n = 2 berechnen. Der Vergleichswert 0.366789... ist aus der Literatur bekannt
[Ab90]. Zur Berechnung des Kapazitatstehlers |C — Crg| zwischen dem exakten Wert
C und der Finite Elemente Approximation Crg verwenden wir die Tatsache, dafl der
Kapazitatsfehler aquivalent ist zum Fehler der Finite Elemente Approximation upg zur
exakten Losung in der Energienorm, das heifit

€ = Crnl = inf g = vllgere

vgl. [Gri98¢]. Dieses Beispiel wurde bereits in [Gri98c¢| hinsichtlich des Approxima-
tionsraumes V7 untersucht. Es zeigte sich, dafl der Approximationsraum fiir dieses
spezielle Problem sehr gut geeignet ist. Dies 148t sich darauf zuriickfithren, daf sich
die Losung des Einfachschichtproblems (5.2) in einen reguldren und einen singuldren
Anteil (durch Eck- und Randsingularititen) zerlegen lafit [Heue94]. Im Inneren des
Gebietes sind deswegen nur wenige Gitterpunkte zur Approximation nétig. An den
Réindern approximieren die Réume V) die vorhandenen singuldren Anteile aufgrund
der besonderen Struktur dieser Rdaume besonders gut.
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5.2.1 Galerkindiskretisierung mit den Riumen V/

Wir zeigen nun hier numerisch, daff die Riume V] mit T' € (0,1) fiir dieses Problem
ebenfalls sehr gut geeignet sind.

Wir assemblieren die Steifigkeitsmatrix vollstandig, das heifit wir stellen sie explizit
auf. Sie ist in diesem Fall dicht besiedelt, obwohl viele Eintrédge nahe bei Null sind
und sogar zu Null gesetzt werden kénnten ohne die Approximation zu verschlechtern
[Gri98c|, vgl. die Abschnitte 4.2 und 5.2.2. Im Augenblick beschranken wir uns jedoch
darauf ohne Kompression zu arbeiten. Wir verwenden Approximationsraume die aus
Tensorprodukten von Haar-Wavelets beziechungsweise Prewavelets entstehen, vergleiche
Abschnitt 2.2 und [Gri98¢]. Die Berechnung der Matrixeintrége kann in diesem Fall sehr
effizient geschehen, wie es im Detail in [Gri98¢| fiir diese beiden Fille beschrieben ist.

Haar Basis

Wir beginnen mit den Haar Funktionen als Test- und Ansatzfunktionen. Abbildung 5.12
zeigt Graphen der Kapazitdtsfehler gegen die Anzahl der Freiheitsgrade und die Kon-
ditionszahlen gegen die Anzahl der Freiheitsgrade fiir unterschiedliche Indexmengen
IT. Man beachte, daB in diesem Fall die zugehérige Norméiquivalenz (2.26) nur fiir
—1/2 < s < 1/2 gilt, wir hier aber s = —1/2 haben. Folglich fithrt einfache Diago-
nalskalierung in diesem Fall nicht zu optimaler Vorkonditionierung. In der Tat ist das
asymptotische Verhalten der Konditionszahlen gegeben durch x(A;) = O(J?), siche
[0s98a] und vergleiche Abbildung 5.12 (rechts).

Man erkennt, daff die Réume V; mit 7' > 0 in diesem Fall ebenfalls gut zur Appro-
ximation geeignet sind, ja zum Beispiel mit V7 eine noch bessere Approximation als
mit V} erzielt werden kann, da dann die logarithmischen Terme die in der Dimension
des Approximationsraumes V) vorhanden sind, noch unterdriickt werden. Der Grund
fiir dieses Verhalten ist wie gesagt in den Rand- und Eckensingularititen der Losung
die durch die Réume V] mit grofiem T (das heifit nahe bei 1) gut approximiert werden,
und dem glatten Losungsverlauf im Inneren des Gebietes zu finden. Es sei in diesem Zu-
sammehang auf die Arbeit [0s98b] verwiesen, in der erste theoretische Untersuchungen
beziiglich der Approximation von Randsingularitdten mittels Diinngitterkonstruktio-
nen durchgefithrt werden.

Prewavelet Basis

Im Fall der Prewavelet Basis entnehmen wir [Gri98¢]| die Stabilitdt der resultierenden
Zerlegung in H~'/?. Damit besitzen die diagonalskalierten Steifigkeitsmatrizen die zu
den Riumen V7 gehoren, ebenfalls beschrinkte Kondition.

Abbildung 5.13 zeigt die Ergebmnisse. Die Notation ist die gleiche wie oben beschrie-
ben. Die Abhingigkeit der Konditionszahl von der Anzahl der Freiheitsgrade zeigt das
vorhergesagte O(1) Verhalten. Wiederum erweisen sich die Raume mit 7' > 0 als gut
geeignet fiir dieses Problem. Im Vergleich zu den Ergebnissen mit der Haar-Basis stellt
sich jedoch keine starke Verbesserung in der Approximationsordnung ein. Der Grund
1st auch hier in den Ecken-Kanten-Singularitdten der Losung des Problems zu finden.
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Abbildung 5.12: Kapazitatsfehler gegen die Anzahl der Freiheitsgrade (links) und Kon-
ditionszahl gegen die Anzahl der Freiheitsgrade (rechts), Haar basis
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Abbildung 5.13: Kapazitatsfehler gegen die Anzahl der Freiheitsgrade (links) und Kon-
ditionszahl gegen die Anzahl der Freiheitsgrade (rechts), Prewavelets

5.2.2 Zusiatzliche Kompression durch Treshholding

Numerische Beispiele fiir das Einfachschichtproblem in [Gri98c| deuten an, dafl im Fal-
le der Diskretisierung auf hyperbolischen Kreuzen zusétzliche Kompression der Stei-
figkeitsmatrix auf etwa ein Fiinftel der urspriinglichen Matrixeintrage moglich ist. Im

folgenden untersuchen wir etwas genauer, welcher zusatzliche Kompressionseffekt bei

der Einfachschicht-Potentialgleichung durch einfaches Threshholding, das heifit durch



5.2 Die Einfachschicht-Potentialgleichung 105

a-posteriori Abschneiden der Eintrage der Steifigkeitsmatrix erreicht werden kann.
Wir betrachten dazu wieder die Einfachschicht-Potentialgleichung (5.2) mit f = 1.
Neben Diskretisierungen mit den Approximationsraumen V; > (Vollgitter-Approxi-
mationsraum) und V) (Diinngitter-Approximationsraum) untersuchen wir dazu auch
adaptive, auf V) aufbauende Approximationsriume, wie sie in [Gri98¢c| ausfiihrlich be-
schrieben wurden. Da die fiihrenden Komponenten der Singularitdt der Losung bekannt
sind, konnen regularisierte Funktionen angegeben werden die diese fithrenden Terme
gut beschreiben. Diese Funktionen konnen dann verwendet werden um adaptive Diinn-
gitterrdume zu konstruieren. Wir belassen es an dieser Stelle bei dieser Motivation, da
die hier verwendete Konstruktion genau der in [Gri98c] beschriebenen enspricht. Fiir
Details sei auf diese Arbeit verwiesen.

Die jeweiligen Finite Elemente Steifigkeitsmatrizen wurden wieder exakt berechnet und
dann wurden nach Diagonalskalierung alle Eintrage kleiner als ein Abschneideparame-
ter € aus den jeweiligen Matrizen entfernt (das heifit zu Null gesetzt).

Die folgenden Tabellen beinhalten die Ergebnisse der Berechnungen. Aufgetragen sind
jeweils die Levelzahl und in Klammern die Anzahl der Gitterpunkte, der Abschneide-
parameter €, die Kompressionsrate

_ Anzahl der Nicht — Null — Elemente in der Steifigkeitsmatrix

Gesamtzahl der Elemente in der Steifigkeitsmatrix

€ Y

die Kondition k. der diagonalskalierten komprimierten Steifigkeitsmatrix und der Ka-
pazitatsfehler 4.

Interessant ist nun die unterschiedlich gute Kompression die mit den verschiedenen
Approximationsraumen erzielt werden kann. In den Spalten der Tabellen mit den Kom-
pressionsraten C. sind diejenigen Werte hervorgehoben, bei denen der Kapazitatsfeh-
ler noch nicht grofer ist als der Fehler fiir das nichtkomprimierte System. Im Fall der
Vollgitter-Approximationsrdume V; > ergeben sich nach den Tabellen 5.9 (fiir die Haar-
basis) und 5.10 (fiir die Prewaveletbasis) mit grofier werdender Levelzahl immer bessere
Kompressionsraten. Im Fall der Approximationsrdume VY hingegen scheinen die Kom-
pressionsraten zu stagnieren, vergleiche die Tabellen 5.11 und 5.12. Noch deutlicher
fallt dieser Effekt beim adaptiven Diinnen Gitter aus. Scheinbar ist in diesen Fallen
kein asymptotisch relevanter Kompressionseffekt erzielbar. Auf die Konditionszahlen
hat die Kompression nur einen geringen Einfluf.

In den Abbildungen 5.14-5.16 sind die Ergebnisse visualisiert. Die z-Achse bezeichnet
die Prozentzahl der Nullelemente in der komprimierten Steifigkeitsmatrix und die y-
Achse bezeichnet den Kapazitatsfehler. Abbildung 5.17 zeigt das Verhalten der Kondi-
tion beim threshholding exemplarisch am Beispiel der Haar-Basis auf einem adaptiven
Diinnen Gitter. Hier bezeichnet die z-Achse die Prozentzahl der Nullelemente in der
komprimierten Steifigkeitsmatrix und die y-Achse bezeichnet die Kondition.

Es scheint also (zumindest in diesem Beispiel) so zu sein, dafl einfaches Abschneiden
von Eintragen kleiner als ein bestimmter Schwellwert zu keiner optimalen Kompression
fithrt, zumindest nicht bei Diinngitter- Approximationsrdumen beziehungsweise adap-
tierten Dinngitter-Approximationsraumen. Dies spiegelt die Tatsache wider, dafl die
entscheidenden Effekte bei der Kompression sich auf den feinen Skalen und deren Wech-
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selwirkungen abspielen. Die “Anzahl” der feinen Skalen und folglich auch deren Wech-
selwirkungen ist beim Diinnen Gitter im Vergleich zum vollen Gitter jedoch erheblich

reduziert.

Inwieweit dieses Phanomen auf dieses spezielle Beispiel beschrankt ist oder etwa die in
Abschnitt 4.2 entwickelte verfeinerte Kompressionstechnik fiir Tensorprodukt-Diskre-
tisierungen mit den Riumen V} zu besseren Ergebnissen fiihrt, wire noch zu untersu-

chen.

Tabelle 5.9: Haar-Basis, Vollgitter-Approximationsraum

‘ J (N ‘ 6‘ CE‘ Ke | Os
2(16) 01]100.00% | 2.13702 | —0.0168120
0.1 18.75% | 1.91753 | —0.0163921
0.12 | 12.50% | 1.76048 | —0.0304521
3(64) 0 ]100.00% | 3.49613 | —0.00913272
0.092 7.81% | 3.41423 | —0.00716458
0.1 6.64% | 3.16566 | —0.01421072
4(256) 0 ]100.00% | 5.38979 | —0.00480636
0.08 | 2.78% | 5.99098 | —0.00325562
0.1 2.05% | 5.76325 | —0.01175018
5(1024) | 0 | 100.00% | 7.52754 | —0.00248256
0.095 0.57% | 9.87876 | —0.00085536
0.1 0.56% | 9.95966 | —0.00855363

Tabelle 5.10: Prewavelets, Vollgitter-Approximationsraum

T [ o] wle |
3(25) | 0]100.00% | 40.1798 | —0.00778527
0.06 | 30.88% | 39.5475 | —0.00630571
0.07 | 24.48% | 101.2260 | —0.00982006
4(81) | 0]100.00% | 42.8374 | —0.00411310
0.05 | 11.05% | 58.0457 | —0.00138730
0.06| 9.16% | 40.9729 | —0.00497964
5(289) | 0] 100.00% | 44.4437 | —0.00211549
0.02| 5.83% | 49.8508 | —0.00181065
0.03| 3.94% | 43.1590 | —0.00297954
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Tabelle 5.11: Haar-Basis, Approximationsraum V7

T [ G~ |
3(20) 0] 100.00% | 3.00361 | —0.00920882
0.09 | 28.00% | 2.91314 | —0.00716458
0.1| 24.00% | 2.79733 | —0.01421071
4(43) 0 [ 100.00% | 4.53131 | —0.00491450
0.09 | 13.37% | 4.78251 | —0.00325562
0.1| 12.33% | 4.67763 | —0.01175018
5(112) 0 [ 100.00% | 6.29447 | —0.00259633
0.02 | 14.13% | 6.79108 | —0.00163031
0.03 | 11.26% | 7.16616 | —0.00319772
6(256) 0 100.00% | 8.38780 | —0.00136373
0.01 | 14.15% | 8.65900 | —0.00137816
0.015 | 10.42% | 9.18279 | —0.00308826
0.15| 1.48% | 5.27054 | —0.03045213
7(576) 0 [ 100.00% | 10.7946 | —0.00072313
0.005 | 10.89% | 10.8683 | —0.00053417
0.006 | 9.72% | 11.1276 | —0.00109859

Tabelle 5.12: Prewavelets, Approximationsraum V7

[T (V)] c ] C.| w.]d. |
3(37) 0 100.00% | 42.72 | —0.00417309
0.05 | 22.57% | 54.92 | —0.00213302
0.06 | 20.23% | 40.35 | —0.00549778
4(81) 0 [ 100.00% | 44.32 | —0.00216894
0.05 | 9.71% | 62.60 | —0.00107065
0.06 | 8.31% | 41.26 | —0.00495676
5(177) 0 [ 100.00% | 45.29 | —0.00112003
0.01 | 13.21% | 49.04 | —0.00089060
0.02| 9.90% | 49.06 | —0.00197806
6(335) 0 [ 100.00% | 45.88 | —0.000577038
0.0055 | 8.02% | 47.98 | —0.000066028
0.01 | 6.44% | 50.47 | —0.001561924
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Abbildung 5.14: Kapazititsfehler gegen Kompressionsrate fir die Haar-Basis (links)
und die Prewavelet-Basis (rechts) im Falle des vollen Gitters, T = —oco
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Abbildung 5.15: Kapazitéitsfehler gegen Kompressionsrate fir die Haar-Basis (links)
und die Prewavelet-Basis (rechts) auf Dinnem Gitter, T = 0
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Abbildung 5.17: Konditionszahlen gegen Kompressionsrate fiir die Haar-Basis, adapti-
ves Diinnes Gitter

5.3 Beispiele zur Kernapproximation bei der Integralauswer-
tung

Wir fithren numerische Beispiele an, die die theoretischen Ergebnisse des Abschnitts 4.1
konkretisieren. Es geht uns dabei wieder darum, den Einflufl der richtigen Wahl der
Approximationsraume zu verdeutlichen.

Wir betrachten das Integral

) = [ Keg)utwiy 5:3)

und wéhlen in Anlehnung an [Fr96]

I((xl,...7$2n) = Z H SlIl ]1 1

J1yeenJon >0 2=1

u(zy, ..., x,) = Z Hsmjl !

.717 7.771>0 =1

mit ((6) = > o, %6 = g4z der Riemannschen ¢-Funktion. Wie man leicht nachrechnet,
ist das Ergebnis der Integralauswertung dann gegeben durch A = u/2. Die Funktlonen
K,u und h sind Elemente aus Hi{fx “ auf T? beziehungsweise T", fiir alle ¢ > 0.

Entsprechend dieser Glattheiten ist bei Messen des Fehlers in der H*-Norm, s < 5/2,
nach (4.11) die Indexmenge

. n Ol 3 . 5

fir die Approximation des Kerns bei der Integralauswertung besonders geeignet. Zum
Vergleich verwenden wir als Indexmengen fiir die Approximation des Kerns neben (5.4)
auch noch die Indexmengen des vollen Gitters

VG = {(.k) € N*: |j, k| < J} (5.5)
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Abbildung 5.18: Fehler in der £2- beziehungsweise H'-Norm gegen Anzahl der im

Algorithmus verwendeten Koeffizienten fiir unterschiedliche Kern-Approximationen

und eine an die Glattheiten H*/? (fiir den Kern und fiir u) angepafite Indexmenge
. on | D). d . J
FHP(s) = {(j,k) e N*": §|‘],k|Oo + §|k|Oo — 5ljlee < (5 —s)J}, (5.6)

vgl. ebenfalls (4.11). Die resultierenden Indexmengen fiir die Approximationen von u
und % sind dann jeweils iiber (4.13) gegeben.

In den von uns verwendeten Algorithmen werden Blending-Schemata fir die Approxi-
mation des Kerns K als auch fiir die Approximation von v und des Ergebnisses h ent-
sprechend Abschnitt 4.1.2 eingesetzt. Man beachte, daff die Algorithmen in natiirlicher
Weise dimensionsrekursiv aufgebaut sind und somit direkt fiir beliebige Dimensionen
arbeiten.

Integralauswertung in 1D Wir beginnen mit dem Fall n = 1, das heifit der Kern
K ist zweidimensional. Abbildung 5.18 zeigt die Genauigkeit der Methoden die mit
den unterschiedlichen Kern- und Funktionenapproximationen arbeiten, wie sie aus den
Indexmengen (5.4)-(5.6) resultieren. Es sind Ergebnisse fiir s = 0 (£%-Norm) bezie-
hungsweise s = 1 (H'-Norm) zu sehen. Die Abszisse bezeichnet die Gesamtzahl der
Fourierkoeffizienten die im Algorithmus verwendet werden und auf der Ordinate sind
jeweils die Fehler der approximativen Losungen in der £2- beziehungsweise H'-Norm
aufgetragen. Die Ergebnisse bestdtigen die theoretischen Vorhersagen fiir die Konver-
genzordnungen. Wie von der Theorie vorhergesagt, ergibt die angepafite Indexmenge
SGA(0) fiir die £2-Norm und SGA(1) fiir die H'-Norm jeweils die besten Ergebnisse.
Annehmbare Ergebnisse lieferen auch die an die isotrope Glattheit angepafiten Index-
mengen F'HP(s), wohingegen die Indexmenge zum vollen Gitter offensichtlich nicht
geeignet ist.
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Abbildung 5.19: Fehler in der £2- beziehungsweise H'-Norm gegen Anzahl der im
Algorithmus verwendeten Koeffizienten fiir unterschiedliche Kern- und Funktionen-
Approximationen

Integralauswertung in 2D Nun betrachten wir den Fall n = 2. Man beachte,
dafl der Kern K somit vierdimensional ist. Iin Mehrdimensionalen konnen zusitzlich
neben dem Kern auch noch die Funktionen u und h aus (5.3) auf speziell angepaBiten
Diinngitter-Konstruktionen approximiert werden.

Zu Vergleichszwecken verwenden wir neben den an die Glattheiten angepafiten Index-
mengen SGA(s) aus (5.4) zusdtzlich wieder die in (5.5) und (5.6) angegebenen Index-
mengen des vollen Gitters VG und die an die Glattheiten H%/? angepaBten Indexmen-
gen FHP(s). Man beachte, dafl im Fall des vollen Gitters VG die Anzahl der bei der
Integralauswertung verwendeten Koeffizienten nun von der Ordnung 0(2?"7) = 0(2*7)
ist, wohingegen fiir die Indexmenge SGA(1) nur O(27) und fiir SGA(0) O(27.J) Koef-
fizienten beteiligt sind.

Abbildung 5.19 zeigt die Genauigkeit der Methoden die mit diesen unterschiedlichen
Kern- und Funktionenapproximationen arbeiten. Die Ergebnisse bestitigen wiederum
die theoretischen Vorhersagen fiir die Konvergenzordnungen. Insbesondere erkennen
wir aus der linken Abbildung in der der Fehler beziiglich der £*-Norm dargestellt
ist, dal die an die gemischten Ableitungen angepafte Indexmenge SGA(0) bessere
Ergebnisse liefert als die an die isotrope Glattheit angepafite Indexmenge F'HP(0). Der
Unterschied tritt jetzt im Vergleich zum eindimensionalen Fall aufgrund der héheren
Dimension deutlich hervor.

Die Beispiele zeigen, dafi die richtige Wahl der Approximationsraume fiir die Kernap-
proximation entscheidend ist fiir die resultierenden Konvergenzordnungen. Insbeson-
dere haben wir gesehen, dafl sowohl die Glattheit des Kerns als auch die Glattheit der
Funktion u, wie auch die Norm in der der Fehler gemessen wird, bei der Wahl der
Approximationsraume berticksichtigt werden sollte. In Extremféllen sind dann Appro-
ximationen moglich, bei denen der Einflufl der Dimension n asymptotisch verschwindet.
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In dieser Arbeit fithrten wir Untersuchungen beziiglich Tensorprodukt-Approximations-
raumen durch. Dazu wurden spezielle Glattheitsklassen eingefithrt, die eine Mischung
aus isotroper Glattheit und dominierender gemischter Glattheit erlauben. Es wurden
Approximationsraume definiert, die bekannte Dinngitter-Konstruktionen zu einer Ska-
la von Dinnen Gittern verallgemeinern. Diese lassen sich zur Losung von Operator-
problemen beliebiger Ordnung verwenden, insbesondere auch fiir Probleme mit Inte-
graloperatoren. Es wurden Fehlerabschidtzungen in Sobolevnormen angegeben, die —
zusammen mit Abschétzungen fir die Anzahl der Freiheitsgrade in diesen Approxi-
mationsraumen — zu Abschiatzungen fiir die Kosten der entstehenden Approximations-
und Interpolationsalgorithmen fithren. Insbesondere wurde gezeigt unter welchen Be-
dingungen an die Glattheit der Losung von variationellen Problemen und an die Feh-
lernorm, Algorithmen zur Losung von variationellen Problemen konstruiert werden
konnen deren Kosten asymptotisch von der Raumdimension unabhéngig sind. Die Wahl
des optimalen Approximationsraumes hiangt dabei nur vomn Verhaltnis zwischen isotro-
per Glattheit und dominierender gemischter Glattheit ab. Insbesondere identifizierten
wir diejenigen Félle, in denen die bei der Verwendung der “hyperbolisches Kreuz”-
Approximationsraume auftretenden logarithmischen Terme durch eine geschickte Wahl
der Approximationsraume entfernt werden kénnen. Als Anwendung und zur Veran-
schaulichung der Theorie betrachteten wir verschiedene Interpolationsprobleme und
diskutierten Anwendungen auf Integral- und Differentialgleichungen beliebiger Ord-
nung. Als Spezialfall bei der Anwendung auf die Poisson-Gleichung konnten wir ein
Ergebnis von [Bun99] beziiglich der Komplexitat der Poisson-Gleichung im Hinblick
auf die geforderte Glattheit der Losung verschérfen.

Da unsere neuen Approximationsraume algorithmisch nicht so einfach zu handhaben
sind wie die zu vollen Gittern gehoérigen Rédume, konstruierten wir Blending-Schemata
die die Verwendung von komplizierteren Datenstrukturen vermeiden helfen und die di-
rekte Anwendbarkeit hierarchischer Methoden — wie zum Beispiel Multilevel Methoden
und der schnellen Fouriertransformation — méglich machen.

Im Hinblick auf die Approximation von Integraloperatoren wurden — neben der spe-
ziellen Auswahl von Ansatz- und Testfunktionen fiir die Galerkinmethode — zwei ver-
schiedene Verfahren untersucht. Einerseits eine Technik bei der die Glattheit der Kern-
funktion ausgenutzt wird und spezielle Dinngitter-Konstruktionen zur Approximation
des Kerns verwendet werden. In diesemn Zusammenhang verallgemeinerten wir Ergeb-
nisse aus den Arbeiten von [Pe89, Fr96] auf allgemeinere Normen und auf allgemeinere
Glattheitsannahmen. Unsere Untersuchungen zeigten, dafl die richtige Wahl der Ap-
proximationsraume fiir die Kernapproximation entscheidend ist fiir die resultierenden
Konvergenzordnungen. Insbesondere haben wir gesehen, dafl sowohl die Glattheiten
der beteiligten Funktionen, wie auch die Norm in der der Fehler gemessen wird, bei der
Wahl der Approximationsraume berticksichtigt werden sollte. Unsere speziellen Kon-
struktionen von Indexmengen erlauben eine vollstandig dem Problem angepafite Wahl
von Approximationsraumen fiir die Loésung von Integralproblemen mit glatten Kernen
auf einfachen Geometrien. Weiterhin gaben wir auch hierfiir Blending-Schemata an,
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die wieder dimensionsrekursive Algorithmen mit einfachen Datenstrukturen erlauben.
Auflerdem fithrten wir Betrachtungen beziiglich einer Kompressionstechnik durch, die
auf dem Abfall des Kerns im physikalischen Raum beruht. Eine Abschitzung der
Grofle der Eintrige der Steifigkeitsmatrix zusammen mit einer Fehlerabschatzung fir
die komprimierte Matrix erlaubten dann die Angabe von geeigneten Kriterien fiir die
Kompression der Steifigkeitsmatrix. Diese Technik ist fiir Nicht-Tensorprodukt-Basen
bereits vielfach untersucht worden, siehe z.B. die Zitate in [Schn98]. Um Aussagen
iber den Erfolg dieser Art von Kompression fiir den Tensorprodukt-Fall machen zu
konnen, werden noch Abschétzungen iiber die Anzahl der nach der Kompression in der
Steifigkeitsmatrix verbleibenden Nicht-Null-Eintrage benotigt. Wir vermuten, dafl bei
Tensorprodukt-Diskretisierungen durch diese Kompressionstechnik alleine keine opti-
male Kompression erzielt werden kann. Vielmehr scheint nur eine Kombination dieser
Kompression und einer Kompression die die Glattheit des Kerns bzw. der Losung aus-
nutzt, wie wir sie in den Abschnitten 3.2 bzw. 4.1 untersucht haben, erfolgversprechend
zu sein. An dieser Stelle sind weitere Untersuchungen nétig, um die verschiedenen Arten
der Kompression bzw. Approximation die wir hier betrachtet haben, in idealer Weise
miteinander zu verschmelzen.

Neben Arbeit auf diesem Gebiet bietet sich folgender Bereich fiir weitere Forschung an:
Bei Algorithmen die Diinngitterkonstruktionen zur Approximation verwenden, miissen
eventuell auftretende singuldre Anteile der Losung des variationellen Problems im allge-
meinen durch adaptive Verfeinerungstechniken unter Verwendung lokaler a-posteriori
Fehlerschatzer oder Fehlerindikatoren oder (falls moglich) durch ein a-priori Anpas-
sen des Approximationsraumes an die Losung (wie zum Beispiel im Falle von Eck-
oder Kantensingularitidten) behandelt werden. Adaptive Verfeinerungstechniken unter
Verwendung von Fehlerschitzern oder Fehlerindikatoren wurden insbesondere im Hin-
blick auf Finite Elemente Diskretisierungen partieller Differentialgleichung [Babu78,
Ban85, Ve94, Babu94] oder Integralgleichungen [Step95, Mai96] entwickelt. Wir ver-
weisen auch auf die kiirzlich erschienenen Arbeiten [Dah97, Da97a, DeV98b] in denen
exzellente Resultate mit N-Term Approximation erzielt wurden. Insgesamt erscheint
eine Kombination aus Adaptivitdt — wm die nicht-glatten Aunteile der Losung zu er-
fassen — und einem diinnen Gitter — fiir die Approximation des glatten Anteils — ein
Ansatz zu sein, der weitere Untersuchungen als lohnend erscheinen laft.

Es sei an dieser Stelle noch erwdhnt, daf speziell fiir anisotrope elliptische Probleme

n 02

leichte Abdnderungen unserer Approximationsrdume zu weiteren Verbesserungen der
Approximationseigenschaften fithren. Dazu geht man bei der Konstruktion von Appro-
ximationsraiumen und Vorkonditionieren nicht den Umweg iiber die H'-Norm, sondern
verwendet direkt Norméquivalenzen beziiglich der zugehérigen Bilinearform af.,.), da
sonst die Konstanten in den Abschiatzungen aufgrund der groflen Elliptizitdtskonstan-
ten (die von maxlSiSn(d,-)/ min1gz‘§n(di> abhéngen) groff werden und das Verhalten der
Approximanden fiir praktikable Problemgrofien dominieren.
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Eine Uberlegung analog zu der im Beweis von Theorem 1 zeigt unter den gleichen
Voraussetzungen wie dort

auyu) = Y (Z d, 2%') oyl = 7 amn (2% g2 (6.1)
=1 -

i \i= ]

fir u € H',u = Zj wj, w; € Wj. Verglichen mit der Norméaquivalenz (2.26) ist das
Gewicht 22Hl= ersetzt worden durch das Gewicht maxlSiSn(diQ%"), das Information
von der Anisotropie enthilt. O.B.d.A. nehmen wir an, daf d; = argmax; ¢, {d;} und
d, = argmin, ¢;.,{d;} gelten. In Analogie zu (3.11) erhilt man dann fiir Losungen aus

HELaus (6.1) die an das Problem angepafiten Indexmengen

mix

= =il - §|j|OO + %1H2<112112§(j_;22(]i—2])>) >—(n4+J-1)- g,]}’
wobel der Index d die Abhangigkeit von den Parametern d;,1 < ¢ < n, anzeigt. Im Fall
extremer Anisotropie enthalten die entstehenden Gitter extrem in die Richtung der
Anisotropie gestreckte Gitter. Abschétzungen iiber die Dimension und die Ordnung
der Approximation der zugehorigen Réume erhdlt man wie in Abschnitt 3.2.2.
Verallgemeinerungen unserer Diinngitterkonstruktionen auf allgemeinere Gebiete sind
iber Gebietstransformationstechniken [Gord73, Ca76, Do97, Schi98] oder mittels Ge-
bietszerlegung und Transformationstechniken [Dah98a] moglich, siehe auch [Ci83a,
Ci83b] fir die theoretischen Grundlagen der Charakterisierung von Funktionenraumen
tiber Zerlegungen von Gebieten. Man beachte jedoch, daf [0,1]" in vielen hoherdimen-
sionalen physikalischen Problemen als Rechengebiet verwendet wird.
Zusammenfassend erweisen sich Tensorprodukt-Basen und Sobolevraume aus einer Mi-
schung aus isotropen und dominierenden gemischten Glattheiten als geeignete Werk-
zeuge umn Differential- und Integralgleichungen in hoheren Dimensionen zu untersuchen
und approximativ mittels zum Beispiel Finite Elemente Methoden zu 16sen. Insbeson-
dere beil der Approximation von Losungen von Integralgleichungen ist das bestehende
Potential von Tensorprodukt-Approximationen noch lange nicht ausgeschopft. Wir ver-
sprechen uns, dafl unsere hier vorgestellten Resultate diesbeziiglich zu weiteren Fort-
schritten in Theorie und Praxis fithren.
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