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Zusammenfassung

In dieser Arbeit stellen wir erstmalig einen parallel@iser fir inkompressible Zweiphasen-
stromungen mit Oberfichenspannung in drei Raumdimensionen vor, der Masseerhaltung
und hohe Konvergenzordnung vereint. Als zweite wesentliche Neuerung kombinieren wir
diesen Sttmungsbseriber die Level-Set-Technik mit der Dynamik komplexer Starpler-
geometrien.

Im ersten Teil der Arbeit wird der dreidimensionale Navier-Stokaésedkr fir inkompres-
sible Zweiphasensimungen mit Oberfichenspannung vorgestellt und auf die Simulation
von Blasen- und Tapfchendeformationen angewendet. Wir untersuchen hierbei den Einfluss
der Oberfachenspannung und ihrer Diskretisierung, sowie der Fixpunktiteration zur Mas-
seerhaltung auf das globale Konvergenzverhalten des Verfahrens. Unser Schema verwen-
det eine Finite-Differenzen-Diskretisierung zusammen mit einer Projektionsmethode und ei-
nem WENO-Verfahreniinfter Ordnung @ir die konvektiven Terme. Die freie Obéxrthe
zwischen den beiden Fluidphasen wird mit einer Level-Set-Technik approximiert. Dabei
sind die Oberfichenspannungskite implizit Uber dieCSF-Mehode in den Navier-Stokes-
Impulsgleichungen enthalten und werddyer ein gedittetes Delta-Funktional mittels einer
Interpolation dritter Ordnung ausgewertet. Unsere Approximation liefert eine Konvergenz
zweiter Ordnung auf3erhalb einer Umgebung der freien Gilotwl und eine Konvergenz ers-
ter Ordnung in Nhe der freien Obe#the, wo das gedgttete Delta-Funktional zum Einsatz
kommt. Um die bekannten Masseerhaltungsschwierigkeiten der Level-Set-Approximation
zu bewaltigen, setzen wir eine verbesserte Reinitialisierungsmethode ein und kombinieren
diese mit einer globalen Fixpunktiteration, sodass die Masse amdlahgzeitrechnungen
erhalten bleibt. Wir diskutieren detailliert unser numerisches Verfahren @septieren ei-
nige Ergebnisse hinsichtlich Masseerhaltung, Konvergenz démKwung und die Anwen-
dung unseres tsers auf die Simulation von zwei Problemen mit aufsteigendasdikn,
eines mit kleinem und eines mit gro3em Sprung in den Materialparametern, und auf die
Simulation von Tropfendeformationen in einer Schénmsing in drei Raumdimensionen.
Weiterhin vergleichen wir unsere dreidimensionalen Resultate mit quasi-zweidimensionalen
und zweidimensionalen Simulationsergebnissen. Der Vergleich zeigt klar die Notwendigkeit
einer dreidimensionalen Simulation zur korrekten Wiedergabe des physikalischen Verhal-
tens.

Im zweiten Teil dieser Arbeit koppeln wir bewegliche, komplexe, dreidimensionale Starr-
korpergeometrien mit dem Zweiphasenédtungsbser. Wir beschreiben die Transformati-
on einer vorgegebenen komplexen triangulierten Stapdgrgeometrie in eine diskrete Level-
Set-Funktion. Die Bewegungsgesetzte des Stapdes kbnnen hierbetiber eine semi-La-
grangesche Diskretisierung der Transportgleichung so umgesetzt werden, dass die charak-
teristische Deformationsfreiheit des Starplers erhalten bleibt. Die volidige Einbin-
dung der Starrirperdynamik in den inkompressiblen Zweiphaser@tingsbser wirdiiber
einen zuatzlichen Lagrange-Multiplikator-Ansatz umgese#hnlich dem Druckfeld aus
der Projektionsmethode, welches die Inkompressititier Fluide forciert, wird ein zész-
licher Druck innerhalb des Stakikpers ermittelt, der die Deformationsfreiheit und die phy-
sikalische Starrirperbewegung erzwingt und diese mit dem Geschwindigkeits- und Druck-
feld der Zweiphasengimung koppelt. In dieser Arbeit wurde der Lagrange-Multiplikator-



Ansatz mit der Level-Set-Technik gekoppelt und erstmalig auf reale dreidimensionale Zwei-
phasen-Stariékper-Interaktionen mittels einer semi-impliziteddungsmethode erfolgreich
umgesetzt. Das gesamte Verfahren istidar hinaus parallelisiert und um ein Large-Eddy-
Turbulenzmodell erweitert worden, sodass dreidimensionale makrodynamisocheiSgs-
prozesse realtsnah simuliert werderdkinen. Die Ergebnisse einiger numerischer Experi-
mente, bei denen einerseits der hydrodynamisch stagodustand einer Kugel innerhalb
einer Phase und auf der freien Ob&cfie untersucht und andererseits die numerische Kon-
vergenzrate am Beispiel eines auftauchenden Zylinders ermittelt wird, belegen deutlich das
von uns vorhergesagte globale Konvergenzverhalten erster Ordnung.

Abschlie3end simulieren wir das 8imungsverhalten einer zwangsagieften Schiffskr-
pergeometrie und das Auftauchen eines U-Bootes. Diese herausfordernden numerischen Ex-
perimente belegen die vielseitige Einsetzbarkeit desliese Arbeit entwickelten Simulati-
onsprogramms.
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Kapitel 1

Einleitung

In fast allen Lebensbereicheasist sich das Verhalten von Fluiden, das heif3t varss$it)-
keiten und Gasen, insbesondere in der Interaktion mit Sigrekn beobachten. So hat jeder
schon mal die Bugwellen eines Schiffes, aufsteigende KoalersGaslilschen im Mine-
ralwasser oder auch einfach in Wassatpén fallende Regentropfen gesehen.

Fluidstromungerwerden durch den Einfluld externerdfte, wie zum Beispiel der Gra-
vitation, der Scher- oder Obe&ifthenspannung oder auch der Bewegungsenergie eines Starr-
korpers erzeugt. i kleine Mach-Zahl& Ma < 0.3, konnen Fluide alsnkompressibel
betrachtet werden, das heifl3t, die Dichte des Fluids bldibt alle Zeiten hinweg konstant.

Diese Arbeit behandelt im ersten Teil inkompressible Zweiphasansingen mit Ober-
flachenspannungskiten in drei Raumdimensionen und im zweiten Teil&abch die Inter-
aktion mit komplexen Startkpergeometrien. Dabei wird angenommen, dal beide Phasen
sich nicht miteinander vermischerdknen. Zwei nicht mischbare Fluide enthalten immer
eine gemeinsame Grenzschicht, an der sie sidihoen. Diese Kontakéiche wird aldreier
Randoder auch alfreie Oberfachebezeichnet. Charakteristisdirffreie Rander ist, dali} sie
sich zeitabhAngig veéndern.

Die Fotos in Abbildung 1.1 zeigen herausfordernde Beispi@elds Deformationsver-
halten eines Fluidtropfens in einer Schevstung. In Ablangigkeit von der ausditen
Scherrate und den Materialparametern des Tropfens, wie beispielsweise desseratVviskosi
und Oberfachenspannungskraft, kann die induzierte Oaelnéndynamik zu vollandig un-
terschiedlichem Deformationsverhalten des Tropfémsen. Hierbei zeigen die ersten bei-
den Kolumnen in Abbildung 1.1 statiare Endzusinde einer Tropfendeformation und in
der letzten Kolumne ist der Fall einer instattman Tropfendeformation abgebildet, bei der
die Scherrate des Fluids daZihft, dass der Tropfen zanhst sehr lang gedehnt wird und
schlie3lich eine Topologievanderung eéhrt, da die Oberdichenspannungskraft nicht mehr
die wirkenden ScherHfte bilanzieren kann. Im Rahmen der Topologiéwnelerung werden
kleinere Satellitentipfchen erzeugt, bei denen das Olamffle-zu-Volumen-Ve#itnis ent-
sprechend gewachsen ist und somit nun die Clirénspannungskite eine sirkere Wir-
kung ausiben als zuvor. Dieser Prozess der Topologi@wderung wird soweit fortschreiten,
bis die Scherkifte vollsandig von den Obe#dktchenspannungskiten der Tropfen bilanziert
werden knnen.

!Die Mach-Zahl ist der Quotient aus 8inungs- und Schallgeschwindigkeit.
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Abbildung 1.1: Tropfen in einer Scher@inung. Erste zwei Kolumnen: Statiére End-
zustinde einer Tropfendeformation; Rechts: Instam@nDeformation eines Tropfens bei
dem sich Satellitentropfen aiden. Fotos stammen aus dem Artikel [177].

Zur Analyse der Dynamik freier Obegéithen sind grundszlich hochgenaue physika-
lische Experimente nschenswert. Im Allgemeinen jedocbrinen derartige Experimen-
te aus diversen @Gnden zu aufwendig oder sogar udgtich sein. Schwierigkeiten treten
in der Regel auf bei sehr kleinen oder sehr groRanden- und Zeitskalen oder auch aus
Sicherheits- und Kostengnden.

Daher wurden mathematische Modelle flie Fluiddynamik entwickelt, die die physika-
lische Welt einigermal3en exakt beschreiben. Die Modellierung der physikalischaafébl
stellt hierbei grol3e Herausforderungen an Ingenieure, Physiker und angewandte Mathemati-
ker. Denn fluiddynamische Instabdien, wie zum Beispiel Kelvin-Helmholtz- und Rayleigh-
Taylor-Instabiliaten [20], fihren zu sehr komplizierten topologischen Strukturen des freien
Randes. Zu#tzlich ist der Einfluss von regularisierenden Effekten, wie der Giréinspan-
nung, zu beachten.

Fur das in dieser Arbeit verwendete Fluid-Modell der Navier-Stokes-Gleichurégsn |
sich in der Regel keine analytischédung angeben, weil diese Gleichungen meist stark
nichtlinear und nichtlokal sind. Aus diesem Grund wird versucht, denBmene der Zwei-
phasenstimungen mit Hilfe von numerischen Simulationen zu analysieren. Seitdem Hoch-
leistungsrechner, insbesondere Parallelrechner, digihenfbrderlichen und umfangreichen
Berechnungen eraglichen, ist die Simulation von Zweiphaseiistrungen zu einem fes-
ten Bestandteil der numerischen@trungsdynamik (engComputational Fluid Dynamics
(CFD)) geworden.

Eine klassische Simung, in der diese Schwierigkeiten auftreten, ist beispielsweise der
Aufprall eines Fluidtropfens auf ein Substrat. Abbildung 1.2 zeigt eine von uns erzeugte
Simulation eines solchen Problems. Diese Forschungsaufgaben stammen aus dem Bereich
der Tintendruckertechnologie und aus dem Bereich der Biotechnologie. Diese verfolgen das
Ziel, die Tintendrucker hinsichtlich Schriftbild und Patronenverbrauch zu optimieren oder
auch Teststreifenif analytische Schnelltests wie beispielsweise Schwangerschafts- oder
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Abbildung 1.2: Simulation eines auf ein Substrat fallendend&opfens (durchgéfrt im
Rahmen des Sonderforschungsbereiches 611, Projekt C3). Der zeitliche Verlauf des Trop-
fenaufpralls ist von links nach rechts dargestellt.

L__.--'.

Blutzuckertests zu entwickeln.

Um den gesamten Prozess des Aufpralls zu verstehélfexman eine systematische
Studie dieses RiImomens mit einer Serie von Laborexperimenten difoiein, welche den
vollstandigen Parameterraum abdecken. Die Kostenihigr&ren immens. Die numerische
Simulation dahingegen efglicht eine umfangreiche Parameterstudie zu einem Bruchteil
an Zeitaufwand und Kosten. Somit haben numerische Simulationen in vielen Anwendungen
aus dem Mikrobereich der Fluiddynamik (Druckesen, Aerosolgemische, Mikropumpen,
etc.) einen substantiellen Einfluss auf die Entwicklung von Prototypen.

Das Ziel der numerischen Simulation besteht in der Berechnung einer approximativen
Losung, welche die realen Ahife noglichst genau wiedergibt. Hierbei besteht ein be-
trachtliches Problem darin, Diskretisierungsmethoderdfe beschreibenden nichtlinearen
partiellen Differentialgleichungen zu entwickeln, die eine feste Konvergenzordnung besitzen
und keine unphysikalischen Oszillationen bzw. Ergebnisse produzieren. Die Schwierigkei-
ten liegen im physikalischen System. Dieses ist wegen der Nichtliaeaghr empfindlich
gegeriber kleinen Sirungen und kann zaszlich Singulariéten enthalten, wie zum Beispiel
im Kontaktpunkt von zwei sich béhrenden Obeirdichen.

Im ersten Teil der Arbeit stellen wir zahst unser Zweiphasenmodell, dessen Diskreti-
sierung und die Parallelisierung vor. Anschlief3einigrén wir einige numerische Validierun-
gen durch, die sowohl die Approximatiorigg untersuchen als auch physikalisch akkurate
Simulationen liefern, bei deneamtliche zu erwartende Obexrihendeformationen und To-
pologieveanderungen volléndig wiedergegeben werden konnten.

Nach der Validierung des Zweiphasen-Simulationsprogramiéseptieren wir im zwei-
ten Teil der Arbeit eine maf3gebliche Erweiterung des ersten Teils. Hier werden die Navier-
Stokes-Gleichungen um ein Modell zur Beschreibung der Wechselwirkung mit beweglichen
Starrlorpern erweitert.

Die Interaktion von inkompressiblen Zweiphaseostungen mit Stariirpern stellt ei-
ne substantielle Erweiterung dieses Simulationsprogramms dar, mit der viglzlnhe
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Abbildung 1.3: Links ist das fahrende Forschungsschiff RviJaroa [1] abgebildet und
rechts ein fahrendes U-Bootes [2].

natur- und ingenieurwissenschatftliche Fragestellungen simulationstechnisch untersucht wer-
den ldnnen. Ob es um die Effizienzsteigerung eines Mixers, die Optimierung des hydrody-
namischen Widerstands eines Wasserfahrzeugs oder die Maximierung der Energieausbeute
eines Wellenkraftwerks geht, in allen Anwendungen spielt die Wechselwirkung von Zwei-
phasenstimungen mit beweglichen Staénpern eine wichtige Rolle.

So ist beispielsweise eine genaue Vorhersage der hydrodynamischiéa &uf ein sich
bewegendes Schiff oder U-Boot (siehe Abbildung 1.3) essenfietlds Rumpfdesign. Der
Wasserwiderstand zu bestimmten Geschwindigkeiten bestimmt die erforderte Motorleistung
und den Kraftstoffverbrauch. Die Minimierung des Wasserwiderstands ist daher ein wich-
tiges Ziel beim Schiffsrumpfdesign. Weiterhin induziert die Anregung von Wellenmustern
durch das fahrende Schiff nicht nur Wellenwidarsle sondern limitiert dadurch auch die
Fahrtgeschwindigkeit in Ksteni@he aufgrund von wasserbaulichen Schutzbestimmungen.

Die Simulation von sich bewegenden Sté@mbern birgt weitere bedichtliche Herausfor-
derungeniir die Numerik. So ist neben der Darstellung der Sigskrgoemetrien, welche im
Rahmen von Gittergenerierungstechniken einen Forschungsbeiieisich darstellt, auch
der Transport der Stardpergeometrie und schlie3lich die Einbindung in den Zweiphasen-
Stromungsbser mit zahlreichen Fragestellungen veénift. Beim Transport der Starik-
pergeometrie @chte man den Einfluss von numerischen Diffusionsartefakten ausschlief3en,
da ansonsten diéif den Starrlarper charakteristische Eigenschaft der Deformationsfreiheit
verletzt wird. Bei der Einbindung des beweglichen Stamplers in den Zweiphasdider ist
darauf zu achten, dassiwend der Bewegung des Stampers die Inkompressibiitseigen-
schaft der Fluide erhalten bleibt und der Starger dabei seine Impermealilisbedingung
zu jedem Zeitpunkt eifllt. Weiterhin betigt man fir die Simulation makrodynamischer
Fluidstomungen, wie in Abbildung 1.3 dargestellt, Diskretisierungsgitter mit einer enorm
hohen Anzahl an Freiheitsgraden. Diese wiederuhtdn zu einem extrem hohen Rechen-
aufwand, der nur mittels paralleler Hochleistungsrechner in vertretbarer Zeit Altigen
ist und selbst dann ist man in den meist&dién noch weit davon entfernt, die Turbulenzen
auf samtlichen GobRRenskalen aufzasen. Mit anderen Worten, neben der Parallelisierung
des gesamten Algorithmus igirfdie Simulation makroskopischer 8tungen mit beweg-



ten Starriérpern der Einsatz eines Turbulenzmodells unanggich.

Numerische Simulation freier Oberflachen

Erste Versuche, aussagakige Simulationen von Simungsproblemen mit freiendRdern
zu berechnen, sind in deé0er Jahren unternommen worden. Die sehr pog@rd Marker-
and-Cell-MethodéMAC) wurde von Harlow und Welch [87] im Jahr 1965 entwickelt. Da-
bei wird die Lage eines Fluides mit freiem Rand durch massenlose Partikel dargestellt. Da-
ly [48] erweiterte diese Methode im Jahr 196# £chte Zweiphasenstmungen. Seitdem
bauen viele andere Entwicklungen darauf auf, wie zum Beispiel Daly [49, 50], Amsdon und
Harlow [10] und Griebel et. al [77]. Anstelle von Partikeln haben Hirt und Nichols [94]
in den70er Jahren mit der Volume-of-Fluid-Method¢VOF) eine Volumenanteilsfunktion
zur Darstellung der freien Obedfthe verwendet. Aus dieser skalaren Funktion, die in je-
der Gitterzelle den prozentualen Volumenanteil des Fluids zum Gesamtzellvolumen angibt,
wird der freie Rand im zweidimensionalen Fall durch Liniensegmente rekonstruiert (siehe
Abbildung|3.4). Die erste von Noh und Woodward [140] entwick&tdC Rekonstrukti-
on approximiert die Obe#dche mittels horizontaler und vertikaler Liniensegmente. Diese
wurde in [94] durch da®LIC Verfahren verbessert, welches Liniensegmente mit einer be-
liebigen Steigung verwendet. In d80er Jahrenist die Level-Set-Methodeon Osher und
Sethian [142] entwickelt worden. Hier wird der freie Rand mit der Niveaumenge zum Ni-
veauwert Null einer herdimensionalen skalaren Funktion identifiziert. Erste Anwendun-
gen der Level-Set-Methode im Bereich der Fluiddynamik sind von Mulder, Osher und Sethi-
an [136] unternommen worden. Sie simulierten das Verhalten von aufsteigenden Gasblasen.
In den90er Jahrenwurde erstmals die Modellierung von Zweiphaseistuingen um die
Oberfachenspannung erweitert. Dabei haben Brackbill et al. [23Cdietinuous-Surface-
Force-Methode (CSRntwickelt und mit dem VOF-Verfahren gekoppelt. Unabgig davon
entwickelten Unverdi et al. [191] eine CS#nliche Methode und setzten sie im Zusamm-
menhang mit der MAC-Technik ein. Diese CSF-Verfahren beschreiben die &itenfispan-
nungskraft als einen Quellterm, diéber ein in der ldhe der freien Obe#the definiertes
Deltafunktional aktiviert wird. Lafaurie, Nardonne, Scardovelli, Zaleski und Zanetti [118]
lieferten mit derContinuous-Surface-Stress-Methg@&SS) einahnliches Modell, das sie
mit der VOF-Technik koppelten.

Erste Simulationen von Fluid-Statkper-Interaktionen wurden ebenfalls in deder
Jahren im Rahmen von Fluid-Partikel-Stmungen entwickelt. Hierbei haben sich Glowin-
ski et al. [70-72], Hu et al. [58, 96, 97] und Patankar et al. [145] auf zweidimensionale
Stromungen von Partikeln innerhalb einer Fluidphase béstdtty die sie mit einer Finite-
Elemente-Diskretisierung behandelt haben. In Bgrten zehn Jahrenwurden Entwick-
lungen auf dem Gebiet der Fluid-Stadrper-Interaktionen von Peric et al. [52], Nakayama
et al. [110, 138] und Karniadakis et al. [129] vorangetrieben. Dabei haben Peric et al. ihre
Simulationen auf Basis einer zweidimensionalen Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) For-
mulierung umgesetzt. Nakayama et al. hingegen haben in [110, 138] die zweidimensionale
Stromung von Partikeln innerhalb einer Fluidphase mittels einesagetgn Starrérper-
profils betrachtet, und Karniadakis et al. haben in [129] diese Methode einer numerischen
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Fehleranalyse unterzogen.

Viele der vorgestellten Verfahren und Artikel sind Pionierarbeiten, die sich ausschliel3-
lich auf zweidimensionale Simulationen besufken und einige Probleme, wie beispiels-
weise die Masseerhaltung, Topologiexederungen oder auch die Konvergenzordnung der
Krimmung und die Zweiphasen-Stairger-Interaktion, unbeachtet lassen. Auch auf eine
effiziente Nutzung der Rechnerressourcen durch parallel ablaufende Algorithmen wird nicht
eingegangen. Daraus ergeben sich eine Reihe interessanter Fragestellungen und Verbesse-
rungsnidglichkeiten, die den Ausgangspunkt dieser Arbeit bilden.

Zu dieser Arbeit

Diese Arbeit ist in zwei Teile gegliedert. Im ersten Teil wird ein physikalisches Modell f
inkompressible Zweiphasengimungen mit freien Obe#then inklusive Obedkthenspan-
nung vorgestellt. Dabei werden Zweiphasemstungen betrachtet, die an der Phasengrenze
einen Dichte- und Viskositssprung enthalten. Die Diskretisierung des dreidimensionalen
Modells entlalt mehrere Schwierigkeiten. So ist zum Beispiel eirigghthst gute Darstel-
lung der freien Oberfiche wichtig @ir eine genaue Berechnung ihrefiidiimung, die wieder-
rum zur Beschreibung der Obéxthenspannungskite bertigt wird. Hierbei ist die Level-
Set-Methode zur Approximation der freien Obacthe eingesetzt worden. Sie betrachtet den
freien Rand im Allgemeinen als die Niveaumenge zum Niveauwert Null eidleetdimen-
sionalen skalaren Funktion, welche als Level-Set-Funktion bezeichnet wird. Im Rahmen die-
ser Arbeit wurde die Level-Set-Funktion derart gélt, dass sie in jedem diskreten Punkt
des gesamten Rechengebietes den Abstand zum freien Rand angibt. Damei kier Nor-
malenvektor und die Kimmung auf effiziente Weise implizit aus der Level-Set-Funktion
bestimmt werden. Ein grund&licher Vorteil dieser Methode ist die einfache und robuste
Handhabung von topologischémderungen wie zum Beispiel das Zusammentreffen oder
Abspalten von Topfchen.

Die zeitliche Entwicklung der freien Obeifthe wirdiber den Eulerschen Transport
der Level-Set-Funktion mit den $tmungsgeschwindigkeiten ermittelt. Deshalb ist es not-
wendig, dieses Geschwindigkeitsfeldglichst gut zu approximieren. Bei der Berechnung
der Geschwindigkeiten iissen unphysikalische Oszillationen verhindert werden, die insbe-
sondere im Fall konvektionsdominanter@trungen auftretendnnen. Solche Oszillationen
Ubertragen sich auf den freien Rand uiitiren zu unbrauchbaren Ergebnissen. Diskretisie-
rungsmethoden erster Ordnung verhindern zwar uaesehte Oszillationen, aber sie indu-
zieren eine starke numerische Diffusion, wodurch ein substantieller Masseverlust entsteht,
der ebenfalls zu unbrauchbaren Ergebnisgdmtf Naive Verfahren #herer Ordnung, wie
beispielsweise zentrale Differenzen, zeigen ein deutlich geringeres diffusives Verhalten, sind
aber in der Regel nicht robust.

Aus diesem Grund verwenden wir ein WENO (weighted essentially non-oscillatory) Ver-
fahren finfter Ordnung zur Diskretisierungsitlicher anfallender konvektiver Terme. Hier-
bei zeigen wir anhand zahlreicher numerischer Untersuchungen, dass dieses Verfahren eine
sehr gute Kombination aus hoher Approximatiditegund Robustheit darstellt.

Die Oberfachenspannung wird mittels déSF-Modells durch einen zaklichen Quell-



term in den Navier-Stokes-Impulsgleichungen modelliert. Die Wirkung des Quelltermes
mufd dabei auf die freie Obeifthe eingeschnkt werden. Dies geschieliber ein Delta-
funktional, welches in einer kleinen Umgebung des freien Randes ditekdes Quelltermes
aktiviert. Weiterhin erfordert die Obe#éithenspannung die Berechnung des Normalenvektors
und der Kiimmung der freien Obeéthe. Diese geometrischendBen lassen sich hierbei,

im Gegensatz zu VOF-Mehoden, sehr effizient und akkurat aus der Level-Set-Funktion er-
mitteln.

Das wohl bekannteste Problem der Level-Set-Methode ist die Erhaltung der Masse. Eige-
ne Untersuchungen ergaben, dass diese umso mehr verletzt wird3gr giie Oberfichen-
spannungsléfte sind, denn durch den Transportschritt werden in einer kleinen Umgebung
der freien Oberiche die Niveaumengen der Level-Set-Funktion aufgrund der @bleefh-
krafte komprimiert oder auch gestreckt. Dadurch entstehen sehr grof3e oder sehr kleine Gra-
dienten in der Level-Set-Funktion, die ihrerseits dann keine Abstandsfunktion mébest.
einen Reinitialisierungsprozel3 wird die Level-Set-Funktion wieder zu einer Abstandsfunk-
tion transformiert. Dieser Prozel3 induziert aber auch eimesttiche Bewegung des freien
Randes, wodurch die Erhaltung der Masse nicht mehr garantiert werden kann. Der Grund
hierfur liegt unter anderem darin, dass eine ldenknliche Diskretisierung gegen die CFL-
Bedingung versif3t und sich die freie Obedthe auf unphysikalische Weise weiter als eine
Gittermaschenweite bewegen kann. Durch eine modifizierte Approximation der im Reinitia-
lisierungsprozess auftretenden Vorzeichenfunktion kann die Einhaltung der CFL-Bedingung
forciert werden. In Kombination mit dem WENO-Verfahramfter Ordnung und einer an-
schliel3enden Picard-Iteratioirfdie Masseerhaltung kann diese bis auf Maschinengenauig-
keit insbesonderdif Langzeitrechnungen erhalten werden.

Die Navier-Stokes-Gleichungen werden nach der Chorin-Temam-Projektionsmethode
[37, 186] gebst. Ein Teilschritt dieser Methode erfordert dagskn eines grofR3en linearen
Gleichungssystems. Da der Dichtesprung der beiden Phasen in das lineare Gleichungssystem
eingeht, entsteht folglich bei hohen Dichteunterschieden ein schlecht konditioniertes Pro-
blem. Hierzu ist neben einem parallelen Jacobi vorkonditionierten BICGSTAB [193] auch
ein paralleles Algebraisches-Mehrgitter-Verfahren (AMG) [130] implementiert worden, wel-
ches das Gleichungssystem auch im Fall schlechter Konditionierung effiaggnt |

Am Beispiel einer Spéire in einem Rotationsfeld untersuchen wir aaimst das nume-
rische Verhalten der reinen Advektion und zeigen, dass der Einfluss numerischer Diffusion
aufgrund des WENO-Verfahrengrifter Ordnung gering ist. Danach untersuchen wir die
Reinitialisierung einer Level-Set-Funktion, die zu Beginn keine Abstandsfunktion ist und
deren Niveaumenge zum Niveauwert Null eine komplexe Chedrél darstellt. Nach der
Reinitialisierung erhalten wir eine globale vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion, die die-
selbe Niveaumenge zum Wert Null aufweist wie zu Beginn. Daraufhin untersuchen wir die
Masseerhaltung und die Konvergenz detikmung einer mit einem konstanten Geschwin-
digkeitsfeld diagonal durch das Rechengebiet transportiertear&pAnschliel3endihren
wir eine Konvergenzanalyse des gesamten Zweiphasers am Beispiel einer aufsteigen-
den Blase mit Oberfichenspannung durch, wobei erstmalig der Einfluss der Picard-Iteration
fur die globale Masseerhaltung auf die gesamte Konvergenzordnung des Verfahrens unter-
sucht wird. Weiterhin vergleichen wir unsere numerischen Ergebnisse einer aufsteigenden
Luftblase mit denen aus [109, 192] und vergleichen diesélmarhinaus mit unseren zg-
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lichen Ergebnissen einer realen, dreidimensionalen Version des Testproblems. AbschlieRend
fuhren wir eine Parameterstudig Zweiphasenstrmungen durch und zeigen zahlreiche Si-
mulationen von Tropfen in einer Scheistiung, bei denen die Kapillar- und Reynoldszahl
variieren, siehe Abbildung 1.1. Entsprechend dgria, Re)-Phasendiagramm konnten al-

le zu erwartenden Topologiearderungen der ©pfchendeformation in drei Dimensionen
simuliert werden.

Der zweite Teil dieser Arbeit befasst sich mit der Generierung einer Level-Set-Funktion
aus einer entsprechend vorgegebenen komplexen trianguliertendtendgeometrie, dann
mit der Starrrperdynamik und ihrer semi-Lagrangeschen Diskretisierung und letztend-
lich mit der vollséindigen Einbindung in den inkompressiblen Zweiphasénsingsbser
aus dem ersten Teils dieser Arbeit. Die Kopplung mit der Staprdynamik veduft Uber
einen zuatzlichen Lagrange-Multiplikator-Ansatahnlich dem Druckfeld aus der Chorin-
Temam-Projektionsmethode, welcher die Inkompressibiier Fluide forciert, wird hier ein
zusatzlicher Druck innerhalb des Stadrpers ermittelt, der die Deformationsfreiheit und die
physikalisch akkurate Starbkperbewegung forciert und diese mit dem Geschwindigkeits-
und Druckfeld der Zweiphasengtmung koppelt.

Die numerische Umsetzung vauft hierbeitiber eine Eulersche Beschreibung auf ei-
nem festen Gitter bei dem die Interaktion zwischen den Zweiphasen und denb&iarrk
mittels Uber dem Startirper definierten Volumen#ften vollzogen wird. Die Darstellung
der Starrbrpergeometrie als Level-Set-Funktion églicht es uns, eiiiber 1-2 Gitterzel-
len gegéttetes Dichteprofil der Starskpergeometrie vollgindig in die Navier-Stokes-Glei-
chungen einzubinden, wobei eiiiber den Stardrper wirkende glatte Volumenkraft direkt
in die Interaktion mit den Navier-Stokes-Gleichungen eingeht. Diese Technik hat im Ver-
gleich zu den Methoden, in denen die Stap&rgeometrie nuiber Randbedingungen in die
Stromungsgeschwindigkeiten eingeht, den gro3en Vorteil, dass keine édgjglamfallenden
Gittergenerierungen aufgrund von StaBilgbedingungen durchggfrt werden missen. An-
dererseits muss man hier ein Transportscheémedn Starrkrper einsetzen, welches nur die
reine Starrkbrperbewegung, die aus Translation und Rotation besteht, in Betracht zieht und
keine zu&tzlichen numerischen Diffusionsartefakte induziert, wie sie bei Eulerschen Trans-
portschemata auftreten. Aus diesem Grund verwenden wir ein semi-Lagrangesches Verfah-
ren fur den Transport des Stainipers, das die Formerhaltung des Starplers auch im
Rahmen von Langzeitrechnungen hervorragenillerf

Das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren ist artverwandt zu den Verfahren von Glowin-
ski et al. [70-72] und Nakayama et al. [110, 138], die im Rahmen von zweidimensionalen
partikelhaltigen Sttmungen ebenfalls einen Lagrange-Multiplikator-Ansadhlten. Sie si-
mulierten hierbei einfache zweidimensionale Kreisgeometrien als Partikel innerhalb einer
Fluidphase.

In dieser Arbeit wurde, soweit dem Autor bekannt, erstmals der Lagrange-Multiplikator-
Ansatz mit der Level-Set-Technik gekoppelt und auf reale dreidimensionale Zweiphasen-
Starrlorper-Interaktionen mittels einer semi-implizitebdungsmethode erfolgreich umge-
setzt. Das gesamte Verfahren istigslaer hinaus erstmalig parallelisiert und mit einem Large-
Eddy-Turbulenzmodell versehen worden, sodass auch massiv parallel berechnete Simulatio-
nen realer dreidimensionaler makrodynamischaiBtmgsprozesse edmglicht werden.



Der gesamte Algorithmus ist i€++ programmiert und mit der Kommunikationsbi-
bliothekMessage-Passing-Interfa¢®Pl) [211] parallelisiert worden, um dreidimensionale
Probleme mit hoher Aufisung effizient berechnen zéminen. Als Strategielf die Paral-
lelisierung wurde hierbeitir die Stbmungsgleichungen und die Kraftberechnungsroutinen
die Gebietszerlegungsmethode [98] eingesetzt, durch die das gedamieche Rechenge-
biet in Blocke eingeteilt und dann auf einzelne Prozessoren verteilt wird. Der Transport des
Starrlorpers, welcher im Allgemeinen nur einen Bruchteil des gesamtém8trgsgebietes
einnimmt, wurde mittes deReplicated-Data-Technik parallelisiert.

Am Beispiel eines Zylinders, welcher ins Wassalttf wird das gesamte gekoppelte nu-
merische Verfahren anhand von Labormessdaten validiertid@ahinaus untersuchen wir
die globale Approximationdge des numerischen Verfahrens am Beispiel eines aufsteigen-
den Zylinders und untersuchen das hydrodynamische Gleichgewicht einer Kugel innerhalb
einer Fluidphase und auf der freien Ob&cfie.

AbschlieRend zeigen parallel berechnete Simulationen, inklusive Large-Eddy-Turbulenz-
modell, am Beispiel des fahrenden Forschungsschiffes Tangaroa und am Beispiel eines auf-
tauchenden U-Bootes — vergleiche Abbildung 1.3 — die breiten ingenieurstechnischen An-
wendungsbereiche dieses higréntwickelten Simulationsprogramms.

Kurzer Uberblick

Diese Arbeit ist in zwei Hauptteile gegliedert. Der erste Teil, welcher die Kapitel 2,3,4 und
5 umfasst, beschreibt das inkompressible Zweiphasenmodell mit &¢efispannung, des-
sen Diskretisierung und Validierung. Der zweite Teil, bestehend aus den Kapiteln 6,7 und 8,
befasst sich mit der Kopplung von Zweiphasetistungen und beweglichen Stadriern.

Es wird die Generierung komplexer StairRergeometrien, deren Bewegungsgesetze und
schlief3lich die Kopplung mit Zweiphaseri@tnungen beschrieben. Das diskretisierte Modell
wird anhand von Labormessdaten validiert, und es wird die numerische Approximétiensg
des Modells bestimmt. AbschlieRend zeigen zwei herausfordernde Simulationen inklusive
Large-Eddy-Turbulenzmodell die vielseitige Anwendbarkeit des hier entwickelten Simulati-
onsprogramms.

Kapitel 2 erklart die physikalisch-mathematischen Gleichungen, die zur Modellierung von
inkompressiblen Zweiphasensinungen mit Oberfichenspannung verwendet werden.
Kapitel 3 gibt einenUberblickiiber aktuelle numerische Techniken zur Diskretisierung von
freien Oberfhchen. Die Methodendnnen hierbei in zwei Klassen unterteilt werden, die
Tracking-Verfahren und die Capturing-Techniken.

Kapitel 4 beschreibt die Diskretisierung des Zweiphasenmodells mit Globdhspannung.
Neben der eingesetzten Projektionsmethode psuhg der Navier-Stokes-Gleichungen, be-
schreiben wir die Glttungsprozedur der Fluid-Materialparameter, die Behandlung der freien
Oberflche, die Berechnung der Obadhenspannung, wie auch die Parallelisierung des ge-
samten Zweiphasen-Algorithmus.

Kapitel 5 zeigt detaillierte numerische Ergebnisse des parallelen Zweiplissesl Hier un-
tersuchen wir zuachst die reine Advektion einer Site in einem Rotationsfeld, dann die
Generierung einer Abstandsfunktion bglich einer komplexen Obeéthe. AnschieRend
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wird die Masseerhaltung und die Konvergenz detitldmung untersucht und die Appro-
ximationsgite des gesamten Algotithmus am Beispiel einer aufsteigenden Blase mit Ober-
flachenspannung. Abschliel3end wird eine Parameterstudiglidzeines Tropfens in einer
Scherstidmung durchgefhrt, bei der amtliche Topologievémderungen simuliert werden
konnten.

Kapitel 6 befasst sich mit der Generierung von komplexen Stap#rgeometrien und deren
Transport, der sich auf Translation und Rotation bei&aki: Die Diskretisierung der Trans-
portgleichung @ir Starrlorper wird mittels eines semi-Lagrangeschen Verfahrens umgesetzt,
welches die Deformationsfreiheit eines Stéamers sehr gut eét.

Kapitel 7 erklart das physikalische Modell zur Beschreibung von Fluid-Stapdr-Wechsel-
wirkungen, dessen Diskretisierung in Form einer erweiterten Chorin-Temam-Projektionsme-
thode und dessen Parallelisierung.

Kapitel 8 zeigt detaillierte numerische Ergebnisse des parallelen Zweiphasenegtarrk
Losers. Hierbei validieren wir das entwickelte Simulationsprogramm anhand von pysikali-
schen Messdaten, bestimmen dessen numerische Approximdiiensyl untersuchen das
numerische Verhalten biglich hydrostatischer Gleichgewichte einer Kugel innerhalb einer
Phase und auf der freien Obédhe. AbschlieRend simulieren wir das@@tungsverhalten
einer zwangsgéhrten Schiffsbrpergeometrie und das Auftauchen eines U-Bootes.

Kapitel 9 beendet diese Arbeit mit einer kurzen Zusammenfassung der Ergebnisse und ei-
nem Ausblick auf mgliche Weiterentwicklungen des Simulationsprogramms.
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Simulation von inkompressiblen
Zweiphasenstibmungen



Kapitel 2

Das Modell fur Zweiphasenstromungen
mit Oberfl achenspannung

In diesem Kapitel werden die dem Modell zugrundeliegenden physikalischen Gleichungen
behandelt. Nach einer kurzen Herleitung der Navier-Stokes-Gleichungen [119] wiathausf

lich auf die Modellierung von inkompressiblen Zweiphasaimstingen mit Oberfichen-
spannung eingegangen, wobei insbesondere die Randbedingungen an der freiéci@berfl
und an den festenddern beschrieben werden [43].

2.1 Die Navier-Stokes-Gleichungen

Mit den Navier-Stokes-Gleichungeafit sich das Verhalten instatémer Stbmungen von
viskosen, inkompressiblen Fluiden beschreiben. Sie leiten sich aus den Erhéltneg$s

Masse und Impuls her.
— o — )

Fluidstromung

Abbildung 2.1: Zeitliche Entwicklung vofy, nach(;.

Im Folgenden sef2? ¢ R? ein festes Gebiet, welches mit einem Fluid igkfist. Fur
x € Q) beschreibt die Abbildungsy : t — 1(x,t) Mit ¢ : Q x [0, tena] — Q die Trajektorie
des Partikels. Mit 1/7,5 DX J(x, t) wird die Positionx eines Partikels auf seine Position
zur Zeitt abgebildet. Die Abbildung wird Fluidstrdomungsabbildungenannt. Hier und im
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Folgenden sei vorausgesetzt, dasdie jeweils bentigten Regularidtsbedingungen ifit,
und das&ﬂt fur allet > 0 invertierbar ist. Ein beliebiges Teilgebi@t C (2 wird so durch
die Fluidstdmung in das Teilgebi@t(ﬁo) =: ; C Q) transportiert (siehe Abbildung 2.1).
Die zugelbrige Geschwindigkeiti des Fluids an einem festen Gete €2, zum Zeitpunkit
folgt aus der Fluidstrmungsabbildungber zeitliches Differenzieren
L0

u(x,t) = E(a,t) mit @ =, (x) € Q. (2.1)
Die Herleitung der Navier-Stokes-Gleichungen @iyt das Transporttheorem. Aus diesem
geht hervor, wie die Zeitableitung eines Integriglier ein zeitabfingiges Gebiet berechnet
werden kann.

Theorem 2.1. (Transporttheorem)
Fur eine differenzierbare, skalare Funktighn Q x [0, tc,a] — R, (x,t) — f(x,t) gilt:

%/}@imx:/kaf+v-qwﬂxﬂwu (2:2)

Beweis:
siehe Chorin & Marsden [38}

Mit Hilfe dieses Theorems kann die Kontinaisgleichung aus der Masseerhaltung gefol-
gert werden.

2.1.1 Die Erhaltung der Masse

Die Masse eines Fluids, welches zum Zeitpunétas Volumerf, einnimmt, ist gleich dem
IntegralUber seine Dichte(x, t). Die Masseerhaltung besagt dann, dass die Ableitung der
Masse nach der Zeit gleich Null sein muf3. Zusammen mit dem Transporttheorem folgt

d

V=a

p(x,t)dx = / (Op+ V- (pu)) (x,t)dx V4t >0.
Qt Qt

Weil 2y, und deshalb aucfi,, beliebig gevahlt werden darf und die Integranden stetig sind,
lautet die Kontinuiétsgleichungir kompressible Fluide in differentieller Form

Op+V-(pu)=0. (2.3)

Fur inkompressible Fluide, deren Dichte unahbig von Ort und Zeit ist, reduziert sich die
Kontinuitatsgleichung zu

V-u=0. (2.4)

Vorweggenommen sei, dass die Beschreibung von inkombressiblen Zweiph@semsgien
darauf beruhen wird, daséirfjede Phase Gleichung (2.4) it sein muf3, aber die freie
Oberflche analog zu (2.3) transportiert wird.
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2.1.2 Die Erhaltung des Impulses
Der Impuls eines Fluides mit dem Anfangsvoluniénzur Zeitt lal3t sich darstellen als
m(@.t) = [ plx.thulx.) dx
Q

Newtons zweites Gesdigsagt, dass die zeitlichderung des Impulses gleich der Summe
der Krafte ist, die auf das Fluid wirken, also

d
Zm(Q, 1) = Krafte. (2.5)

Hierbei setzen sich die lfte aus verschiedenen Kraftarten zusammen:

¢ \olumenkéafte (zum Beispiel Gravitation, Coriolis-Kraft, magnetische Kratft, ...), die
sich in der Form[,, p(x,t)g(x,t) dx ausdiicken lassen, mit einer gegebenen Kraft-
dichte pg (Kraft pro Einheitsvolumen). Im Rahmen dieser Arbeit betrachten wir als
Volumenkraft ausschlie3lich die Gravitation.

° Oberfi'achenkafte(zum Beispiel Druck, innere Reibung, ...), die sich in der Form
fdﬂ (x,t)n dF ausdiicken lassen, mif' ¢ IR**? als dreidimensionaler Spannungs-
tensor unch als Normalenvektor aud();,.

Das zweite Newtonsche Gesetz (2.5) lautet somit

% p(x, t)u(x, t) dx:/p(x,t)g(x,t) dx + /T(X, tndF .

Q4 Q4 o

Nach Anwendung des Transporttheorems (2.2) gilt
/(8t(pu)—|—V~(u®(pu)))dx:/pg dx—l—/V-de, (2.6)
Qy (o Q4

wobei zugtzlich das Randintegral auf der rechten Seite nach dem Satz von Gauf3 in ein Vo-
lumenintegral umgewandelt wurde. Da diés beliebigel); gilt, lautet die Impulsgleichung
in differentieller Form

O(pu) + V- (u®(pu)) —pg—V-T=0. (2.7)
Der Spannungstensd@& modelliert die inneren Reibungsi{te. Rir viskose Newtonsche
Fluide hat er die Form
T:=(—p+ AMV-u) JI+puD=—pl+uD, (2.8)
N—_——
-0, nach(2.4)

mit p als Druck,I als Einheitsmatrix;. und A als Viskosiatskonstanten und mit debefor-
mationstensor
D = Vu + {Vu}”.
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Q = LUFI

Ff = freier Rand

Q = WASSER

Abbildung 2.2: Zur Zweiphasenmodellierung.

Die Annahme der Inkompressibdit fihrt dazu, dass der Terx(V - u) in (2.8) weg#llt.
Wird schlieBlich der Spannungstensor (2.8) in die Gleichung (2.7) eingesetzt, so ergibt sich
ein System partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung

p(O(u) + V- -(u® (u)))+Vp=V-uD+ pg mit p = konstant (2.9

Fur die nun folgende Beschreibung des Zweiphasensystems wird das gekoppelte Gleichungs-
system aus (2.4) und (2.9) verwendet. Aufgrund der Vorraussetzung von Inkompredsibilit
und konstanter Temperatur des Fluides ist die Energiegleichung entkoppelt und wird daher
zur Berechnung der Stmung nicht beatigt.

2.2 Das Modell firinkompressible Zweiphasenstbmungen

Das nun folgende Modellif inkompressible Zweiphasenstnungen basiert im wesentli-
chen auf den Navier-Stokes-Gleichungen. Diese werden jedoétzios um Randbedin-
gungen entlang der Zweiphasengrenzschicht erweitert, so dassdberf$pannungskite
zwischen beiden Phasen wirkedrinen.

2.2.1 Physikalisches Modell

Das Verhalten von zwei unmischbaren inkompressiblen Fluiden wird durch die inkompres-
siblen Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben, die im Folgenden auf einer offenen Menge
Q=0 UQUuUly C R® mit Lipschitz-Randl’ := 05} definiert sind. Hierbei bezeichnen

21 und €2, die beiden Teilgebiete der zwei unterschiedlichen Fluide. Der freie Rand zwi-
schen den zwei Fluidphasen wird &lg := 0€}; N 02, definiert. Die zwei Fluidgebiet&,

und (2, sind zusammen mit dem freien Rand von der Zeitéadgyig. Die zeitliche Entwick-

lung beider Fluide wirdiber die klassischen Navier-Stokes-Gleichungen in den betreffenden
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Abbildung 2.3: Zur Beschreibung der Obédthenspannungskraft.

Teilgebietert2;(¢) furt € [0, 7] beschrieben. Somit lautet das System wie folgt

Dy, .

0171; = —Vpi+ V- (D;)+pig inQ,

V-uyu = 0 in €, (2.10)
ul“r =0 in [O,T] s

ui|t:0 = U, il‘l Qi7

7

wobeii € {1,2} die jeweilige Fluidphase bezeichnet ufl = Cfl—‘t‘ + u - Vu die Materiala-
bleitung ist. Die Viskos#tenyu; und Dichtenp; beider Phase werden als konstant vorausge-
setzt. Allerdings ist das System (2.10) nicht vdaltstig ohne zu&zliche Bedingungen auf
der freien Ober#ichel ;.

Die grundlegende Annahme in der Kontinuumsmechaaikfieie Oberfhchenl’; ist,
dass diese als scharfe Grenzschichten betrachtet werden kann; das heil3t, die Grenzschicht
ist eine zweidimensionale Obextlhe, welche die zwei Fluidgebiete voneinander treriint. F
unmischbare Fluide kann dieséber Dimensionsanalysis gezeigt werden, wditerénde
Betrachtungen findet man in [119]. Daher eitlunser Zweiphasenmodel einen Sprung in
der Dichte und einen Sprung in der Visk@sientlang der freien Obe#ithe. Eine Folgerung
dieser Voraussetzung ist, dass die Grenzschicht keine Masse besitzt. Deshalb verschinden die
Netto-Spannungen entlang der Grenzschichtibar hinaus rassen die Geschwindigkeiten
quer durch die Grenzschicht stetig sein, das heijfl3t u, aufI';. Fir eine detailliertere Be-
trachtung sei auf [119] verwiesen. Falls Wechsel des Aggregatszustandes, wie z.B. Gefrier-
oder Kondensationsprozesse, ignoriert werd@mnlen, so gelten die folgenden Randbedin-
gungen auf der Grenzschichf zwischen den beiden Fluidphasen:

¢ Kinematische Bedingundpie freie Oberfache bildet eine scharfe Trerdthe, durch
die keine Masse fliel3t. Also sind insbesondere die Geschwindigkeiten entlang der
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Grenzschicht stetig

u = W anFf. (211)

Dynamische Bedingungin der Grenzfhche zwischen zwei sich bewegenden Fluiden
ohne Oberfichenspannung ist die Sprung-Randbedingung durch

(Tl—Tg)'HZO, (Tl—Tg)t:O, und (Tl—Tg)'S:O,

gegeben [119], wobdi; := —p;l + u;D; den Spannungstensor des jeweiligen Fluides
bezeichnet. Diese beschreibt die Bilanzierung der viskosen Reibufigséntlang des
freien Randes. Wenn die Obérthenspannung mit einbezogen wird, so tritt auf der
rechten Seite der Gleichungen ein atrdicher Quellterm auf,

(Ty —Ts) - n = okn, (2.12)
0

(T~ Ta)-t = 2. (2.13)
0

(T~ Ta)-s = 27, (2.14)

mit o als Koeffizient der Oberdichenspannungskraft. Mit wird die au3ere Ober-
flachennormale adf; bezeichnet, dass heil3t chal3ere Normale auf(2;. Weiterhin
ist x die lokale Kiimmung
1 1
= —+ — 2.15

K R, + R ( )
mit R, und R, als Hauptkimmungsradien der Grenaéihe entlang der lokalen or-
thogonalen Koordinateh und s. Abbildung 2.3 veranschaulicht die geometrischen
GrolRenR; und R, dabei sindn, t unds die Einheitsvektoren des lokalen orthogona-
len Koordinatensysteln, t, s). Gleichung/(2.12) besagt, dass auf dem freien Rand die
viskosen Spannungsiite in Normalenrichtung proportional zur lokaleniitnmung
sind.

Da wir in dieser Arbeit isotherme Reinstoffe simulieren, wird im Folgendaits eine Mate-
rialkonstante betrachtet. Deshalb reduzieren sich die Randbedingungen auf deraGhenzfl

I'yzu

u; = uy, (2.16)
(Ty —Ty) n = okn, (2.17)
(T; —Ty)-t = 0, (2.18)
(Ty—Ty)-s = 0, (2.19)

wobei nun die tangentialen Obérfhenspannungsifte (2.18) und (2.19) aufgrund der Ho-
mogeniat der Oberfichenspannungskonstante und der Stetigkeit des Geschwindigkeitsfel-
des|(2.16) im Vergleich zu der normalen Ob&cfienspannungskraft vernazssigbar klein

sind und deshalb in unserem Fall nicht weiter betrachtet werden.
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Folglich vervollsindigen wir die Navier—Stokes Gleichungen (2.10) in jedem der Teilge-
biete(2; mit den entsprechenden Randbedingungemiie Oberfachenspannung (2.16) und
(2.17). Somit ergibt sich das volstdige Modell éirinkompressible Zweiphasendinungen
inklusive Oberfhchenspannungskraft wie folgt

V-u, = 0 in Qia
wlr = 0 in[0,T], (2.20)
Wili—0 = o, in €
u = W anFf7
(T1 —TQ) ‘n = oOokKIN anFf,

furi e {1,2}.

2.2.2 Einbindung der Oberflachenspannungskraft in die Impulsglei-
chungen

Das Ziel ist, die beiden ersten Gleichungen in (2.20) als ein Systmmganz? zu formu-
lieren. Dies geschieht mit Hilfe der freien Randbedingung aus (2.12), die sich implizit als
singuBrer Quellterm in den Impulsgleichungen darstel&t] Als Ausgangspunktif die
Herleitung wird hierbei die Integralform der ersten Gleichung von (2.10) verwendet:

D .
i (ui) dx = / T; -ndF + / pig dx (2.21)
o Dt 09 Q;

7

furi € {1,2}. Summation beider Impulsgleichungen aus (2.21) liefert

p1 —dx + p2 — dx =
o, Dt 0, D

/T-ndF—/ [T]-ndF+p1/ gdx—i—pQ/ gdx,
o0 Ly M Qo

wobeiT := T, yq, + T2xq, definiert wird unter Einsatz der charakteristischen Funktionen
Xo, Undyq,, die den Fluidgebietef?; und (2, zugeldrig sind. Desweiteren bezeichridt]

den Sprung im Spannungstendbrauf der Grenzéichel';, das hei3{T] = T; — T,. Mit
(2.17) und dem Satz von GauR erhalten wir

/ T-ndF—/ [T]-ndF:/V-de—/ okn dF. (2.23)
o0 Ty Q Ty

Diese Umwandlung ist im distributionellen Sinne aufzufassen, weil der Spannungstensor,
bedingt durch den Sprung in der Viskégit, UberI'; unstetig ist.

Aufgrund von|(2.16) ist das Geschwindigkeitsfeld= u; xo, +usxq, fur viskose Fluide
stetig auf2 und es gilt somit die Beziehung

Du

Du .
—d — dx = — dx mit =p= . (2.24
o X + po o, D X /Qth X pi=p=pixe, + p2xe,- (2.24)

(2.22)
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Durch Substitution von (2.23) und (2.24) in (2.22) erhalten wir die Integralformulierung der
Impulsgleichungiir inkompressible Zweiphasen-8tnungen mit Oberfichenspannung

D
p—“dx:/v-de—/ a/sndF—l—/,ogdx. (2.25)
o Dt ) Ty Q

Der Vorteil von Gleichung (2.25) liegt darin, dass sie die Randbedingung der freien Ober-
flache implizit entBlt. Allerdings ist diese immer noch als freies Randintegral enthalten.
Fur die Diskretisierung ist es von Vorteil, wenn dieses Randintegral mittel€detinuum
Surface Force Methode (CSR3, 191] in ein Volumenintegral umgewandelt wird. Dagt

sich sgater dahingehend ausnutzen, dass ohne explizite Rekonstruktion der freie@iaerfl

die freien Randbedingungen implizit bei der Diskretisierung der Impulsgleichungdit erf
werden, vergleiche hierzu [61, 158]. Man beachte, dass dies im Gegensatz zu den Metho-
den, die eine explizite Rekonstruktion der Olisefie erfordern, eine substantiell effizientere
Losungstechnik ist, die daoer hinaus numerisch stabiler ist und sich gut parallelisiérién |

2.2.3 Oberfchenspannung als Volumenintegral via der CSF-Methode

Das Continuum-Surface-Foce (CSF)-Modell wurde erstmalig von Brackbill et al. [@3] f
VOF-Methoden und von Unverdi et al. [191irf MAC-Methoden pasentiert. Im Folgen-
den geben wir eine kurze Beschreibung der CSF-Approximation im Rahmen der Level-Set-
Technik, rahere Details findet man in [33, 185]. Die Koppelung mit der Level-Set-Methode
hat im Gegensatz zu der Volume-of-Fluid-Methode den Vorteil, dass sich aufgrund der Ste-
tigkeit der Level-Set Funktion sowohl der Normalenvektor als auch diertinung genauer
und kostengnstiger berechnen lassen.

Das Hauptanliegen des CSF-Modells besteht darin, das freie Randintegral aus Gleichung

(2.25)
/J/{n dF

Ty

in ein aquivalentes Volumenintegréber 2 umzuwandeln, um damit eine vereinheitlich-

te Kopplung mit der Impulsgleichung zu erhalten. Desweiteren sind die Vigkaesit die
Dichte nicht mehr global konstant, sondern sie weisen nun jeweils einen Sprung entlang der
Phasengrenze auf. Deshalb wird die Dichte- und die Visktssierteilung in AbAngigkeit

einer skalaren Markerfunktion als

p(®) = p1+ (p2 — p1)H(9)
1(9) = py + (p2 — p1) H(9)

beschrieben, wobéf (¢) die Heaviside'sche Sprungfunktion ist. Sie ist definiert als

falls ¢ <0
falls ¢ =0
falls ¢ > 0

H(¢) =

—o— O
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Typisch 1r Level-Set-Techniken ist, dass als skalare Markerfunkti@ine vorzeichenbe-
haftete Abstandsfunktion gélt wird, die in einer Umgebung der physikalisch relevan-
ten freien Oberfichel';(t) := {x € Q|¢(x,t) = 0} den euklidischen Abstand zur freien
Oberflache undiber das Vorzeichen die entsprechende Phasenarigkéit angibt. Mit den
¢-abhangigen Formulierungen kann die Impulsgleichung (2.25) umgeschrieben werden als

/p((b)%ltl dx = /V-de—/amdF+/p(¢)g dx . (2.26)

Q Q Iy Q

Das Randintegrahbli3t sich nun mit Hilfe der Diraé-Funktion [60, 113] in ein Volumeninte-
gral umwandeln. Dabei ist dieFunktion auf der freien Obeéthel; konzentriert.

Satz 2.1. Esgilt
/ okn dF:/m{(F(ng(x,t))n dx (2.27)
r, Q

wobeid : R — R, ¢ —— d(¢) die eindimensionale Diraé-Funktion ist mit den Eigen-
schafteny(0) = co und [, ddz = 1.

Beweis:
siehe Brackbill, Kothe, Zemach [23].

Wenn nun((2.27) in (2.26) eingesetzt wird, ergibt sich

/Q (p(gb)% =V T+ ord(d)n - p(¢)g> dx =0.

Da(2 beliebig gevahlt werden kann, lautet die zugeige differentielle Form

Du

p@) 5y =V T +ord(g)n —p(d)g =0,

oder etwas umformuliert

p(6) 8+ Vp =V - (4(6)D) ~ owi()m + p(0)s- (229)

Man beachte, dass sich aufgrund der Stetigkeit der Level-Set-FurktienEinheitsnorma-

lenvektor und die Kiilmmung der freien Obeéthe einfach mittels Gradienten- beziehungs-
weise Divergenzbildung der Level-Set-Funktion berechnen lassen, es gilt also insbesondere

Vo

n=—— und x=V - -n.
V¢l
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2.2.4 Dimensionslose Formulierung

Oftist es riitzlich, Gleichung (2.28) in dimensionsloserndGen zu formulieren, um a@n-
lichen ModellgbRRen (ModellgoRen, die sich nur um einen Faktor unterscheiden) dynamisch
ahnliche Sttmungen zu berechnen. Dazu werden aus den dimensionsbehaft@fan@re
zugeldrigen dimensionslosen GBen durch

u U
X’ZE u/:—7t,: t7p,:%’p/:£7,u,:ﬁa (229)
P1 P1 M1

gebildet, wobeil. und U konstante skalare Vergleich&dfen sind. Durch Einsetzen dieser
dimensionslosen ®Ren in Gleichung (2.28) ergibt sich die dimensionslose Formulierung
der Navier-Stokes-Gleichungen
V'p' 1
u'/—l—u’-V’u’—i-—:—(
t Pe) P9

mit D’ = {V'u'} + {V'v'}7 undg’' = o Der Operatolv’ bezieht sich auf die Variable
x’. Die Dichte und die Viskositt werden berechnet als Konvexkombination der $#rtisse
zwischen beiden Phasen, also

¥ WO~ o k(@@Vs ) + @30

g0 =t (1-8) Ho) wd o) ="+ (1-22) o).

Desweiteren entiit die Gleichung/ (2.30) folgende dimensionslose Parametergruppen, die
die Eigenschaften der $imung beschreiben

Re= £25  (Reynoldszahl) (2.31)
Fr= 14 (Froudezahl) (2.32)
We= 2L (weberzahl) (2.33)

Hierbei stehen die ReynoldszaliFdas Verfltnis zwischen Tagheits- und Reibungskiten,

die Froudezahlifr das Verfltnis zwischen Tagheits- und Gravitations&ften und die We-
berzahl tir das Ver@ltnis zwischen Tagheits- und GrenZthenkaften. Die Oberfichen-
spannungr geht als Materialkonstante in der Weberzahl ein. [Da (2.30) nur von diesen di-
mensionslosen Parametergruppenaaddt, verhalten sich Simungen irahnlichen Geome-
trien genau dann dynamiséhnlich, wenn jeweils ihre Reynolds-, Froude- und Weberzahlen
ubereinstimmen.

Die Diskretisierung des Zweiphasenmodells in Kapitel 4 betrachtet nur die dimensions-
behafteten Navier-Stokes-Gleichungen (2.28). Uilhsame Umrechnungen zu sparen, sind
aus praktischen @nden jedoch beide Formen der Navier-Stokes-Gleichungen implemen-
tiert worden.

2.2.5 Randbedingungen an Gebieténdern

Um das System von partiellen Differentialgleichungen zu schlie3en, sind Randbedingungen
fur die Geschwindigkeiten an den Gebiatslern notwendig. Im Folgenden bezeichrden
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Einheitsnormalenvektor, der vom festen Rand ins Fluidgebiet zeigtt und s seien zwei

linear unablngige Tangentialvektorefiblicherweise wird eine Variable am Rand entwe-

der auf einen vorgegebenen Wert gesetzt (Dirichlet-Randbedingung), oder ihr Gradient wird
in eine bestimmte Richtung festgesetzt (Neumann Randbedingung). Insgesamt lassen sich
damit folgende physikalische Randeigenschaften modellieren:

1. Haftbedingung (no-slip)Das Fluid haftet auf dem Rarid = 0f2, also mul3 dort der
Geschwindigkeitsvektor verschwindam = 0.

2. Fixe Ein-/Ausstdmbedingung (in-/outflow)Das Fluid stomt mit einer fest vorgege-
benen Geschwindigkeii, ein/aus, also gilt auf diesem Ramhg 4, C I' fur den Ge-
schwindigkeitsvektoru|r,, , = u,.

3. Rutschbedingung (free-slippas Fluid gleitet ohne Reibungsverluste auf diesem Rand
I'r C T, das heil3t nur die tangentialen Geschwindigkeiten, die k&mgerung in
Richtung des Normalenvektors haben, bleiben erhalten:

(w-n)fr, =0, (Fa(u-t))lrs =0, (Gn(u-s))fr, =0 .

4. Ausstbmbedingung (outflowDie Fluidgeschwindigkei&indert sich nicht in Norma-
lenrichtung zum Ausflu3rand, also gilt auf dem AusfluRrandc I': (O,u)|r, = 0,
wobei hiern denaufReren Normalenvektor des AusfluRrandes bezeichnet.

Beim Setzen der Randbedingungen muf3 darauf geachtet werden, dass das Ranilogegral
die Geschwindigkeiten senkrecht zum festen Rand Null ist, denn aus der Kaditsglei-
chung zusammen mit dem Satz von Gaul? folgt:

O:/V-udx:/ u-ndF . (2.34)
Q o9

Eine Verletzung dieser Bedingunghfrt zu Fehlern in der Inkompressibdittund dadurch
zu Problemen in der Masseerhaltung. Insbesondere wenn AusfluRrandbedingungen gegeben
sind, wird in der Regel die Kompatibititsbedingung (2.34) verletzt. Hierzuissen die ex-
trapolierten Geschwindigkeiten so korrigiert werden, dass der MassefluR amdhussid
gleich dem Masseflul3 am Eingtnrand ist.

Die Randbedingungeriif den Druck werden zusammen mit der in dieser Arbeit einge-
setzten Projektionsmethode zur Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen in Kapitel 4
erklart.



Kapitel 3

Diskretisierungstechniken fr freie
Oberflachen

Mehrphasensiimungen treten von jeher in vielen Fragestellungen der Ingenieurwissenschaf-
ten und der Mathematik auf. Aus diesem Grund sind in den letzten dreif3ig Jahren viele
Modelle und zahlreiche numerische Methoden entwickelt worden, die Simulationen von
Stromungen mit freien Obe#then in unterschiedlichsten Einsatzbereicherbghichen.

Komplexe Stomungen mit einer Liquid-Gas-Grera¢he wurden bereits in zahlreichen
Veroffentlichungen baicksichtigt. Hierbei hat sich die Mehrheit der eingesetzten Diskreti-
sierungstechnikeriif freie Oberfachen [13, 33, 35, 45, 86,101,128,132,182, 183, 185, 189,
192, 204] auf das @isen von inkompressiblen Zweiphaseastungen konzentriert. Kom-
pressibiliitseffekte in Zweiphasenstnungen wurden in [8,9, 114,136, 137,174, 197] be-
trachtet und Methoden, in denen ein Fluid als inkompressibel und das andere als kompressi-
bel betrachtet wird, wurden in [27, 30, 57] untersucht.

Daruber hinaus treten freie Oberflhen auch in den unterschiedlichsten Bereichen der
Physik und Ingenieurwissenschaften auf, wie beispielsweise in der Fluid-Struktur-Wech-
selwirkung [51,71,75,170,207], Blutétnungen in elastischen Arterien [31,153], in Mehr-
phasenproblemen mit unmischbaren Fluiden [109,127,152], in der Gletscherdynamik [150],
in viskoelastischen Fluidgsimungen [19, 159, 206], in Forimnfungsverfahren [39,47, 126],
in der Blasen- und Tpfchendynamik [45, 62, 128, 157, 162, 210], im Korn- und Kristall-
wachstum [78, 209] und im Schiff- und Wasserbau [17, 25, 144, 180]. Alle diese Anwen-
dungen erfordern problemangepasste numerische Methddenefe Oberfaichen. Daher
wurden zahlreiche numerische Techniken in den letzten drei Jahrzehnten entwickelt, die im
Folgenden kurz beschrieben werden. Detailliertébersichten finden sich in [95,115, 165].

Zusammengefassbknen die numerischen Technikém freie Oberfachen in zwei Klas-
sen eingeteilt werden:

1. die Tracking-Methoden und 2. die Capturing-Methoden ,
diesen kann dann wiederum eine feinere Unterteilung in FornBurface-Tracking-Metho-

den, Volume-Tracking-Techniketront-Capturing-Methoderetc. zugeordnet werden, auf
die in den folgenden Abschnitterdher eingegangen wird.
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3.1 Tracking-Methoden

Tracking-Methoden sind von Natur aus Lagrangesche Techniken, die beispielsweise in [100]
beschrieben werden. Die Position eines diskreten Purktasf der freien Oberfiche wird
fur jeden Zeitpunkt durch Integration der Evolutionsgleichung
dx;
dt
ermittelt, woben,; die Geschwindigkeit ist, mit der sich der diskrete Pugkbrtbewegt. Zur
Klasse der Tracking-Methoden g@len dieMoving-Mesh- [55, 161], die Front-Tracking-
[67,189], die Randintegral- [151und diePartikel- [15, 89, 132]Verfahren. fir Moving-
Mesh-, Front-Trackingund Randintegral-Verfahren entsprechen die Punktelen diskre-
ten Punkten auf den Gitterlinien, welche die Oli#afle repisentieren. & partikelbasierte
Methoden entsprechen die Punkieden individuellen Partikeln mit vorgegebenen physika-
lischen Eigenschaften. Diese sind dann entlang der freien @bleeflverteilt.
Im Folgenden wird auf jedes dieser Tracking-Verfahren detaillierter eingegangen.

3.1.1 Moving-Mesh-Methoden

Moving-Mesh-Verfahren beschreiben die freie Olggtfle entlang wohldefinierter Z&iin-

der. Die Idee dabei ist, das Gitter zusammen mit der Fluidgeschwindigkeit zu transportieren,
so dass es im zeitlichen Verlauf an die freie Olamifle angepasst bleibt. Lagrange- und
Lagrange-Euler-Methoderahlen zu den bekanntesten Vertretern der Moving-Mesh-Klasse.

Es gibt verschiedene Lagrangesche @&ms. Eine Myglichkeit ist, auf einem rechtecki-
gen Gitter zu rechnen, welches sicihlvend der zeitlichen Entwicklung verzerrt. Eine an-
dere Moglichkeit ist, auf verallgemeinerten orthogonalen Gittern zu rechnen, die der Form
der freien Oberfiche angepasst sind. Daer hinaus gibt es auch Lagrangesche Methoden
auf triangulierten Gittern.

Sie alle haben den gemeinsamen Vorteil, dass sich die freie @tezfizu jedem Zeit-
punkt gut darstelleralt, solange die Deformation des Gitters moderat bleibt. Wenn aber die
Fluidstttmung das Gitter extrem verformt, dann kann es zu Einbuf3en in der Konvergenzor-
dung bis hin zu numerischen Instakitén kommen.

Ein Weg, starke Gitterverzerrungen zu beheben, besteht darin, neue Gitter zu erzeugen.
Dabei wird, wenn notwendig, ein weniger verformtes Gitter konstruiert, auf dem die phy-
sikalischen Gof3en durch Interpolation aus den alten Gitterwerten berechnet werden. Diese
Interpolationen induzieren numerische Diffusion, wodurch eingtliches Verschwimmen
der freien Oberfiche erfolgt. Die Verwendung von Dreiecksgittern reduziert diese Diffusion
auf Kosten einer komplizierteren Verwaltung der Gitterpunkte und einédhtrh Speicher-
platzbedarfs.

Ausschlaggebendif den Nachteil von rechteckigen Gittern ist die unflexible Verbin-
dung unter den Gitterpunkten. Jeder Gitterpunkt innerhalb des Rechengebigieszgeh
genau vier Rechtecken (in zwei Raumdimensionen). Diese Eguskting hat bei der Neu-
konstruktion des Gitters zur Folge, dass im Allgemeinen mehr Interpolationen notwendig
werden als auf Dreiecksgittern, denn triangulierte Gebiéienkn jedem Gitterpunkt be-
liebig viele Dreiecke zuordnen. Diesélrere Flexibiliit erndglicht die Konstruktion eines



3.1. TRACKING-METHODEN 25

@ (b)
_u_
=
—— — —
<Y

Abbildung 3.1: Schergimung mit Geschwindigkeit u in der oberen Fluidite (weiss) und
-u in der unteren Fluiddfte (blau): (a): Anfangsbedingung der Zweiphasen-Scligraing.
(b): Gitterverzerrung durch die Fluidgeschwindigkeit u und - u. Neue \tgpkumg der Git-
terpunkte ergibt wieder (a).

uniformeren Gitters mit weniger Interpolationen. Zum Beispiel zeigt Abbildung 3.1(b) in die
Lange gestreckte dreieckige Gitterzellen an der Grenzschicht einer Saimensgy. Das Er-
setzen durch symmetrischere Dreieckedigyt im Idealfall keine zuatzlichen Gitterpunkt-
interpolationen, wie in Abbildung 3.1(a) zu sehen ist.

Weiterhin gibt es auch Mischformen zwischen Lagrangeschen und Eulerschen Metho-
den, sogenannte Lagrange-Euler-Verfahren. Dabei wird die Flardsimg auf dem Euler-
schen Gitter ausgewertet und die freie Olgeffle mit einem déibergelegten Lagrangeschen
Gittter dargestellt. Diese Idee kombiniert die Vorteile eines rechteckigen Eulerschen Gitters,
auf dem sich die Soimung leicht berechner@®t, mit den Vorteilen eines Lagrangeschen
Gitters, durch das die freie Obexthe gut approximiert wird.

Die Berechnung eines Zeitschrittes it dabeillber mehrere Stationen. Zuerst wird
das Lagrangesche Gittaiper das die freie Obeéthe dargestellt wird, mit der Fluidge-
schwindigkeit des Eulerschen Gitters transportigiter dieses neue Lagrangesche Gitter
kann nun jeder Punkt auf dem Eulerschen Gitter genau einer Phase zugeordnet werden. Da-
durch lassen sich die Phaseneigenschaften, wie z.B. Viakddithte, etc., in jedem Punkt
des Eulerschen Gitters bestimmen. Schlie3lich wird die Berechnung der nedemugs-
daten beiglich der verschiedenen Phasen auf dem Eulerschen Gitter duibhigdfit den
neuen Geschwindigkeits- und Druckwerten werden dann wieder die aktuellen Lagrange-
schen Positionen ermittelt. Diese dienen als Ausgangspunkieh rachsten Zeitschritt.

Lagrange-Euler-Methoden haben den Nachteil, dass Informationen beider Gitter zu spei-
chern sind und zw@dzlich zwischen beiden Gittern interpoliert werden muf3, wodurch wie-
derum numerische Diffusion induziert wird, die das Endresultat empfindigckrskann.

3.1.2 Front-Tracking-Verfahren

Explizites Front-Trackinghat seine Urspmge in denMarker and Cell (MAC)Verfahren
[87] und dessen Erweiterungen durch Daly [49, 50]. Dabei wird die freie Glotedldurch
Lagrange-Marker-Partikel regsentiert, die innerhalb eines statien Eulerschen Gitters
transportiert werden. hrend sich die Obe#the bewegt und deformiertpknen Ober-
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Abbildung 3.2: Einsatz von Lagrange-Marker-Partikel zure@®kchendarstellungif die
Front-Tracking-Methode.

flachenpunkte nach Bedarf in die Partikelliste hinzagefgetscht und wieder eingebun-

den werden. Die Obe#the kann hierbei prinzipiell beliebig komplexe Topold@giderun-

gen durchlaufen, vorausgesetzt der Algorithmus ist in der Lage topologische Entscheidun-
gen zu treffen. TopologischAnderungen resultieren hierbei nicht aus einer Menge von
lokal eingesetzten physikalischen Ob&cfienmodellen, sondern algorithmischen Interven-
tionen, die daiber entscheiden ob eine Obadhe in zwei Teildicke zeréllt oder umge-

kehrt zwei Oberfichen sich zu einer vereinigen. Diese Algorithmen sind in der Regel nicht
masseerhaltend, obwohl die Erhaltungseigensctiafopologisch regére Oberthchen und

mit hohen Partikeldichten zur Obexhendarstellung sehr gut @itf wird. Eine Weiterent-
wicklung stellt zum Beispiel dieSurface-Marker-Techniklar, welche im Jahr 1991 von

S. Chen, D.B. Johnson und P.E. Raad [34, 35] entwickelt wurde. Sie haben dabei Ein-
phasenprobleme mit freienaRdern in zwei Raumdimensionen betrachtet, also ein Fluid
im Vakuum. Eine Erweiterung auf dreidimensionale Probleme wuidtelikh in [12, 155]
entwickelt. Weiterfihrende Detailgéiber Front-Tracking-Methoden kann in den Referenzen
[175,176,188,189] gefunden werden.

Der notwendige Informationsaustausch zwischen der Giodl und dem stati@nen
Eulerischen Gitter wird mittels Ideen aus demmersed Interface Method (IMM)24, 148]
umgesetzt. Mit dieser Technik wird die scharfe Oldmffletiber eine glatte Distributions-
funktion approximiert, die wiederum dazu genutzt wird, die Quellterme, welche auf der
Oberfche definiert sind, auf die benachbarten Gitterpunkte zu verteilen. Die &bl
erhalt damit eine endliche Breite der &@enordnung)(h), um damit Stabilit und Glatt-
heit zu geviahrleisten. Numerische Diffusionsartefakte treten hierbei nicht auf, da die Ober-
flachenbreitélber alle Zeiten konstant bleibt. Das Volumen wird in Front-Tracking-Metho-
den nicht exakt erhalten, da es im Allgemeinen keine Céeré gibt, die aus den Lagrange-
Marker-Partikeln resultiert und mit dem Volumen der entsprechenden Konturlinie der Distri-
butionsfunktionC' exaktubereinstimmt.

Front-Tracking-Verfahren wurden erfolgreich in einer Vielzahl von unterschiedlichsten
Oberfhchensiimungen eingesetzt, wie beispielsweise in der Gasdynamik [36, 68], in in-
kompressiblen Simungen mit und ohne Phasdrergainge [107, 108, 190, 191] und in der
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Mikrostrukturevolution von Erstarrungsprozessen [105, 106]. Desweiteren wurde in [191]
gezeigt, dass Front-Tracking-Methoden auch komplexe topologi&olderungen in 3-D
standhalten &nnen.

3.1.3 Randintegral-Verfahren

Randintegralmethodendknen freie Oberfichensibmungen mit einer hohen Approxima-
tionsordnung berechnen und somit sehr genaue Ergebnisse liefern, insbesondere im Rah-
men von zweidimensionalen Stnungen mit ausreichend reguén Oberfichentopologi-
en [65, 95, 151, 156]. In diesen Methoden wird die Olgetike explizit transportierhn-
lich wie in den Moving-Mesh-Methoden oder Front-Tracking-Techniken, aber dsihg
des Stomungsproblems auf dem gegebenerdi®@tingsgebiet wird vollgindig aus Infor-
mationen seitens diskreter Punkte auf der freien Cloehié# gewonnen.F inkompressible
Stromungen wird die Obeidicheliber ein Geschwindigkeitspotential charakterisiert, welches
uber eine Verteilung von Punktdipolen réapentiert wird. Randintegral-Verfahren wurden
erstmalig von Rosenhead [163] in den dreissiger Jahren verwendet um sich aufrollende Wir-
belschichten zu studieren, aber es brauchte weitere dreissig Jahre bevor Weiterentwicklungen
es erndglichten allgemeinigitigere freie Oberfichenprobleme zu betrachten [18]. Zahlrei-
che Verbesserungen und Erweiterungen der Randintegral Verfahren sind hieraus in den letz-
ten zwei Dekaden entstanden, der Leser sei hier auf Yeung [205] und Houto8ine
Ubersicht auf aktuellere Arbeiten verwiesen. Desweiteégrien auch di&/ortex-Methoden
zur Klasse der Randintegral-Verfahren, die umfassend von Leonard [120, 121] beschrieben
werden.

Die Hauptvorteile von Randintegral-Verfahren sind zum einen die Reduktion di&s Str
mungsproblems um eine Dimension, da nur nochi$en auf der Obe#éthe gefihrt werden,
und zum anderen das Potential sehr genadisaihgen zu liefern, sofern die freie Obacdhe
topologisch regur gestaltet ist. Nachteile der Randintegral-Methoden bestehen zum einen
in den Schwierigkeiten diese Technik auf drei Dimensionen zu erweitern (obwohl es in [121]
umgesetzt wurde), und zum anderen ist das Verfahren sehr sensiiiglibeznumerischer
Instabilitaten, da die zugrundeliegenden Probleme s#rgsind. Desweiteren besteht die
Notwendigkeit von lokalen Eingriffen in der Obeifihe im Fall von topologischefinde-
rungen,ahnlich wie bei den Front-Tracking-Verfahren. Dennochsgntieren randintegral-
basierte Simulationen mit freien Obédchen weiterhin beeindruckendédungen ifir eine
Vielfalt von Stomungsanwendungen [184].

3.1.4 Partikel-Methoden

Partikel-basierte Methoden werdé@ber den Gebrauch von diskreten Partikeln charakteri-
siert, die makroskopische Fluidparzellen i@&g@ntieren [131]. Die Lagrangeschen Navier-
Stokes-Gleichungen werden hiertidser kleine Umgebungen der jeweiligen Partikel inte-
griert, in denen sie die physikalische Eigenschaften wie Masse, Impuls und Energie mit
sich fuhren. Der Einsatz von Partikel-basierten Methoden zur Modellierung von freien Ober-
flachensidmungen ist attraktiv, da die schwer zu handhabenden nichtlinearen Advektions-
terme in den Navier-Stokes-Gleichungen schligher die Partikelbewegung dargestellt wer-
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Abbildung 3.3: Volumenbeschreibung mit dearticle-in-cell (PIC) Technik. Im Falle der
Smoothed-Particle-Hydrodynamics (SPMgthode vilrde das Eulersche Gitter im Hinter-
grund wegfallen, da SPH ein gitterloses Verfahren ist.

den. Dailber hinausiihrt das Wisseiiber die Lage und Position eines jeden Partikels dazu,
dass Materialobedchen automatisch transportiert werden. Desweitérert er Gebrauch

von Partikelbewegungen zur Approximation von Advektions-Termen dazu, dass die nume-
rische Diffusion entlang der freien Obérthen verschwindend gering ist. Partikel-basierte
Methoden nnen hierbei in zwei Hauptklassen eingeteilt werden:

1. Partikel-Verfahren, die in Verbindung mit einem Gitter eingesetzt werden, sogenannte
Particle-In-Cell (P1C) Techniken [89].

2. Partikel-Verfahren, die gitterlos arbeiten [16], wie beispielsweis&dieothed-Parti-
cle-Hydrodynamics (SPHYlethode [66, 132]. Vertiefende Literatdiifgitterlose Ver-
fahren findet man unter anderem auch in [80-83].

F. Harlow und seine Mitarbeiter haben vamfzig Jahren die erste Partikel-basierte Me-
thode erfunden und diese a@srticle-In-Cell (PIC) Technik bezeichnet [88, 90Uber die
folgenden zwanzig Jahre ist das PIC-Verfahren intensiv eingesetzt worden und hat zahlrei-
che Weiterentwicklungen durchlaufen [89], sodassliesMethode zur Modellierung von
stark verzerrten Obe#thenstdmungen wurde. Mitte der achtziger Jahre hat dieses Verfah-
ren aufgrund innovativer Entwicklungen und Verbesserungen [22, 24, 116] eine Wiederbe-
lebung erfahren. Eine &tke von PIC-Methoden besteht darin, dass Oaeniéndetails, die
feiner sind als die Schrittweite des Eulerschen Gitters, mit Hilfe der Partikel éstgeér-

den lonnen. Schwierigkeiten treten auf, wenn Fluidfronten aufeinandertreffen oder sich ab-
spalten. Solche topologischémderungen erfordern spezielle Erkennungsverfahren. Diese
missen angeben, wann zwei Partikellisten zu einer einzigen zusammghgefden oder

eine Partikelliste in zwei getrennte aufgeteilt wird.

Im Vergleich zu Harlow’s klassischer PIC-Methode veranlassen modetsindige
PIC-Verfahren die Partikel dazu alle relevanten Fluid Informationen zu tragen anstatt nur
dessen Position und Masse. Diese Formulierung wurde erstmalig in der SPH-Methode von
J. Monaghan [131-133] und seinen Mitarbeitern vor dreissig Jahren eingesetzt und unter-
scheidet sich von den PIC-Verfahren darin, dass nicht ein begleitendes Gitter verwendet wird.
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Ahnlich wie PIC-Methoden sind SPH-Verfahren besonders gukémpressible Stmun-

gen im Uberschallbereich geeignet, wie sie beispielsweise in astrophysikalischen Anwen-
dungen und in der Schock-Dynamik auftreten. Eine Siative von SPH-basierten Verfahren
besteht im Bheren Speicheraufwand und in deihleren Rechenzeit.UF die Simulation

von inkompressiblen Simungen Bnnen diese Verfahren erst seit Mitte der neunziger Jah-
re [133-135] eingesetzt werden, denn sie scheinen sehHigrfinsichtlich numerischer
Instabilitaten [21] zu sein. Eine 8tke von Partikel-Methoden ist ihre einfache Umsetzung,
denn in der Regel liefert die Umsetzung auf ein 3D-Problem keine weiteren Komplikationen
im Vergleich zu einem 2D-Problem.

3.2 Capturing-Methoden

Capturing-Methoden sind von Natur aus Eulersche Techniken, die beispielsweise in [100]
beschrieben werden. Bei Capturing-Techniken wird die freie Gladré nicht explizit trans-
portiert, sonderiiber eine charakteristische Markerfunkti@reingefangen ("captured”), die
beispielsweise die unstetige Heaviside-Funktion ergibt, wenn die Gittermaschenweite gegen
Null lauft. Fir den Zweiphasen-Fall kartti zum Beispiel durch

C fur Fluid 1
C=< fur Fluid 2
> (1, < Cy auf der freien Oberfiche

definiert werden, wobel’; > (4 vorausgesetzt wird.il eine endlich kleine Gittermaschen-
weite kannC' nicht perfekt unstetig sein, deshalb hat die Redipn< C' < C, eine endliche
Breite von der Ordnun@(%). Da ein Punkt auf der freien Obeitihe diese nicht verlassen
darf, folgt die Evolutionsgleichungif C' aus der Lagrangeschen Invarianz

DC  oC
Dt Ot
wobeiu die Transportgeschwindigkeit ist. Exakte Lagrangesche Informatiodenen in
Capturing-Methoden nicht garantiert werden, denn diese sind nuraimgebettet und nicht
explizit vorhanden. Aus diesem Grund ist die exakte Lage der freien @beeflim All-
gemeinen nicht bekannt. Dessen Lage ist definiert aldJiiergangsregion in def; <
C < (Cy qgilt. SofernC' bekannt ist, gestatte@apturing-Techniken den Einsatz ein und
derselben Fluid-Modell-Gleichung auf dem gesamten Recheng@biEntfernt von der
freien Oberfache reduzieren sich die Fluid-Gleichungen auf die entsprechenden einphasi-
gen Fluid-Gleichungen und innerhalb der Grenzschicht enthalten diese Gleichungen ange-
passte diskrete Deltafunktionen (in Adofgigkeit von C) fir entsprechene Obeitihenter-
me [23,124,148,191]. I@apturing-Methoden ist das Diskretisierungsgitter in der Regel fest
vorgegeben und zeitlich invariant. Daher ist diesen Methoden eine topologische Robustheit
inne, die eine Verschmelzung oder eine Trennung von Fluidteilgebieten ohazlmieen
Aufwand numerisch berechenbar machen. Andererseits ist eine kompakte &Greeadlich-
te schwierig zu erhalten, da hier numerische Diffusionsartefakte bei der Diskretisierung des
konvektiven Termgu - V)C' auftreten. Diese treten insbesondere in dah&lder freien

+(u-V)C =0, (3.2)
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Oberflache auf, woC' stark variiert, und iihren somit zu énstlich verschmierten Ergeb-
nissen, welche dann beispielsweise die Volumen- oder Masseerhaltung verletzen. Das Ziel
aktueller Forschung liegt im Beheben dieses Nachteils.

Zur Klasse delCapturing-Methoden geairen insbesondere d@ontinuum-Advection-,
die Volume-of-Fluid-, die Phasenfelard dieLevel-Set-Verfahren, auf die nun im Folgenden
naher eingegangen wird.

3.2.1 Continuum-Advection-Verfahren

Die Continuum-Advection-Methoden beruhen auf einer Diskretisierung hoher Ordnung der
Kontinuums-Transportgleichung (3.2). Diese Idee ist sehiieefrisch, da ein solcher Al-
gorithmus integraler Bestandteil eines jederdo®tmngsbsers ist und somit wenig Aufwand
fur die Umsetzung verspricht. D@ontinuum-Advection-Methoden lassen sich auf die tra-
ditionellen Diskretisierungstechnikerirf hyperbolische Gleichungen zwwkfuhren. Hier-
unter Ahlt Gleichung((3.2) als klassischer Standardfall, weshalb es zahllo§éevitli-
chungeniiber Numerik hyperbolischer Erhaltungsgleichungen gibt, die sich auf (3.2) bezie-
hen [59,117,123,201, 208]. Ein einfaches aber mit starker numerischer Diffusion behaftetes
Beispiel ist das Upwind-"Donor-Cell”-Schema [94] von erster Ordnung aus den achtziger
Jahren. In den darauffolgenden Jahren wurden eine Reihe SchebhatehOrdnungtir
hyperbolische Erhaltungsgleichungen entwickelt, wie beispielsweise das QUICK-Verfahren
[122], die PPM-Technik [40], Universal-Limiter-Methoden [64, 195] und Adaptive-Stencil-
Techniken [91, 173]. Solche Techniken werden zur Diskretisierung von Gleichung (3.2) ver-
wendet, falls”' die Energie, den Impuls, die Dichte oder einen passiven Skalar beschreibt.
Dartiber hinaus wurden Continuum-Advection-Schemata in zahlreichen Freie-dberfl
chen-Codes eingesetzt. Dabei ist es beim Chenréntransport in der Regel die Aufgabe,
zu einer unstetigen skalaren charakteristischen Funkii@ne Losung der Transportglei-
chung|(3.2) zu finden. Das ist mit hémmlichen Verfahren meistens ein Problem, da diese
eine gewisse Regulaéit vonC voraussetzen. Die Quelle des Problems liegt in der algebrai-
schen Behandlung des konvektiven TefmsV)C'. Selbst der Einsatz vordherer-Ordnung-
Approximationen fihrt zu einem unphysikalischen Verschwimmen der Graonh&ndichte,
wie beispielsweise auch in [160] der Einsatz eines vierter-Ordnung PPM-Schemas zu einer
immer noch unakzeptablen Aufweitung der freien Olaetike tihrte. Der Grund liegt darin,
dass die Unstetigkeiten i@ nur als solche bestehen bleibednken, wenn die &sung zu
(3.2) aus einegeometrischeApproximation von(u- V)C' heriihrt. Continuum-Advection-
Schemata approximieren diesen Term algebraisch, das heifl3t, sie Gildeliche Ableitun-
gen auch an den Unstetigkeitstellen vOnohne diese im geometrischen Sinne gesondert
zu behandeln. Weitere Studien in [160] haben ergeben, dass die Goberibreite im Lau-
fe des Transportes bis auf 4-8 Zellen anwachsen kann, selbst mit Einsatz von Methoden
hoherer Ordnung [63]. Diese Beobachtungen sind nicht zufriedenstelieihie Transport
Methode mit freien Obefdichen und entsprechenden @pgen in der Dichte, der Viskoétt,
der Energie oder der passiven skalaren Funktion.
Eine interessante Idee [202, 203], mit der diese Oaenttndiffusionsproblematik in den
Griff zu bekommen ist, besteht in der Transformation der unstetigen Funktioneine
glatte FunktionC'. Nun kann Gleichung (3.2) problemlos mitgelbst werden und daraufhin
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C wieder in die ensprechende unstetige Funkébriicktransformiert werden. Diese Idee ist
ebenfalls ein Hauptbestandteil in Level-Set-Methoden [141, 168].

3.2.2 Volume-Capturing-Methoden

Volume-Capturing-Techniken sind Eulersche Verfahren jdier eine Volumenanteilsfunk-
tion C den Fluid-Fillstand in jeder Gitterzelle angeben. Es wird nur der Transport des Fluid-
Volumens berechnet und dann aus ihm, weatig) die freie Oberfiche rekonstruiert. Eine
der popuarsten Volume-Capturing-Techniken ist die Volume-of-Fluid (VOF) Methode.

Die Volume-of-Fluid-Technik wurde 1981 von Hirt und Nichols [94] entwickelt. Sie
ermidglicht die Berechnung von sich @islenden und aufeinandertreffen Fluidpartien in zwei
und drei Raumdimensionen.

Im zweidimensionalen Fall wird die freie Obe&rthe mit einer geschlossenen Kurve
I'; C Q C R? Uber einem Euler'schen Gitter identifiziert. Die Idee ist nun, eine sogenannte
Volumenanteilsfunktior : © x [0, t.,q] — [0, 1] einzutihren, die in jeder Gitterzelle den
Anteil des Fluidvolumens innerhalb der freien Obacfie angibt. &r eine Gitterzelle, die
vollstandig aul3erhalb voii; liegt, gilt C' = 0. Fur eine Gitterzelle, die vollandig inner-
halbI; liegt, gilt C' = 1. Fur Gitterzellen, die vori'; durchlaufen werden, ist' € (0, 1),
wobei der genaue Wert den Volumenanteil innerhalb Veram gesamten Zellvolumen re-
prasentiert. Alle Btigen geometrischen Daten, wie zum Beispiel der Normalenvektor und
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Abbildung 3.4: Exakte Obe#dthe, SLIC und PLIC Rekonstruktion.

die Krummung, werden ausschlief3lich aus der Volumenanteilsfunktion mit Hilfe verschie-
denster Approximationstechniken ermittelt, die Gegenstand aktueller Forschung sind.

Der im Jahr 1976 von Noh und Woodward [140] entwickebienple-Line-Interface-
Calculation(SLIC) Algorithmus gebrt zu den ersten Obeéthenrekonstruktionsagtzen.
Der freie Rand wird dabei durch horizontale oder vertikale Linien approximiert, die die Git-
terzellen dem Volumenanteil nach schneiden, wie das mittlere Bild von Abbildung 3.4 dar-
stellt. Die Orientierung der Linien wird so géhlt, dass die Kontak#ithe gleicher Fluid-
sorten aus benachbarten Zellewgtichst beibehalten wird. Dadurch wird die numerische
Diffusion reduziert, weil eine Zelle sich zuerst vollstlig mit einem Fluidtypifllen mulf3,
bevor sie diesen an andere Nachbarzellen weitergeben kann. Die Advektionsberechnung be-
ruht auf einer Splitting-Methode. Dabei wird die Obacte zuerst rekonstruiert und dann in
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x-Richtung transportiert. Mit diesen neuen Daten wird die Lage der @iokdlerneut rekon-
struiert und schief3lich in y-Richtung transportiert. Dabei ist zu beachten, dssnd der x-

bzw. y-Advektionsberechnung die Liniensegmente jeweils unterschiedliche &unvenfl dar-
stellen. Damit keine zu grol3e (fehlerhafte) Oldfienverformung stattfindet, ist es vorteil-
haft, die Reihenfolge der Advektionsberechnung in x- und y-Richtung in jedem Zeitschritt
zu wechseln. Eine Erweiterung auf drei Dimensionen ist leiaiglioh.

Die grobe Antherung der Obedthe mit der SLIC-Methode wurde im Jahr 1981 von
Hirt und Nichols [94] verbessert. Sie verwenden Linien mit einer beliebigen Steigung als
Oberfchenapproximation, wie das letzte Bild von Abbildung 3.4 darstellt. Diese Idee wird
heute alsPiecewise Linear Interface Construction (PLIT@chnik bezeichnet. Sie edg-
licht neben einer besseren Obacthenanaherung auch eine bessere Berechnung des Nor-
malenvektors und der Kmmung. Dabei kann die Steigung einer Linie innerhalb einer Ober-
flachenzelle, also wert € (0, 1) gilt, im zweidimensionalen Fall durch einwertige Funktio-
nen, ramlich X (y) oderY (x) dargestellt werden. Als Approximationen 2i(y) undY (z)
werden

Yi=Y(z;) = Cij-16y;—1 + Cij0y; + Cijs10yj41
X;=X(y;) = Cis1,0zi21 + Ci ;07 + Cipq ;044

verwendet. Anhand dieser Werte lassen siém&rungenir die Ableitung der Volumenan-
teilsfunktion inz-Richtung durch

dY Y"'“;Yi - Y“L;/H Yi1n —Yia
—| = =2 (3.3)
dr |, 1 <51i+1+5wi + 5Iz‘+5wi71> 0%it1 + 20 + 0w
2 2 2
und analog die Ableitung in y-Richtung
{ﬁ} _ g Nin = X (3.4)
dy § 0Yj1 + 20y + 0yj—1

berechnen. Falls nufif-;| kleiner als|[%];| ist, dann liegt die Obe#the mehr horizontal
als vertikal, und die Ableitung in-Richtung wird als Steigung der Linie verwendet. Um-
gekehrt wird fir eine mehr horizontal verlaufende Obéacthe die Ableitung in-Richtung
als Steigung der Linie eingesetzt. Auf welcher Seite der approximierten @tezfsich das
Fluid befindet, Angt davon ab, welche Richtungsableitung als Steigung auddtdewird.
Falls |[¢X];| verwendet wird, dann bestimmt das Vorzeichen {@;ﬁ]j, ob das Fluid ober-

halb (positiv) oder unterhalb (negativ) des Randes liegt. W[égr}j\ eingesetzt wird, dann

bestimmt das Vorzeiche[r%]i ob das Fluid rechtsseitig (positiv) oder linksseitig (negativ)
der Oberfache liegt. Damit ist der Rand und die Lage des Fluides eindeutig bestimmt. Diese
Rechnung wirdiir alle Gitterzellen mit; ; € (0, 1) durchgeiihrt.

Zusatzlich haben Hirt und Nichols ein verbessertes Advektionsschema entwickelt, wel-
ches aldDonor-Akzeptor-Verfahrebekannt ist. Dort wird mit Kontrollfunktionen gesichert,
dass nur soviel Volumen in eine Akzeptor-Gitterzelle wandern kann, wie sich in der Donor-
Gitterzelle befindet. Allerdings ergeben sich dabei Rundungsfehler, bei denen die Volumen-
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anteilsfunktion Werte auf3erhalb des Intervéllsl| annehmen kann. Einelicksetzung die-

ser Werte auf denachstliegenden legalen Wert ist dabei in jedem Rechenzeitschritt erfor-
derlich. Dies fihrt im Laufe der Rechnung zu einer empfindlichen Verletzung der Volumen-
erhaltung.

3.2.3 Phasenfeld-Methoden

In der letzten Dekade wurden Phasenfeld-Techniken intesiKfistallwachstums- und
Hele-Shaw-Stimungssimulationen eingesetzt [28,112,198, 199], und desweiteren ist diese
Methode auch erfolgreichuf Navier-Stokes-Siimungen eingesetzt worden [11, 101]. Pha-
senfeld-Verfahren modellieren hierb&hnlich wie andere Eulersche Techniken die Ober-
flachenspannungskite als Kontinuumsléafte mittels einer énstlichen Ghttung der Ober-
flachenunstetigkeiten (Dichte, Viskd#it und Kiafte entlang einerichnen, aber numerisch
auflosbaren, Schicht. Diese &tung erlaubt den Einsatz von klassischen numerischen Ap-
proximationsverfahrenuf die Oberfachenkinematik auf festen Gittern. Die Phasenfeld-
Methode liefert hierbei ein kontinuierliches Obadhenmodel [23,191], welches energetisch
und thermodynamisch konsistent ist [L01]. Desweiteren wurde ein Phasenfeldinode!
starrungsprozesse in Gegenwart von Schmelzkonvektiansphenen entwickelt [187]. All
diese erfolgreichen Eiésze der Phasenfeld-Technik zeigen, dass es in der Tatéihtiges
Werkzeug @rr die direkte numerische Simulation von Grenzschichtigmenen darstellt.

In Fall von Stbmungen mit freien Obe#then ist der Ausgangspunkt die van-der-Waals-
Hypothese, in der die Obeatthenenergiedichte afahgt von dem Phasenfell und den
Gradienten vory. Cahn und Hilliard [29] erweiterten diese Hypothese auf dynamische Si-
tuationen indem sie die &se beiaglich der Oberfichendiffusion als proportional zu den
Gradienten der chemischen Potentiale approximierten. Jacgmin [101] erweiterte die Cahn-
Hilliard-Gleichung um die strmungsdynamische Komponente. Gleichung/(3.2) liefert Jacq-
min’s Evolutionsgleichungiir ¢ (wobei hierC' = ¢), bis auf den Unterschied, dass die rechte
Seite nicht Null sondern der Laplace eines chemischen Potentials ist. Dieser neue Laplace-
Term auf der rechten Seite kann wiederum diffusiven oder auch anti-diffusiven Charakter

Abbildung 3.5: Adaptive Verfeinerung der Greréthe in Phasenfeldmethoden.
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haben und damit die Grenafihenbreite auf dynamische Weise gleiélftig regularisieren.
Anstatt speziell angepasste numerische Methoden zu entwickeln, die die Gcbanfbreite
gleichmassig halten, haben wir hier physikalische Mechanismen, die innerhalb der Phasen-
feldmethode diese Funktiaibernehmen. Deshallbknen einfache Diskretisierungen mit
zentralen Differenzeriif den konvektiven Terru - V)C' eingesetzt werden [101], ohne die
Notwendigkeit fir den Einsatz von Upwind-Techniken.

Der (anti)-diffusive Term ist dennoch problematisch, denn es werden mindestens drei
Gitterzellen @ir die Grenzschichtbreite beétigt, so dass der Laplace-Operator dort auch an-
gemessen diskretisiert werden kann. Ansonsten neigt die freie Btiexftiazu am Gitter zu
haften [101]. Aktuelle Entwicklungen versuchen dieses Problem zu umgehen, indem sie in
einer Umgebung der freien Obérthe eine adaptive Verfeinerung der Gitter einsetzen, wie
in Abbildung 3.5 dargestellt ist. Solche Methoden werden insbesonidiededidimensionale
Phasenfeld-Simulationen b&gt, um ausreichend genaue Ergebnisse zu erhalten.

3.2.4 Level-Set-Methoden

Level-Set-Verfahren geften ebenfalls zur Klasse der Front-Capturing-Verfahren und sind
artverwandt mit den Phasenfeldmethoden. Level-Set-Verfahren definieren die freie Ober-
flache als eingebettete Niveaumenge eirtdrendimensionalen Lipschitz-stetigen skalaren
Funktion. Das Fortbewegen der Obadhe reduziert sich auf den Transport dieser skala-
ren Funktion. Der freie Rand wird schliel3lich durch einen Konturplot der entsprechenden
Niveaumenge visualisiert.

Im Rahmen dieser Arbeit ist die Level-Set-Technik verwendet worden, um inkompres-
sible Zweiphasensimungen zu simulieren. Aus diesem Grund wird diese Technik im Fol-
genden detaillierter beschrieben.

Level-Set-Darstellung als Anfangswertproblem

Die Level-Set-Approximation wurde im Jahr 1988 von Osher und Sethian [142, 168] ein-
gefuhrt und wird seitdem erfolgreictiif zahlreiche Probleme aus der Bildverarbeitung, der
Materialkunde, den Verbrennungs- uitzprozessen, der Seismologie, der Robotik und der
Fluiddynamik angewandt.

Zur Veranschaulichung wird eine geschlossene Kilirven zwei Raumdimensionen be-
trachtet, die zwei Gebiete voneinander trennt. Das Ziel ist es, die Bewegung der Kurve zu
verfolgen, die unter einer gegebenen GeschwindigkeitsfunktionNormalenrichtung fort-
schreitet. Einflisse in tangentialer Richtung werden hierbei verrassigt, wie in Abbildung
3.6 dargestellt.

Es sei2 ¢ RR? ein festes Gebiet mit einer zeitlich evolvierenden KuFygt) C
furallet € [to, t.nq). Die Idee besteht nun darin, einédgiichst glatte Funktior(x, t) zu
konstruieren, die au® definiert ist und deren Niveaumenge zum Wert Null= 0} gleich
der Kurvel'(t) ist, also

Lp(t) ={x:o(x,t) =0} furallet € [to;tena) -
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Abbildung 3.6: Oberfichenbewegung in Normalenrichtung.

Mit anderen Worten, der Level-Set-Wert eines Partilkels € I'¢(¢) istimmer gleich Null:
o(x(t),t) =0 furallet € [to, tend) - (3.6)

Durch Differenzieren von (3.6) mittels der Kettenregel folgt
&+ Vo(x(t),t) - x'(t) =0. (3.7)

Im Fall der Navier-Stokes-Gleichungen ist(t) das Navier-Stokes-Geschwindigkeits-
feld u eingeschiinkt auf die freie Oberdiche, als'(t) = ulr, . Ubertragen auf das gesamte
Gebiet(?, erralt man schliesslich die globale Transportgleichung der Level-Set Funktion mit
dem entsprechenden Geschwindigkeitsielder Navier-Stokes-Gleichungen

pr+u-Vo=0 (3.8)
Anfangswerto(x,t = 0) = ¢y .

Weil ausschlie3lich die Nullniveaumenge die physikalisch relevante freie @bleefdar-
stellt, hat man viel Freiraum, die Level-Set-Funktion aul3erhalb ihrer Nullmenge zu bewe-
gen. Dies kann dahingehend ausgenutzt werden, dgliohst glatte Level-Set-Funktionen
wahrend der numerischen Berechnung zu verwenden, wodurch die Stalmid die Ge-
nauigkeit des Algorithmus verbessert werden. In dieser Arbeit soll die Level-Set-Funktion
zusatzlich folgende Bedingungen étfen

> (0 falls x € {Phase 1}
o(x,t)¢ =0 falls x eIy (3.9)

<0 falls x € {Phase 2}

und |V¢| =1 (Eikonalgleichung)
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Abbildung 3.7: Level-Set-Darstellung: Getrennte (links) und vereinigte Gioéréin.

Damit wird sie zu einer vorzeichenbehafteten Lipschitz-stetigen Abstandsfuniiemall
dort, wo zwei Rainder sich bérhren oder schneiden, ist diese Level-Set-Funktion Lipschitz-
stetig. Ansonsten ist sie in einer Umgebung des freien Randes immer glatt.

Die Transportgleichung (3.8) wird hierbei im Ort mit dem WENO-Schetmdtér Ord-
nung diskretisiert, das in Kapitel 3.4her beschrieben wird. Dadurdhkhiren Ecken, Kanten
oder Sprungstellen, die innerhalb der Level-Set-Funktion entstevemtén, nicht zu nu-
merischen Instabilitten, was die Handhabung von topologischen Singataritwie zum
Beispiel das Zusammentreffen und Abén von zwei Fluidpartien ekiglicht.

In Abbildung| 3.7 ist der Graph der Level-Set-Funktiam £wei Raumdimensionen in
Form einer breiten Linie inklusive den Niveaulinien als Kreise dargestellt. Die Level-Set-
Funktion ist zu zwei unterschiedlichen Zeitpunkten dargestellt. Das linke Bild zeigt zwei
getrennte Obeidichen, im rechten Bild sind die Obé&then vereinigt. Der Rand der farbigen
Flachen ist die Niveaumenge zum Wert Null der Level-Set-Funktion ist. Beachtenswert ist,
dass Topologiev@nderungen der freien Obérthe nicht zu Singulaéten in der Level-Set-
Funktion fihren, diese bleibt Lipschitz-stetig.

Die Level-Set-Reinitialisierung

Im Allgemeinen ist eine zeitlich evolvierte Level-Set-Funktion keine Abstandsfunktion mehr.
Wichtig fur die Berechnung der Obextthenspannungskite ist aber, dass die Level-Set-
Funktion wahrend der zeitlichen Entwicklung immer eine vorzeichenbehaftete Abstands-
funktion innerhalb einee-Umgebung des freien Rand€s bleibt. Dies ist notwendigufr

eine stabile und konsistente Berechnung der Cligré#nspannung. Falls die Abstandseigen-
schaft der Level-Set-Funktion nicht aufrecht erhalten wird, entstehen mit der Zeit sehr grol3e
oder auch sehr kleine Level-Set-Gradienten an der freien @bbkel(vgl. Abbildung 3.8),

die zu verzerrten Obe#thenspannungsiiten fihren und unphysikalische Oszillationen
erzeugen [19].

Es gibt verschiedene Methoden mit dem Ziel, die Abstandseigenschaft der Level-Set-
Funktion wiederherzustellen, ohne dabei ihre Nullniveaumenge zingern. DieFast-
Marching- und Narrow-Band-Technikemon J.A. Sethian [168] beruhen auf einer explizi-
ten Rekonstruktion der Niveaumenge zum Wert Null, von demidngs eine Bidrbaum-
Datenstruktur genau einmal durch die Gitterzellen gewandert wird, in denen digziggeh
Abstandswerte neu errechnet werden.
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Abbildung 3.8: Level-Set-Funktion, einmal als 2D-Plot mtsprechenden Niveaumengen,
einmal als Graph der vorzeichenbehafteten Abstandsfunktion und einmal als Graph der ver-
zerrten Funktion.

Basierend auf einer Beobachtung von J.-M. Morel wurde eine elegantere Weise zur Er-
haltung der Abstandseigenschaft von Sussman, Smereka und Osher [185]l@indgeie
Idee hierbei ist, iterativ ikiinstlicher Zeitr eine statioare Losung der folgenden partiellen
Differentialgleichung vom Hamilton-Jacobi-Typ

d, +sign(¢)(|Vd| —1) = 0 (3.10)
mit der Anfangsbedingung
d(x,0) = ¢(x)

zu berechnen, wobei die signum-Funktion definiert ist durch

—1 falls ¢ <0
sign(¢) :=¢ 0 falls ¢ =0 (3.11)
1 falls ¢ >0.

Dieser Ansatz beitigt keine explizite Oberfichenrekonstruktion. Die statiére Losung von
Gleichung|(3.10) ist eine vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion, welche die Niveaumenge
zum Wert Null von¢ unvei@ndert &i3t, weil sign(0)=0. Wenn also die statéoe Losung
erreicht ist, wird einfacly(x) durchd(x, Tsiaionar) €rsetzt. Desweiteren gégt es, dass die
Level-Set-Funktion nur in einerUmgebung des freien Randes eine Abstandsfunktion ist,
denn bei der Diskretisierung des Zweiphasenmodells wirdileér dere-Umgebung regula-
risiertes Deltafunktional und eine regularisierte Heaviside’sche Gewichtsfunktion eingesetzt.
Um den Dichte- und Viskositssprung und die Obeithenspannungsiite auf beiden Sei-

ten der freien Oberdiche numerisch gleichi®ig aufzubsen, ist es hinreichend, wenn in
diesere-Umgebung eine Abstandsfunktion gegeben ist. Somit ist der séa#tustand er-
reicht, wenn

IVd| =1 fir |d <e

gilt. Eine vorteilhafte Eigenschaft von Gleichung (3.10) besteht darin, dass die Level-Set-
Funktion zuerst in der Bhe des freien Randes reinitialisiert wird. Dies ist leicht ersichtlich,
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wenn (3.10) umgeschrieben wird zu

d; +¢-Vd=sign¢) mit ¢= sign(gb)E :
Vd|
Diese Darstellung zeigt, dass es sich um eine nichtlineare Differentialgleichung handelt, des-
sen Charakteristiken von der Nullniveaumenge aus in Normalenrichtung mit der Geschwin-
digkeit +-1 verlaufen. Dies bedeutet, dagzuerst in der ldhe der freien Obe#the reini-
tialisiert wird, so dass dann doff’d| = 1 gilt. Also ist es nicht itig, Gleichung|(3.10)
auf dem ganzen Gebiet bis zum statioen Zustand zwken, womit eine erhebliche Anzahl
an lterationen eingespart werden kann. Beispielsweisérsdie Zeitschrittweite dir den
IterationsprozelR unge der Ghttungsbereich des freien Randes, dann reicht es den Iterati-
onsprozef (3.10Jif 7 < e zu Idsen. In der Praxis hat sich herausgestellt, dass meistens nicht
mehr als drei bisiinf Iterationen notwendig sind.
Wir fassen die wesentlichen Vorteile der Level-Set-Technik zusammen:

1. Wahrend andere Verfahren, die auf einer Parametrisierung der @iertberuhen, bei
topologischerAnderungen mehrwertig oder singulwerden, befit diese Methode
immer die Wohldefiniertheit der Level-Set-Funktion.

2. Die Level-Set-Methode ist ein voléstdig Euler'sches Verfahren, deshatimken Fi-
nite-Differenzen-Verfahren auf einem festen Gitter angewendet werden, um die anfal-
lenden Gleichungen in Raum und Zeit zu diskretisieren.

3. Die Berechnung des Normalenvektors und demiimung gehen auf niatliche Weise
aus der Level-Set-Funktion hervor. Dabei it zwei Raumdimensionen die mittlere
Krimmungsx der Level-Set-Kurvd'; in einem Punk{z,t) € I'; definiert als Diver-
genz des Normalenvektors (f, t), also

Vo (T, 1) ) _ DyPun = 2000y Py + D0y
Vo(Z,1)] (62 + ¢2)3 '

Sie wird im Allgemeinen mit zentralen Differenzen diskretisiert.

n:V-n(f,t):V-(

4. Weiterhin ermglicht die einfache Datenstruktur des Eulerschen Gitters eine Paralleli-
sierung des Algorithmus, sodass insbesondere Probleme in drei Raumdimensionen ef-
fizient berechnet werderdknen.

Ein Nachteil von Level-Set-Methoden liegt in der Quatitler Volumenerhaltung. Da Level-
Set-Verfahren Volumengssen nicht explizit mitthren und aufgrund des Transportes und
der Reinitialisierung auf einem kartesischen Gitténtken numerische Diffusionsartefakte

bei der Diskretisierung der konvektiven Terme auftreten. Dies kann insbesondere bei Lang-
zeitsimulationen die Masseerhaltung empfindliéiresh. Aus diesem Grund sind in den letz-

ten Jahren zahlreiche Hybrid-Techniken entwickelt worden, mit denen die Vorteile der unter-
schiedlichen Diskretisierungsmethoden vereint werden sollen. Hinsichtlich der Masseerhal-
tung sind hierbei Verbesserungen erreicht worden, aber leider wird durch die Level-Set-VOF-
und Partikel-Level-Set-Verfahren die Approximatioiitgyder Kilmmung stark verschlech-

tert, da die Hybrid-Methoden gleichzeitig auch die Regalader freien Oberfiche zergiren
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und damit die Auswertung der Kmmung mittels Berechnung zweiter Ableitungen schlecht
konvergiert. Gerade aber die itinmung spielt in unserem Fall eine wichtige Rolle. Des-
halb haben wir eine andere Methode entwickelt mit der die lokale Redilaietr freien
Oberflche erhalten bleibt und gleichzeitig die Masse erhalten wird. Auf die detaillierte Be-
schreibung und Diskretisierung unseres numerischen Verfahrens gehen wir im Folgenden
Kapitel ein.



Kapitel 4

Diskretisierung des Zweiphasenmodells
mit Oberfl achenspannung

In diesem Kapitel wird die Diskretisierung des Zweiphasenmodells mit Globeéhspan-

nung beschrieben. Diese beruht im wesentlichen auf einer Erweiterung des Chorin-Temam-
Projektionsschemas [37, 186]. Im Folgenden werden insbesondere die Diskretisierung des
Level-Set-Modells inklusive Transport und Reinitialisierung des freien Randes sowie die
Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben. Hierbei wird nach dem Re-
initialisierungsprozess zawzlich eine Fixpunktiteration durchgéirt mit der eine Masseer-
haltung bis auf Maschinengenauigkeit égticht wird. Diese ist insbesondere notwendig,

um ein durch numerische Diffusion induziertes Verschieben der freien @tleefso zu kor-
rigieren, dass die Massebilaiiber alle Zeiten erhalten bleibt. Zusammen mit dem Einsatz
eines WENO-Verfahrengihfter Ordnungiir die Berechnungé&ntlicher Gradienten und ei-

ner verbesserten Approximation der Reinitialisierungsgleichung mit nachfolgender Picard-
Fixpunktiteration wird in dieser Arbeitif die Masseerhaltung eine substantielle Verbesse-
rung erzielt [45, 46].

Ein weiteres Problem ist der Dichtesprung zwischen den beiden Phasen, der in die Kondi-
tion der Systemmatrix béglich der Poissongleichung eingeht. Diébift bei einem grof3en
Dichtesprung und feinen Gittermaschenweiten zu einem schlechten Konvergenzverhalten.
Daher wurde der &iser zuatzlich zu einem Jacobi-vorkonditionierten parallelen BiCGStab-
Verfahren um einen AMG-Vorkonditionierer [130] erweitert. Dieséskr konvergiert robust
beziglich des Dichtesprungs und mit optimaler Komplakitdass heil3t die Konvergenzra-
te ist unabAngig von der Gittermaschenweite und der Rechenaufwand steigt mit linearem
Aufwand bexziglich der Anzahl der Gitterpunkte.

4.1 Diskretisierungsgitter und Interpolationsregeln

Zur Diskretisierung des Gebietéswird ein versetztes Gitter (staggered grid) verwendet,
bei dem die Unbekannteiiffdie Geschwindigkeiten, den Druck und die Level-Set-Funktion
nicht in denselben Gitterpunkten, sondern versetzt liegen. Dieses diskrete(Gitrard

im Allgemeinen aus Stabiltsgiinden bevorzugt. Die Anordnung der verschiedenen Varia-
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Abbildung 4.1: Positionierung der Geschwindigkeiten, des Druckes und der Level-Set Werte
innerhalb einer Gitterzelle mit IndeX, j, k).

blen an unterschiedlichen Positionen des kartesischen Tensorproduktgitters orientiert sich
am Marker and Cell (MAC) Schema von Harlow und Welch [87]. Hierbei werden die vekto-
riellen GolRen (Geschwindigkeitgh, v, w)) in den Mittelpunkten der Zellseite@dithen und
samtliche skalare @f3en (Druckp und die Level-Set-Werte) im Zentrum einer diskreten
Gitterzelle positioniert, wie in Abbildung 4.1 dargestellt.

Fur den Losungsprozess bétigt man zuatzliche Interpolationen, da aufgrund des ver-
setzten Gitters die Variablen jeweils um eine halbe Gittermaschenweite versetzt zueinander
liegen. Hierzu ist in dieser Arbeit eine Lagrange-Polynominterpolation dritten Grades einge-
setzt worden. Dabei wirdif aquidistante Gitter zum Beispiel die Geschwindigkeitskompo-
nenteu im Zellmittelpunkt(i, j, k) berechnetiber

itte - o= L _
Mltte . ul,j,k‘ = 16 ( ui—%,j,k‘ + gui—%,j,k‘ + gui-‘r%,j,k’ u,i_}_%,j,k) ;

entsprechendes giltif die Berechnung von, ;, und w; ;, siehe Abbildung 4.2 oben. In
Fluidzellen, die an Gebie@nder oder Hinderniszellen grenzen, wird nur auf Werte aus dem
Fluidgebiet zugegriffen, sodass dort links- beziehungsweise rechtsseitig gewichtete Interpo-
lationen entstehen:

. X 1 ) B
Links : u;jx = 15 <5ui_%,j,k 15U 1 g — Suys sy + ui%,j’k) ;
. _ 1
Rechts:  u; = 55 (uifg’j’k — 5%‘7%,]',/{ + 15%7%4,1@ + 5ui+%,j,k> .

Analoges gilt fir v; ; , undw; ; ., siehe Abbildung 4.2 unten. Gegebenenfalls werden Level-
Set-Werte an Mittelpunkten der Zellseitérdhen auf dieselbe Art ermittelt.

Die Bestimmung der Geschwindigkeitswerte an den Mittelpunkten der Zellsaitaefi,
wo die jeweilige Komponente nicht lebt, vadft Uber zweidimensionale Lagrange-Interpo-
lation. Zum Beispiel wircb an der Stellg: + 3, j, k) ermitteltiiber

1
Vigljk = 3_2(_Ui—1,j+%,k T Vi1-3k T Vit ik T Vigoj-2 g T

IV b+ i1 e+ Wiy it + iy 1) -
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Abbildung 4.2: Zentrale (oben) und linksseitige (unten)demensionale Lagrange-
Interpolation.
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Abbildung 4.3: Zweidimensionale Lagrange-Interpolation.

In Abbildung 4.3 sind die Positionen und die Gewichte d€seschwindigkeitswerte ein-
gezeichnet, die zur Interpolation notwendig sind. Auf analoge Art werden-diend w-
Geschwindigkeitskomponenten an anderen Zellse@#ehéin bestimmt. Desweiteren wird
bei der zweidimensionalen Lagrange-Polynominterpolation in Fluidzellen, die an Gebiets-
rander oder Hinderniszellen grenzen, auf bilineare Interpolation reduziert.

Man beachte, dass die Diskretisierungsgitter aller Variablen an den Gabubsn um
entsprechende Randzellenschichten zu erweitern sind, sodass das genaue Setzen von Rand-
bedingungen auf dem versetzten Gitter éghcht wird.

4.2 Diskretisierung der Level-Set Darstellungdir freie Ober-
flachen
In diesem Abschnitt betrachten wir die Diskretisierung der freien Gl mittels der

Level-Set Technik inklusive des Transport- und des Reinitialisierungsprozesses, sowie des
anschliessenden Picard-Fixpunktiteration, welche eine Masseerhaltung bis auf Maschinen-
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genauigkeit erraglicht.

Ein Hauptproblem bei Zweiphasen@&tnungen liegt darin, dass sowohl die Dichte als
auch die Viskosit im Allgemeinen einen Sprung an der Phasengrenze aufweisen. Hierbei
fuhrt eine scharfe Auswertung der Dichte- und Viskatsspiinge im Allgemeinen zu nume-
rischen Instabiléten. Um Zweiphasensysteme mit gro3en Viskbsitund Dichtesfiingen
inklusive Oberfhichenspannung stabil berechnen darken, niissen diese innerhalb einer
geschickt gewhltene-Umgebung der freien Obeaithe regularisiert werden. Sowohl die
Wahl dere-Umgebung als auch die Auswertung der Oldetiienspannung, der Materialpa-
rameter, des Normalenvektors und deiifimung wird im Folgenden beschrieben.

4.2.1 Ghttung, Oberflachenspannung, Normalenvektor und K&immung

Gegeben sei im Folgenden eine diskrete vorzeichenbehaftete Abstandsfunktionden

Eigenschaften aus (3.9). Die Materialparameter Dichte und Vigkos#isen einen Sprung

entlang der freien Obe#the auf. Diese Unstetigkeitedhnen einen urignstigen Einfluf3

auf die Stabiliait und die Approximationsge des globalen numerischen Schemas haben.

Daher wird ein angemessenesa@lingsschemdif die Materialparameter bétigt, sodass

die Dichte und die Viskositt zumindest stetig sind entlang der freien Olgetie. Die-

ses Gattungsschema sollte ausserdem die globale Konvergenzordung erhalten. Weiterhin

ist auch die Diskretisierung des Dirac-Delta-Funktionals in,d&ntinuum Surface Force

(CSF)“-Methode (siehe Abschnitt 2.2.3) entsprechend auf digt@lgsregion anzupassen.
Wie in Abbildung 4.4 dargestellt, wird zu diesem Zweck die freie Okehié mit einer

Grenzfchenbreite(x) versehen, welche proportional zu déaumlichen Maschenweite

ist. Dann wird die diskrete Dichteg(¢;,) und die diskrete Viskosit 1.(¢;,) ersetzt durch

P () = pa+ (pr — p2) H (¢n) und  p(én) = pa + (p1 — p2) H(¢n) (4.1)
wobei

falls  ¢n(x) < —e(x),
(1422 + Lain(7209)) falls [gh(x)] < e(x),  (4.2)
falls  ¢n(x) >  €(x

— o= O

H(¢pn(x)) := {

die gegéttete Heaviside-Funktion beschreibt. Das daztiggh Deltafunktional istiber die
Ableitung von (4.2) gegeben durch:

525 (1 + cos(TREBD)) - falls |, (x)| < €(x)

4.3
0 sonst. (4.3)

0(dn(x)) 1= 0, H (0 (%)) = {

Entsprechend zu [56] wird eine Raum- uagltablangige Ghattungsregion verwendet, um
entsprechende Gittereffekte ausschlie3en@nkn und somit die Konvergenzordung des
numerischen Verfahrens zu erhalten. Aus diesem Grund wird atsu@gsregione, (x)| <
¢(x) verwendet mit

€(x) =a(x)h und a(x):= c% <C, (4.4)
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Abbildung 4.4: Beispiel einer numerischen Greaaflenbreite:(x) fur ¢ = 2. Die fettge-
druckte mittlere Linie beschreibt den physikalisch relevanten freien Rand

wobei in unserern numerischen Experimentes 1.5 gesetzt wird. Abbildung 4.4 veran-
schaulicht die Raum- ungd,,-abrangige Gattungsregioniir den Parameter= 2.

Die fundamentale Vorraussetzurigy das obige Glttungsschema ist, dass der Gradient
der Level-Set Funktion konstant in de€ix)-Region ist, das heif3t, dass die Konturen ygn
in dere(x)-Region parallel zu der Niveaumenge zum Niveauwert Null verlaufen. Aufgrund
der Wahl einer vorzeichenbehafteten Abstandsfunktion ist in unserer Implementation diese
Vorraussetzung automatisch i@tt.

Man beachte, dass die gatjete Heaviside-Funktion &ger auch zur Approximation der
Volumina V;(¢°) und V;(¢"*!) in der Picard-Iteration (4.26) verwendet wird. Die entspre-
chend fir die Masseerhaltung notwendigen Integrale der FytH“(¢,) dz werden hierbei
uber eine Mittelpunktregel approximiert.

Der Einsatz des gegiteten Delta-Funktionals aus (4.3) reduziert die Qatadier Appro-
ximation lokal innerhalb der Gttungsregion um eine Ordnung. Zu diesem Zweck betrachten
wir eine Funktiong und deren Approximatiop; mit einem punktweisen Approximations-
fehlerg — g, der Ordnung)(h?). Dann ist der gegittete Fehlefg — g;,)o° von der Ordnung
O(h?)O(e(x)™1) = O(hP~1) dae(x) = h.

Schliesslich betrachten wir die Approximation der Ol@aflenspannungif die Dis-
kretisierung der Impulsgleichung (2.28). Da die Olimiflenspannung als singutr Quell-
term in die Impulsgleichung eingeht, wird sie mittels des Delta-Funktionals und der CSF-
Approximation in ein Volumenintegral umgeformt. Daher ist der Hauptbestandteil der Ap-
proximation der Oberfichenspannung der Einsatz eines gtgten Delta-Funktionals(¢; ),
welches in[(4.3) mit dem aus (4.4) definiertegegeben ist. Diedihrt zu einer volumetri-
schen Approximation der Obeitthenspannungskraft mit einenager in dere-Umgebung
der freien Oberiche, das heif3t

okd(P)n = ok (Pp)ny.
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Man erinnere sich, dass die diskrete Einheitsnormaiauf der Oberfiche gegeben ist durch

n, = V¢h _ (gbxagby?gbz)]j;
Voul @+ s+ o

und die diskrete Kiimmung in drei Dimensionen wie folgt definiert ist durch
Kkp =V -1y . (4.5)

Zu beachten ist, dass trotz des Einsatzes einer vorzeichenbehafteten Abstandsfunktion, also
|Vén| = 1indere-Umgebung der freien Obeaithe, der Normalenvektar, statt durchv ¢,
durch% approximiert wird. Aufahnliche Weise wird die diskrete Kimmungs;, anstatt
durchAg;, durchV - n,;, berechnet. Diese Prozeduihirt zu einer stabileren Auswertung der
Oberfachennormalen und der #immung im Fall von Topologievanderungen der freien
Oberfche und die entsprechenden Differentialoperatoren wetdenzentrale Differenzen

approximiert.

4.2.2 Diskretisierung der Level-Set-Transportgleichung

Ein wesentlicher Punkt bei der Simulation von Zweiphasénstingen ist die Berechnung
der diskreten Dichte, und der diskreten Viskosit 1., in Abhangigkeit von den zwei Fluid-
phasen. Anstatt diese &#en getrennt voneinandéper die Transportgleichungen

Ot +up, - Vi, =0 und Oipp +uy, - Vp, =0, (4.6)

zu entwickeln, werden in dieser Arbeit die beiden Gleichungen (4.6) auf den Transport der
Level-Set-Funktionp,,

Odn +uy, -V, =0 (4.7)

zuruckgefihrt, wobei sich anschliessend die Dicpteund die Viskosiat 1, zu jedem Zeit-
punkt aus den Level-Set-Wertef, Uber Gleichung (4/1) berechnen lassen. Damit muss
die Transportgleichung nur noch einmal pro Zeitschritbgewerden. Zuazlich ist die-
ser Ansatz numerisch stabiler und edthweniger numerische Diffusion, weil die Level-
Set-Funktion glatter ist (Lipschitz-stetig) als das Dichte- und das Visks§iid aus (4.6),
die einen Sprung an der Phasengrenze haben. Entscheidend ist, dass jede Phase immer ex-
akt (bis auf den fest vorgegebeneratlingsbereich) ihren zugebrigen Viskosiats- und
Dichtewert erfilt. Dies ist bei einem getrennten Transport von ViskdsDichte und freier
Oberflache nicht garantiert.

Die zeitliche Entwicklung der freien Obeifthe und der Materialparameter erfolgt somit
alleinber den Transport der diskreten Level-Set-FunktiprHierzu ist die Diskretisierung
der Transportgleichung (4.7) notwendig, die im Folgenden beschrieben wird.
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Raumdiskretisierung mit dem WENO-Verfahren flunfter Ordnung

Die Konvektionsgeschwindigkeitan= (u, v, w) des konvektiven Termas- V¢ der Trans-
portgleichung/(4.7) werdeiiber Lagrange-Polynominterpolation dritten Grades (siehe Ka-
pitel/4.1) in den Mittelpunkten der Gitterzellen bestimmt. Die einzelnen Komponenten von
Vo = (¢x, ¢y, ¢.) Werden mit dem WENO-Verfahreriififter Ordnung aus Kapitel 4.3.1
diskretisiert.

Zeitdiskretisierung mit dem Adams-Bashforth-Verfahren zweiter Ordnung

Die Zeitdiskretisierung erfordert ein Zeitgitter, das entweder im Sinne von finiten Differen-
zen als diskrete Punkte betrachtet oder als finite Volumen, also als Zeitvolumen angesehen
werden kann. Nach der Diskretisierung des Raumoperdtovsd die Zeit im Sinne eines
Anfangswertproblemsik gewdhnliche Differentialgleichungen diskretisiertu~die Zeit-
diskretisierung betrachten wir im Folgenden die gawliche Differentialgleichung erster
Ordnung mit gegebenem Anfangswert:

do(t)

o L(o(t)), ¢(to) =¢". (4.8)

Der Raumoperatof. enthalt die Raumableitungen der skalaren Funkifonum Zeitpunkt
t. Gleichung|((4.8) wird in drei Raumdimensionen jeweils diie z-, y- und z-Komponente
angewendet.

Das Problem besteht darin, einédunge' zu finden, diep(t, + dt) approximiert, also
um einen Zeitschritd vom Anfangspunkt entfernt ist. Diedsunge¢! zum Zeitpunktt, =
to + ot kann als neue Anfangsbedingung angesehen werden und damit dann rekud#siv um
transportiert werden zu den Zeitpunktgn= ¢, + 0t, t3 =ty + 0t etc..

Fur den Transportschritt vol), nacht, ., = t,, + dt betrachtet manaufig das Integral
von (4.8)uber das Intervallt,,, t,,, 1]

tn+1 tn+1

[ Ga=o-o = [ oo, (4.9)

tn tn
mit "1 = ¢(¢,,1). Das Integral auf der rechten Seite von Gleichuing (4.9) muss nun geeig-
net approximiert werden.

Eine Moglichkeit hierzu bietet diddams-Bashforth-Method82]. Sie Ahlt zu den bes-
ten Mehrpunkt-Verfahren und ihre Idee ist, das Zeitintegral mittels Lagrange-Polynomextra-
polation zu berechnen.l ein explizites Adams-Bashforth-Verfahren der Ordnung- 1
wird ein Lagrange-Polynom durch die Punkté)™ ™), L(¢™™1), ..., L(¢™) konstruiert
welches dann mit der Simpson-Regel [166] exakt integriert wird. Das Adams-Bashforth-
Verfahren zweiter Ordnungif aquidistanteZeitschritte lautet:

TBL") ~ L™ )] (4.10)

Bis auf L(¢") ist also keine zu#zliche Berechnung des Raumoperatbnsotwendig. Al-
lerdings niissen Wertd.(¢"~*) aus alten Zeitpunkten gespeichert werden, wrnemne Ord-
nungen zu erhalten. Der prinzipielle Nachteil der Adams-Bashforth-Methode besteht darin,

¢n+1 — ¢n 4
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dass zu Beginn der Rechnung nur der Anfangswert gegeben ist, obwohl zur Erhaltung der
Ordnung mehrere Werte bétngt werden. Ein Ausweg ist, am Anfang der Berechnungen
ein Verfahren niedriger Ordnung (z.B. explizites Euler-Verfahren) mit kleinen Zeitschritten
zu verwenden, sodass die gawschte Genauigkeit erhalten bleibt. Sobaldiggmd Wer-

te erltaltlich sind, kann man die Ordnung entsprechendleen und die Zeitschritte lang-

sam vergdlRern. Dies impliziert aber niclitguidistante Zeitschrittweitenjif die Gleichung

(4.10) nicht gilt. In diesen&len sollte ein Adams-Bashforth-Verfahren zweiter Ordntiirg f
nichtaquidistanteZeitschritte verwendet werden.

Abbildung 4.5: Zur nichéquidistanten Zeitdiskretisierung.

Hierzu werden zwei gegebene Punkig ; und L, zu den Sitzstellent, ;, undt,
betrachtet, mitl; = L(¢(t;)), i = n — 1,n, vergleiche Abbildung 4.5. Z@szlich sei
Otn_q1 == t, — t,_1 undoit, = t,.1 — t,. Wie zuvor ist das Ziel die Approximation des
Integrals aus (4.9). Das Lagrange-Polynom ersten Grades durch die Pynkté.,, ;) und
(t,, L) hat die Form

t— tn t— tn—l
t) =L, —— + Ly—— 4.11
p( ) ltn—l - tn * tn - tn—l . ( )

Dieses wird nun mittels der Trapezregel exakt integriert und mailterh

tn+1
ot

p(t)dt = —=(p(tasr) + p(tn))

in

oty

nl_t bty — tne

2 <
6tn n tn—‘rl - tn
= L, 1 L, 1| ———
< ( tn _tn 1 + )+ l(tn—l_tn)>

2

St St + 28t 1 Stn
L —Lpi—2 ) .
”( Stn1 ) " 15tn_1)

n tn - tn—
Ly, ! +Ln>
1
+1 —

2
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Damit hat das verallgemeinerte Adams-Bashforth-Verfahren zweiter Ordnung die Form

ot, (0t 20t,,_ ot
771 (MLH n Ln—l)

n+1 n
= + —
¢ ¢ 5tn—l 6tn—1

(4.12)

Im Fall aquidistanter Zeitschrittweiten (ale®, = dt,,_,) ergibt sich aus (4.12) die Glei-
chung(4.10).

Das Adams-Bashfort-Verfahren zweiter Ordnung kann im Rahmen der Chorin-Temam-
Projektionsmethode aus Kapitel 4.3 eingesetzt werden, wodurch sich@heuigsgeschwin-
digkeiten der Navier-Stokes-Gleichungen in der Zeit von zweiter Ordnung genau berechnen
lassen. Diese Idee ist erstmals von van Kahn in [194] beschrieben worden.

4.2.3 Diskretisierung der Level-Set-Reinitialisierung

Fur die nach dem Transportschritt entstandendeawudide Level-Set-Funktion* (siehe Ka-
pitel 4.3) wird die folgende Reinitialisierungsgleichung in Form eines Anfangswertproblems

d; +sign(¢)(|Vd| —1) =0 (4.13)
Anfangswert: d(0) = ¢*(x, t)

in kuinstlicher Zeitr iterativ gebst, um wieder eine vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion
zu erhalten.

In [43, 45] durchgdihrte numerische Testrechnungen haben gezeigt, dass die Diskreti-
sierungsordnung in Zeit und Raum substantiell zur Erhaltung der Massadbaitrd eine
genauere Berechnung deritfinmung ermglicht. Desweiteren émnen nach einem Trans-
portschritt in Nahe der freien Obe#the sehr grol3e beziehungsweise sehr kleine Level-Set-
Gradienten entstehen. Die Reinitialisierung wird dann in Bereichen mit flachem Gradienten
sehr langsam. Nochschwieriger ist, dass in Bereichen mit sehr steilen Gradienten eine Verlet-
zung der CFL-Bedingung eintreten kann, wodurch die Masseerhaltung empfindliéht gest
wird.

Zu beiden Problemen werden im Folgenden Verbesserungen implementiert und mit nu-
merischen Ergebnissen liggich der Masseerhaltung und schlief3lich auchiigézh der
Kriimmung in Kapitel 5 validiert.

Zeitdiskretisierung mit dem Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung

Fur die im Rahmen der Reinitialisierung auftretende Zeitdiskretisierung verwend&uwir
ge-Kutta-Methodeifi32]. Das explizite Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung wird auch

als klassische Heuns-Methode oder modifiziertes Euler-Verfahren bezeichnet. Es besteht aus
zwel Teilschritten. Zuachst wird ein halber Zeitschritt als &tiktor-Werttiber einen ex-
pliziten Euler-Schritt berechnet, dann folgt mit der Mittelpunktregel ein Korrektor-Schritt,
wodurch die Methode ihre zweite Ordnung &lth

Pradiktor: ¢“%—W+%MW%
Korrektor: ¢! = ¢" + 5tL(¢"+%) .
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Der Vorteil dieses Verfahrens ist seine bessere StabflitvD-Stabilitat [74] im Vergleich zu
den Adams-Bashforth-Methoden). zatzlich bedtigen Runge-Kutta-Methoden bis auf die
Anfangsbedingung keine weiteren Daten, um vom Beginn einer Rechnung an die Ordnung
der Zeitdiskretisierung einzuhalten.

DasRunge-Kutta-Verfahren dritter Ordnurgesteht aus einer Konvexkombination von
drei Euler-Schritten.

"3 = @'+ StL(¢")

2 6 1
ot = g T [ + L] (4.14)
o = g+ [ L + L]

In samtlichen numerischen Experimenten aus Kapitel 5 wird dieses Runge-Kutta-Verfahren
fur die Level-Set Reinitialisierung eingesetzt. Dabei sind vor jeder Berechnung des Raum-
operators. die Randbedingungen zu setzen.

Raumdiskretisierung mit dem WENO-Verfahren funfter Ordnung
Der Raumoperatof. beziglich Gleichung (4.13) ist

L(d) = sign(¢)(Vd| - 1)

mit S = sign. Aus Ginden der numerischen Stalilitist es fitzlich die signum-Funktion
S(¢*) zu glatten.

Die Diskretisierung des Raumoperatarswirft zwei Fragen auf. Erstens, auf welche
Weise sollVd berechnet werden? Zweitens, wie sollte die signum-Funktion regularisiert
werden, ohne dass dabei der freie Raiidslich bewegt wird?

Zur ersten Frage wurde in [43] der Einflul3 der DiskretisierungVarauf die Erhaltung
der Masse untersucht. Hier hat sich gezeigt, dass das WENO-Verfamfer fOrdnung zu
substantiell besserer Masseerhaltuig f als Verfahren von geringerer Approximationsord-
nung. Dabei wird éir die Berechnung vofil,.]; ; . ein Newton-Interpolationspolynom;_, ;
konstruiert, sodass im Intervall I = [z;_1, x;] x {y;} x {2z} von r-ter Ordnung approxi-
miert, und ein weiteres Polynoi ;.;, dasd im Intervall [ = [z;, z;41] x {y;} % {2} von
r-ter Ordnung approximiert.i [d,]; ; » stehen nun die zwei Werte

APy,
d, = { -

- ] und d} = {&] (4.16)
dx 2,5,k 1,7,k

dx

zur Verfugung (analogiir d, undd.). Welcher dieser beiden Werte aus@dh wird, ermittelt
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sichUber folgende Upwindabfrage [181]:

d; falls d;Sh<¢i,j,k> < —d;fSh(gbi,j,k) undd;fSh(@,j,k) <0
[d ]z}ij d; falls d;Sh(éi,j,IQ >0 Undd;sh(¢i7j7k> > —d;Sh(gbi’j,k) .
0 sonst

Zur zweiten Frage wurde in [185] von den Autoren die folgende &gk signum-
Funktion

¢
VP

verwendet. Diese Funktiofifirt zu einer guten Masseerhaltung, solaRgein dere-Umge-
bung nicht zu gro3 oder zu klein ist. Im Rahmen von dynamischen Zweiphasensigen

ist es aber der Regelfall, dass nach dem Transportschritt der Gradient der Level-Set Funktion
V¢ insbesondere in derUmgebung stark variieren kann. Didghft dazu, dass bei einer
expliziten Diskretisierung der Reinitialisierungsgleichung (4.13) eirigt@ig der signum-
Funktion mittels[(4.17) die CFL-Bedingung verletzt. Diese Verletzung der CFL-Bedingung
hat wiederum zu Folge, dass sich die freie ObBetie mehr als eine Gittermaschenweite
kinstlich bewegt und somit den Masseerhalt substanti@it. sAus diesem Grund ist es,
neben einem WENO-Verfahreirifter Ordnungiir die Diskretisierung volV ¢, essentiell,

die signum-Funktion derart zugten, dass die CFL-Bedingung unablgig vonV ¢ erfullt

ist. Darauf gehen wir im nun folgenden Abschniiirer ein.

Sn(¢) = (4.17)

4.2.4 \Verbesserte Masseerhaltungber eine CFL-erhaltende
Glattung der signum Funktion

Wir betrachten zuachst die Auswirkung der hesknmlich gegatteten signum-Funktion aus
(4.17) auf die CFL-Bedingung. Dazu wird in [146] zur Vereinfachung eladimensiona-

le Fall mit dem Upwind-Verfahren erster Ordnung im Raum und dem expliziten Euler-
Verfahren in der Zeit betrachtet. Angenommen, die freie Chené befindet sich im Intervall
(x;,x:41), dann giltd; < 0 < d;;; fur die Level-Set-Wertd; undd;,; in den Gitterpunk-
tenx; undz; ;. Ein Reinitialisierungszeitschrittif die Gleichung (4.13) mit Upwind- und
Euler-Verfahreniihrt zu

dl = di+ s (1 - dn di) (4.18)
div1 — d;
dil—l—l = di+1 + Si+157_ (]_ - HT) s (419)

wobei—1 < s; < 0und0 < s;41 < 1 Approximationen zu sign¢y und sign(d.;) aus
(4.13) sind.

Das obige Schema ist monoton, das hejf3and d;, , sind nicht-fallend ind; und d, 1,
solange die CFL-Bedingung

51 < 6 (4.20)
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erfullt ist. Wenn(d;;1 — d;)/dx < 1ist, dann giltd; < 0 < d},, unabtangig vonér, s; und
si+1. Aber falls (d; 41 — d;)/0x > 1 gilt und sign(d)durch S (d) aus |(4.17) approximiert
wird, dann kann nicht garantiert werden, ddssind d; ., ihr Vorzeichen nicht wechseln.
Falls zum Beispiebr = c(dz),d; = —m(dz) undd;,; = n(éx) mit c,m,n € R gesetzt
wird, dann ist

d' = m(dz) {—1+%] (4.21)
&, = n(s) {1—00’”‘;—’;1)} . (4.22)

Zu beliebig kleinem, fest vorgegebenen- 7 /dx kdonnenm undn leicht so gevahlt wer-

den, dasg; oderdgﬂ gegeriberd; beziehungsweisé  ; das Vorzeichen wechselt, wodurch
sich die freie Ober#iche eventuell weiter als eine Gitterzelle bewegt. Aus (4.18)[und (4.19)
folgt, dass diese Vorzeichenwechsel vbdurch die modifizierte CFL-Bedingung

o7 _ |

- diy1—d;
ox — dx|s||1 — S

for k=i,i+1 (4.23)

verhindert werden®nnen. Damit keine gif3ere Zeitschrittweiteneins@mkung entsteht als
durch die ursgingliche CFL-Bedingung (4.20), wird folgende Approximatiam §ign(d)

gewahlt:
\/dﬁ + (1 —

Diese neue Form der regularisierten signum-Funktion ist von der lokalen Steigung der Level-
Set-Funktion abfingig. Dort, woVd lokal sehr steil ist, &hert sich die signum-Funktion
dem Wert Null und damit werden die Geschwindigkeiten aus (4.15) im Reinitialisierungs-
prozeld [(4.13) herabgesetzt. Dort, Wal lokal sehr flach ist, @hert sich der Betrag der
signum-Funktion dem Wert Eins, wodurch die Geschwindigkeiten/aus| (4.15) im Reinitiali-
sierungsprozel (4.13) @rht werden. Weniv/d = 1, dann ists;, die exakte Darstellung der
signum-Funktion.

Die obige Analyse deutet an, dass auch im mehrdimensionalen Fall, wenn als Zeitdis-
kretisierung das Euler-Verfahren eingesetzt 8ht{x) durch einen diskreten Opertatbid
approximiert wird,S(d) durch

di;

= )
dir1—ds D ox2

Sk = (4.24)

ox

dg
S =
"7 &+ (1— |Dd|)2oa?

approximiert werden kann. Dadurch erhalten alle Level-Set-Weateend der Reinitialisie-

rung ihr Vorzeichen, wodurch ein unphysikalisches Bewegen der freien &tiezfteduziert

wird. Dies fuhrt zu einer verbesserten Masseerhaltung. Zeitdiskretisierungendherer
Ordnung bieten sich Runge-Kutta-Methoden an, weil diese aus Konvexkombinationen von
Euler-Schritten bestehen. Deshalb verwendeniwidfe Reinitialisierung, wie im Abschnitt

uber die Zeitdiskretisierung der Reinitialisierungsfunktion bereit@an; ein Runge-Kutta-
Verfahren dritter Ordnung.

(4.25)
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Abbildung 4.6: Volumenkorrektur der Level-Set Funktion.

42.5 Picard-Fixpunktiteration zur Masseerhaltung bis auf Maschinen-
genauigkeit

Die Reinitialisierung der Level-Set Funktion ist sehr wichtig €éine homogene Berechnung
sowohl der Viskosits- und Dichtesfinge als auch der Obeifthenspannung entlang der
freien Oberfiche. Die im vorigen Kapitel dargestellte CFL-erhaltendé&tt@hg der signum-
Funktion sorgt zusammen mit dem WENO-Verfahrénfter Ordnung dir eine substanti-
ell verbesserte Volumenerhaltung, da hiermit di@&ndtliche Bewegungsfreiraum der freien
Oberflache auf bchstens eine Gittermaschenweite eingestkirwird.

In der Regel ist aber bei instatidgren Problemen in jedem Zeitschritt ein Reinitialisie-
rungsschritt notwendig. Daher besteht die Gefahr, dass sehr kleine Massefehler sich im Laufe
der Zeit aufaddieren. Diesifirt dazu, dass gerade bei Langzeitrechnungen, also insbesonde-
re fir Simulationsprozesse, in denen man in einen statenZustand hineinkonvergieren
mochte, die Volumenerhaltung wiederrum empfindlich gasverden kann. Um im Folgen-
den Langzeitrechnungen zu diglichen, fihren wir nach der Reinitialisierung der Level-
Set-Funktion eine z@dzliche Picard-Fixpunktiteration durch, welche die Masseerhaltung
bis auf Maschinengenauigkeit forciert [46].

Das Verfahren veduft wie folgt: Nach der Level-Set-Reinitialisierung ist die Level-Set-
Funktion in einer Umgebung der Nullkontur wieder eine vorzeichenbehaftete Abstandsfunk-
tion, die aber in der Regel eine sehr leichim&tliche Verschiebung im Rahmen einer Gitter-
maschenweite erfahren hat. Der daraus resultierende Volumenverlust kann korrigiert werden,
indem eine neue Isolinie vafizu einem leicht von Null verschobenen Niveauwert betrachtet
wird. Diese Operation kann umgesetzt werden, indem zumiumgfichen Niveauwert Null
eine Konstante bestimmt wird, bei defc| den Abstand zwischen der alten und der neuen
Null-Konturlinie beschreibt, siehe Abbildung 4.6. Die Tatsache, ddaasiner ausreichend
grossen Umgebung der freien Obéacthe die Eigenschaft einer vorzeichenbehafteten Ab-
standsfunktion hat, spielt hierbei eine wichtige Rolle.

Die eingesetzte Picard-Fixpunktiteration hat hierbei die folgende Form,

¢ = "+ w(Vi(6") — Va(e™)) (4.26)

~~
— Cn+1
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wobeiV; (¢°) fir das Anfangsvolumen einer Phadggsteht und/; (¢" ) = [, H(¢"') du

das Volumen vor2?™! nach der Reinitialisierung ist. Mit jedem Iterationsschritt wird dabei
die freie Oberfhiche global in Normalenrichtung um einen bestimmten Abstandswert ver-
schoben. Dieser Abstandswert wird von Iterationsschritt zu Iterationsschritt kleiner, bis das
Volumen auf eine beliebig vorgegebene Fehlerschranke dem Anfangsvolumen gleicht. Der
Rechenaufwandif dieses Verfahren ist sehr gering. Hierbei kanals Transformations-
faktor einer volumetrischen @GRe in eine Abstandsgi8e angesehen werden. Wenn man
beispielsweise die gegebenen Volumind¢®) und Vi (¢"*1) als Kugelvolumina annimmt

und ihre zugebrigen Radienr Uiber die Formel

r= i3y (4.27)
47

berechnet, dann stellt die Differenz beider Radien eine gute Approximatiotdeh Kor-
rekturterm der Level-Set-Funktion dar, der in unseren Anwendungen in wenigen lterations-
schritten die gevinschte Genauigkeit lieferte. Die Anzahl der Iterationen ist dabei von der
Geometrie der Level-Set-Funktion abigig.

Die Verschiebung der Level-Set-Funktion zur Erhaltung der Md#se zu einer zuétz-
lichen Fehlerquelle, welche weiterhin in Kapitel 5 numerisch untersucht wird.

4.3 Die Projektionsmethode iir inkompressible Zweipha-
senstidmungen

Die Projektionsmethode nach Chorin-Temam [37, 186] ist ein klassisobssngsverfah-
ren fur die Navier-Stokes-Gleichungen, welches uisigtich zur Simulation einphasiger
Stromungen verwendet wurde. Aufgrund des Zweiphasensystems erweitern sich die Impuls-
gleichungen um einen Quellterrarfdie Oberfichenspannung, ferner kommen der Dichte-
und Viskosititssprung hinzu. Diese drei Zizglichen GolRen werden hierbei aus der Level-
Set-Funktiony ermittelt. Die genaue Berechnung allerdGsen, welche in Alidngigkeit der
Level-Set-Funktiony stehen, wurde zuvor in Abschnitt 4.2tmer beschrieben.

Insgesamt hat digif Zweiphasenstfimungen erweiterte Chorin-Temam-Projektionsme-
thode den folgenden Ablauf:
Berechne zuerst ein va@uifiges Geschwindigkeitsfeld, welches von den Geschwindigkei-
ten des vorherigen Zeitschritts attygt, jedoch nicht vom Druckgradienten

o= w4 (4.28)
5t (g V(@ ew) (V- (e (6D - m<¢">56<¢">v¢">) |

1
p(¢")

Ermittle anschlie3end eine vairlfige, neue Level-Set-Funktiett durch explizites Bsen
der Transportgleichung nach Abschnitt 4.2.2,
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wobei Z der diskrete Zeitoperator un der diskrete Raumoperator ist. Bestimme i
durch Reinitialisierung vom* nach Abschnitt 4.2.3 und berechne aii$ mittels Picard-
lteration die neue Level-Set-Funktigri™! nach Abschnitt 4.2/5. Aus dem System

un+1 —u* N Vanrl
ot p(em+h)
V.outl=0. (4.30)

~0, (4.29)

wird durch Anwendung des Divergenzoperators auf (4.29) und unter Verwendung von (4.30)
die Poissongleichung

1 *
p(¢n+1)v]9n+1) =V = (4.31)

ot
hergeleitet. Hierdurch wird der neue Drugk™! implizit iIber das bsen der Poissonglei-
chung berechnet und liefert schlieBlich die neuen Geschwindigkeftehdurch den Kor-
rekturschritt

V|

L
lln+1 =u — va +1 . (432)

Damit (4.31) wohldefiniert ist, sind noch Randbedingungarden Druck notwendig. Dazu
wird (4.29) auf dicaul3ere Einheitsnormale des Gebietsrandes projiziert, also

apn—H B P(¢n+1)
on F_ ot

(uf —upt™) -n. (4.33)

Falls nun am Rand die Satzgeschwindigkeiten;. = ' gesetzt wird, ergeben sich ho-
mogene Neumann-Randbedingungénden Druck, also

8pn+1
on

=0. (4.34)
I

Im Fall konstanter DichtedlRt sich ein skalierter Drugk**! := ’% definieren. Damit ver-
einfacht sich die Poissongleichung (4.31) zu

AP =V ur (4.35)

Der Druck ist durch (4.34) und (4.35) nur bis auf eine Konstante genau bestimmt. Diese kann
fixiert werden, indem zw#dzlich die Nebenbedingung

/p’rb—‘rl — 0

gefordert wird. Damit ist es figlich, unterschiedliche Druckergebnisse miteinander zu ver-
gleichen.

Im Folgenden werden die Diskretisierungen der auftretenden Differentialoperatoren und
der Loser fir die Poissongleichungaher beschrieben.
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4.3.1 Diskretisierung der konvektiven Terme mit dem WENO-Verfahren
funfter Ordnung

Wenn Diskretisierungs-, Abbruch- und Rundungsfehléhmend einer Rechnung nicht un-
beschéankt wachsen, dann wird die numerischi&slung alsstabil bezeichnet. Im Fall kon-
vektionsdominanter Probleme treten bei der Diskretisierung mit zentralen Differenzen Sta-
bilitatsprobleme auf. Es werden unphysikalische Oszillationen in dsug erzeugt, die
das Ergebnis unbrauchbar machen. Dies liegt daran, dass die diskrete Gleichung bestimmte
Eigenschaften der kontinuierlichen Gleichung nicht mehr widerspiegelt (siehe [84]).

Aus diesem Grund issen alternative Diskretisierungsmethodén die konvektiven
Terme konstruiert werden, diéirf beliebige Gitterschrittweiten zu besahkten Losungen
fuhren. Insbesondere im Hinblick auf die Behandlung der freien Globel mit der Level-
Set-Technik ist sowohl die Stabdit als auch eine dglichst hohe Approximationsordnung
der Raumdiskretisierung notwendig. Denn einerseitsde@n sich Instabiléten sofort auf die
freie Oberfachelibertragen, andererseitsiwde eine zu geringe Ordnung der Raumdiskreti-
sierung wegen des @f8eren Abbruchfehlers einen durch numerische Diffusioralssiiten
freien Rand ergeben.

Die stabile Diskretisierung der konvektiven Terme ist ein Schwerpunkt aus dem Be-
reich der Numerik von hyperbolischen Erhaltungsgleichungen, wo mit sogenasmiend-
Verfahreneffiziente Techniken entwickelt werden. Als eine der effizientesten Methoden gel-
ten dieWeighted-Essentially-Non-Oscillatory (WENO)-Verfahren.

Ein Vorteil der WENO-Techniken ist, dass sich, bedingt durch eine glatte Gewichtung
der Differenzensterne [102], der Normalenvektor und digrmung der freien Obe#the
stabiler berechnen lassen.

Ein effizientes WENO-Schemarffter Ordnung ist von Jiang und Shu [103] entwickelt
worden. Die Breite des Diskretisierungssternsdmgtsieben Gitterpunkte. In Bereichen, wo
die Funktiong glatt ist, schaltet es ein zentrales Scheiinater Ordnung ein, in Bereichen,
wo die Funktiong nicht glatt ist, wird auf ein ENO-Verfahren dritter Ordnung reduziert.
Ein zusatzlicher Vorteil beiaglich der Effizienz ist, dass alle logischen Abfragen wegfallen,
die beim ENO-Verfahren zu behandeln sind. Die genaue Herleitung der Verfahrens und die
Transformation in die Finite-Differenzen-Darstellung ist sehr technisch, hierzu sei auf die
Artikel [103, 173] verwiesen.

In der Finite-Differenzen-Darstellung wird die Berechnung cébleitung einer skala-
ren GiOssep im Zellmittelpunkt, alsde, | auf folgende Weise durchgéirt:

Fur die Bestimmung vow, setze

i7j7k,

- Pi—2jk — Pi-3k _ Pic1,jk — Pi-2,5k _ Dijk — Pi-1.k
q1 = ) g2 = ) q3 = )
ox ox ox
_ Dit1jk — Pijk _ Giy2jk — Piv1k
qq4 = ) g5 =
ox ox

und ume¢; zu finden, setze

_ Dit3jk — Piv2,k _ Ditajk — Pivlgk _ Dir1jk — Pk
= 5z NS 5z y 43 =  sr
G = Dijk — ¢i71,j,k’ g = Gi—1,jk — Pi-2,jk .

ox ox

q1
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Als nachstes werden die Glattheitsmalfber

IS, = %(% — 2o+ q3)° + %1(611 — 4gs + 3¢3)*
1S, = Blgo —2g3 4 q1)* + 3 (g2 — qu)?
1S3 = (g3 —2q+¢5)* + 1(3q3 — 4qu + g5)?

und die Gewichtalber

o Qo a3
wmi=——_ W=——-""—" Ws=—"—""—"""—
O./l—f—OéQ—f-Ozg Oél—|—052+043 Q{1+O[2+O./3
mit
1 1 6 1 3 1
Ol = —7 T~ 5 Ay = — 5 A3 — — - T 75
YTI0(E+18) T 10(6+15,)27 7T 10 (6 + 155)?

berechnet. Dann wirfb], ., ermittelt durch

AT o Te g e 5% G T
[(pgg]i’j’k_wl(?) TG )+w2( e T tg)Tws + :

und tiber die Upwindschaltung wird schlieBligh,]; ; , bestimmt als
[¢§]i,j,k falls w; ;5 >0

[¢I]i,j,k = [gbj?]i,j,k falls Ui gk < 0 . (436)
0 sonst

Zur Berechnung von, as undas wurde in dieser Arbeitir alle Testrechnungen mit dem
WENO-Schema der Weét= 10~° verwendet.

Um eine gute Konvergenzordnungrfdie Krummmungsberechnung zu erreichen, ist
das WENO-Schemaihfter Ordnung sowohliiir die konvektiven Terme der Navier-Stokes-
Gleichungen als aucliif die konvektiven Terme der Transportgleichung und der Reinitiali-
sierung implementiert worden.

Randbehandlung der konvektiven Terme

Die Breite der Diskretisierungssterne des WENO-Verfahrens bilden ein Problem iader N

von Gebietsindern. Hier gibt es zweiquivalente Anatze: entweder man modifiziert den
Stern in Randahe oder man verwendet den uigpglichen Stern, der dann auf Gitterzellen
zugreift, die aulBerhalb des Rechengebietes liegen. Die Werte in diesen Zellen sind dann
geeignet zu setzen.

Die natirlichste Art die Rainder zu behandeln, besteht darin, nur Werte zu verwenden
die innerhalb des Rechengebietes liegen. Anders formuliert, alle Teilsterne eines WENO-
Schemas sollten so géhit werden, dass sie nur auf vorhandene Gitterpunkte des Rechenge-
bietes zugreifen, inklusive einer Randbire, in der entsprechend vorgegebene Randwerte
mittels einer Newton-Polynominterpolation dritten Grades gesetzt werden. Um teure logi-
sche Operationen zu umgehen, wie beispielsweise Randabfragen, werden zu Beginn einer
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Rechnung alle Randzellen auRerhalb der Randbierdnd des Fluidgebietes mit sehr grof3en
und stark variierenden Werten besetzt. Im Rahmen dieser Arbeit wurden diese Randzellen
mit den folgenden Werten beleg®_; ;, = (—1)"10" fur z_, ;, als Randzellenpunkte mit
j=1....J,k=1,...,K,undi = 1,2,... bestimmt die Anzahl der Randzellenreihen
linksseitig des Rechengebietes; analoges @ilefle anderen Gebietander. Dadurch greift

das WENO-Schema ausschlief3lich auf finite Differenzen zu, die aus dem Fluidgebiet inklu-
sive der Randboiite stammen, weil diese glatter sind. Mit dieser Technikdginoht das
WENO-Schemaiinfter Ordnung eine Randbehandlung dritter Ordnung.

4.3.2 Diskretisierung der viskosen Terme

Der viskose AnteilV - 1(¢)D des Spannungstens@ezieht die partiellen Ableitungen der
Viskositat ;(¢) mit ein, die im Falle von Zweiphasengimungen keine globalen Konstanten
sind. Zur Berechnung des Hilfsgeschwindigkeitsfeldgsin (4.28) miissen die viskosen
Terme derc-Geschwindigkeitskomponente

2(pu( @)t ) + (1(D) (uy + ve) )y + (14(0) (U + w2))- (4.37)

an den Stelleri + 3, j, k) diskretisiert werden. Genauso wirdirfdie viskosen Terme der
y-Geschwindigkeitskomponente die Diskretisierung von

(1(@) (uy + v2))e + 2(p(@)uy )y + (1(@) (vz + wy))- (4.38)

an den Stelleri, j + %, k) und fur die viskosen Terme derGeschwindigkeitskomponente
die Diskretisierung von

(1(@) (U2 + wz))e + (1(D) (V2 + wy))y + 2(p(P)w:)- (4.39)

an den Stellerfs, j, k + %) bendtigt. Da fur viskose Fluide die Geschwindigkeiten glatt sind,
kdnnen die ersten Ableitungen mit zentralen Differenzen ermittelt werden. So berechnen
sich zum Beispiel die Ableitungen vaniber

Uil ik — Wizl gk
{ul]i,j,k = S )

Uil jr1e — Wit d gk
[Uy]zq-%,j_;-%,k &U )

(2] Uipljkr1r = Wigl jk
Uyl 1 1
Z 7‘+§7‘77k+§ 52

Die ersten Ableitungen der anderen Geschwindigkeitskomponenten werden analog dazu be-
rechnet. Desweitererdkinen die zweiten partiellen Ableitungen aus (4.37), (4.38)/und|(4.39)
ebenfalls mit zentralen Differenzen bestimmt werden, weil der Visktssiprung an der Pha-
sengrenze durch die Heaviside’sche Gewichtsfunkiiomegularisiert wurde. Damit lassen
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sich @mtliche Terme aus (4.87) an der Stelle- %, J, k) approximiereriiber

[(QM(QS)UJ?)J?]Z-‘,-%J,’{J

_ 9 (@i g i) [uali g b —p(Pir1 jk) [Ualit1 gk
- dx )

() (uy + U$))y]i+%,j,k

M(¢i+%,j+%,k:)[QLy+Uw}i+%,j+%,k_lt(¢i+ 1 ’j,%,k)[uy‘f‘vw}w R
oy ’

[(p(®) (uz + wz))Z]z’Jr%,j,k

T A | 2 P RS By CTS PO B (2 P B
6z

Vor der Berechnung der Viskoatswerte.(¢) wird die Level-Set-Funktio durch passende
Lagrange-Polynominterpolation dritten Grades an den richtigen Stellen ausgewertet (siehe
Abbildungen 4.2 und 4.3). Ebenso werden alle Termeaus|(4.38) an den $teflens, k)

und alle Terme aus (4.39) an den Stelléry, & + ) berechnet.

4.3.3 Loser fur die Poissongleichung mit nichtkonstanter Dichte

In diesem Abschnitt behandeln wir die Diskretisierung und daseb der Druck-Poisson-
Gleichung mit nichtkonstanten Koeffizienten
1
—V—— Vi = -V u;, (4.40)
p(opt)y " "
wobeip(¢} ') das gegittete Dichtefeld (4/1) nach dem Advektionsschritt (4.2.2), der Rei-
nitialisierung /(4.13) und der darauf folgenden Picard-Fixpunktiteration (4.26) bezeichnet.
Da die Geschwindigkeiten eines viskosen Fluids ausreichend glatt sind, berechnen wir die
rechte Seite von (4.40) mit zentralen Differenzen
itlgk — Yimlik n Vig+ine = Yij-Llk n Wijk+t — Wijk-1

ox oy 0z

Die linke Seite von[(4.40) wird mit dem hdyknmlichen Sieben-Punkte-Stern in den Zell-
mittelpunkten diskretisiert. Man egiht

u
V-u'fi =

1 1 1 1
p<(9) ik (6x)? P€(¢i+%,j,k) pe(gbi—%,j,k)
1 n+1 n+1 n+1
n 1 R _ A
(0y)? pg(gbi,j—i-%,k) Pe(ﬁéi,j—%,k)
ntl 1 1 1
n 1 (P} her — Pijn _ Pijk — Pijka
(62) P€(¢i,j,k+%) Pg(ﬁbz‘,j,k—%)

wobei das gegittete Dichtefeld in den Mittelpunkten der Zellseit@cfieniber eine Lagra-
nge-Interpolation dritter Ordnung aus den zellzentrierten Level-Set-Werten ermittelt wird.
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Entsprechend dem Abschnitt 4.3 @ngen wir die Druckgleichung mit homogenen Neu-
mann-Randbedingungen und normieren den globalen Mittelwert des Drucks auf Null. Zur
iterativen Losung der resultierenden semi-definiten Diffusionsgleichung werden in dieser
Arbeit die folgenden zwei Verfahren eingesetzt:

e ein paralleler BIiCGStab-hser mit Jacobi-Vorkonditionierer [43, 44],
e ein paralleler AMG-vorkonditionierter BICGStalaker [79, 130].

In Problemen mit gro3en Variationen in der Dichte, komplexen Geometrien der freien Ober-
flache und sehr feinen Gittermaschenweiten ist der AMG-vorkonditionierte BiCG $tsdr-L
deutlich schneller als der BiCGStalier mit Jacobi-Vorkonditionierer. Man beachte aber,
dass AMG-basierte ser aufgrund des gebietsa@nlgigen Operators regefissig eine neue
Matrixassemblierung bétigen, welche im Fall des BiCGStalidsers mit Jacobi-Vorkondi-
tionierer nicht ardllt.

4.4 Die adaptive Zeitschrittweitensteuerung

Die Berechnung der Simulationen wird mit einer adaptiven Zeitschrittweitensteuerung kon-
trolliert. Bei expliziten Integrationsverfahren wird die Zeitschrittweite aus Statstjtinden
beschénkt durch die konvektiven und viskosen Terme und durch die Volumen- und Ober-
flachenspannungskite der Navier-Stokes-Gleichungen. Zur Bestimmung der Stasitie-
dingungen werden die von Neumannsche oder Fourier-Stabditalyse [149]Ufr lineare
Gleichungen und die Methode der modifizierten Gleichung von C. W. Hirt [93, 143], welche
auch fir nichtlineare Gleichungen anwendbar ist, hinzugezogen. Eine Sitdahialyse der
diskreten Erhaltungsgleichungeir iZweiphasenstimungen ist allerdings eiauf3erst auf-
wendiges Unterfangen. In der Praxis hat sich der vergleichsweise einfache Ansatrthew
die Ergebnisse der Analyse einfacher linearer Modellgleichungen durch Analogiebildung auf
die Navier-Stokes-Gleichungen abertragen.

Im Folgenden wird schrittweise auf die verwendete Zeitschrittweitensteuerungirngef
mit der sichergestellt werden soll, dass die Informationen pro Zeitschritt maximal eine Git-
terzelle weit flie3en &nnen, da die diskreten Differenzengleichungen niis§¢ zwischen
benachbarten Gitterzellen betrachten.

Die Zeitschrittweitenbeschnkung beiiglich der konvektiven Terme sorgt daf dass
keine Konvektion weiter als eine Gitterzelle pro Zeitschritt stattfindet. Diese Bedingung ist
als Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung (CFL-Bedingung) [154] bekannt und fordert

ox oy 0z )

b) b)
|t maz [V]maz |W0]maz

(4.41)

< m
ot, < min (
wobei| - |4, fUr die maximale Absolutgeschwindigkeit steht.

Wenn die dynamischen Viskoaten;; > 0 undp, > 0 sind, dann darf die Diffusion
ebenfalls nicht weiter als eine Gitterzellenweite pro Zeitschritt wirken. Dibg zur Zeit-
schrittweitenbescknkung beiaglich der viskosen Terme,

[ e 2 2 2 -1
o = (m“{pl’pz}((6@2*(@)2*(&)2)) | (4.42)
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Die Ungleichung|(4.42) resultiert aus der Stahitianalyse [149]ir eine explizite Zeitdis-
kretisierung der Diffusionsgleichung.

Die Volumenkéfte, wie zum Beispiel die Gravitationpknen in der Konvektionsabsata
zung (4.41) mitbdicksichtigt werden, denfu|,,.... + |¢1|dt ist eine lineare Approximation
an die obere Schranke der GeschwindigkeitskomponenteRichtung inklusive der Vo-
lumenkraft. Damit lautet die um die Volumenkraft erweiterte CFL-Bedingungif die
Zeitschrittweitedsty, beziglich deru-Komponente des Geschwindigkeitsfeldes

u ‘u’max—{_’glldtgk -
i < (M + 0105

Nachdty, aufgebst ergibt sich die Darstellung

5 —1
” U|maz U|maz 4 g
sty < 2 | [Unae +\/ (—' I > +—5;) | (4.43)

Analog dazu errechnen sich die Abathungen bdrglich derv- und w-Geschwindigkeits-
komponente inklusive der Volumeriddte. Ferner &nnen die konvektiven und diffusiven
Krafte gemeisam wirken. Aus diesem Grund ist die Zeitschrittweitenbiésicting [(4.42)
mit der Absclatzung(4.43) zu kombinieren.

Zusammen mit/ := max {%, %} <(5§)2 + (53)2 + (53)2) erhalten wir

-1

‘u|max ‘u’max 2 4’91’
by < 2 4.44
Sty < (&U LV + V) o+ (4.44)

als die Beschankung der Zeitschrittweiteif die u-Geschwindigkeitskomponente liggich
der Konvektion, der Diffusion und der Volumergite.

Desweiteren wird die Obe&fthenspannung als Volumenkraftterm der Féfov<x)n in
den Impulsgleichungen (4.28) aktiviert. Dabei hatdig-unktion (4.3) als maximalen Wert
E(l—x), wobeie(x) in (4.4) definiert ist und die &tke der Regularisierung angibt, welche von
der G6ReO(dz) ist. Die regularisierte Dichte hat an dieser Stelle den \Agit+ p,). Somit
ist

2|klo
a TP ps)n (4.45)
eine Approximation an die von der Obé&dthenspannung induzierten Geschwindigkeit. Da
die Oberfachenspannungskraftkomponenters- (a,, as, az) jeweils analog zur Volumen-
kraft g, in Gleichung|(4.44) eingebaut werdearinen, ergibt sich damit als Zeitschrittwei-

teneinschiinkung beiglich deru-Geschwindigkeitskomponente die erweiterte Darstellung

-1

’u‘maz ’u‘ma:c 2 4|91’ 4661
ot <2 —+V — 4V —_— 4+ — . 4.46
goko = ( ox + + ox + + ox * ox ( )

P
=:Cy
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C, undC,, lassen sich analog definieren, so dass nign, < 2C,, o = u,v,w erhalt. Aus

(4.46) ertalt man die Ordnung)((6z)2) fur die Zeitschrittweiteneinscnkung beiglich
der Oberfichenspannungskraft, wenn manlin (4.45) die kleibgliohe Wellenzahk =
7 /0x einsetzt, welche zur kleinsten agbaren Welled@inge2ox fuhrt. Die gleiche Ordnung
fur ot wurde auch in [23] angegeben.

Die vollstandige Zeitschrittweitensteuerung ergibt sich aus dem Minimum daszigen
Zeitschritte beiglich aller kartesischen Geschwindigkeitskomponenten und lautet

6t S 27' m{%n (CU,?C’lHCw)a (447)

dabei istr € (0, 1] eine Sicherheitskonstantarfdie Zeitschrittweite. In unseren Simulati-
onsexperimenten wurde= 0.2 gesetzt.

4.5 Parallelisierung des Zweiphasen-Strmungsbsers

Die rasante Entwicklung von Grol3- beziehungsweise Hochleistungsrechneigliehnes,

immer komplexere Problemstellungen in wesentliginzierer Zeit zu berechnen. Bis vor ei-

nem Jahrzehnt galten Vektorrechner als die schnellsten und leistankg$sh Grol3rechner

fur numerische Probleme. Mittlerweile assoziiert man mit dem Begriff des Hochleistungs-
rechners haup&shlich den des Parallelrechners. Sowohl dessen Skalierbarkeit als auch die
Standardisierung paralleler Programmiersprachen und Bibliotheken haben den Parallelrech-
ner weltweit etabliert.

4.5.1 Gebietszerlegung als Parallelisierungsstrategie

Ein naheliegender Ansatz zur Parallelisierung numerischer Algorithmen ist, das gesamte
Rechengebief) beziehungsweise dessen diskretes Gegeks?,, in einzelne Teilgebiete
QL ..., QF zu zerlegen. Dabei gil® die Anzahl der Teilgebiete an. DerartiGebietszer-
legungsmethodesind iber hundert Jahre alt und werden oftmals, nach ihrem Entwickler H.
A. Schwarz [167], auch als Schwarz’sche Methoden bezeichnet. Die Strategie zur Zerteilung
des Losungsgebietes,, in einzelne Teilgebiet®} , ..., 2 hangt stark von der Problemstel-
lung und dem verwendeten Gitter alfirfelas in dieser Arbeit zur Diskretisierung eingesetzte
kartesische Gitter wird eine Gebietszerlegung in angrenzenitek&erwendet. Alle die-
se Bbcke werden umiknstlicheUberlappungszellen, sogenanpRandbordren® [77], an
den Randern erweitert, damit die Diskretisierungssterréhrend der Berechnungen nicht
auf undefinierte Werte zugreifen. Die Werte in den Randiiend sind gleich den Werten der
entsprechenden inneren Gitterzellen des angrenzenden Gebietes zu setzen.

Um immer die aktuellen Werte in den Randbiarein zu verwenden, erfolgt ein regeifi-
ger Datenaustausch (Kommunikation) zwischen den einzelnen Prozessoren, vergleiche Ab-
bildung 4.7. Dabei ist darauf zu achten, dass der Kommunikationsaufwand geringer ist als
der Berechnungsaufwand. Demzufolge solltenldlerlappungsgebietedglichst klein ge-
halten werden. Entscheideniat die Effizienz der Parallelisierung ist auch eine bégghche
Lastbalancierung, bei der alledike an@éhernd die gleiche Anzahl an Unbekannten enthal-
ten.
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Jedes Teilgebietl3t sich dann durch einen eigenen Prozess realisieren und kann somit je
einem Prozessor zur Berechnung der Unbekannten zugeordnet werden. Damit reduziert sich
der erforderliche Speicher- und Rechenaufwand pro Prozessor ianglgkeit der Anzahl
an Teilgebieten.

Im Idealfall sollte sich bei gleichbleibender Anzahl an Gitterpunkten (also Unbekannten)
die gesamte Rechenzeit beim Einsatz YoRrozessorerir P Teilgebiete entsprechend um
das P-fache verkirzen. Aufgrund des zwingend notwendigen Kommuntikationsaufwandes
laldt sich dieser optimale Wert in der Praxis nicht erreichen.

4.5.2 Parallelisierung des Sttmungsprogramms

Die Parallelisierung des im Rahmen dieser Arbeit erstellten Simulationsprogramavedi-
phasenstimungen erfolgte mit der Kommunikationsbibliothidlel (message passing inter-
face)[6].

Weil MPI von Anfang an standardisiert wurde, hat es seit seinefiBmhg eine wei-
te Verbreitung und Akzeptanz gefunden. Mittlerweile existief@rfdist alle Parallelrechner
und Rechnercluster MPI-Portierungen. Ebenso ist mit MPICH des Argonne National La-
boratory [211] eine Public-Domain-Version @ttlich. Charakteristischifr MP1 ist, dass es
heterogenes paralleles Rechnen unikzst Dies bedeutet, dass verschiedenste Rechner zu
einem grof3en virtuellen Parallelrechner verbunden werdendn.

Mit dem Ziel eines mglichst geringen Kommunikationsaufwandes wiid die Umset-
zung der Gebietszerlegungsmethodedalnst das gesamte diskrete Rechengebjeiiber
die Minimierung der Kostenfunktiof

I J J K I K
T Y z - . . .
K(P, PY, P7) = pz Py+Py P2+Pw P>

unter der Nebenbedingung? = P*-PY. P mit P*, PY, P* € N

in P Teilgebiete unterteilt, wobei, J und K die vorgegebenen Anzahlen der Gitterzellen
in z-, y- und z-Richtung sind undP”®,PY und P* die Anzahl der Zerlegungen in-, y-
beziehungsweiseRichtung beschreiben. Fall¥’, PY und P*, wie bei allen Testrechnungen
dieser Arbeit, Teiler vor/, J beziehungsweisé&’ sind, entsteht hierdurch eine uniforme
Gebietszerlegung in Quader.

Desweiteren werden unterschiedliche Anzahlen an Randbemdeitigt, weil die Dis-
kretisierungssterne der einzelnen Differentialoperatoren verschieden grol3 sind. Schematisch
zeigt Abbildung 4.7 den Kommunikationsschritt Gigiich einer Randboiite fur die Ge-
schwindigkeiten an den Zellseiteadhen und die skalaren Werte (Druck, Level-Set-Funktion)
in den Zellmittelpunkten. Analog dazu wird der Kommunikationsprozel3 auf zwei oder drei
Randbordren erweitert. In dieser Arbeit sindif die unterschiedlichen Variablen folgende
Anzahlen an knstlichen Randpunktschichten eingesetzt worden:

¢ die Geschwindigkeiten und die Level-Set-Funktiondeyen jeweils drei Randzellen-
schichten @fir das WENO-Verfahreriifter Ordnung,

e der Druck bentigt fur den Poisson-@ser nur eine Randzellenschicht,
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Abbildung 4.7: Datenaustausch am Beispiel ej@nstlichen Randpunktreihe®.

Wahrend des Programmablaufs werden ausschlie3lich die aktuell geforderten Randzellen-
werte versendet. So findet unter anderem vor der Berechnung der nicht divergenzfreien Ge-
schwindigkeitenu* eine Kommunikationiir u = (u, v, w) statt. Das bsen der Poisson-
gleichung beitigt vor jedem Iterationsschritt eine Kommunikatiam tien Druck. Schliel3-
lich werden @ir die Berechnung der Transportgleichung und der Level-Set-Reinitialisierung
zusatzliche Kommunikationeriir die Level-Set-Funktion notwendig. &drend der Kommu-
nikationsschritte ist insbesondere darauf zu achten, dass die Geschwindigkeits-, und Level-
Set-Werte in den Ecken- und Kantenbiarein eines jeden Teilblocks auch korrekt ausge-
tauscht werden. Ist dies nicht der Fall, so ergeben sich falsche Werte bei der Berechnung der
zweidimensionalen Lagrange-Interpolation aus Abschnitt 4.1.

Aus diesem Grund ist eine zatzliche Kommunikationsroutine programmiert worden,
die ausschlief3lich Werte aus den Ecken und Kanten der jeweiligendiiitbin die Ecken-
und Kantenbordren aller angrenzendendglketibertégt, also auch in die Teilbtke, wel-
che in Diagonal- beziehungsweise in Raumdiagonalrichtung angrenzen. Dearvidils
parallele Algorithmus inklusive Kommunikationsroutinen wird im folgenden Abschnitt for-
muliert.

4.6 Vollstandiger paralleler Algorithmus flr inkompressi-
ble Zweiphasenstbmungen

Der vollstandige parallele Algorithmudif inkompressible Zweiphasen@tnungen ist wie
folgt aufgebaut:

ALGORITHMUS 1: Paralleler Loser fur Zweiphasenstromungen.
1. Initialisiere 6z, dy, 6z, T, ¢o und €.

2. Setze die lokalen Teilgebiete Q9,q € {1,..., P} nach (4.48).
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3.

4.

© N o o

Setze t := 0, n:= 0, h := max(dz, Iy, 6z).

Setze Anfangswerte fur u”™ := ug, p" := po, und ¢" := ¢ auf den Teilgebieten
O qge{l,..., P}

Berechne das Volumen von €.

Setze ¢(x) nach (4.4).

Setze Randwerte fur u™ auf den lokalen Randern 9924 N of).
ZEIT-SCHLEIFE: Solange t < T

(a) BERECHNUNG DERZEITSCHRITTWEITE
Berechne den lokalen Zeitschritt §¢¢ nach Abschnitt/4.4]
Berechne den globalen Zeitschritt 6t := min, 6t9.

(b) IMPULSGLEICHUNGI:
Kommunikation der Randbordirenwerte fur »™ und ¢".
Berechne das Hilfsgeschwindigkeitsfeld u*(u”, ¢™) auf den Teilge-
bieten Q4, ¢ € {1,..., P} nach Abschnitt/4.3mit Gleichung (4.10) als
Zeitdiskretisierung.
Setze Randwerte fur u* auf den lokalen Randern 9927 N o).

(c) DRUCK-POISSON-GLEICHUNG I:
Kommuniziere die Randbordirenwerte flr «*.
Setze die rechte Hand Seite b := V - u* auf lokalen Gebiet ¢ fur die
Druck-Poisson-Gleichung.

(d) TRANSPORTGLEICHUNG
Berechne den Transport der Level-Set-Funktion ¢*(u™, ¢™) nach Ab-
schnitt/4.2.2.

(e) Setze y" := ¢*.

() REINITALISIERUNGS-SCHLEIFE: Solange 7 < 7 €:

i. Setze Randbedingungen fur ¢ und tausche die Randbordurenwerte
der Teilgebiete 4, ¢ € {1,..., P} aus.

ii. Berechne W“f% auf den Teilgebieten Q9 ¢ € {1,..., P} nach Glei-
chung (4.14).

iii. Setze Randbedingungen fur z/;(”+%) und tausche die Randbordiren-
werte der Teilgebiete Q4, g € {1,..., P} aus.

iv. Berechne "5 auf den Teilgebieten Q¢, ¢ € {1,..., P} nach Glei-
chung (4.14).

v. Setze Randbedingungen fiir ¢/+3) und tausche die Randbordiren-
werte der Teilgebiete 7, ¢ € {1,..., P} aus.
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vi. Berechne ™! auf den Teilgebieten Q4. ¢ € {1,..., P} nach Glei-

chung (4.14).
vii. Setze v =71+ 7.

(g) PICARD-FIXPUNKTITERATION: Solange |V;(¢°) — Vi(¢"™)| < €par:
Berechne das Volumen von Q7.
Korrigiere die Level-Set-Funktion nach Gleichung (4.26).
(h) Setze ¢"*! =™+ und p;; := p"t und ¢(x) nach Gleichung (4.4).
(i) DRUCK-POISSON-GLEICHUNG II:
Lose p" 1 (u*, ") mit Jacobi/AMG-vorkonditioniertem Krylov-Verfahren.
Kommuniziere die Randbordirenwerte fur p;, pro Iteration it.
() Setze p™*t = (6t) " py.
(K) IMPULSGLEICHUNGII:
Setze u™*! nach Abschnitt 4.3 auf den Teilgebieten Q4.
Setze Randwerte fir u™*! auf den Teilgebieten Q9 N o).

() Setzet =t+otundn=n+ 1.



Kapitel 5

Numerische Ergebnisse des parallelen
Zweiphasenbsers

In diesem Kapitel gsentieren wir verschiedene Testrechnungen, die die Funktitrizei
ziehungsweise das Verhalten des Zweiphassarks und seiner einzelnen Komponenten auf
eine detaillierte Weise darstellen sollen. Achst betrachen wir den reinen Transport einer
Sphare in einem Rotationsfeld, um den Einfluld der diskretisierten Transportgleichung auf
Form und Volumen der Sphere zu beleuchten. Danach untersuchen wir das Verhalten der
Reinitialisierung auf die Form einer Niveaumenge zum Niveauwert Null. Hierbei geben wir
als Anfangswert eine komplexe Level-Set-Funktion vor, die stark von einer Abstandsfunkti-
on abweicht. Diese soll daritber den Reinitialisierungsprozess in eine entsprechende vor-
zeichenbehaftete Abstandsfunktion umgewandelt werden ohne dabei das Nullmengenniveau
zu ve@andern.

Nachdem die Transportgleichung und die Reinitialisierung getrennt voneinander betrach-
tet worden sind, werden die Masseerhaltung und die Konvergenz demkung am Beispiel
einer diagonal transportierten Spk untersucht. Hier legen wir besonderes Augenmerk auf
den Einflul3 der Fixpunktiteration hinsichtlich der Masseerhaltung und des Konvergenzver-
haltens.

Als erstes anwendungsorientiertes Testproblem untersuchen wir die Konvergenzrate des
Zweiphaserdsers mit Oberfichenspannung am Beispiel einer aufsteigenden Blase. Hierzu
betrachten wir zu Beginn eine spiische Blase bestehend aus einem leichteren Fluid als
das sie umgebene Fluid. Aufgrund der wirkenden Gravitationskraft werden Auftrégteskr
induziert, die zusammen mit der Obé&dhenspannungskraft eine Deformation der Blase im
zeitlichen Verlauf hervorrufen.

Abschliessend gisentieren wir Simulationsergebnisse, die das Deformationsverhalten
eines Tropfens in einer Schei@mung zeigen. Hierzuthren wir systematische Studien
beZiglich der KapillarzahU'a (siehe|(5.10)) und der Reynoldszdht (siehe|(2.31)) durch,
die eine Vielzahl von unterschiedlichen Tropfenformen un@ihn&ingsstrukturen beinhal-
ten. Die hinsichtlich des (Ca,Re)-Phasendiagramms zu erwartenden Topolagdanemn-
gen konnen dabei vollgindig wiedergegeben werden.



5.1. REINE ADVEKTION EINER SPHARE IN EINEM ROTATIONSFELD 67

5.1 Reine Advektion einer Splare in einem Rotationsfeld

Im Folgenden betrachten wir den Einheitsfel 2 = (0,1)3, in dem sich eine Kugel der
GroRRe
B={xeR:|x—xum| <02}

mit dem Mittelpunktx,, = (0.5, 0.25,0.5) befindet. Analog zu dem Test in [85] verwenden

wir das Geschwindigkeitsfeld
Y2
ui(x) =c(x)- | —n
0

mity = x — (0.5,0.5,0.5) und c(y) = max(4|y]|(0.5 — ||y|]),0). Somit beschreibti*

ein Rotationsfeld, welches zum Gebietsraiftihin verschwindet. Abbildung 5.1 oben ver-
anschaulicht die Anfangsbedingunigy fdie Level-Set Funktion und das zeitlich konstante
Geschwindigkeitsfeld. Desweiteren betrachten wir das Zeitintejtyatl.| = [0, 20] und de-
finieren das Geschwindigkeitsfeldso, dass es zum Mittelpunkt= 10 des Zeitintervalls

sein Vorzeicherandert und damit den deformierten Ball wieder an seinem Ausgangspunkt
zuruckfuhrt, das heifl3t

u'(x) t<10
u(x, 1) —{ —u(x) t>10.

Fur eine freie Oberéichel’ C 2, welche mit dem Geschwindigkeitsfaidx, ¢) transportiert
wird, gilt
to + te

T(to+1t) =T(t. —t) fur te {to, } = [0,10] . (5.1)

Diese Eigenschaft erdglicht es uns, auf eine graphische Art und Weise den transportbeding-
ten Masseverlust des Balles zu untersuchen, indem wir beispielsweise die Visualisierungen
der Zeitpunkte = 0 und¢ = 20 und die Visualisierungen der Zeitpunkte- 5 undt = 15
miteinander vergleichen.

Als Anfangswert fir die Level-Set Funktion verwenden wir die vorzeichenbehaftete Ab-
standsfunktionir die Splarel’ = 0B, die sich durch Auswertung der Funktion

d(x) = 0.2 — \/(x1 — 2a1,)? + (22 — 20,)? + (w3 — 2a1,)?

in den jeweiligen Gitterpunkten direkt berechnéf. Das Rechengebiét wird mit 643
aquidistant verteilten Gitterpunkten diskretisiert und der Transport deir8pber den Zeit-
raum{0, 20] wird mit 800 Zeitschritten der Zeitschrittweite = 0.025 diskretisiert.

Die Anfangskonfiguration und die Ergebnisse dieser Rechnung zu den Zeitenpunkten
t = 5,10, 15 und 20 sind in Abbildung 5.1 dargestellt. Hierau#3t sich gut erkennen, dass
die freie Oberfiche zu den Zeitpunktene {0,20} undt¢ € {5,15} jeweils nahezu iden-
tisch ist, wie aufgrund von (5.1) idealerweise zu erwarté@mexyWeiterhin veranschaulicht
diese Testrechnung, dass der Einfluss von numerischen Diffusionsartefakten hinsichtlich der
diskretisierten Transportgleichung trotz starker Deformierung de@i®pmd moderater Git-
teraufbsung nur sehr gering ist.
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t=5 t=10

t=15 t=20

Abbildung 5.1: Advektion einer Sgine durch ein vorgegebenes divergenzfreies Rotations-
feld. Das oberste Bild zeigt die Anfangskonfiguration, die unteren vier Bilder zeigen die
chronologische Abfolge des Transportes der@plzu den Zeiten t=5, t=10, t=15, t=20.
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5.2 Die Reinitialisierung fur eine komplexe Oberfache

Als zweites numerisches Experiment untersuchen wir den Effekt der Reinitialisierung auf
die freie Oberfhiche. Hierzu betrachten wir analog zu [85] dagfelformige Gebiet) =
(—1,1)® und die skalare Funktion

o(x)=1]1(1+029(x)) x| —05, xe€0

wobei g(x) = cos(10zx) cos(10y) cos(10z) fur x = (z,y,2) € Q. Das Nullmengenniveau
von ¢ und die Konturlinien vorp entlang der Mittelschnittebere = 0} sind auf dem lin-
ken Bild in Abbildung 5.2 zu sehen. Hierbei isbffensichtlich keine Abstandsfunktion, da
die Konturlinien auf der Mittelschnittebene nicuidistant zueinander verlaufen.

Das Rechengebiét wird wie im vorigen Experiment mit einer Aufsung vort4® aqui-
distant verteilten Gitterpunkten diskretisiert. Die iterative Anwendung der Reinitialisierungs-
gleichung [(3.10) mit insgesamt 128 Iterationdinrt, wie zu erwarten, zu einer approxi-
mierten globalen vorzeichenbehafteten Abstandsfunkfiodie im rechten Bild von Ab-
bildung 5.2 dargestellt ist. Der optische Vergleich zwischen dem Nullmengenniveat von
und ¢ zeigt hier keine substantielltnderung der Lage des Nullmengenniveaus. Um den
feinskaligen Unterschied graphisch hervorzuheben, ist in Abbildung 5.3 im linken Bild eine
Uberlagerung beider Isathen dargestellt. Hierbei géfen die grauen Bchenbereiche zur
urspringlichen Funktior und die schwarzen &thenbereiche zu der agigienerierten Ab-
standsfunktion). Man beobachtet, dass die Reinitialisierung in stark igeknten Bereichen
der freien Oberiche versirkt dazu neigt numerische Diffusion zu induzieren. Offensicht-
lich wird die freie Oberthche dort, im Rahmen einer Gittermaschenweitasklich gedattet.
Dieses Ghttungsverhalten wird nochmals im rechten Bild verdeutlicht. Hierbei entspricht
die durchgezogene schwarze Linie der uisiglichen Funktiony und die gestrichelte Li-
nie der daraus generierten Abstandsfunktiohlier ist klar ersichtlich, dass die Kmmung
im Rahmen einer Gittermaschenweite einét@ing erihrt. Deshalb gibt es insbesonde-
re bei Langzeitrechnungen, in denen in jedem Zeitschritt reinitialisiert wird, empfindliche
Probleme mit der Masseerhaltung. Aus diesem Grund werderiwlrangzeitrechnungen
zusatzlich eine Picard-Fixpunktiteration durciniren, die eine globale Volumenerhaltung ga-
rantiert. Der Einfluss dieser zaizlichen Fixpunktiteration auf die Konvergenzeigenschaften
der Krimmung und der Volumenerhaltung wird iraghsten Abschnitt untersucht.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass herlkommliche Zweiphasensimulationen eine
Abstandsfunktion nur in einer Umgebung der freien Oketfe notwendig ist, um die Aus-
wertung der Heaviside-Funktion und des Delta-Funktionals beidseitig der freiend&aberfl
symmetrisch zu gestalten. Dies gestattet eine substantielle Reduktion der Iterationsschritte
fur die Reinitialisierung aufiinf bis sieben Iterationen, was wiederum eine geringenasg
der freien Oberfiche zur Folge hat, als in Abbildung 5.3 dargestellt ist.
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Abbildung 5.2: Nullmengenisdithe und Mittelschnittebene mit dazu@eigen Konturlini-
en der Level-Set Funktion vor der Reinitialisierung (links) und danach (rechts).
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Abbildung 5.3: Das linke Bild zeigt diébereinandergelegten Isaflhen beider Funktion
zum Niveauwert Null Die graue Is@ithe gebrt zur Funktionp und die schwarzen &then-
bereiche zu der generierten Abstandsfunkigmlie sichilber die ursgingliche legt. Das
rechte Bild ist die Vergil3erung des Schnittes der I$afhen mit dem kleinen roten Quadrat.
Hierbei ist gekrt die durchgezogene Linie zur urgpglichen Funktiony und die gestri-
chelte Linie zur generierten Abstandfunktion
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5.3 Masseerhaltung und Konvergenz der Kiimmung

Im Folgenden untersuchen wir die Konvergenzeigenschaften des numerischen Verfahrens
beziglich Masse und Kimmung am Testfall einer advektierten EinheitssehDa die ana-
lytische Kiilmmung der Einheitssjgine bekannt ist, &nnen wir die approximierte Kim-
mung direkt mit der analytischemlsung vergleichen.

Hierzu betrachten wir das Gebi@t = (0,4)* welches wir mit einer Sequenz von uni-
form verfeinerteraquidistanten Gittern diskretisieren. Desweiteren verwenden wir periodi-
sche Randbedingungen aiff und ein statioéres, global konstantes Geschwindigkeitsfeld

u(‘r7y7 Z) = 17 U(x7y7 Z) = 17 w<x7 y? Z) = 0

Als Anfangsbedingungiir die Level-Set-Funktion verwenden wir die analytische Abstands-
funktion

O(z,y.2) =1 = /(2 =22+ (y = 2)* + (z — 2)? (5.3)

deren Niveaumenge zum Wert Null eine plhmit Radiug = 1 und Mittelpunkt in(2, 2, 2)
beschreibt. Diese Spahe wirdiiber die Zeit entlang der Diagonalen auf dgrEbene trans-
portiert.

Zur Zeit T=4 Zur Zeit T=4

o
oI
b
T

L —Fenler
LP_Fenler

1

—=—R-F-
—A—R-F+
——R+F-
—v—R+F+

0 e 10° e

Anzahl der Freiheitsgrade Anzahi der Freiheitsgrade

Abbildung 5.4: Fehlerkonvergenz derifnmungsauswertung einer transportierten Einheits-
sphare in derL!- und L>*-Norm nach einer Periode?z— und R+ bezeichnen die ein-
bzw. ausgeschaltete Reinitialisierung der Level-Set-Funktion, analogedrdiltf und F'+

beziglich der Picard-Fixpunktiteration.
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Erhaftung der Masse zur Zeit T=4

.| —=—R-F-||

| —~4—R-F4+
| —*—R+F-
| —v—R+F+

relativer Fehler

—i-

10° 10° 10"
Anzahl der Freiheitsgrade

Abbildung 5.5: Konvergenz des relativen Fehlers der Ma&se.und R+ bezeichnen die
ein- bzw. ausgeschaltete Reinitialisierung der Level-Set-Funktion, analoga# dgilt-fund
F+ beziglich der Picard-Fixpunktiteration.

In diesem Experiment betrachten wir vier unterschiedliche Konfigurationen unseres nu-
merischen Schemas, um die unterschiedlichen Effekte der Reinitialisierung und der Fixpunk-
titeration auf das Konvergenzverhalten zu untersuchen. Hiétmeh wir Simulationen mit
und ohne Reinitialisierung (4.13) sowie mit und ohne Fixpunktiteration (4.26) durch.

Die Krummung &3t sich darstellen als

wiiy) . @)@ —RO)@)] 2
e (x) O M@ = g (54)
el = Yoo e, (5.5)
Xi,|on (%) | <a(x;)h
Com = max e (x;), (5.6)

X4, Pn (xi)[<a(xi)h

in der e(x)-Region gegeben durdi,(x;)| < a(x;)h = €(x;) , man vergleiche mit (4.4).

Das heifl3t, wir messen den Fehler nicht nur auf der freien Gilotwl, sondern in einer Um-

gebung der freien Obeéthe. Man beachte, dass wir nicht das gtgte Deltafunktional

0. in die Auswertung der Normen miteinbeziehen, dénwird nur fur die Auswertung der

Oberfchenspannungskraft kigigt, aber nichtifir die Approximation der Kimmung.
Desweiteren messen wir den Fehleriiglich der Masseerhaltung, indem wir die Diffe-

renz zwischen der Masse zur Zeit: 4 und der Anfangsmasse mittels der diskreten Normen
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Tabelle 5.1: Relativer Fehlerund Fehlerkonvergenzder Krummungsberechnungin der
L'- und L>=-Norm und der Masse: nach einer transportierten Periode der Einheitasph

1/h dof”® dof” efy’lh n:’lh el nel em:h nrh
Reinitialisierung(—) Fixpunkt (—)
25 15625 2214 7.034_3 — 3.890_2 — 3.130_4 —

50 125000 8928 1.288_3 1.218 5.236_3 1.438 1.521_4 0.346
100 1000000 35376 3.119_, 1.030 1.015_5 1.192 4.823_5 0.552
200 8000000 141440 7.773_5 1.003 2.271_, 1.080 1.244_5 0.651
400 64000000 565768 1.943_5 1.000 5.320_5 1.047 3.123_¢ 0.664
Reinitialisierung(+) Fixpunkt(—)
25 15625 2214 1.133_, - 4.370_2 - 1.969_3 -
50 125000 8932 1.437_3 1.481 4.622_3 1.611 4.652_¢ 2.909
100 1000000 35380 3.128_, 1.108 9.112_, 1.180 4.289_5 —1.068
200 8000000 141440 7.769_5 1.005 2.147_, 1.043 1.220_5 0.604
400 64000000 565768 1.943_5 0.999 5.180_5 1.026 3.105_¢ 0.658
Reinitialisierung(—) Fixpunkt (+)
25 15625 2214 7.034_3 — 3.890_2 - 8.338_9 —
50 125000 8928 1.288_3 1.218 5.236_3 1.438 8.365_g —1.109
100 1000000 35376 3.120_4 1.030 1.015_5 1.192 7.702_g 0.039
200 8000000 141436 7.773_5 1.003 2.271_4 1.080 9.244_g —0.087
400 64000000 565768 1.943_5 1.000 5.320_5 1.047 9.727_g —0.024
Reinitialisierung(+) Fixpunkt(+)
25 15625 2214 1.131_, — 4.373_9 — 5.157_9 —
50 125000 8932 1.437_3 1.479 4.623_3 1.611 8.952_g —1.373
100 1000000 35380 3.129_, 1.107 9.113_4 1.180 7.659_g 0.075
200 8000000 141436 7.769_5 1.005 2.147_, 1.043 9.238_g —0.090
400 64000000 565768 1.943_5 0.999 5.180_5 1.026 9.725_g —0.024

hit h,0
mitie Y HG e, et e e g

mh,0|
X4, pn (xi)|<a(xi)h ¢

bestimmen. Die entsprechenden algebraischen Konvergenzratemen mittels

log &
08w (5.8)

d0f2;L
dth

- _log

bestimmit.

Da wir ein absolutes Abbruchkriterium veff" < 107 in der Fixpunktiterationir die
Masse verwenden, sagen wir einen konstanten Fehler @®e@r fur die Masseerhaltung
voraus, wenn die Fixpunktiteration eingesetzt wird. Aufgrund des eingesetzten konstanten
Geschwindigkeitsfeldes wird in diesem Experiment die vorzeichenbehaftete Abstandseigen-
schaft der Level-Set-Funktion nur leictiber die Zeit gesirt, so dass wir sehahnliche
Ergebnisselr die Falle mit und ohne Reinitialisierung voraussagen.

Die Ergebnisse dieser numerischen Studie sind in Tabelle 5.1 und den Abbildungen 5.4
und 5.5 aufgdfhrt. Die Konvergenzraten” sind beziglich der gesamten Anzahl an Git-
terzellendof und die Konvergenzrateff sind beziglich der Anzahl an Gitterzelledof. in
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dere(x)-Region ermittelt worden. Ddof, ~ h~2 gilt, ist eine klassische Konvergenz zwei-
ter Ordnung vorhanden, wenn= 1 ist. Analog erhalten wir eine klassische Konvergenz
zweiter Ordnungiir die Masse fallg) = % da hierdof ~ A3 gilt.

An den aufgefihrten Zahlen in Tabelle 5.1 und den Graphen in Abbildung 5.4 und Ab-
bildung!5.5 kbnnen wir deutlich das optimale Konvergenzverhalten von zweiter Ordnung
unseres numerischen Schemas beobachten. Wie zu erwarten, ist der Feingiclheier
Masse konstant 10~ falls die Fixpunktiteration mit dem absoluten Abbruchkriterium ver-
wendet wird, das heil3t, wir erhalten eine Regjte~ 0 aufgrund des absoluten Abbruchkrite-
riums. Die Reinitialisierung (R+) hat nahezu keinen Effekt auf das Konvergenzverhalten, da
in diesem Testfall die Abstandseigenschaft der Level-Set-Funktion aufgrund der konstanten
Advektionsgeschwindigkeiiber die Zeit gut erhalten bleibt.

5.4 Konvergenzanalyse einer aufsteigenden Blase mit Ober-
flachenspannung

Das Konvergenzverhalten des Zweiphassats mit Oberfichenspannung untersuchen wir
nun am Beispiel einer aufsteigenden Blase. Hierzu betrachten wir eiaesgie Blase aus
einem Fluid, welches leichter ist als das umgebende Fluid. Aufgrund der Gravitationskraft
werden Auftriebskifte induziert, die zusammen mit der Obacthenspannungskraft die De-
formation der Blase im zeitlichen Verlauf bestimmen. Daher wird hier die Einbindung der
Oberfachenspannungskraiber das gegltete Deltafunktionad. in unserem numerischen
Verfahren mitbetrachtet. Desweiteren nimmt die Deformation der Blase die Zeit im-
mer mehr zu, so dass hier eine Reinitialisierung der Level-Set-Funktion in jedem Zeitschritt
durchgetihrt werden muss, um die notwendige vorzeichenbehaftete Abstandsfuikgon
die Zeit zu erhalten. Um das Problem der Masseerhaltung, bedingt durch den Transport der
Level-Set Funktion und deren Reinitialisierung, in den Griff zu bekommen, verwenden wir
die globale Fixpunktiterationif die Masse. Zum Vergleich geben wir auch die Ergebnisse
an, welche ohne Fixpunktiteratioiirfdie Masse berechnet wurden.

Wir antizipieren eine Konvergenz erster Ordnung nahe der freien @bleeflaufgrund
der Ghttung des Delta Funktionals, welche von erster Ordnung ist. AulRerhakdier
gebung erwarten wir eine Approximation zweiter Ordnung, da dort dasithetg Delta-
Funktional nicht aktiv ist. Insgesamt erwarten wir eine globale Konvergenzordnung nahe bei
zwei, da die freie Obeskche nur eine Untermannigfaltigkeit des vdilstligen Rechengebie-
tes darstellt.

Die physikalischen Eigenschaften der betrachteten Fluide sind in Tabelle 5.2{dufgef
Die Anfangsbedingungif die Level-Set Funktiow entspricht der einer S@gine mit Mittel-
punkt (0.075m, 0.05m, 0.075m) und Radius- = 0.025m. Das Rechengebiet hat die Aus-
malRe) = (0,0.15m)* welches wir mit drei uniform verfeinerteaquidistanten Gittern
der Maschenweité = 1/37,1/73,1/145 diskretisieren und dabei jeweils die dazugepe
aquidistante Zeitschrittweit®; = 1.00_3,2.50_4, 6.25_5 Uber den gesamten Zeitraum ver-
wenden. Da eine analytischésung zu diesem Problem nicht bekannt ist, verwenden wir als
Referenzbsung die bsung des Gitters mit der Maschenwdif@89 und der Zeitschrittwei-
te ot = 1.5625_5, um die Approximationsgte unseres numerischen Verfahren zu ermitteln.



5.4. KONVERGENZANALYSE EINER AUFSTEIGENDEN BLASE MIT
OBERFIACHENSPANNUNG 75

Abbildung 5.6: Aufsteigende Blase ohne (obere Zeile) und onitdre Zeile) Fixpunkt-
iteration fur verbesserte Masseerhaltung zur Zeit 0.1s (linke Spalte) und = 0.15s
(rechte Spalte)ifr h = 1/37. Dargestellt ist die semi-transparente l&ofle der Level-

Set-Funktion und ein Konturplot der v-Geschwindigkeitskomponente entlang der zentralen
Schnittebene.
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Tabelle 5.2: Materialparametdirfdie Simulation der im Fluid aufsteigenden Blase.

Blase: 1 = 2.5_4kg/ms, p1 = 1.00kg/m? | Oberféchenspannung: o = 5.0_3N/m
umgebendes Fluid: po = 5.0_4kg/ms, po = 1.01kg/m? Randbedingungen: slip

Hierfur berdtigen wir die Definition

Eirff(wh) = [;Lefwh - wref,

wobei I}*f die trilineare Interpolation der Daten des Gitters mit der Maschenweite das
Referenzgitter "ref” der feinsten Maschenweite darstellt, sowie die Normen

1 Nref 1/2
Porelliz == 5= (Do rer(@)?) 7 (el i= _max  [rer()],
ref i—1 l—l,...,Nref

und den Fehler

e (gn) || o
eVl = Hh— 5.9
P ||¢ref||Lp ( )

Wir betrachten in diesem Experiment die Konvergenz der Geschwindigkeijten),, wj,,

der Level-Set-Funktion;, und des Druckeg,. Hierzu bestimmen wir die algebraischen
Konvergenzraten nach Gleichung (5.8), so dass die klassische Konvergenz zweiter Ordnung
angenommen wird, wenn= % gilt. Da wir das gedghttete Delta-Funktional in unserem nu-
merischen Verfahren nun mitbetrachten, um die O&ehknspannung in unseren Simulatio-

nen mitzuberechnenpkinen wir nicht eine globale Konvergenzordnung yoa % erwarten.

Aber wir antizipieren eine Ordnung zwischénund % Je feiner das Gitter wird, dest@iner

wird 7 an% liegen, aufgrund des kleineren Vattnisses von Obe#éthe zu Volumen, und

damit des kleineren Einflusses des gdtgiten Delta-Funktionals auf die gesamte Approxi-
mationsgite. Die gemessenen relativen Fehler|(5.9) und entsprechenden Konvergenzraten
(5.8) sind in Tabelle 5.3 und 5.4 aufgjgirt. Von den dargestellten Zahletiknen wir unser
vorhergesagtes Konvergenzverhalten ablesen. Wir beobachten Konvergenzaisohen

% und % die sich mit feiner werdender Gittermaschenweitedie Geschwindigkeiten in der
L?-Norm und derZ>-Norm den Wert% annahern. Desweiteren sind die Ergebnissedie

u undw Geschwindigkeitskomponenten identisch aufgrund der Symmetrie des betrachteten

Tabelle 5.3: Konvergenzstudiarfdie aufsteigende Blase zur Zeit: 0.075s.

e I e S I S
Fixpunkt(—)
37392, — 208, — |113; — 1.09; — [392.; — 208, -

73 12.09_1 0.31 8.47_5 0.44|7.67_5 0.19 4.92_5 0.39(2.09_7 0.31 8.47_5 0.44
14516.94_5 0.54 2.60_5 0.57[3.52_9 0.38 1.59_5 0.55(6.94_5 0.54 2.60_5 0.57
Fixpunkt (+)
37 1387, — 204, — (120, — 11147 — 3871 — 204, -
73 12.06_; 0.31 8.35_5 0.44(6.96_5 0.27 5.01_5 0.39]2.06_; 0.31 8.35_5 0.44
14516.76_5 0.54 2.56_5 0.57]2.97_5 0.41 1.60_5 0.56|6.76_o 0.54 2.56_5 0.57
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Tabelle 5.4: Konvergenzstudiarfdie aufsteigende Blase zur Zei= 0.075s.

n] e

€

] edd gt

.h
€2

?,h h h
2 et mk

p,h

p,h
2

€2

Fixpunkt(—)

37
73
145

4.621_o
1.158_4
2.402_3

0.679
0.764

3.14_4
1.27_5
4.66_3

1.89_4
0.44 6.90_3 0.50
0.49 2.19_3 0.56

6.51_;
5.80_4
4.26_,

1.14_,
0.05 4.90_3 0.41
0.16 1.92_3 0.45

Fixpunkt (+)

37
73
145

4.035_5
2.343_;
6.541_¢

0.267
0.620

3.49_,
1.32_5
4.46_5

1.48_,
0.48 6.32_5 0.42
0.53 2.15_5 0.52

6.52_1
5.90_;
4.27_4

1.04_,
0.05 4.55_5 0.41
0.16 1.82_5 0.45

Problems. Die relativen Fehler und Konvergenzrai@ndie Level-Set-Funktiony korre-
spondieren sehr gut mit denen der Geschwindigkeiten. Wieder beobachten wir hier, dass
zwischen; und 2 liegt und sich dem We# auf den feiner werdenden Gitteriahert, was ei-

ner Konvergenz zweiter Ordnungrfdie Level-Set Funktion sehr nahe kommt. Der positive
Effekt der Fixpunktiteration auf die Masseerhaltung ist deutlich sichtbar an den gemessenen
relativen Fehlerm™" in Tabelle 5.4. Wir erhalten mit der Fixpunktiteration in etwa eine Ge-
nauigkeit von 10~° in der Masseerhaltung auf allen Gittern, wobei ohne Fixpunktiteration
die Masse nur bis aufl0—* erhalten bleibt. Das Konvergenzverhalten des Drugkiss im
Vergleich zu den Geschwindigkeiten, wie zu erwarten, leicht reduziert. Der Grundrhierf
liegt in der Tatsache, dass der Druck entlang der freien Giotl unstetig ist.

Als nachstes Testproblem simulieren wir eine im Wasser aufsteigende Luftblase. Zu die-
sem Zweck betrachten wir die dreidimensionale Version des Modellproblems aus [109,192].
Das Gebiet und die Anfangskonfiguration der Fluidphasen sind wie folgt gegé&ben:
(0,0.2)m x (0,0.3)m x (0,0.2)m, der Blasenradius ist, = 1/30m und das Zentrum der
Blase liegtin(0.1m, 0.1m, 0.1m). Die Gravitationskraft und die Materialparameter sjhe
(0,-9.8,0)m/s*, 0 = 0.0728N/m, puasser = 10°kg/m?>, prupe = 1.226kg/m?>, fyasser =
1.137 x 103kg/ms und py, ;e = 1.78 x 10~°kg/ms. An allen Gebietsindern, das hei3t an
012, haben wir Haft-Randbedingungen gesetzt.

In der oberen Reihe von Abbildung 5.7 ist die zeitliche Entwicklung der dreidimensio-
nalen freien Oberéiche zu den Zeitenpunkten= 0.01s,0.02s,0.035s, 0.05s zu sehen, die
auf dem feinsten Gitter mit der Adsung160 x 240 x 160 berechnet wurde. In der unteren
Reihe von Abbildung 5.7 ist dieser Testfall atlich auf den zwei giberen Gittermaschen-
weiten40 x 60 x 40 und80 x 120 x 80 berechnet worden, um einen Vergleich zu der feins-
ten Auflosung durchihren zu nnen. Zur besseren Vergleichbarkeit der entsprechenden
Losungen haben wir in der unteren Reihe von Abbildung 5.7 die Visualisierung auf die Mit-
telschnittebene des 3D Gebietes beanhkt. Die Ergebnisse lassen sich bis zum Zeitpunkt
t = 0.035s sehr gut mit denen aus [109, 192] vergleichen und disungen auf den drei
betrachteten Gittern sind nahezu identisdlr. $fatere Zeitert > 0.035s wird die Blase im
Vergleich zu ihrer Ausgangsform stark deformiert und es ist eine deutliche Verbesserung der
Losung aufgrund der Gitterverfeinerung zu erkennen. Allerdings unterscheiden sich die Si-
mulationsergebnisséft > 0.035s von denen aus [109,192] aufgrund der Tatsache, dass wir
einen dreidimensionalen Aufbau des Problems betrachten, bei dem da#tnisriwischen
Oberfache und Volumen kleiner ist als in zwei Dimensionen. Um diese Aussage zu unter-
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Abbildung 5.7: Im Wasser aufsteigende Luftblase zu den dekfent = 0.01s, 0.02s,
0.035s, und0.05s (von links nach rechts). In der oberen Reihe sind die OChenénpositio-
nen r die Gitterweiten= (1/160, 1.5/240, 1/160) abgebildet. In der unteren Reihe sind die
Schnitte der der freien Obeithe mit der Mittelebene des Rechengebidiesie Gitterwei-
ten= (1/40,1.5/60,1/40), (1/80,1.5/120,1/80), und(1/160, 1.5/240,1/160) abgebildet
(die fettgedruckte Linie entspricht der feinsten Awsiling).

mauern, wurde ein quasi-zwei-dimensionales Analogon mit periodischen Randbedingungen
in z-Richtung berechnet, das heil3t es wurde eine zylindrische Blase betrachtet, bei der die
Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung gleich Null ist. Die berechneten Ergebnisse sind

in Abbildung 5.8 zu sehen.

Ein Vergleich der Ergebnisse aus Abbildung 5.8 mit den zweidimensionalen Simulations-
ergebnissen aus [109)f dieghost-fluid-Methode zeigt eine sehr glikereinstimmung bis
zum Zeitpunktt < 0.035s. Fur spatere Zeitpunkte > 0.035s wird der Masseverlust in der
ghost-fluid-Methode [109] substantiell unidhirt somit zu einer Verschlechterung der Qua-
litat der Simulation. Unser numerisches Schema sichert dahingegen die Masseerhaltung und
ermdglicht somit auch qualitativ veaksliche Langzeitsimulationen. Das numerische Sche-
ma aus [192] sichert ebenfalls die Masseerhaltung, aber die Level-Set-Funktion wird dort nur
mit erster Ordnung transportiert, wodurch insbesondere Langzeitsimulationen durch nume-
rische Diffusionsartefakte beeiathtigt werden. In unserer Approximation verwenden wir
ein Transportschemaherer Ordnung. Dieses liefeiirft > 0.035s bessere Ergebnisse als
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Abbildung 5.8: Aufsteigende quasi 2D Luftblase im Wasser en Aeitpunktert = 0.01s,
0.02s, 0.035s, 0.05s, 0.075s und0.1s. Zu sehen sind die Schnitte zwischen der Okelfe
und der Mittelebene des Rechengebietrsife Gittermaschenweitea (1/40,1.5/60, 1/4),
(1/80,1.5/120,1/8), und (1/160,1.5/240,1/16) (fettgedruckte Linien entsprechen der
feinsten Aufbsung).

in [192].

Zusammenfassend zeigen die Ergebnisse in Abbildung 5.7 und 5.8 die Notwendigkeit
von dreidimensionalerSimulationen @r Probleme aus der Blasen- und Tropfendynamik.
Die Blase aus Abbildung 5.7 ist substantiell schneller undretfein anderes Deformations-
muster als ihr zweidimensionales Gegéktaus Abbildung 5.8. Der Grund hiérfliegt
im unterschiedlichen Ve#itnis zwischen Volumen und Obexéihe und der unterschiedlich
starken Wechselwirkung mit den Gebiétsdern, denn der quasi 2D-Fall entspricht in 3D
einem aufsteigenden Luftzylinder.

5.5 Deformationsverhalten von Tropfen in Scherstomun-
gen

Als letztes numerisches Experiment dieses ersten Teils der Arbeit betrachten wir die De-
formation eines kleinen Tropfens innerhalb einer Schénsting. Hierzu wird ein sgiri-
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Abbildung 5.9: Phasendiagram der Tropfendeformatiorugkzh der KapillarzahlC'a und
der Reynoldszahke. Das statioare Regime mit konstanter Topologie wird mit ST bezeich-
net, das instaticire Regime, bei dem topologiscAaderungen auftreten wird mit IT be-
zeichnet.

scher Tropfen mit dem Radius, durch die ihn umgebende Schegstrung in die lange
gezogen [14,127,128]. Das Deformationsverhalt@mgh von den Materialeigenschaften der
Fluide fur den Tropfen, der umgebenderiig$igkeit und der Scherrate ab.

Eine statio@re Losung mit einer nahezu ellipsémniig deformierten Tropfengeometrie
erhalten wir beispielsweise, wenn die Ob&cfienspannungkraftgrol3 genug geahlt wird.
Wenn hingegen die geihlte Oberthchenspannungskraft zu klein ist, um die entgegengesetzt
gerichteten Kafte der Scherspannung zu bilanzieren, dan@hetfder Tropfen eine Topolo-
gieanderung. Hierbei zeifit der Tropfen solange in immer kleinere Satellitentropfen, bis
die Oberfachenspannungskraft wieder in der Lage istdie kleineren Tropfenvolumen die
Scherspannungen zu bilanzieren [128].

Im Folgenden bezeichnen wir die Viskagitdes umgebenden Fluides mijt; und die
Viskositat des Tropfens mit,. Der charakteristische dimensionslose Parameter eines sol-
chen Problems ist die Kapillarzahl

__ YYMTD
: -

Ca

(5.10)

Sie gibt das Verdéltnis von Viskosiatskiaften zu Oberfichenspannungen an den Phasengren-
zen von Fissigkeiten und Gas oder unmischbareisBigkeiten wieder. Das Deformations-
verhalten des Tapfchens &3t sich qualitativiber die Kapillarzah« und die Reynoldszahl
Re bestimmen. Ge#f} [128] existieren zwei Simungsbereiche: Ein statiares Regime
(ST), bei dem der Tropfen seine Ausgangstopologi@leriind ein instatioares Regime
(IT), bei dem der Tropfen eine topologiscAaderungen e#hrt undiber die Zeit in ent-
sprechende Satellitentropfen z&lf, siehe Abbildung 5.9.

Zunachst betrachten wir vier regsentative Parameterkonfigurationgandas ST-Regime
mit Reynoldszahlen, die wenig unterhalb der kritischen Werte lieg&mjioh (C'a, Re) =
(0.25,1.5), (0.2,4), (0.15,10), und (0.1, 20). Diese Parameterwahlen wurden auch in [127,
128] im Rahmen einer VOF-Simulation betrachtet. Die finalen statem Ergebnisseif
diese Konfigurationen sind in den Abbildungen 5.10 und 5.11 dargestellt. Diese Ergebnisse
sind den Ergebnissen aus [127, 128] s&@hmnlich. Mit steigender Reynoldszahl beobachten
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Abbildung 5.10: Statio&re Ergebnisse der Tropfendeformation in einer Schiarsaing fir

die vier Parameterkonfigurationé¢@ia, Re) = (0.25, 1.5), (0.2, 4), (0.15, 10), und (0.1, 20)

(oben links bis unten rechts). Zu sehen ist die freie Oaeht im statioaren Limit. Das
entsprechende Druckfeld ist mit der gleichen Farbskalierung auf allen Bildern mittels einer
Mittelschnittebene dargestellt. Die statéwan Zusinde werden zu den Zeitén= 203.34,

t = 538.41, t = 829.68, undt = 1649.36 erreicht (von oben links bis unten rechts). Das
Simulationsgebiet is?2 x 1 x 2 grof3 und der Tropfen hat einen Radius vor: 0.25. Die
Gittermaschenweite i$2/128,1/64,2/128).
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Abbildung 5.11: Statio&re Ergebnisse der Tropfendeformation in einer Schiarsaing fir

vier unterschiedliche Parameterkonfigurationen. Zu sehen sindd@agrmgen der freien
Oberfache in dem umgebenden &trungsfeld entlang der Mittelschnittebene. Die entspre-
chenden Druckfelder sind mit der gleichen Farbskalierung auf allen Bildern mittels einer
Mittelschnittebene dargestellt. Die statéwen Zushinde werden zu den Zeitén= 203.34,

t = 538.41 (obere Reihe) und = 829.68, t = 1649.36 (untere Reihe) erreicht. Das Simu-
lationsgebiet is x 1 x 2 grof3 und der Tropfen hat einen Radius vos 0.25. Die Gitter-
maschenweite is2/128,1/64,2/128). Fur die ParametefCa, Re) = (0.25,1.5), (0.2,4)
(obere Reihe) bildet das $tnungsfeld innerhalb des Tropfens einen einzigen Wirbel aus,
wobei fur die ParametefCa, Re) = (0.15,10), (0.1, 20) (untere Reihe) das Stmungsfeld
innerhalb des Tropfens zwei Wirbel ausbildet.
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Abbildung 5.12: Instatio@re Ergebnisse der Tropfendeformation in einer Schiarsing fir
die ParameterkonfiguratioiCa, Re) = (0.15,15). Zu sehen ist die zeitliche Entwicklung
der freien Oberfiche zut = 0, ¢ = 334.8,t = 379.2,¢t = 396.0, t = 397.2, ¢t = 416.40
(oben links bis unten rechts). Das Simulationsgebigiist) x (0,1) x (0,2) grof3 und der
Tropfen hat den Radius= 0.25. Die Gittermaschenweite i$8/192,1/64,2/128).
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Abbildung 5.13: Instatio@re Ergebnisse der Tropfendeformation in einer Schiamraing fir
die ParameterkonfiguratiofCa, Re) = (0.1,25). Zu sehen ist die zeitliche Entwicklung
der freien Oberfiche zut = 0,t = 178.8,t = 238.8,t = 330.0, ¢t = 358.8, ¢t = 373.2,

t = 394.8, t = 418.8 (von oben nach unten). Das Simulationsgebiet(si4) x (0,1) x
(0,2) grof3 und der Tropfen hat einen Radius vor= 0.25. Die Gittermaschenweite ist
(14/896,1/64,2/128).
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auch wir eine Brechung der Symmetrie deggichens entlang der Mittelschnittebene und
eine sarkere Abweichung der ©pfchenform von der eines Ellipsoids. Desweiteren entwi-
ckelt das Sttmungsfeld innerhalb desdpfchens multiple Wirbel mit steigender Reynolds-
zahl. Wir beobachten die Ausbildung je eines Wirbéisdie Ralle (Ca, Re) = (0.25,1.5)

und (Ca, Re) = (0.2,4) und die Ausbildung von je zwei Wirbelriif die Ralle (Ca, Re) =
(0.15,10) und(Ca, Re) = (0.1, 20).

Als letztes numerisches Experiment betrachten wir zwei Konfigurationen des IT-Regimes
(siehe Abbildund 5.9). Die Ergebniss# fdie ParametefCa, Re) = (0.15,15) sind in Ab-
bildung 5.12 aufgefhrt. Hier beobachten wir zéchst eine Dehnung des Tropfens von einer
spharischen hin zu einer Ellipsenform, dann hin zu einer hahtdichen Form, bevor er
schlie3lich seine Topologi@ndert und in zwei Satellitentropfen z&lif. Diese zwei Satelli-
tentropfen konvergieren in einen stattwan Zustand hinsichtlich ihrer Topologie, weil die
Oberfachenspannung jetzt stark genug ist, die Sclddrdie auf diese Tropfenmassen wir-
ken, auszugleichen.

Fur die Parameterkonfiguratiqd'a, Re) = (0.1, 25) sagen wir voraus, dass dasopf-
chen im zeitlichen Verlauf in viele kleine und kleiner werdendépfchen zerdllt, da das
Kraftegleichgewicht zwischen der Ob@dhenspannungskraft und der Scherspannungskraft
sich erst sehr sq1 nach einer starken Deformationsphase einstellt. Der Zerfallsprozess tritt
erst nach einer sehr langen Dehnungsphase dgsfchrens in eine hantelartige Form ein.
Hier I6sen sich dann z@chst die Enden ab und bilden drei eher grol3e Satellitentropfen, de-
ren Deformationsverhalten siémnlich zu dem Ursprungstpfchen verhlt. Die umgebende
Scherstbmung dehnt im weiteren Verlauf diese dredpfchen wieder zu einer hanigin-
lichen Form aus, bis diese sich wiederum in weitere kleinere Satelbfgiotren aufteilen.
Dieser charakteristische Prozess wiederholt sich solange, bis died@berispannungiite
das Deformationsverhalten depfchen bilanzierendgnnen, das heil3t, bis die Obéxdhen-
spannungsléfte strker sind als die wirkenden Scheiikie. Dieses vorhergesagte Verhalten
ist deutlich in den Konturplots der Abbildung 5.13 zu beobachten.
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Kopplung mit beweglichen Starrkorpern



Kapitel 6

Generierung und Transport von
komplexen Starrkorpergeometrien

In diesem Kapitel beschreiben wir die Umwandlung einer vorgegebenen triangulierten Starr-
korpergeometrie in eine auf einem Eulerschen Gitter definierte Level-Set-Funktion. Diese
Umwandlung besteht im wesentlichen aus zwei Schritten: erstens aus der maschinengenau-
en Berechnung des Abstandes eines Punktes zu einem gegebenen Dreieck, zweitens aus der
Innen/Aul3en-Differenzierung des Stairgers fir die Vorzeichenbestimmung der entspre-
chenden Level-Set-Werte.

Um schlief3lich Fluid-Stardrper-Wechselwirkungen simulieren zarknen, muss dér
ber hinaus ein bis auf Gittergenauigkeit verlustfreier Transport der Level-Set-Geometrie ga-
rantiert werden, sodass die Stamgereigenschaft zu jedem Zeitpunkt einer Simulation er-
halten bleibt. r solche Problemstellungen bietet sich eine Semi-Lagrangesche Diskretisie-
rungstechnik an. Zu jedem Zeitpunkt wird eine entsprechende Trajektorie afitgefodass
die aktuelle Lage des Staikpersiiber Interpolation aus den maschinengenauen Werten der
Anfangsbedingung des Stadnpers ermittelt werden kann.

6.1 Traditionelle Darstellungstechniken komplexer Geome-
trien

Eine klassische Darstellungstechnik komplexer Geometrieawilber Verfahren zur Er-
langung von randangepassten Gittern. Diese Methode ist bis heute ein eigenes Fachgebiet
des Wissenschaftlichen Rechnens, da es nach wie vor sehr komplexe und bisher unbeant-
wortete Fragestellungen beinhaltet. Ein wichtiger Interessenspunkt in der Gittergenerierung
ist der zeitliche Aufwand, welcher bétigt wird, um eine Geometrie so zu vernetzen, dass
eine stabile Diskretisierung einer PDE émghicht wird.

Im Zuge dessen haben sich in der Vergangenheit eine Anzahl unterschiedlicher Git-
tergenerierungstechniken entwickelt, die im Zusammenhang mit Finite-Elemente-, Finite-
Volumen- und Finite-Differenzendsern eingesetzt werden. Zu den p@psien Methoden
zahlen sicher die Methoden zur Generierung von randangepassten, unstrukturierten sowie
block-strukturierten Gittern. i eine gegebene komplexe Geometrie versucht man ein Git-
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Abbildung 6.1: Gittergdttung einer komplexen Geometrie.

ter zu erzeugen, welches weitestgehe@chttiche Skalen- und Kimmungsvariationen der
Geometrie eirdngt.

Das Problem hierbei ist, dass eine erste Gittergenerierung in der Regel sehr zeitauf-
wendig ist. Weiterhin ist diese erste Gitterversion meistens so verzerrt, dass in weiteren
Praprozessing-Schritten elaborierte Gittétgingsalgorithmen einéif das Simulationspro-
gramm gutniitige (d.h. glatte) Verteilung der Gitterknotenpunkte produzieren sollen, wie in
Abbildung dargestellt.

Eine weitere im Bereich Finiter-Volumen-Techniken oft eingesetzte Gittervernetzungs-
technik ist dieChimera-oder auchComposite-Grids-Methode. Hier wird die Geometrie
zurachst in einfachere Teilobjekte zerlegt, welche dann einzeln mit einem Gitter verse-
hen werden. Beim Zusamméigfen aller Teilgitter entstehen Gittiberlappungszonen zwi-
schen den Teilobjekten, wie in Abbildung & @argestellt ist. In diesedberlappungsberei-
chen niissen dann die zu berechnende®®@ungsgdl3en mit geeigneten Interpolationsope-
ratoren auf das jeweilige Gitter transferiert werden.

Abbildung 6.2: Gittergenerierundgif ein U-Boot mittels der Composite-Grids-Methode.

Das Bild stammt von Per-Olof Persson [3].
2Das Bild stammt von Bill Henshaw und Kyle Chand [4].
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Abbildung 6.3: Randangepasstes Giti@rdine Kreisgeometrie mit d€2ut-Cell-Technik.

Die Probleme dieser Methode bestehen darin, dass der Schritt der Objektaufteilung je
nach gegebener Geometrie sehr zeitaufwendig und teuer sein kann. Weiterhin ist eine effi-
ziente Interpolation zwischen den Gitterkomponenten, welche Masse- und Energieerhaltung
gewahrleistet, im Allgemeinen aufandig.

Eine weitere Technik zur Darstellung komplexer Geometrien ist die sogenannte kartesi-
scheCut-Cell-Technik. Die kartesische Cut-Cell-Methode ist vom Konzept her recht einfach
und verwendet keine Gittergenerierung im konventionellen Sinne. Anstatt einer Gittergene-
rierung werden hier die Schnittpunktérfiedes Randsegment der Geometrie mit dem sta-
tionaren Eulerschen Gitter berechnet. Die ermittelten Schnittpunkte zwischen dem Geome-
trierand und dem Eulerschen Gitter definieren die entsprechenden Schnittzellen ("cut-cells”),
sodass das resultierende Gitter schliesslich ein an die Geometrie randangepasstes Gitter er-
gibt, wie Abbildung 6.3 veranschaulicht.

Probleme bei dieser Technik treten auf, wenn marginal kleine Uiekstaus den Cut-

Cells herausgeschnitten werdeifigsen. Insbesondere werden dann die notwendigen CFL-
Stabilitatsbedingungen aus Abschnitt 4i# kine Stomungssimulation verletzt. Diese si-
chert im Rahmen einer expliziten Diskretisierung der konvektiven Terme, dass der Informa-
tionsfluss innerhalb eines Zeitschritts nicht weiter als eine Gittermaschenweite evolvieren
darf. Sehr kleine Gitterteilatke wiirden somit eine sehr kleine Zeitschrittweite zur Folge
haben, die den gesamten Rechenaufwand der Simulation extrem iloeti¢iben wirde.

6.2 Generierung komplexer Geometrien mittels der Level-
Set-Technik

Um die Problematiken von randangepassten und zusammengesetzten Gittern zu umgehen,
verwenden wir eine Level-Set-Darstellung zur Geometriebeschreibung. Das heif3t, im Unter-
schied zu den problemangepassten unstrukturierten oder blockstrukturierten Gittern sowie
den zusammengesetzten Gittern, wie auch den Cut-Cell Gittern, verwenden wir die Einbet-
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tungstechnik der Level-Set-Methode zur Darstellung komplexer Sigrekgeometrien. Da-

zu beschreiben wir im Folgenden, wie wir eine vorgegebene triangulierte Geometrie in eine
vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion, also in eine Level-Set-Funktion, auf einem kartesi-
schen Gitter transformieren. Mit anderen Worten, es muss in jedem kartesischen Gitterpunkt
der euklidische Abstand zur vorgegebenen Geometrie ermittelt werden.

6.2.1 Grundidee des Level-Set-Verfahrens zur Beschreibung komple-
xer Geometrien

Level-Set-Verfahren géiren zur Klasse der Front-Capturing-Methoden, vgl. Abschnitt 3.2.4
Diese definieren den freien Rand als eingebettete Niveaumenge éimendimensionalen
Lipschitz-stetigen skalaren Funktion. In unserem Fall werden wir aus einer vorgegebenen tri-
angulierten Geometrie eine entsprechende vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion auf einem
kartesischen Gitter generieren. Diese @giitht es uns einerseits geometrisché@mn, wie
beispielsweise den Normalenvektor und di¢ikmung, berechnen zwknen und kann an-
dererseits als Indikatorfunktion im Rahmen der@senden Navier-Stokes-Gleichungen ein-
gesetzt werden. Das Fortbewegen der Stap&roberfhiche wird hierbei auf den Transport

der entsprechenden Level-Set-Funktiontmlkgefihrt. Weiterhin kann der Stardkperrand

durch einen Konturplot der entsprechenden Niveaumenge zum Niveauwert Null visualisiert
werden.

Um eine vorzeichenbehaftete Abstandsfunktiorigreine beliebige vorgegebene trian-
gulierte Starrkbrpergeometrie zu konstruieren, liéigen wir einerseits ein effizientes Ver-
fahren, welches das Vorzeichen (d.h. Innen/Aussen-Differenzierung) bestimmt und anderer-
seits ein effizientes Verfahren, welches den euklidischen Abstand eines kartesischen Git-
terpunktes zu der vorgegebenen triangulierten Geometrie bis auf Maschinengenauigkeit be-
rechnet.

6.2.2 Berechnung des Vorzeichendif Innen- und Aussendifferenzie-
rung

Zur Bestimmung des Vorzeichens der Level-Set-Werte auf dem kartesischen Gitter, also der
Differenzierung von Innen und Aussen einer vorgegebenen triangulierten Geometrie, ver-
wenden wir ein effizientes Polygonscan-Verfahren. Die Idee von Polygonscan-Techniken
beruht im Wesentlichen auf dem Jordankurven-Theorem. Dieses besagt, dass jede einfach
zusammen@ingende geschlossene Kurve die Ebene, in der sie liegt, in zwei disjunkte Ge-
biete aufteilt, einAulReres und ein Inneres. Wie Abbilduhg 6.4 links zeigt, kann man auf-
grund dieses Theorems von allen Gitterpunkten einer Randebene des Rechengebietes aus
eine Halbgerade durch das Rechengebiet verlaufen lassen. Die Anzahl und genaue Position
ihrer Schnittpunkte mit der Geometrie werden in einem Vektor einmalig gespeichert. Aus
diesem &al3t sich @ir jeden Gitterpunkt des kartesischen Gittiélogr einfache Vergleichsab-
fragen sein entsprechendes Vorzeichen ermitteln. Die Behandlung geometrisch degenerierter
Falle, wie beispielsweise eine auf der Halbgeraden liegende Geometriekante oder ein einzel-
ner Betihrungspunkt mit einer Geometrieecke werdéer die "Simulation of Simplicity”-
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Eine vorgegebene Seite der bounding box

Abbildung 6.4: Polygonscan-Verfahreirfeine vorgegebene Polygonzug-Geometrie. Der
Becher auf der rechten Seite ist mit der bitweisen Innen- und Aussendifferenzierung auf
einem kartesischen Gitter berechnet worden.

Technik [54] abgefangen. Dies&uscht in solchendtlen eine infinitesimal kleine Verschie-

bung der Halbgeraden in eine Richtung vor, sodass sie den Geometrierand entweder eindeu-

tig schneidet oder gar nicht erst birt. Mit dieser Technik et man fir jede geschlossene

Starrldrpergeometrie immer entweder eine gerade Anzahl an Schnittpunkten oder keinen

Schnittpunkt, woraus sich das Vorzeichén die Level-Set-Werte eindeutig ermittebid3t.
Abbildung 6.4 rechts zeigt die Null-Is@ithe einer mit dem Polygonscan-Verfahren auf

ein kartesisches Gitter transformierten komplexen 3D-Geometrie in Form eines Bechers. Im

Vergleich zu der originalen triangulierten Geometrie ist diese Geometiigicatrauher, da

auf dem kartesischen Gitter der Wertebereich sich nuf dufAuf3en, 1=Innenbeschénkt

und deshalb in der Visualisierung auch die Gitter@adhg erkennbar ist.

6.2.3 Maschinengenaue Berechnung einer Abstandsfunktion

Mit dem Polygonscan-Verfahren haben wir aghst unsere vorgegebene triangulierte Geo-
metrie insoweit auf ein 3D kartesisches Gittdyertragen, als dass jetzt jeder kartesische
Gitterpunkt mit dem Wert oder—1 versehen ist und damit wiedergibt, ob er sich innerhalb
oder aul3erhalb der vorgegebenen Geometrie befindet. Jedoch fehlen noch jegliche Informa-
tionen Uber den genauen Verlauf beziehungsweise die genaue Lage des Geometrierandes.
Diese zuatzliche Information wird nun in einem zweiten Schiitier die Einfihrung einer
Abstandsfunktion ermittelt. Hierbei berechnen wir in jedem kartesischen Gitterpunkt den
euklidischen Abstand zu der Geometrie und multiplizieren diesen mit dem Gitterwert aus
dem Polygonscanverfahren (also midder—1). Damit erhalten wir schlie3lich die zu einer
vorgegebenen triangulierten Geometrie auf ein 3D-Gitbartragene attjuate vorzeichen-
behaftete Abstandsfunktion.

Da wir uns auf triangulierte Geometrien besitiken, liegt das Ziel in einer schnellen
Berechnung des euklidischen Abstandes zwischen einem Punkt und einem Dreieck. Dies ist
ein klassisches Problem aus der Echtzeit-Computergraphik [53, 104].



92 KAPITEL 6. GENERIERUNG UND TRANSPORT VON KOMPLEXEN
STARRKORPERGEOMETRIEN

. t
Region ZA
Region 1
Region 3
Region 0
> S
Region 4 Region 5 Region 6

Abbildung 6.5: Aufteilung der Dreicksebene in sieben dikjerRegionen.

Mathematisch ausgeiaitkt wird in [53] die minimale euklidische Distanz gesucht zwi-
schen einem gegebenen Pupkt, y, z) und einem gegebenen Dreiegls, t) = b + sey +
te; fur (s,t) € D = {(s,t) : s € [0,1],t € [0,1],s + ¢t < 1}. Diese berechnen wiiber die
Suche des Tupels, ) € D, welches dem Punkt s, ¢) auf dem Dreieck entspricht, der den
geringsten Abstand zu dem Punkt:, y, z) hat. Der quadrierte Abstandifeinen Punkt des
Dreiecks zu dem Punki ist ¢(s,t) = |t(s,t) — p|* fur (s,t) € D. Die Funktionq ist ein
Polynom zweiten Grades iundt,

q(s,t) = as® + 2bst + ct* + sds + 2et + f (6.1)

wobeia = eley,b = ele;,c = ele;,d = el (b —p),e = el (b—p),undf = (b —
p)?(b—p). Polynome zweiten Grades werdéper das Vorzeichen var: — b2 klassifiziert.
In unserem Fall giltiir ¢(s, t)

ac—b* = (ey-eg) - (e1-e)) —(eg-e)* = ey x e]* > 0. (6.2)

Diese Positiviait basiert auf der Annahme, dass die Kantgrund e; des Dreiecks linear
unablangig sind, so dass ihr Kreuzprodukt keinen Nullvektor ergeben kann.

Damit wissen wir, dasg(s,?) uber D minimiert werden muss, um den Abstand des
Punktes zum Dreieck zu ermitteln. Qaeine stetig differenzierbare Funktion ist, muss das
Minimum entweder im Inneren vob, wobei der Gradient

Vq=2(as+bt+d,bs+ ct +¢) = (0,0)

ist, oder auf einem Randpunkt vénliegen. Der zugetrige Algorithmus veduft wie folgt:

Der Gradient vory ist genau dann Null, weng = (be — cd)/(ac — b?) undt = (bd —
ae)/(ac — b?). Falls(3,) € D gilt haben wir das Minimum vor gefunden. Anderenfalls
muss das Minimum auf einem der Randkanten des Dreiecks liegen. Um den richtigen Rand
zu finden, betrachten wir Abbildung 6.5. Hier wird die Ebene, in der das Dreieck liegt, in
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Abbildung 6.6: Verschiedene Niveaulinien zu untersch@ain Niveauwerteriif ¢(s, t).

sieben disjunkte Teilatke beziehungsweise Regionen zerteilt. Das als Régiezeichnete
zentrale Dreieck entspricht geradle Falls (3, 1) in Region0 liegt, dann liegt der Punkt mit
dem geringsten Abstand zuim Inneren des Dreiecks.

Angenommen(s, t) liegt in Region 1, dann wissen wir, dass die Niveaulinien yont)
Ellipsen sind, da(s, t) ein Paraboloid ist. Dort w&¢ = (0, 0) gilt, degenerieren die Ellip-
sen zu einem Punkt, dem Scheitelpunid, f) = Qmin- VYON ¢,:n @US Wachsen die Niveau-
werte der Niveaulinien streng monoton. Daher gibt es einen kleinsten Niveagwint den
die entsprechende Ellipgse= ¢, die Dreiecksseite + ¢t = 1 an einem Punkt = s, €
[0,1],t = to = 1 — so befuhrt. Dieser Punkt ist der amohsten zum Punkh gelegene.
Ermittelt wird eruiber den Schnitt des Graphs v, t) mit der Dreieckskante + ¢ = 1.
Dieser Schnitt wiederum bildet eine Parabel und ist der Graphfyen= ¢(s,1 — s) fur
s € [0, 1]. Damit haben wir unser Minimierungsproblem &i§) fir s € [0, 1] eingeschiinkt
und somit um eine Dimension reduziert. Das Minimum VdR) tritt entweder im Inneren
von [0, 1], wo f'(s) = 0 ist, oder an einem Endpunkt auf, das hei3: 0 oders = 1.
Um zwischen inneren Punkten und Endpunkten zu unterscheiden, verwenden wir dieselbe
Partitionierungsidee eingesémkt auf den 1D-Fall. Das Intervdl, 1] partioniert die reel-
le Achse in drei Teilintervalles < 0,s € [0,1] unds > 1. Sei f’(s) = 0. Fallss < 0,
dann istf(s) eine streng monoton wachsende Funktiond € [0, 1]. Das Minimum, ein-
geschankt auf das Intervall, 1], muss beis = 0 angenommen werden, das hej3timmt
sein Minimum bei(s, t) = (0, 1) an. Fallss > 1, dann istf(s) eine streng monoton fallende
Funktion tr s € [0, 1]. Das Minimum, eingescBnkt auf das IntervalD, 1], muss bek = 1
angenommen werden, das hejtimmt sein Minimum be(s, ¢t) = (1,0) an. Andererseits,
falls § € [0, 1], dann nimmtf sein Minimum ins an undq erhalt sein Minimum im Punkt
(s,t) = (5,1 —3).

Falls (5, 1) in Region 3 liegt, dann wird das Minimum i), ¢,) fiir eint, € [0, 1] ange-
nommen. Fall§s, ) in Region 5 liegt, dann wird das Minimum (@, 0) fir eins, € [0, 1]
angenommen. Die Ermittelung, ob der Berpunkt ein innerer Punkt oder ein Endpunkt des
Intervalls ist, wird analog zum oben eg@kten Verfahren durchgéffirt.
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Abbildung 6.7: Vergleich der Isdthen zum Niveauwert Null des Polygonscan-Verfahrens
(linkes Bild) und der vorzeichenbehafteten Abstandsfunktion (mittleres Bild); das rechte
Bild zeigt die direktdJberlagerung beider Ergebnisse.

Falls (3, ) sich in Region 2 befindet, ist esiglich, dass die Niveaulinie vapentweder
als erstes die Kante+ ¢t = 1 oder als erstes die Kante= 0 bertihrt. Da das globale Mini-
mum in Region 2 liegt, kann der Gradient an dem Pufikt) nicht ausserhalb vob zeigen.

Das heif3t(0, —1)(Vq(0,1))" und (1, —1)(V¢(0,1))" kdnnen nicht beide negativ sein. Die
zwei Vektoren(0, —1) und (1, —1) sind die Richtungsvektoreriif die Kantens = 0 und
s+t = 1. Die Wahl der Kantes + ¢t = 1 oders = 0 wird in Abhangigkeit von den Vor-
zeichen von(0, —1)(Vq(0,1))T und(1, —1)(Vq(0,1))T getroffen. Dasselbe Verfahren wird
auch fir die Region 6 durchgahrt. In Region 4 geben die Vorzeichen der beided&n
(1,0)(Vg(0,0))" und (0, 1)(Vq(0,0))T an, welche Dreieckskante das entsprechende Mini-
mum entfalt.

Als Beispiel ist in Abbildung 6.7 ein Direktvergleich der verschiedenen Darstellungen
des Bechers aufgéffirt. Das Polygonscan-Verfahren im linken Bild erzeugt ein skalares Feld
auf dem kartesischen Gitter, welches nur aus den Wertdn1} besteht und damit angibt,
ob sich der Gitterpunkt im Inneren oder iuReren befindet. Das mittlere Bild eéthnun
zusatzlich die Information des euklidischen Abstandes zum geometrischen Rand, der hier
durch die Niveaumenge zum Niveauwert Null dargestellt ist. Das rechte Bild zeigt eine
Uberlagerung beider Methoden, wodurch die Differenz beider Darstellungen des Bechers
klar herausgestellt wird und der substantielle Informationsgewinn in der Geometriedarstel-
lung mittels einer vorzeichenbehafteten Abstandsfunktion deutlich wird.

6.2.4 Effizienzsteigerung aufgrund der Lokaliitseigenschaft

Die genaue Transformation einer triangulierten Geometrie auf ein kartesisches Gitter in
Form einer vorzeichenbehafteten Abstandsfunktion ist wichitigilen Navier-Stokes-Sit¥
mungsbser. Die aus der Abstandsfunktion resultierende charakteristische Funktion und die
zusatzlich daraus gewonnenen geometrisched¥en, wie Normalenvektor und &mmung,



6.2. GENERIERUNG KOMPLEXER GEOMETRIEN MITTELS DER
LEVEL-SET-TECHNIK 95

Abbildung 6.8: Darstellung der transparenten &dfe zum Niveauwert Null inklusive einer
zentralen Schnittebene, welche die Abstandswerte in farbcodierter Form wiedergibt.

kdnnen nun entsprechend in die Operatoren der Impuls- und Kontinuumsgleichung als Ge-
wichte mit eingehen, um die Staiiipergeometrie in das numerischédungsverfahren ein-
zubeziehen. Von Vorteil ist hierbei, dass die Information einer vorzeichenbehafteten Ab-
standsfunktion nur in einer Umgebung der physikalisch relevanten Geometriaoberfje-
geben sein muss. Das heil3t, dass wir die Generierung der Abstandsfunktion, aufgrund der
Sternbreite des WENO-Verfahrengnfter Ordnung, bis zu sieben Gitterzellen vom Geo-
metrierand entfernt durctihren niissen. Die restlichen Gitterzellen werden ohne Rechen-
aufwand direkt mit einer Abstandskonstanten vonst = 8h mit ensprechendem \orzei-
chen versehen. Abbildung 6.8 zeigt die I&cfie zum Niveauwert Null und eine Mittel-
schnittebene einer entsprechend generierten Level-Set-Funktion des Bechers. Die Farbver-
teilung der Mittelschnittebene zeigt, dass innerhalbeddmgebung die Abstandswerte zur
Starrlkorpergeometrie berechnet wurderiigr Bereich) und ausserhalb davon ein konstan-
ter Wert gesetzt wurde mit entsprechendem Vorzeichen iraAgigkeit des Polygonscans
(blauer/negativer und roter/positiverdehenbereich). Hierbei wird der Entscheidungspro-
zess, ob innerhalb einer Gitterzelle der euklidische Abstand zum Geometrierand berechnet
wird oder nichtjiber die zugebrige ”Bounding-Box@ eines jeden Dreiecks gesteuert. Diese
Bounding-Box wird zuvor entsprechend um sieben Gitterzellen in alle Raumrichtungen auf-
geweitet. Wenn ein Gitterpunkt innerhalb der Bounding-Box eines Dreiecks der@faark
geometrie liegt, dann wird dort der euklidische Abstand zu diesem Dreieck berechnet.
Dieses Verfahren reduziert den Rechenaufwanddfe vorzeichenbehaftete Abstands-

3Die Bounding-Box ist hier definiert als dér°-Umkreis eines Dreiecks.
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funktion substantiell. Es wird ausserdem nur einmal zu Beginn der Simulationsrechnung
in Form eines Vorverarbeitungsschrittes durckigef und hat somit keinen Einflu3 auf die
Rechenzeit des Navier-Stokes8trungsbsers.

6.3 Semi-Lagrangscher Transport einer Starrlorpergeome-
trie

Die Starrlorpergeometrien, welche wir im Folgenden betrachten, werden — wie im letz-
ten Abschnitt beschrieben — aus einer uiisiglich triangulierten Obeidkhe in eine auf
einem 3D-kartesischen Gitter definierten vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion (Level-Set-
Funktion) umgewandelt. Der Transport dieser Stampler-Level-Set-Funktion muss so um-
gesetzt werden, dass er die charakteristische Eigenschaft der Deformationsfreiheit aufrecht
erhalt. Hierbei istinsbesondere der Einflu3 numerischer Diffusionsartefakte auf died®tarrk
pergeometrie, welche im transienten Verlauf zu einer unphysikalischen Deformitiam f
wirden, weitestgehend auszuschalten. Semi-Lagrangesche Diskretisierungstecinwiieen f
Transportgleichnug der Staikpergeometrie sindif diese Zielsetzung besonders geeignet,

da sie aufgrund ihres Lagrangeschen Ansatzes keine Diffusionsartefakte enthalten, wie sie
typischerweise bei den Eulerschen Methoden auftreten.

In den folgenden Abschnitten werden wir Aahst die Bewegungsparameter eines Starr-
korpers, bestehend aus Translation und Rotatiahenerautert. Danach wird die Diskre-
tisierung der Starrper-Transportgleichung mittels der Semi-Lagrangeschen Technik be-
schrieben.

6.3.1 Bewegungsparameter eines dreidimensionalen Stafikpers

Uberall dort, wo Strukturen oder Teile von Strukturen ohne oder mit sehr kleinen Verfor-
mungen vorkommen, empfiehlt sich bei der numerischen Simulation die Verwendung von
Starrlorpermodellen. So ist beispielsweise in [196] die Simulation von Steinschlagprozes-
sen simuliert worden. Durch den Aislichen Einsatz entsprechender Zwangsbedingungen,
wollen wir die Interaktion mit Fluiden simulieren, sodass die Bewegung von Staekn

in Zweiphasenstimungen effizient und akkurat simuliert werden kann. Hierzu leiten wir
zunachst, analog zu [196], die reine Bewegung eines dreidimensionalendpens her,
welche neben der Translation Zilich aus der Rotation besteht.

Die Lage eines Startkpers im dreidimensionalen Rauglit sich eindeutig durch un-
abhangige Parameter darstellen, wie zum Beispiel durch die Position von drei voneinander
verschiedenen &perpunkten (33 = 9 Koordinaten mit 3 Bindungsgleichungen) oder durch
die Koordinaten von zwei Punkten und der Verdrehung um die Verbindungsach8e+?2
1 = 7 Werte bei einer Bindungsgleichung) oder auch durch die Koordinaten eines Bezugs-
punkts und die Verdrehung de®Kers um diesen Punkt (3+3 = 6 voneinander uaafgige
Grossen). Wenn ein Staiwkper in der Simulationsberechnuildger seinen Schwerpunkt de-
finiert wird, ist die dritte Optioniir die Beschreibung der Lage des Stargers im Raum ka-
nonisch. Im Schwerpunkt befindet sich zudem dggermasse im Gleichgewicht, das heif3t
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translatorische Beschleunigungen erzeugen keine Momente und Rotationen kdtearKr
Schwerpunkt, was wiederurirfdie Berechnung der Starkperdynamik von Vorteil ist.

Das linke Bild in Abbildung 6.9 zeigt einen hexagonalen Stampkr im globalen, zeit-
unablangigen kartesischen Koordinatensystem. Der Ursprung des Koordinatensystems liegt
im Schwerpunkix,(0). Die wesentliche Eigenschaft eines Stargers ist die unvénder-
liche Lage eines jedendtperpunktes beémlich des lokalen Koordinatensystems, welches
fest mit dem Starrérperbezugspunkt, (¢) verbunden ist, vgl. Abbildung 6.9 rechts. Damit
laf3t sich die Position jedes Stabrperpunkts” beziglich des globalen Koordinatensystems
durchzp(t) und beziglich des lokalen Koordinatensystems durch den konstanten \gktor
beschreiben. Das heil3t, nach dem Satz von Chaslés dief numerische Beschreibung des
Starrlorpers die Formulierung der translatorischen Bewegung des Schwerpunkts sowie die
Orientierung des lokalen Koordinatensystems ausreichend [73, 200].

Translation eines Starrkdrpers im Raum

Seixg(t) die Position des Schwerpunktes einer Stampergeometrie unk(¢) die Orien-
tierung des Starékpers zur Zeit. Das Ziel ist im Folgenden die zeitlichenderung der
Position und der Orientierung zu definieren. Das heil3t insbesondere, dass wir entsprechen-
de Darstellungenifr x4(¢) und R(t) berbtigen. Daxs(t) die Position des Schwerpunktes
im globalen System (Realwelt) ist, ists(¢) die Geschwindigkeit des Schwerpunktes im
globalem System. Wir definieren die lineare Geschwindigkél) als die entsprechende
Translationsgeschwindigkeit

v(t) = xs(t) (6.4)

eines Starrérpers. Wenn man die Orientierung eines Stanplers fixiert, dann ist die ein-
zige Bewegung, die ein Stalkper erfahren kann, die reine Translation urd) gibt die

Globale Koordinaten Lokale Koordinaten
y

s(0)

Abbildung 6.9: Hexagonaler Stadiper: Globale, zeitunaldimgige Koordinaten der
Starriorpergeometrie (links) und entsprechende lokale, zedtapige Koordinaten des
Starrlorpers nach einer Translation und Rotation.
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Globale Koordinatenachsen Lokale Koordinatenachsen
o,
o
e3
€,

s(0) €

s(0)

Abbildung 6.10: Das linke Bild zeigt die globalen, zeitunabfigen Achsen einer nicht
mitabgebildeten Startkpergeometrie und das rechte Bild zeigt die entsprechenden lokalen,
zeitablangigen Achsen nach einer Translation und Rotation.

Geschwindigkeit dieser Translation an.

Wenn eine rein translatorische Beweguflg; des Schwerpunktes eines Stémbers
stattfindet, so gilt die gleiche Verschiebung tien gesamten Staiikper. Erst die Rotati-
on des lokalen Bezugssystems erfordert einétlishe Berechnung [139]. Ziel ist es nun,
die Lagexp des Punkts” im globalen Bezugssystem in Ahgigkeit von der Lage des
Korperbezugspunkts, der Orientierung des lokalen Koordinatensystems, sowie der lokalen
Koordinatenz!, zu beschreiben.

Rotation eines Starrkdrpers im Raum

Die drei paarweise orthogonalen Basiseinheitsvektdegne,, e3) spannen einen dreidi-
mensionalereuklidischerVektorraum auf. Durch ihre lineare Unadofigigkeit gilt

1 falls =y,

0 sonst. (6.5)

e;-e; =0; mit 4,5 =123 und Kronecker-Deltay;; = {

Die gleichen Eigenschaften gelteiir fdas lokale Koordinatensystef#,, ¢}; ). Desweite-
ren lasst sich jeder der globalen Basisvektoren durch die lokalen Basisvektoreiackesdr

J

3
e = 7“1'1911 + TiQGZQ + Ti39é = Zrijel mit i =1,2,3. (6.6)
j=1
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Bildet man nun jeweils aus den drei Basisvektoren(die 3)-Matrizene! = [e’ele}] und

e = [ejezes3] lassen sich die obigen Gleichungen wie folgt formulieren:
e=Re. (6.7)

Die Matrix R ist eine (3 x 3)-Matrix mit den Koeffizienterr;;. Durch sie &sst sich die
lokale Vektorbasis in globalen Koordinaten beschreiben und sie stellt somit eine Transfor-
mationsmatrix zwischen lokalem und globalem Koordinatensystem dar, wie in Abbildung

dargestellt.
Die TransformationsmatriR hat zudem folgende Eigenschaften:

¢ Die einzelnen Koeffizienten;; enthalten den Kosinus des Winkelg zwischen den
beiden Vektorer! unde; , da die Definition des Skalarprodukts- e; = |e;||e;| cos ¢
fur le;| = |e;| = 1 bei der Berechnung der Matrixkoeffizienten wiederzufinden ist.

¢ Die Determinante voR ist fur Rechtssysteme gleich einkt R = 1.

e Die Matrix ist orthonormal, das heif3t, inre Transponierte ist gleich ihrer Inversen:

R’ =R ' = R’R =1 (I = Einheitsmatri} (6.8)

Eulers Theorem [200] besagt nun, dass zwei beliebig orientierte Inertialsysteme mit einem
gemeinsamen Ursprung durch eine einzige Drehung um eine bestimmte Achse ineinander
ubertihrt werden knnen. Die Drehachse vatft dabei durch den Ursprung der Systeme
und hat als Richtung den Eigenvekioder Transformationsmatrixif den Eigenwerf =

1 : Rr = r. Interpretiert man nun obige Transformation mit Hilfe dieses Theorems, so
ergeben sich folgende Anwendungéin dlie Rotationsmatrix:

e Ein Vektorx' in lokalen Koordinaten kann mit Hilfe voR in globale Koordinatex
umgewandelt werden,

x = xg(t) + Rx' bzw. x' = RT(x — x5(1)). (6.9)

e Eine lokale MatrixA! kann mit Hilfe vonR zu A globalisiert werden:

A =RA'RT bzw. A' = RTAR. (6.10)

e Es seien die drei Bezugssysterfe e’ und e¢ gegeben. Danndkst sich ein Vektor
x® durchR" in Koordinaten vore?, sowiex? durchR< in Koordinaten vore® aus-
driicken. Damit gilt @ir die Umwandlung vorx® in x¢ : x¢ = R®x? = R (R"x%).
Das heil3t, die Hintereinanderschaltung von zwei Transformaticiest sich durch
eine neue Transformationsmatrix atisthken

R = RR"™. (6.11)

Dabei ist jedoch zu beachten, dass die Kombination der Transformationen nicht kom-
mutativ ist, also im AllgemeineR*R"* # R"R gilt.
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e Ein einzelner Vektor kann mit Hilfe der Transformationsmatrix innerhalb desselben
Inertialsystems gedreht werden

e Wird ein Korper ausgelenkt und dabei an einem Punkt festgehalten, so erfolgt eine
Drehung um eine Achse durch diesen Punkt (Eulers Theorem).

Fur die Rotationsmatrix gibt es verschiedene Darstellungen. Eine Auswahl wird im folgen-
den Abschnitt diskutiert.

Mathematische Beschreibungen vondaumlichen Rotationsmatrizen

Bei der Verwendung sogenannter Eulerwinkel nimmt man an, dass die gesuchte Drehung das
Ergebnis von drei aufeinander folgenden Drehungen um die Achser des Koordinaten-
systems ist. Die sogenannten Bryantwinkelverfahren ghmdich mit der Achsendrehungs-
reihenfolgex, y,z und entsprechend angepassten Teilrotationsmatrizen. Die Rotationsma-
trix fur beispielsweise die Bryantwinkel ergibt sich aus dem Produkt der drei aufeinander
folgenden Drehungen mit den Winkeln ¢» und ¢ um die drei Koordinatenachseny, z

(c := cos, s := sin):

1 0 0 cp 0 sy cp sp 0
R,=10 cx sx |, Ry= 0O 1 0 , Rg=1| —s¢ co 0| ,
0 —sxy cx —syp 0 c 0 0 1
cpex  cpsx + spsex  spsx — copspey
R=R;RyR, = | —csx cocx — spspsy socx + cosysy | . (6.13)
sY —spctp cocy

Hier wurden alle drei Koordinatenachsen als Drehachsen verwendet. Leider existieren aber
verschiedene Definitioneriif die Bryant- und Eulerwinkel, die sich in der Wahl der Dreh-
achsen unterscheiden und insgesaniilzgleichwertige Beschreibungen liefern. Problema-
tisch dabei ist, dass die Abbildung, die den Winkeln die zdgegle Drehmatrix zuordnet,
kritische Punkte besitzt. In diesen Punkten ist die Zuordnung nicht lokal umkehrbar, man
spricht vom sogenannten Gimbal Lock. Im Fall derx, z)- oder(z, y, z)-Drehkonvention

tritt dies auf, wenn der zweite Winkel gleiélxr (k =0, 1, 2,...) ist, der Drehvektor der ersten
Drehung ist dann gleich dem Drehvektor der zweiten Drehung. Das bedeutetiidassef
Rotation um die z-Achse beliebig viele Eulerwinkel existieren, da die Achsen des ersten und
des dritten Winkels zusammenfallen und beide Drehungen nicht mehr unterschieden werden
konnen. Desweiteren ist die korrekte Kombination von Drehungen im Euler-System nicht
intuitiv anzugeben, da sich die Drehachserawelern.

Eine andere Niglichkeit, die Orientierung zu beschreiben und diese Nachteile zu umge-
hen, liegt im Einsatz von Quaternionen beziehungsweise Rotationsmatrizen, die den Starr-
korper um eine eindeutig vorgegebene Achse mit einem eindeutig vorgegebenen Winkel
rotieren. Die Rotationsmatrix mit beliebigem Einheitsvektor (v, v2, v3)” als Drehachse
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und« als Drehwinkel hat folgende Darstellung: cos, s := sin):

ca+v3(1—ca) vl —ca) —vzsa vivz(l — ca) + vasa
R=| vvi(l—ca)+uvssa  ca+vi(l—ca) vws(l—ca)—uvsa
v3v1(1 — ca) — vesa v3vp(l — ca) + s ca+vi(l — ca)

Diese Drehungdsst sich auctiber drei aufeinanderfolgende Drehungen mit den Eulerschen
Winkeln um bestimmte Koordinatenachsen erzielen. Aber aufgrund der Reduktion auf nur
eine Drehachse und nur eines Drehwinkels existieren hier keine Singtdamhehr (Gimbal

Lock). Die vier Parameter bestehend aus Drehachse und Drehwinkel werden auch als Euler-
Parameter beziehungsweise als Quaternionen bezeichnet.

Der Einsatz einer solchen Rotationsmatiikdie Beschreibung der Rotation von schwim-
menden Stariirpern erfordert in jedem Zeitschritt der Navier-Stokes-Gleichungen eine Ma-
trix-Vektor-Multiplikation fur jeden Gitterpunkt. Dieser Rechenaufwarid dlie Rotation
lafkt sich aber bei genauer Betrachtung auf ein Kreuzprodukt reduzieren, wie im folgenden
Abschnitt gezeigt wird.

6.3.2 Reine Bewegungsgleichungif Starrk orper

Verschiedene Rotationerdknen dann addiert werden, wenn sie eine Drehung um eine iden-
tische Achse beschreiben. Im Allgemeinen jedoctamdern sukzessive Drehungen auch
die Richtung des Drehvektors und erfordern somit die Beschreibung der Drehgeschwindig-
keit Uber eine Differentialgleichung. Die Drehgeschwindigkeit ist deshalb nicht einfach die
Ableitung des Drehwinkels.

Ein beliebiger Starrtirperpunkix p ist beschreibbar durch die Summe seines Stapre-
schwerpunktess mit der StarrkrperrotationR des konstanten lokalen Ortsvektors =
R”(xp — xg) um einen entsprechenden Winkelvgl. Abbildung 6.9 :

Xp =Xg +Xps = Xg + RXiD . (614)

Die absolute Geschwindigkeitsverteilungy fdie PunkteP des Starrlrpers ergibt sichifr
x5 = const.(— x5 = 0) aus der Differentiation nach der Zeit zu

Xp = Xg + Rx, (6.15)
mit R als noch zu ermittelnder @sse. Wegen der Orthonormatider MatrixR gilt
RR !=RRT =1 (6.16)
und von (6.16) abgeleitet nach der Zeit folgt
RR” +RR"=0 < RR”=-RR"=—-(RR")". (6.17)

Das heiRt, der AusdruckRR")” ist eine schiefsymmetrische Matrix. Die drei charakteris-
tischen Koeffizienten dieser Matrix werden nun mit w,, w3 bezeichnet und der entspre-
chende Vektow sei die Winkelgeschwindigkeit

w1 ) 0 —Ws3 w9
w=| w mt RR"=Q=| wy 0 —w |. (6.18)
w3 —W2 w1 0
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Damit gelten @r die Ableitungen der Rotationsmatrix die sogenannten Poissonschen Glei-
chungen [92]:
R = QR (6.19)

und fur die Geschwindigkei » des Starrkrperpunkts” in globalen Koordinaten ergibt sich
Xp:XS+QRxl}3:XS+Q(xP—xS):>'<S—|—w><r (620)

mit r := (xp — xg). Die Darstellung mittels Kreuzprodukt entspricht der Definition der
Geschwindigkeitsverteilundif die Punkte eines Staiikpers nach [169]. Nach Gleichung
(6.4) giltxs = v, somit erhalten wir

Xp=V+wXr. (6.21)

Im folgenden Abschnitt wird die semi-Lagrangesche Diskretisierung der Transportgleichung
(6.21) fur Starrlorper raher erutert.

6.3.3 Semi-Lagrangesche Diskretisierung der Starrérperbewegung

Der Vorteil von semi-Lagrangeschen Schemaétalfevel-Set-Funktionen [179] ist, dass sie
bedingungslos stabil sind und Approximationen vamnérer Ordung lieferndnnen. Des-
weiteren kann im Rahmen von sich bewegenden Sigoekn der Vorteil genutzt werden,

dass diesdiber lange Simulationszeiten hinweg ihre Form erhalten und nicht — wie im
herkommlichen Transportprozess — aufgrund von numerischen Diffusionsartefakten defor-
mieren. Semi-Lagrangesche Schemata bestehen aus drei Hauptschritten: Raum-Zeit-Inte-
gration, Interpolation (oder Advektion) und Diskretisierung. Auf diese wird im Folgenden
naher eingegangen.

Raum-Zeit-Integration

Wir betrachten die lineare hyperbolische partielle Differentialgleichung
o — F(x,t)-Vo=0. (6.22)

Angenommeng sei auf einem regéren Gitter zur Zeit bekannt und gesucht seien die
Wertep(x,t + At) zur Zeitt + At. Dann folgt aus dem Fundamentalsatz der Differential-
und Integralrechnung und Gleichung (6.22)

o(x,t+ At) = d(y, 1) + /C Vo - (dx + Fdt) (6.23)

wobeiC' eine beliebige Trajektorie im Raum-Zeit-Gebiet ist, tfet) mit (x,t + At) ver-
bindet.

Die verschiedenen Methoden, mit denen Gleichung (6.22) numerisch behandelt werden
kann, unterscheiden sich haugathlich in der Wahl voit'. Eulersche Schemata setzer- y
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undC' als ein gerades Liniensegment, welches parallet zdtichse verauft, wie in Abbil-
dung 6.11 oben dargestellt. Reine Lagrangesche Verfahren sgétaénlagrangesche Tra-
jektorie T definiert durch

x(0) = —F(x(0),0) , (6.24)

die am Punkiy beginnt, wie das mittlere Bild in Abbildung 6.11 veranschaulicht.dRa-
Fdt = 0 aufT ist, transportieren Lagrangesche TechnikeWerte unveandert entlang”
und sichern somit die bedingungslose Statdilit

o(x,t+ At) = ¢(y,t) . (6.25)

Der gol3te Nachteil von Lagrangeschen Methoden liegt in der schnellen und starken Verzer-
rung von regudren Gittern, welche zu einem substantiellen Verlust der Diskretisierungsge-
nauigkeit fihrt. Semi-Lagrangesche-Methoden kombinieren das aeg@itter eines Euler-
schen Verfahren mit der bedingungslosen Statikines Lagrangeschen Schemas. Sie be-
rechnen Werte von an reguairen Gitterpunktes zur Zeitt + At, indem sie eine Lagrange-
sche Trajektori€” riickwarts in der Zeit von(x,t + At) zu einem Punkfy, ¢) laufen und
danniber die vorhandenen Gitterwerte zur Zeiiiber Interpolation den entsprechenden
Wert fur ¢ im Punkty ermitteln, vgl. Abbildung 6.11 unten. Darfdie Interpolation auf der
t-Zeitscheibelt = 0 ist unddx + F'dt = 0 aufT gilt, erhalten wir

O(x,t+ At) = ¢(z, 1) + /L Vo -dx = d(y,1) . (6.26)

Deshalb brauchen semi-Lagrangesche Verfahren nus-édieswertung vorx aufy mittels
Interpolation auszuwerten.

Diskretisierung

Bei zwangsgefhrten Starrarpern ist die Translations- und Rotationsgeschwindigkeit in
jedem Zeitschritt analytisch vorgegeben. Bei bidirektional gekoppelten dynamischen Fest-
korpern (Schwimmé@rper etc.) wird die Translations- und Rotationsgeschwindigkeit vor
Berechnung des Stafkikpertransportes in jedem Zeitschritt aus den wirkenden hydrauli-
schen Kaften ermittelt, dieser Vorgang wird in Kapitel 7 beschrieben. Mit der bekannten
Starrlorpergeschwindigkeit'(x,t) = v + w X x, betrachten wir nochmals die partielle
Differentialgleichung

¢ — F(x,t)-Vo=0. (6.27)

Gleichung(6.27) transportie¢t-Werte entlang der charakteristischen Kurvét) definiert
durch
x(t) = —F(s(t),t), s(0)=x0, (6.28)
weil 4
%fb(s(t), t)=¢i+X-by=¢;—F-Vop=0 (6.29)

gilt, wenn ¢ Gleichung[(6.27)dst. Also ldnnen wirg-Werte zu jeder Zeit konstruieren,
indem wir die charakteristische Kuregt) finden, die durch den Punkk, t) verlauft, und
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X/ t+At

At Euler—-Methode

\

t

t+At

/ At Lagrangesche—Methode

X/ t+At

At Semi-Lagrangesche—Methc

Abbildung 6.11: Raum-Zeit Integrationstechnilr fden PfadC' einer Euler-Methode und

den PfadT" einer Lagrangeschen- und Semi-Lagrangeschen-Methode. Um bei der Semi-
Lagrangeschen-Methode den Level-Set Wert im Pynkt ermitteln, muss von einem be-
kanten Wertz austuiber den Pfad. aufintegriert werden. Dies steht analog zu einer Interpo-
lation aus bekannten umgebenen Gitterwerten.
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diese dannirckwarts in der Zeit bis zu dem entsprechenden Anfangspiakt,) zuriick-
verfolgen. Da zur Anfangszeit der Anfangswert vory bekannt ist, knnen wire(xo, to)

Uber Interpolation ermitteln und entsprecherta, t) = ¢(xo, to) setzen. Um die Charakte-
ristik immer bis zur Anfangszetfy zuriickverfolgen zu knnen, niissen wir in jedem Zeit-
schritt die zuiickgelegte Strecke mit der jeweils vorangegangenen aufsummieren. @enn f
die Starrkrpergeschwindigkeit

F(x,t):=%Xx=v4wxr (6.30)

mit r = x — xg Undxg als Starriérperschwerpunkt gilt in diskreter Form mit einem Euler-
Verfahren fir die Zeitbehandlung

X" = X"+ AP(V 4 W x 1) (6.31)

Wenn wir dies induktiv bis zum Anfangszeitpurtkt 0 fortsetzen, erhalten wir die Darstel-
lung

x" =x0 + Z A (v 4+ w? x 17) (6.32)

J=0

und schliesslich &nnen wir nach? auflosen

x! = x"t — Z AV (V) +w? x 1) . (6.33)

Jj=0

Das heil3t, wir Bnnen jeden Mittelpunkk™*! einer Gitterzelle deg-Wertes aus der Zeit-
ebene™*! zuriickfuhren auf seine Lage in dem Gitter der Anfangsbedingiyaur Zeitt°.
Uber trilineare Interpolation wird dann der Weitx?, t°) ermittelt undp(x" ', t"1) auf den
interpolierten Wertp(x°, t) gesetzt. In unserem Fall haben wiirr fdie Zeitdiskretisierung
der Translations- und Rotationsgeschwindigkeit anstatt eines wie hier zur Veranschaulichung
verwendeten Euler-Verfahrens ein Adams-Bashforth-Verfahren zweiter Ordnung umgesetzt.
Diese Diskretisierung der Transportgleichung wird in ihrer uisgtichen Version, bei
der die Charakteristiken nur zwischen zwei Zeitebenen rekonstruiert werden, nach ihren
Entwicklern Courant, Isaacson und Rees [42]G@IR-Methode bezeichnet. Diese Methode
entralt aber eine starke numerische Diffusion, da in jedem Zeitschritt eine lineare Rekon-
struktion aus den Vogngerwerten stattfindet. Die von uns umgesetzte Methode verwendet
in jedem Zeitschritt nur einmalig eine lineare Rekonstruktion aus dem gegebenen Anfangs-
wert ¢, so dass hier die numerische Diffusion nicht in jedem Zeitschritt kumuliert wird und
somit eine sehr gute Formerhaltung der Stamnplergeometrie garantiert wird.



Kapitel 7

Erweiterung des Modells auf
Fluid-Starrk orper Wechselwirkung

In diesem Kapitel gehen wiraner auf das Modell ein, welches das Zusammenspiel be-
schreibt zwischen einem Stadrper und dem ihn umgebenden viskosen, inkompressiblen
Fluid mit freien Oberfhchen. Wir verwenden hierbei digcticious-Domain-Methode, oft
auch als Gebietseinbettungsmethode bezeichnet, mit einer verteilten Lagrange-Multiplika-
tor-Technik. Dies stellt eine bidirektionale Koppelung zwischen dem Sigyek und der
Flussigkeit sicher und erglicht somit die approximative Berechnung realer Interaktio-
nen zwischen Startkpern und Fluiden. Die Starrheit des solidetrers wird dabei erhal-

ten, indem das Geschwindigkeitsfeld innerhalb des Stgpdesiiber dessen entsprechende
Level-Set-Darstellung identifiziert wird. Zaklich wird das Geschwindigkeitsfeld auf eine
Starrlorperbewegung eingesémkt.

7.1 Die Ficticious-Domain-Methode

Ficticious-Domain-Verfahren umfassen eine grosse Klasse wsarigsmethodenif par-

tielle Differentialgleichungen, zu denen die Level-Set-Methode sehr artverwandt ist. Die
Grundidee ist, das Gebiet eines Problemes mit komplexem geometrischen Rand auf ein
groBeres und einfacher berandetes Gebiet zu erweitern, das sogenannte “fiktive Gebiet”.
Dieser konzeptionelle Rahmen liefert zwei wesentliche Vorteiledie Konstruktion ent-
sprechender numerischer Schemata:

e Das erweiterte Gebiet besitzt einen geometrisch einfacheren Rand, sodaaseregul
re Gitter eingesetzt werderdknen, welche zu genaueren und stabilerésungen
fuhren.

e Das erweiterte Gebiet kann zeitunablgig sein, auch wenn das urépgliche Ge-
biet zeitablangig ist. Daher kann ein statiéres festes Gitterif die gesamte Si-
mulationsrechnung verwendet werden. Die bei unstrukturierten Gittertechniken auf-
grund von starken Gitterverzerrungen regéfig anfallenden neuen Gittergenerierun-
gen und Projektionen fallen hierbei volisidig weg. Diesiihrt schliel3lich zu einer
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deutlich besseren Recheneffizienz und zu einer geringeren numerischen Diffusion, da
keine Interpolationsoperatoren zwischen unterschiedlichen Gitiierdié physikali-
schen Gol3en notwendig sind.

Natirlich missen die Randbedingungen auf dem ursglichen komplexen Rand gesetzt
werden, damit die auf dem urgmglichen Gebiet eingescmkte Losung des erweiterten
Gebietes auch die physikalisch richtigédung approximiert.

Fiktive Gebietsmethoden wurden erstmalig von Hyman [99] im Jahr 1952 éimgef
Daraufhin wurden sie von Saul’ev [164], der den Begriff "Ficticious Domain” formte, und
von Buzbee et al. [26] analysiert. Bis heute wird die fiktive Gebietsmethode in zahlrei-
chen Publikationen eingesetzt und weiterentwickelt, wie zum Beispiel von Glowinski et.
al [69-71] im Rahmen von partikelhaltigen, inkompressiblen, viskosen, einphasigen 2D
Stromungen und von C. Peskin [41, 111, 148] im Rahmen von inkompressiblen, viskosen
Stromungen mit elastischen, sich bewegendemdern und LeVeque und Li [124, 125] im
Rahmen von dynamischen elastisché&m&ern oder Obedthenspannungseffekten.

Falls die Bewegung von Stakikpern, anstatt im voraus analytisch gegeben zu sein, aus
entsprechend wirkenden hydrodynamischeaftén und Momenten resultiert, saissen die
Bewegungsgleichungerrf die Fluide mit den Bewegungsgleichungen eines Stapeses
gekoppelt werden. Hierbei wird in der Methode von Hu [96] eine kombinierte (schwache)
Formulierung des Problems aufgestellt, in der sich die hydrodynamiscléte Knd Mo-
mente gegenseitig aufheben. Um eine solche kombinierte Gleichung églerhen, niissen
die Einschankungen der Startkperbewegung, insbesondere die Haft-Randbedingungen
am Starriorperrand, ins Innere des Stairpers erweitert werden. Diese erweiterte Ein-
schiankung wird in unserem Faliber einen zu#zlichen Druck innerhalb des Stairpers
erzwungen, welcher ahnlich dem Druck der Navier-Stokes Gleichungen —auch als Lagran-
ge-Multiplikator angesehen werden kann. Dies hat zur Folge, dass die Wechselwirkung des
Fluides mit einem Starikper auf eine Weise ins Navier-Stokeségtungsfeld eingebettet
wird, welche zu jedem Zeitpunkt ein global divergenzfreies Geschwindigkeitsfeld garantiert.

7.2 Behandlung der Fluid-Starrkorper Wechselwirkung

Im Folgenden wird detailliert auf das Modell eingegangen, welches die Fluid-Stpenk
Wechselwirkung beschreibt. Daraus wird deutlich, dass die Stgrekdynamikahnliche
Eigenschaften aufweist, wie sie in inkompressiblen Fluiden vorzufinden sind.

Danach wird numerische Umsetzung des Modells im Zusammenhang mit unserer Level-
Set-Darstellung von komplexen Stairkergeometrien beschrieben, sodass schliel3lich die
Haftrandbedingung und die Impermealitiiedingung auf dem Staikperrand aktiviert
werden.

7.2.1 Physikalisches Modell

Bevor wir die Gleichungen diskutieren, welche die Wechselwirkung von Stgrekn mit
Fluiden beschreiben, bétigen wir zurachst ein paar zaszliche Notationen. Im Folgenden
unterteilen wir das Rechengebiet in zwei disjunkte Teilgebiete. Das Teilgebiet, welches nur
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die Fluide entBlt, bezeichnen wir mifF, und das Teilgebiet, welches den Stépkr ein-
nimmt, wird mit R bezeichnet. Der gemeinsame Rand beider Teilgebiet@Rstind die
Vereinigung beider Teilgebietélirt zu dem vollsindigen Gebiet = F U R.

Wenn ein Starrlérper im Fluid simuliert wird, ist esinzlich, seine Dynamik in einen
Translationsanteil und einen Rotationsanteil um seinen Schwerpunkt aufzuteilen. Dabei wer-
den wir im Folgenden unseren 8itnungsbser um zuatzliche Routinen erweitern, sodass
die Dynamik des Startkpersiiber die Darstellung der Statiipergeschwindigkeiten in
Form eines Translationsanteils und Rotationsanteils in die Impulsgleichungen eingeht.

Als Ausgangsbasis verwenden wir hi@ridie physikalischen Modellgleichungen eines
Fluid-Starrlorper-Systems [70], welches auf unseren Kontext der Zweiphasanstgen
(2 € {1, 2}) erweitert wurde:

Fluid-Bewegungsgleichungen in 3D:

pi% =pig+ V- -T;,+0rd(o)n in QL\R(), (7.1)
V-ou, =0 in Q\R(t), (7.2)

w, =ur(t) aufl, (7.3)

w=v+wxr auf IR(1), (7.4)

ui|t:0 =W in Q\R(O) . (75)

Starrk drper-Bewegungsgleichungen in 3D:

d
M = Mg+ F(u;,p) | (7.6)
dt
d dw
a.]w = JE +w xJw=W(u;,p), (7.7)
V=0 = vo , (7.8)
(.J|t:Q = Wy . (79)
Kinematische Gleichungen in 3D:
dx
® = 7.10
v (7.10)
d®
= = 7.11
—=w, (7.11)
Xslt=0 = Xs 0 ; (7.12)
Ol = By . (7.13)
Hierbei ist
o _ 0% | (V) (7.14)

dt ot
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die Materialableitung und := x — xg aus Gleichung (7/4) ist der Richtungsvektor vom
Schwerpunktxs des Starrlrpers zu einem Stardkperpunktx. Weiterhin sindp;, u; und

T, die Fluiddichte, die Fluidgeschwindigkeit und der Newtonsche Spannungstévisor;
J, v, w und © sind die Masse, der &gheitstensor, die Translationsgeschwindigkeit, die
Winkelgeschwindigkeit und die Winkelorientierung des Starpers. Die beiden GRen

F= —/ Tinds und W = —/ r x T;nds (7.15)
OR(t) OR(t)

beschreiben die hydrodynamische Kraft und das Drehmoment um den Schwerpendie
Oberfche des Startkpers zum Zeitpunkt, wobein der nach aul3en gerichtete Einheits-
normalenvektor bamlich OR ist. In typischen numerischen Methoden werden die beiden
Randintegrale in Gleichung (7./15) approximativaglund dann als explizite Randbedin-
gungen entlang des Fluid-Stabrper-Randes gesetzt. In unserem Fall aber wird die Fluid-
Starrlorperdynamik implizit aktiviertiiber eine kombinierte Bewegungsgleichung, in der
die Fluid-Starribrper-Randbedingung ersetzt wird durch die Inkompressitshiedingung
und eine Volumenkraft, welche ausschlie3lich innerhalb des Stgueks wirkt. Dies hat den
Vorteil einer deutlich Bheren numerischen Stalititund eines deutlich geringeren Rechen-
aufwandes, welcher sich ddoer hinaus gut parallelisierealit.

Desweiteren betrachten wir in unserem Fall Stamplermaterialien mit homogener Dich-
te p,, dass heisst

Jll _‘]12 _J13
M = ps/ dx und J= —Ji9 Jos —Jgg s (716)
RO —Ji3 —Jaz I3

wobei hierdx = dx;dxsdxs gilt und die Komponenten des dgheitstensors die folgende
Form haben:

Jii = ps (22 + x§) dx , (7.17)

Joo = ps (235 + 23) dx (7.18)

J12 = Ps T1T9 dX, (720)

Jos = ps Tax3 dX (7.21)

/.
I,
Jsy = pS/R (22 + 22) dx , (7.19)
/.
/s

Jiz = ps/ r1T3 dX . (7.22)
R(t)

Man beachte, dass die Anfangsgeschwindigkeit, und die Randwertar(t) die Kom-
patibilitatsbedingungen

(V-w)o=0 in Q\R(0) und /up(t)-ﬁds =0 (7.23)
r
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erfullen missen. Da wir ausschlie3lich Newtonsche Fluide betrachten,igilidn Span-
nungstenso’; = —p;I + 1;D[u;], wobeip; der Druck,; die Viskositit undD[u;] der De-
formationstensor bémlich der beiden Fluidphasen ist. Desweiteren verwenden wir in den
Gleichungen (7.11) und (7.13) die Eulerwinkel zur Beschreibung der Orientierung (Winkel-
lage) von Objekten im dreidimensionalen Raum. Hierbei handelt sich um drei Winkel, wel-
che jeweils eine Drehung (Rotation) um bestimmte Achsen beschreiben und so eine Trans-
formation zwischen zwei (kartesischen) Koordinatensystemen, dem Laborsystem und dem
korperfesten System, definieren.

Im Folgenden werden wir die Bewegungsgleichungerden Starrkrperiiber eine ent-
sprechend modifizierte Impuls- und Kontinuumsgleichung in die Navier-Stokes-Gleichun-
gen einflechten. Dies ist@glich, da die Starrheitsbedingung des Starplers sehéhnlich
zu der Inkompressibil#tsbedingung der Navier-Stokes-Gleichungen ist. Die Starrheitsbe-
dingung ist daiber hinaus noch strikter, denn neben der geforderten Divergenzfreiheit des
Geschwindigkeitsfeldes muss am&lich die Deformationsfreiheitif den Starrkrper ertillt
werden.

Die Starrheitsbedingung besagt, dagasjéden Punkk innerhalb eines Startkpers die
Bewegungsgleichung

X=v+wXr (7.24)

gilt mit einer Translationsgeschwindigkeitund einer Rotationsgeschwindigkeitentlang
der Achsew/|w| mit dem Geschwindigkeitswelw|. Die Starrheitsbedingung kann mit Hil-
fe des Deformationstensai¥u] ausgedickt werden, welchellir ein gegebenes Geschwin-
digkeitsfeldu = (u, v, w) definiert ist durch

2, (vz +uy)  (wz + uy)
Du] = [Vu+Vu'] = | (v, +1u,) 2v, (wy +v,) | . (7.25)
(wy +uy) (wy+v,) 2w,

Dieser symmetrisch& x 3 TensorD[u] miRt die AumlicheAnderung voru. Somit sichert
die Einschénkung

D[u] =0, (7.26)

dass die Bewegung iR einer Starrbrperbewegung entspricht. Man beachte, dass diese
Einschénkung uns nicht sagt wie diese Bewegung genau ausschaut, aber wir wissen, dass
das Geschwindigkeitsfeld Gleichung (7.24)#én muss.

Desweiteren kann im Fall statischer Stampergeometrien die Translationsgeschwindig-
keit v = 0 und die Winkelgeschwindigkeit auf = 0 gesetzt werden. Im Fall unidirektional
gekoppelter Geometrien werden entsprechende Geschwindigkeitsvorgalyemnfd w ge-
macht.

7.2.2 Anwendung auf gegittetes Heaviside-Starrlorper-Profil

Basierend auf unsere Level-Set Darstellung von Stapdrgeometrien werden wir im fol-
genden — analog zu den Zweiphasemsinngen, vgl. Abschnitt 4.2.1 — eine gatgete Dar-
stellung von Starrérpern einéihren, welche vollgindig in den Stmungsbser eingebunden
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werden. Hierzu reformulieren wir dismoothed profile method (SP¥1)38], die lediglich
fur einphasige, zweidimensionale, partikelhaltigeo®tngen beschrieben wurdéir fun-
seren Fall inkompressibler, dreidimensionaler Zweiphaseim&ingen, inklusive der zuvor
beschriebenen Level-Set-Darstellung komplexer dreidimensionale @taerk Ein Haupt-
vorteil der SPM-Methode besteht in der stabilen und effizienten Darstellung der Bedingun-
gen an der Fluid-Staritkper-Grenztiche.

Seig, eine Level-Set-Darstellung einer Stairgergeometrie und“(¢;) deren zuged»
rige geghttete Heaviside'sche Gewichtsfunktion. Basierend auf diesem Konzentrationsfeld
wird das totale Geschwindigkeitsfeld als glatte Konvexkombination der Stadrperge-
schwindigkeitu, und der Fluidgeschwindigkeit; genmaf

u(33’ t) = (1 - HE(¢S))uf + H€(¢5)us =uy+ H€(¢S)(u8 - uf) (7-27)
definiert, wobei zuvor die Stardkpergeschwindigkeit/ (¢,)u, Uber
He (9 )us(x, 1) = HY(0)(v(t) + w(t) x [x —xs(t)])) in R+e  (7.28)

ermittelt wird. Da das Starikpergeschwindigkeitsfeld, aus Translation und Rotation zu-
sammengesetzt ist, éift es insbesondere auch die Bedingung der Divergenzfreiheit, es gilt

Vou, = {v(t)+w(t) x [x—x5(t)]} -V (Z:Eji;) =0. (7.29)

Implizite Randbedingungen

Ein weiterer Vorteil der SPM-Methode ist, dass sie auf implizite Weise die Haftrandbedin-
gungen entlang der Staikpergeometrie eiflt. Dies geht aus der Anwendung des Rotati-
onsoperators auf das Geschwindigkeitsfeld aus Gleichung (7.27) hervor [129]:

Vxu = Vx[ur+ H(¢s)(us — uy)]
= (VH(¢s)) x (us —uy) + H(¢s)(V x us) + (1 = H(¢5))(V X uy) .

DaV H¢(¢,) nur entlang des Randes der Sténgergeometrie ungleich Null ist undH< —
o fure — 0 gilt, kann die Haftrandbedingung ausgiéckt werden als

(VH(¢5)) x (us —uy) =0 <= uy=u; aufl,fire—0. (7.30)

Das heil3t insbesondere, dass die Haftrandbedingung von der Annahiilerthetass das
Wirbelfeld des totalen Geschwindigkeitsfeldes aus Wirbeln der Fluid- und der &taerk
geschwindigkeit besteht, also

V xu= H(0,)(V x u,) + (1 — HY(6,))(V x uy) (7.31)

gilt. Desweiteren setzt die SPM-Methode implizit die Impermeaghedingung an der
Starrlorperoberthiche. Wenn die Divergenz des gesamten Geschwindigkeitsfeldes unter der
Annahme analysiert wird, dass das Fluid inkompressibel und die Stpafgeschwindigkeit
divergenzfrei ist, ergibt sich

0=V -u=V-[u;+ H(¢:)(us —uy)] = (VH(¢s)) - (us —uy) . (7.32)
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Hierbei repasentiert(VH<(¢,)) - (us — uy) = 0 die Impermeabilétsbedingung an der
Starrlorperoberfhche. Das gesamte Geschwindigkeitsfeld ist somit genau dann divergenz-
frei, wenn die Impermeabibitsbedingung am Staigkperrand efillt ist.

Da — wie zuvor gezeigt — die Staiperdynamikahnliche Eigenschaften aufweist wie
sie in inkompressiblen Fluiden vorzufinden sind, motiviert dies schliel3lich die Einbettung
der Starrkrpergeschwindigkeiten in das Navier-Stokey®tungsfeld mittels eines zéitz-
lichen Lagrange-Multiplikator-Ansatzes, auf den wir nun im Rahmen der erweiterten Chorin-
Temam-Projektionsmethodélmer eingehen werden.

7.3 Erweiterte Chorin-Temam-Projektionsmethode

Im Kontext unseres Zweiphaserd$ers wirdiber dieSPM-Technik das gesamte Geschwin-
digkeitsfeldu auf dem gesamten Gebi@tinklusive des Starirpergebietes berechnet, in-
dem die Impulsgleichungen der Zweiphasen-Navier-Stokes-Gleichungen mit ein@aiizus
chen Kraftdichteternfi, versehen werden, der die Interaktion zwischen Staypdr und Fluid
darstellt, so dass maidifdie Stomung die Gleichungen

du; ’

pid_‘; = —Vpi+ V- (D)) + pig +orén+ £, inQy,

V-, = 0 in €, (7.33)
117;|F = 0 in [O1T] 9

ui|t:0 = U, in €;

furi € {1,2} erhalt. Fur den Starrkrper gelten die Gleichungen

ou, .
iy al; Vp.+pg N9, (7.34)

V-ou, = 0 inQ, . (7.35)

Hier gehen die Materialparameter und der Druck innerhalb des soliden@fzerk mit ein.
Der zugrunde liegende numerisch&dungsalgorithmus ergibt sich aus einer Erweiterung

der Chorin-Temam-Projektionsmethode. Zuerst werden der Schwerpynkid die Masse

M des Starrrpersuber

- “(6%(x))x dx = “(6%(x X )
xS—/Qsts( Dxdx und M /pr ) d (7.36)

berechnet, wobei eine Mittelpunkt-Methode als Integrationsschema verwendet wird.
Danach werden die aktuelle TranslationsgeschwindigKeites Schwerpunktes und die
Rotationsgeschwindigkeit” um den Schwerpunkt initialisiert:

v = Vinit und w’= Winit - (737)

Analog zum urspinglichen Verfahren aus Gleichung (4.28%én wir zudchst nach einem
intermedarem Feldu* auf, welches die Geschwindigkeiten des vorherigen Zeitschritts ohne
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den Druckgradienten erdh,

u = u"+0(-V-(u"ou")+g+ (7.38)
1

——(V - (u(9", ¢2)D") — (1 — H(¢%))or(¢™)d (™) V™)) ,

pe(qﬁn?qj?)( (e )D") = ( (¢%))or(9")6(¢") V"))
wobei¢" die Level-Set-Funktion bémlich der Zweiphasenverteilung ist upd die Level-
Set-Funktion beixglich des Starrérpers. Der Hauptunterschied zu (4.28) besteht darin, dass
die Materialparameter nun zaglich von der Level-Set-Funktion des Stamgers abhngen.
Dies hat zur Folge, dass innerhalb des Stanpkrs das reine Newton’'sche Bewegungsgesetz
gilt und ausserhalb des Stabripers die Zweiphasen-Navier-Stokes-Gleichungen gelten.

Anschlie3end wird eine vailifige, neue Level-Set-Funktion

¢" = Z(R(¢",u")),

durch explizites bBsen der Transportgleichung nach Abschnitt 4.2.2 ermittelt, wglder
diskrete Zeitoperator un® der diskrete Raumoperator sind. Nun wistt durch Reini-
tialisierung (REINI1T) von ¢* nach Abschnitt 4.2:3 bestimmt und a@$ mittels Picard-
Iteration (PI7) die neue Level-Set-Funktiosi**! nach Abschnitt 4.2/5 berechnet, also

"t = PIT(¢™) mit ¢* = REINIT(¢"). (7.39)

Danach wird die zur Startkperdarstellung gefige Level-Set-Funktiog? mittels dem in
Abschnitt 6.3.3 dargestellten Semi-Lagrangeschen-Verfahren (SL) unter Verwendung der
Translationsgeschwindigkeit* und Winkelgeschwindigkeit transportiest®,

o't = SL(V™, w") . (7.40)
AnschlieRend wird aufgrund der neuen Lage des Shapets gerald
xet = /Q H(¢™ (x))x dx (7.41)
sein aktueller Schwerpunkt berechnet. Schliel3lich wird aus dem System
wn+l ook *,n+1
= +5t 4 p€<;ﬁlj ;?H) —0, (7.42)
V-u"t =0 (7.43)

durch Anwendung des Divergenzoperators auf Gleichung (7.42) und unter Verwendung von
Gleichung|(7.43) die Poissongleichung

vp*,nJrl u*
v <—pe(¢n+17¢?+1)) =V = (7.44)

hergeleitet und gékt. Hierdurch wird der neue Drugk ™! implizit durch Losen der Pois-
songleichung berechnet und liefert somit ein neues teanpsiGeschwindigkeitsfelar"+1
durch den Korrekturschritt
ot
ut" = ut — vptntt (7.45)
pe(¢mt)
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Als nachstes werden die hydrodynamischerafte F* und das DrehmomenW”, wel-

che durch die Fluide auf den Stabrper wirken, aus der Impulserhaltung zwischen dem
Starrlorper und den Fluiden hergeleitet. Die hydrodynamische Kraft ist definiert als Impuls-
flud zwischen dem Fluid und dem Stairker. Nach Newtons drittem Gesetz bedeutet dies
insbesondere, dass die hydrodynamische Kraft die Gegenwirkung des Fluides ist,

1
' = —= / He (" ) p(¢" ) (0l — u™ ) dx (7.46)
At
1
W= = | HA(O)p(o ) () — ) (7.47)
Q

wobeir™*! ;= x — x™!, wie zuvor im physikalischen Modell definiert, der neue Abstands-
vektor vom Schwerpunkt?™' des Starrkrpers zu einem beliebigen Gitterpunkist. Mit-

tels der hydrodynamischen Kraft wird im Folgenden die Translations- und Winkelgeschwin-
digkeit des Starrirpers mittels der Newtonschen Bewegungsgleichung aktualisiert,

vl = v MTIAET (7.48)
W' = W TTTAH (W — " x Jw™) (7.49)
wobei M und J~! die Masse des Staikpers und der Rgheitstensor sind. Alsachstes

wird mittels der Translations- und Winkelgeschwindigkeit das neue Geschwindigkeitsfeld
des Starrlrpers berechnet,

H (¢ ul ™ = H(¢ ) (v + w™ T x [x — x211) . (7.50)

Die Einbindung der neuen Statnipergeschwindigkeit” ™! in das tempdire Geschwindig-
keitsfeldu*"*! verlauft iber die Berechnung eines atdichen Druckfeldeg, innerhalb
des Starrkrpers,

Vot ) o (HU@E) it -t
v (I ) g (e .
Dieses Druckfeldiihrt schlie3lich zur Starrheit des Stairgers, indem durch die Korrektur
ot

un+1 — u*,n—l—l + HE(¢;L+1)(11?+1 o u*,n—l—l) o

— =V 7.52
e (7:52
die globale Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfelale’s garantiert wird. Das gesamte

Druckfeld berechnet sich aus den beiden Teildruckfelgefri® undp?"+! mittels einfacher
Summation

pn+1 — p*,n—i—l +p:,n+1 ) (753)

Damit (7.44) und/(7.51) wohlgestellt sind, sind noch Randbedingunigedein Druck not-
wendig. Dazu wird (7.42) auf dizuBere Einheitsnormale des Gebietsrandes projeziert, also
8p*7n+1 pe(¢n+1’ ¢?+1) *,n+1

|, = 5 (ufp —uf™ ) n (7.54)
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und analog auchlir das zuatzliche Druckfeldp,

8p:,n+1 B pe(¢n+1’ ¢?+1)

| = = ('t —up"™) n. (7.55)
r
Falls nun am Randif die Sclitzgeschwindigkeiten;: = u"*" beziehungsweisa; . =

u;’”“ gesetzt wird, ergeben sich homogene Neumann-RandbedingungimfDruck, also

8p*,n+1
— 9. (7.56)
on

r

Desweiteren wird der Druck mit diesem Verfahren nur bis auf eine Konstante genau be-
stimmt. Analog zu den Zweiphasenproblemen kann diese fixiert werden, indénzlmrs
die Nebenbedingung

/pn+1 _ O

Q

gefordert wird. Damit ist es dglich, Druckergebnisse unterschiedlicher ZeitpuniteZivei-
phasen-Stariper-Simulationen miteinander zu vergleichen.

7.4 Diskretisierung der erweiterten Projektionsmethode

Die Diskretisierung der erweiterten Projektionsmethodeaudtlin weiten Teilen analog zu

der Diskretisierung des Zweiphasenmodells mit Obetfenspannung aus Kapitel 4. Hin-

zu kommen die Diskretisierung des semi-Lagrangeschen Transports der Level-Set-Funktion
des Starrkrpers in Gleichung (7.40), welche in Abschhitt 6.3.3 detailliert beschrieben wird.
Desweiteren sind sowohl die Integrale aus Gleichung (7.36) zur Berechnung desérp&rrk
schwerpunktes und dessen Masse als auch die Integrale aus den Gleichungen (7.46) und
(7.47) zur Berechnung der hydrodynamischeffia mittels eines einfachen Integrations-
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schemas der Form

x% = “(¢%(x))x dx .
) = [ Heoxd 7.57)

R3 Z He(02(%4,4,6) ) Xi gk

Z'7]‘7’6

M o= / (%)) dx (7.58)

3
h E /) Xz]k Xz,j,ka

4,5,k
1
. At oot ) ) (7.59)

v —x Z PuH (67 (1)) (W2 () — 0 (x))
1,7,k
1
W= At o H(OL ) (Ul — ) X dx (7.60)

Q

Q

~ & Z (8 (5 (0 () — 07 (3 50)) % (s — X571
1,7,k

ausgewertet worden. Hierbei wird der Geschwindigkeitsve(foim Zellmittelpunktx; , »
mittels linearer Interpolation

PR 20
U?)i,j-&-%,k + (Ug)i,j—%,k
(w?>i,j,k+% + (w?)i,j,kfé

(U?)Hl ik T (ug);_1 gk
ul (x50) == [ (

aus den Gitterwerten berechnet, analoges giltiff" . Hinsichtlich der Zeitdiskretisierung
samtlicher Transportschrittdif die Level-Set-Funktionen, wie auctrrfdie zeitliche Evo-
lution der Translations- und Winkelgeschwindigkeit des Stapkrs aus den Gleichungen
(7.46) und|(7.47) ist statt des expliziten Euler-Verfahrens ein explizites Adams-Bashforth-
Verfahren zweiter Ordnung eingesetzt worden. Die Berechnung der Zeitschrittweite erfolgt
analog zu Abschnitt 4.4, wobei innerhalb der Stargerphase die Zeitschrittweitenein-
schiankung nur beiglich der konvektiven Terme mit der entsprechenden Stgpeedichte
durchzutihren ist.

Im folgenden Abschnitt wird auf die um dynamische Starger erweiterte Paralleli-
sierung aus Abschnitt 4.5 eingegangen, damit aufwendige dreidimensionale Simulationen
effizienter berechnet werdefdknen.
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7.5 Parallelisierung der Starrkorperdynamik

In diesem Abschnitt wird die Parallelisierungsstrategie deatzlish im Zweiphasen-aser
eingebundenen dynamischen Starger beschrieben. Im Unterschied zur Gebietszerlegungs-
methode iir die Eulersche Diskretisierung des Zweiphasésdrs aus Abschnitt 4.5.2 ist
hier das Hauptproblem, dass die Starger im semi-Lagrangeschen Sinne diskretisiert wer-
den und dabei im Allgemeinen einzelne Teilgebiefe p € {1,..., P} bediglich der von

der Gebietszerlegung vorgegebenen Aufteiltiag= Q} U - - - U QF durchwandern. Dabei
muss pro Navier-Stokes-Zeitschritt die Trajektorie jeder Stampér-Level-Set-Gitterzelle

bis zu ihrem Anfangswert zuriickverfolgt werden.

7.5.1 Gebietsausschnitt als Parallelisierungsstrategigif dynamische
Starrk orper

Bei der semi-Lagrangeschen Diskretisierung des Stgpektransportes muss die Trajektorie
jeder Gitterzelle eines Level-Set-Wertes bis zu ihrem Anfangswferuriickverfolgt wer-

den. Deshalb durchwandern die Trajektorien im Allgemeinen einzelne Teilgébjete ¢

{1,..., P} bediglich der von der Gebietszerlegung vorgegebenen Aufteifing- 2} U

.-+ U QF. Eine vollsandige Rickverfolgung einer jeden Trajektorieimde somit zu ei-

nem hohen Kommunikationsaufwand und einem komplexen Algorithfitugh. Um diese
Komplikationen zu umgehen, nutzen wir im Folgenden zwei Tatsachen aus. Erstens nehmen
dynamische Starikper im Allgemeinen nur einen kleinen Anteil des gesamten Rechen-
gebietes?;, ein, und zweitens béigen wir die Starriérper-Level-Set-Darstellung nur in
einer O(h)-Umgebung, um dessen volistdige Dynamik in den Navier-Stokester ein-
zubinden. Aufgrund dieser Eigenschaften bietet es sich an, die Level-Set-Darstellung der
Starrldrpergeometrie ausschlieBlich auf die Geometrie inklusive ifé)-Umgebung ein-
zuschéanken. Hierbei muss di@(h)-Umgebung der Startkpergeometrie so gedlt wer-

den, dass innerhalb der entsprechenden Gebiets- und Level-Seigeddm Ghttungsregion

es(x) aus Gleichung (4.4) ein WENO-Diskretisierungsstern validig ausgewertet werden
kann. Rir unsere numerischen Experimente verwendern-wr 1.5 fur e,(x) in Gleichung

(4.4), und der verwendete WENO-Diskretisierungsstémfter Ordnung hat einen Radius

von drei Gitterzellen. Das heil3t, wir bétigen aufgrund der zészlichen Berechnung des
GradientenV¢, in Gleichung((4.4) insgesamt eine Stamker-Umgebung der @sse von

6-7 Gitterzellen; wir verwenden in unseren numerischen Experiménteh= 7h.

Die um die Starrkrper-Umgebun@(h) = 7h erweiterte "Bounding-Box” liefert schliel3-
lich das lokale Level-Set-Feld der Stadrkergeometrie in Form eines Gebietsausschnitts
aus(2,. Daraufhin wird das lokale Level-Set-Feld, zusammen mit den entsprechenden
Anfangskoordinaten der Bounding-Box des Stargers auf alleiir die parallele Simulati-
on verwendeten Prozessorkn. ., P verteilt. Abbildung 7.1 veranschaulicht das Vorgehen
am Beispiel einer lokalen Level-Set-Funktiair tlie Starrkrpergeometrie eines Fahrzeugs,
welche auf die von der Gebietszerlegung vorgegebenen Aufteilung volh Eeilprozessen
Q, = U--- U Q2 verteilt wird.

Im Laufe der Simulationsberechnung werden in jedem Zeitsehdie entsprechenden
Trajektorien aller Gitterzellenmittelpunkte hiegich der Starr&rperdynamik (Translation
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Pl~— PZ\ (P3 ——= P4

e I

PS5 P8
P9 P10 P11 P12

Abbildung 7.1: Verteilung der lokalen Level-Set-Darstatieiner Starr&rpergeometrie auf

das mit zwdlf Prozessoren parallelisierte globale Rechengitter. Ausserhalb dieses lokalen
Gitters ist die Level-Set-Funktioruf den Starrlérper konstant und somit nicht explizit er-
forderlich, womit substantieller Arbeitspeicherplatz gespart werden kann.

und Rotation) nach Gleichung (6.33) aktualisiert und gespeichert. Wird dann deic8barrk
mittels der semi-Lagrangeschen Methode transportiert, so kann das neue Level-Set-Feld
beZiglich des Starrirpersiiber die Trajektorienwerte schnell mittels folgender Abfrage kon-
struiert werden:

e Liegt der Trajektorienwert innerhalb der Bounding-Box des Stapérs, so ermittle
Uber trilineare Interpolation den entsprechenden Level-Set-Wert aus den gegebenen
Werten.

o Liegt der Trajektorienwert nicht innerhalb der Bounding-Box des Stapdss, so set-
ze den Level-Set-Wert der Gitterzelle auf den maximalen Level-Set-Wert einer Eck-
zelle der Bounding-Box. Das heif3t, dass ausserhalb der bounding-box alle Level-Set-
Werte mit einem konstanten Wert versehen werden. Die Eigenschaft einer Abstands-
funktion ist hier nicht mehr @étig. Es muss aber das richtige Vorzeichen, welches das
Innere und dadwufRere des Startkpers markiert, gesetzt sein.

Ausgehend von der neuen Lage des Stapkrs werden die bereits beschriebenen par-
allelen Auswertungsroutinen nach der Gebietszerlegung aus Abschnitti#. 82 Berech-
nung der Lage des neuen Stamperschwerpunktes aus Gleichung (7.40),die Berech-
nung der am Startkper wirkenden Kafte aus Gleichung (7.46) und (7.47) urin flie Be-
rechnung des zaszlichen Druckfeldeg, innerhalb des Starikpers aus Gleichung (7.51)
verwendet.
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7.6 Vollstandiger Algorithmus flr inkompressible Zweipha-
senstibmungen mit dynamischen Starrlorpern

AbschlieRend sei zudbersicht der vollsindige Algorithmus iir Zweiphasenstimungen
mit Starrkorpergeometrien aufgifirt:

ALGORITHMUS 2: Paralleler Zweiphasenldser mit dynamischen Starrkdrpern.

1. Initialisiere ézx, dy, 6z und T

2. Setze die lokalen Teilgebiete Q9, ¢ € {1,..., P} nach (4.48).
3. Setze t := 0, n := 0, h := max(dx, oy, 02).
4

. Setze Anfangswerte fur u® := u®, p" := p° ¢" = ¢°, ¢" := ¢%, v := v’ und
w" := w’ auf den Teilgebieten ¢, ¢ € {1,..., P}.

o1

Berechne den Schwerpunkt x% und die Masse M des Starrkorpers ¢? nach
Gleichung (7.57) und Gleichung (7.58).

Berechne das Volumen von V;(¢°).
Setze ¢(x) und e,(x) nach (4.4).

Setze Randwerte fir u” auf den lokalen Randern 9927 N of).

© ® N O

ZEIT-SCHLEIFE: Solange t < T

(2) BERECHNUNG DERZEITSCHRITTWEITE
Berechne den lokalen Zeitschritt 5t nach Abschnitt|4.4.
Berechne den globalen Zeitschritt 6¢ := min, 6¢7.

(b) IMPULSGLEICHUNGI:
Kommuniziere die Randbordirenwerte fur u™, ¢" und ¢7.
Berechne das Hilfsgeschwindigkeitsfeld u*(u™, ¢", ¢?) auf den Teil-
gebieten Q7 ¢ € {1, ..., P} nach Gleichung (7.38) mit Gleichung
(4.10) als Zeitdiskretisierung.
Kommuniziere die Randbordirenwerte fur u*.

(c) TRANSPORTGLEICHUNG EJR DEN STARRKORPERQ,:
Berechne den Transport der Level-Set Funktion ¢7+ (v, v w™ w"!)
nach Abschnitt 6.3.3|
Berechne den Schwerpunkt x%™' des Starrkorpers ¢"*! nach
Gleichung (7.57).

(d) TRANSPORTGLEICHUNG EJR DIE ZWEIPHASENOBERFIACHE ¢:
Berechne den Transport der Level-Set-Funktion ¢*(u™, ¢") nach Ab-
schnitt4.2.2]
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(e) Setze y" := ¢*.
() REINITALISIERUNGS-SCHLEIFE: Solange 7 < 7 €:
i. Setze Randbedingungen fur ¢ und tausche die Randbordurenwerte
der Teilgebiete Q9, ¢ € {1,..., P} aus.
ii. Berechne ¢”+% auf den Teilgebieten Q¢ ¢ € {1,..., P} nach Glei-

chung (4.14).

iii. Setze Randbedingungen fiir ¢/"3) und tausche die Randbordiren-
werte der Teilgebiete Q9, g € {1,..., P} aus.

iv. Berechne ¢”+§ auf den Teilgebieten Q9 ¢ € {1,..., P} nach Glei-
chung (4.14).

v. Setze Randbedingungen fir ¢(”+§) und tausche die Randbordiren-
werte der Teilgebiete Q4, ¢ € {1,..., P} aus.

vi. Berechne ¢! auf den Teilgebieten Q4, ¢ € {1,..., P} nach Glei-
chung (4.14).

vii. Setze 7 =1+ 7.
(g) PICARD-FIXPUNKTITERATION: Solange |V;(¢°) — Vi(¥™™)| < eyor:
Berechne das Volumen von Vi (¢ 1),
Korrigiere die Level-Set-Funktion nach Gleichung (4.26).
(h) Setze ¢"t! =", py; := p"dt, e(x) und e,(x) nach Gleichung (4.4).
(i) DRUCK-POISSON-GLEICHUNG I:
Setze die rechte Seite b := V - u* auf den lokalen Gebieten (29,
g=1,...,P, fur die Druck-Poisson-Gleichung.
(j) DRUCK-POISSON-GLEICHUNG II: Solange ||b — Ap¥||, > €
Setze Randwerte fur den Druck nach Gleichung (7.54).
Lose p" ! (u*, b, " ¢" 1) nach Gleichung (7.44) mit Jacobi/AMG
vorkonditioniertem Krylov-Verfahren.
Kommuniziere die Randbordirenwerte fur p;; pro Iteration it.
(k) Setze p*"t .= (6t)"1py.
() IMPULSGLEICHUNGII:
Berechne u*"*! nach Gleichung (7.45) auf den Teilgebieten Q2.
(m) STARRKORPERGESCHWINDIGKEITI::
Berechne F™ und W™ nach Gleichung (7.59) und (7.60).
Berechne v**! und w™*! nach Gleichung (7.48) und (7.49).
Berechne die Starrkdrpergeschwindigkeit u”™! nach Gleichung (7.51).
(n) DRUCK-POISSON-GLEICHUNG III:
Setze die rechte Seite b von Gleichung (7.51) auf den lokalen
Gebieten Q9, g=1,...,P, fur die Druck-Poisson-Gleichung.
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(0) DRUCK-POISSON-GLEICHUNG IV: Solange ||b — Ap¥||y > e
Setze Randwerte fiir den Druck nach Gleichung (7.55).
Lose Poisson-Gleichung (7.51) mit Jacobi/AMG-vorkonditioniertem
Krylov-Verfahren.
Kommuniziere die Randbordirenwerte fur pi* pro Iteration it.

(p) Setze pr"!:= (6t) 'p, .
(qQ) IMPULSGLEICHUNGIII:
Berechne u"*! nach Gleichung (7.52) auf den Teilgebieten Q9.
Berechne p"*! nach Gleichung auf den Teilgebieten Q4.

Setze Randwerte fur u™ auf den lokalen Randern 94 N o5).
() Setzet =t + 6t und n = n + 1.

10. Datenausgabe des berechneten Ergebnisses.



Kapitel 8

Numerische Ergebnisseir bewegte
Starrk orper in Zweiphasenstromungen

In diesem Kapitel untersuchen wir mit unserem Simulationsprogramm uni- und bidirektio-
nal gekoppelte Stardeper mit Zweiphasensimungen. In den unidirektional gekoppelten
Problemen wird der Starékper ausschlie3lich zwangsgéaft, wohingegen in den bidirek-
tional gekoppelten Problemen die auf den Stampler wirkenden hydrodynamischendie
beriicksichtigt werden.

In Abschnitt 8.1 untersuchen wir zuerst das Herausziehen eines Zylinders aus dem Was-
ser und anschliel3end den freien Fall eines Zylinders ins Wasser. Highoenfwir Direkt-
vergleiche durch zwischen Labor-Messdaten und Fotos aus dem Artikel von Greenhow und
Lin [76] und unseren numerischen Simulationsergebnissen.

In Abschnitt 8.2 untersuchen wir die numerische Konvergenzrate des gesamten Verfah-
rens. Es werden dabei drei charakteristische Konfigurationen betrachtath&tizeigen wir,
dass die auf eine Kugel wirkendena€te, welche vollsindig im Wasser ist und sich im hy-
drostatischen Gleichgewicht befindet, verschwinden. Danach bestimmen wir die numerische
Konvergenzordung des gesamten bidirektional gekoppelten Verfahrens, indem die numeri-
schen losungen auf einer Sequenz von regiRig verfeinerten Gittern bestimmt werden
und hieraus die Fehlerreduktionsrate ermittelt wird. Als drittes Experiment untersuchen wir
die auf eine Kugel wirkenden kfte, welche auf der Wasserobadhe schwimmt und so
initialisiert wird, dass sie sich von Beginn an im hydrostatischen Gleichgewicht befindet. Im
Gegensatz zu der volistdig im Wasser befindlichen Kugel beobachten wir hier eine aus
der Numerik resultierende gitteradningige Kaftebilanz, welche aufgrund der numerischen
Glattungsregion entlang der freien Obacthe und entlang des Stairkers entsteht.

In Abschnitt 8.3 stellen wir Simulationen mit komplexen Starpgergeometrien vor.
Hierbei erweitern wir unser Simulationsprogramm um ein Large-Eddy-Turbulenzmodell, da
sich bewegende komplexe Stairger im Allgemeinen starke Turbulenzquellen sind. Die
gezeigten Simulationen mit einer Schiftspergeometrie und mit einer U-Boot-Geometrie
belegen die vielseitige Anwendbarkeit des Simulationsprograrmimsagdenieurstechnische
und physikalische Problemstellungen.
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8.1 Vergleich der Simulationsergebnisse mit Experimental-
daten

Im Folgenden wird das physikalische Verhalten von uni- und bidirektional gekoppelten Starr-
korpern in Zweiphasengimungen am Beispiel eines mit konstanter Geschwindigkeit auf-
steigenden Zylinders und eines frei fallenden Zylinders verglichen. Hierbei ist das 8etup f
die numerischen Simulationen aus einer Publikation von Greenhow und Lin [76] entnom-
men, dasiir die Durchfihrung von physikalischen Laborexperimenten verwendet wurde.
Chronologische Fotografien und Messungen aus [76] nutzen wir im Folgenden zum Direkt-
vergleich mit unseren numerischen Ergebnissen, um damit diasétidhkeit des numeri-
schen Verfahrens zur Simulation von realen physikalischen Prozessen zu validieren.

8.1.1 Unidirektionale Kopplung: Deformation der freien Oberflache auf-
grund eines mit konstanter Geschwindigkeit aufsteigenden Zylin-
ders

Als erstes numerisches Experiment betrachten wir einen &otgj in ruhendem Wasser
befindlichen Zylinder, welcher dieselbe Dichte hat wie das ihn umgebende Wasser und mit
konstanter Geschwindigkeit aus diesem gezogen wird. Dies ist ein sehr kompliziertes Pro-
blem, zumal die Wasserobexfihe aufgrund der Zylinderdynamik eine starke Deformation
erfahrt, vergleiche Abbildung 8.1. Im Laborversuch von Greenhow und Lin [76] ist hierbei
ein Belalter der GoRe116.8cm x 90.2cm x 10.2ecm (Breite x Hohe x Tiefe) eingesetzt
worden, wobei dieser bis auf eine@dkle von30cm mit Wasser geillt wurde. Der Zylinder

hat einen Durchmesser vdncm und wird zu Beginn so positioniert, dass der obere Rand
des Zylindersl 1e¢m unterhalb der Wasserobéxthe liegt. Dann wird der Zylinder mit einer
konstanten Geschwindigkeit van,; = 0.87m/s aus dem Wasser gezogen.

In unserem Simulationsexperiment haben wir €iGem x 90cm x 10ecm grol3es Re-
chengebiet verwendet, dieses entsprechend mit Wasser und Lulit getl den Zylinder
mit dem Durchmesser vohlem und einer Tiefe voniOcm versehen. Der obere Rand des
Zylinders wurde so positioniert, dass er sidlem unterhalb der Waserobeifihe befindet.

Es sei hier angemerkt, dass im Artikel von Greenhow und Lin [76] keine exakten Anga-
ben besnglich der Zylindertiefe gegeben wurde. Der Einfluss der Zylindertiefe ist aber ver-
nachhssigbar, da das Experiment einen zweidimensionalen Charakter annimmt, wie auch
von Greenhow und Lin [76] angemerkt. Das Gebiet ist mit eidggmuidistanten Gitter, wel-

ches au232 x 180 x 20 Gitterzellen besteht, aufgest worden. Br die Wasserphase wurde

die Dichte aufp,, = 998.2kg/m? und die Viskosiat aufr,, = 1.002_3 und fur die Luftphase
wurde die Dichte aup; = 1.205kg/m? und die Viskosiat aufy; = 1.81_; gesetzt. Br die
Glattungsregion(x) aus Gleichung (4/4) ist= 1.5 gesetzt worden.

Abbildung/8.1 zeigt den Direktvergleich von gerenderten Bildern unserer numerischen
Simulation mit den entsprechenden Fotografien des Laborexperimentes von Greenhow und
Lin [76] zu den Zeitpunktert = 0.198s undt = 0.208s. Hierbei ist zu beobachten, dass
die Lage des Zylinders und der freien Obé&cfie sehr gut wiedergegeben wird. Zur Zeit
t = 0.198s tritt der Zylinder bis zur Hilfte seines Durchmessers aus der isglichen
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Abbildung 8.1: Direktvergleich des Laborexperiments vorGvieenhow und W.-M. Lin [76]
(links) mit unserem numerischen Simulationsergebnis (rechts). Die Bilder zeigen einen mit
konstanter Geschwindigkeit aufsteigenden Zylinder Yoam Durchmesser zu den Zeit-
punkten0.198s (oben) und).208s (unten).

Wasseroberfiche hervor. Dies hat zur Folge, dass die freie Oaehng sich haupéehlich in
einer Umgebung des Zylinders deformiert und ausserhalb dieser Umgebung die Wasserober-
flache nahezu unv@ndert bleibt. Die Wasserschicht, welche sich zu diesem Zeitpibest
die obere Hilfte des Zylinders legt, besitzt eine homogene Schichtdicke. Aufgrund der wir-
kenden Gravitationskraft, der konstanten Zylindergeschwindigkeit und der geringen Visko-
sitat des Wassers wird diese Wasserschicht im Laufe der Zeit zu beiden Seiten des Zylinders
abfliessen und kontinuierlich ihre Schichtdicke reduzieren. Dieses zu erwartende Verhalten
ist deutlich in dem Bild zu dem $peren Zeitpunkt = 0.208s erkennbar. Hier ist der Zy-
linder nahezu vollstndig aus der urspinglichen Wasserobe#ithe herausgetreten und die
ihn bedeckende Wasserschicht hat substantiell an Schichtdicke verloren. Dieses abgebaute
Wasservolumen isiiber die Zeit seitlich an dem Zylinder ins Wasserbecken abgeflossen.
Das hat wiederum zur Folge, dass sich zwei Vertiefungen neben dem Zylinder herausbil-
den. Diese sorgen daf dass die urspinglich horizontale Wasserobéxthe nun eine starke
lokale Krummung aufweist, welche zum Gebietsrand hin kontinuierlich abnimmt. Entschei-
dend neben der sehr gutefbereinstimmung der Bilder ist auch die Beobachtung, dass die
Wasseroberficheliber die gesamte Zeit nicht den Staipler durchdringt, das heil3t, der Al-
gorithmus gibt die geWinschte Impermeabitt des Starrérpers richtig wieder.

Abbildung 8.2 zeigt, dass bei fortgesetzter Simulationsrechnung, in der die Wasserschicht
sich vollstindig um den Zylinder legt und die Schichtdicke gegen Nulffi, die physika-
lische Eigenschaft der Impermealilitdes Starrrpers aufrecht erhalten bleibt. Didver
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Abbildung 8.2: Der weitere chronologische Verlauf der nuswren Simulation zeigt deut-
lich das von Peregrine [147] als "abbrechender Wasserfall” (breaking waterfall) bezeichnete

physikalische Verhalten.
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hinaus wird in Abbildung 8.2 auch das von Peregrine [147] als "abbrechender Wasserfall”
(breaking waterfall) bezeichnete physikalische Verhalten, soweit dem Autor bekannt, erst-
malig inklusive Topologievémderung der freien Obeifthe wiedergegeben. Hierbei zieht

der Zylinder im zeitlichen Verlauf einen Wasserschweif nach sich, der solange von der rest-
lichen Wasserschicht auf der Zylinderobacthe geahrt wird, bis diese vollkommen abge-
flossen ist. Das daraus entstehend@r8tmgsverhalten liefert den Eindruck eines abbre-
chenden Wasserfalls, passend zu Peregrines Bezeichung. Messdaten zu diesem Experiment
sind in [76] nicht aufgdihrt. Deshalb konnten wir hier einen Vergleich mit dem auigef

ten Experiment nur anhand der Fotografien duibhén. Die zu erwartenden physikalischen
Stromungsstrukturen haben wir mit der Simulation wiedergegeben.

Im nachsten Abschnitt wird nun in eineéhnlichen Experimentaufbau eine bidirektio-
nale Kopplung zwischen Zylinder und Wasser untersucht. Dabei taucht der Zylinder aus
freiem Fall in das Wasserbecken ein. Dieses Experiment wurde ebenfalls von Greenhow
und Lin [76] durchgeiihrt, wobei sie hier zi#zlich Messungen vorgenommen haben. Diese
Messdaten eriiglichen, das Simulationsprogramiiber einen bildlichen Vergleich hinaus
auch quantitativ mit einem realen Experimentverlauf zu validieren.

8.1.2 Bidirektionale Kopplung: Deformation der freien Oberflache auf-
grund eines frei fallenden Zylinders

Im Folgenden betrachten wir ein weiteres Laborexperiment aus [76]. Hierbei wird ein in ru-
hendes Wasser frei fallender Zylinder untersucht, dessen Penetrationstigjédieder Zeit
gemessen wird. Dies eiglicht eine quantitative Validierung der bidirektionalen Kopplung
unseres Simulationsprogramms mit realen Daten. In diesem Testfall besitzt der Zylinder ei-

Abbildung 8.3: Direktvergleich der Penetrationstiefe dedirdlers aus dem Laborexpe-
riment von M. Greenhow und W.-M. Lin [76] (links) mit unserem Simulationsergebnis
(rechts). Deformation der freien Obéthe zu den Zeitenpunktén= 0.305s (oben) und

t = 0.335s (unten).
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ne halb so grof3e Dichte wie das Wasser und induziert soafitend des Penetrationspro-
zesses zwdzliche Auftriebskéfte, die in die Kraftberechnung miteingehen. Zu Beginn der
Rechnung wird der Zylindet4cm Uiber der Wasserobeifthe mittig positioniert. Es sei hier
angemerkt, dass in [76] keine exakte Anfanist angegeben wurde, daher wurde hier die
Hohe aus dem in einer Tabelle angegebenen Kontaktzeitpunkt zwischen dem Zylinder und
dem Wasser ermittelt. Das Wasserbecken selber hat eine Tief®oom Die physikalischen
Materialparameteriir das Wasser und die Luft sind ebenfalls dieselben wie im vorigen Ab-
schnitt. Das Rechengebi@tist mit einer Aufbsung voni64 x 400 x 7 Gitterpunkten ver-
sehen, was zu einer AGBung vond4 x 44 x 7 Gitterpunkten #@ir den Zylinder @éihrt. Die
Simulationsberechnung ist a8 Prozessoren durchdéfrt worden.

Abbildung/ 8.3 zeigt einen graphischen Direktvergleich zwischen den Experimentalfo-
tos und den entsprechenden Simulationsergebnissen zu den Zeitptnktén305s und
t = 0.315s. Zu beobachten ist, dass die Lage des Zylinders und der freien &xtyexfl
gut ubereinstimmen. Allerdings ist die gahite Gitteraufbsung fir die Darstellung der
Ablosung von kleinen Satellitentropfen zu niedrig.
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Abbildung 8.4: Direktvergleich der Messdaten des Laborarpents von M. Greenhow und
W.-M. Lin [76] mit unserem Simulationsergebnis.
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Weiterhin ist in Abbildung 8.4 ein quantitativer Vergleich kiglich der Penetrationstiefe
des Zylinderdiber die Zeit aufgéfrt. Unsere Simulation zeigt eine sehr guteereinstim-
mung mit den Labormessdaten aus [76]. Es sei hier angemerkt, dass der Zylinder aufgrund
seiner geringeren Dichte im Vergleich zu Wasser im weiteren Simulationsverlauf wieder auf-
steigt. Dieser Prozess ist aber nicht in den Messtabellen in [76] dargestellt, da doith@cht
den Zeitpunkt der maximalen Penetration hinaus gemessen wurde.

8.2 Konvergenzuntersuchungen eines bidirektional gekop-
pelten Starrkorpers in Zweiphasenstbmungen

In diesem Abschnitt betrachten wir drei voisdig bidirektional gekoppelte Probleme, in
denen wir jeweils das Archimedische Prinzip numerigiolrpiifen und Konvergenzuntersu-
chungen durclifhren. Das Archimedische Prinzip besagt, dass der Verlust an Gewichtskraft
eines Starr&rpers beim Eintauchen in eineiBkigkeit der Gewichtskraft der iHsigkeit
entspricht, die von dem Staikper verdangt wird. Das bedeutet, dass die Auftriebskraft
eines Starr@arpers der Gewichtskraft der vegshgten Riissigkeit entspricht. Ist daher ein
Starrlorper schwerer als die von ihm veéhgte Flissigkeit, sinkt er, ist er leichter, steigt er,
und ist er gleich schwer, befindet er sich im hydrostatischen Gleichgewicht und schwebt.
Diese wichtigen physikalischen Eigenschaften werden wir im Folgenden numerisch un-
tersuchen. Zuichst betrachten wir eine Kugel mit der Dichte von Wasser, die sich &ollst
dig in der Wasserphase und somit im hydrostatischen Gleichgewicht befindet. Wir zeigen
numerisch, dass keinéikstlichen Geschwindigkeiten aufgrund der Diskretisierung oder des
Algorithmus generiert werden. Daraufhin werden wir detaillierte Konvergenzanalysen an-
hand eines aufgrund geringerer Dichte aufsteigenden quasi-2D-Zylinders ichrnexinf Wir
betrachten einen quasi-2D Zylinder, um einéginchst hohe Gitteraudsung einsetzen zu
konnen, damit sich eine Konvergenzrate abzeichnen kann. Schlief3lich betrachten wir in die-
sem Abschnitt das numerische Verhalten einer Kugel mit der halben Dichte von Wasser im
hydrostatischen Gleichgewicht, das heil3t, genau die untere Halbkugel befindet sich im Was-
ser. Entscheidend hierbei ist, dass nun die wirkenden Auftrialiskilas Gewicht der Kugel
bilanzieren nissen. Es wird sich zeigen, dass die Qaaliter Bilanzierung gitteraldmgig
ist.

8.2.1 Statiorarer Fall: Kugel im Kr aftegleichgewicht innerhalb einer
Fluidphase

Als ersten Testfall betrachten wir eine Kugel, welche dieselbe Dichte besitzt wie das sie um-
gebende Wasser. Abbildung 8.5 veranschaulicht eine solche Anfangskonfiguration. Hierbei
besitzt das physikalische Gebiet ein@&8e vors0cm x 20cm x 20cm (HOhe x Breite x

Tiefe). Dieses ist, die Kugel mit eingeschlossen2Z8 mit Wasser gefllt und zu1/3 mit

Luft, die entsprechenden Materialparameter der Fluide sind aus Abschnitt. 8.1.1 entnom-
men. Die Kugel selber hat einen Radius \bcm, und ihr Mittelpunkt wird auf den Punkt
(10em, 10cm, 10cm) initialisiert. Das Gebiet wurde mit einer AGBung vord5 x 30 x 30,
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Abbildung 8.5: Initialisierung der Kugel im Kftegleichgewicht innerhalb der Wasserphase.

90 x 60 x 60 beziehungsweis#s0 x 120 x 120 jeweils aquidistant verteilter Gitterpunkte
versehen. Wir erwarten, dass die Kugéler alle Zeiten hinweg ihren statiéren Zustand
beibefalt.

Abbildung 8.6 zeigt die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten w), welche
am Schwerpunkt der Kugel wirkeber einen Zeitraum von zwei Sekunden. Klar zu erken-
nen ist, dass sich alle Geschwindigkeitskomponeiibter den gesamten Zeitraum hinweg in
einer Gbssenordnung voi10~2m /s bewegen. Es sei angemerkt, dass es essentiell ist, die
Druckgleichung sowohlifr die Fluide als auchir den Starrrper bis auf Maschinengenau-
igkeit zu Ibsen. Ein fihzeitigerer Abbruch des Drudiders, etwa im Rahmen der Diskre-
tisierungsgenauigkeitiihrt zu entsprechend @Beren unphysikalischen Geschwindigkeiten
des Starrkrpers, die sich insbesondere bei Langzeitrechnungen empfindlich auf diedQualit
der Simulationsergebnisse auswirkémhen.

Nachdem wir die Abwesenheit von Auftrieb&kien durch das vorgestellte Experiment
numerisch gezeigt haben, untersuchen wir échsten Abschnitt die numerische Konver-
genzrate am Beispiel eines aufsteigenden Zylinders.
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Abbildung 8.6: Auf den Schwerpunkt der Kugel wirkende Gescdlhgkeitskomponenten
u (oben),v undw (unten), berechnet auf drei unterschiedlich feinen Gittebaufigeriiber
einen Zeitraum vos.
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8.2.2 Dynamischer Fall in quasi-2D: aufsteigender Zylinder

Im Folgenden untersuchen wir die numerische Konvergenzrate des Algorithmus am Bei-
spiel eines quasi-2D-Simulationsproblems. Aufgrund des zweidimensionalen Charakters er-
maoglicht dieses Testproblem den Einsatz einer sehr feinen Gittermaschenweite, sodass wir
schliel3lich eine gute Aussagbéer die Konvergenzrate treffedknen. Wir betrachten einen
aufsteigenden Zylinder, welcher einen Radius voa 2.5¢m besitzt und sich im Gebiet

Q = [0,30]cm x [0,20]cm x [0,7]cm (HOhe x Breite x Tiefe) befindet. Das Gebiet ist
einschliesslich des Zylinders bis zu einedhd von20cm mit Wasser geillt und daiiber
befindet sich Luft. Die physikalischen Eigenschaften der betrachteten Fluide sind aus dem
Abschnitt 8.1.1 entnommen. Die Anfangslage des Zylinders ist salgiévdass sein Mittel-

punkt sich in10cm x 10cm x 3.5¢m befindet. Desweiteren hat der Zylinder eine Dichte von

p = 800kg/m? und erfihrt aufgrund dessen eine Auftriebskraft, welche ihn aufstekgst.|

Um den 2D-Charakter des 8tnungsproblems aufrecht zu erhalten, haben wir periodische
Randbedingungen in z-Richtung gesetzt.

Da die Fluidstomung ausschlie3lich durch die Bewegung des aufsteigendeni3frerk
angeregt wird, erwarten wir eine Konvergenzordnung, die substantiell duch die Konvergen-
zordnung i@ir den Starrkrper dominiert wird. Wir antizipieren daher eine Konvergenz ers-
ter Ordnung aufgrund der &ttung erster Ordnung der Heaviside-Funktioniggizh des
Starrlorpers und die damit einhergehende Auswertung erster Ordnung der Intégrdie f
auf den Starrérper wirkenden Kafte.

Das Rechengebié&t wird mit vier uniform verfeinertequidistanten GitterB0 x 20 x 7,

60 x 40 x 7,120 x 80 x 7und240 x 160 x 7 diskretisiert und dabei wird jeweils die dazu-
gehbrige aquidistante Zeitschrittweit®;, = 8.0_3,2.0_3,5.0_4,1.25_, Uber den gesamten
Zeitraum verwendet. Man beachte, dass wir aufgrund des 2D-Charakters @ausgy die

Abbildung 8.7: Mittelschnittebene der Anfangsbedingungtigéich der Dichteverteilung
des aufsteigenden Zylinders im Wasser auf @dtx 160 x 7-Gitter. Der Zylinder hat eine
Dichte von800kg/m?.
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Tabelle 8.1: Konvergenzstudiarfden aufsteigenden Zylinder zur Zek= 0.26s.
dOf ‘ eu,h nu,h‘ ev,h nv,h‘ ep,h np,h‘ els,h ,,]ls}h‘ egls,h ngls,h‘
RelativerL?-Fehler zur Zeit = 0.26s
4200 [6.45_; — [7.31_; — [1.96_2 — [5.29_3 — [9.95_; -
16800 |5.51_; 0.11]6.30_; 0.11|1.41_5 0.24[2.96_3 0.42|7.24_; 0.23

67200 |4.00_; 0.23|4.95_; 0.17|8.79_3 0.34|1.44_5 0.51 (4.12_; 0.41
268800(2.18_; 0.44|2.81_; 0.41|3.83_3 0.60{5.33_4 0.71|1.67_; 0.65

Tabelle 8.2: Relativel.>°-Fehler der Aufstiegsgeschwindigkeit des Zylinders zur Zeit
0.26s.

dof ezz’jll 712,};
4200 |4.42_1 —
16800 |3.07_1 0.26
67200 [1.74_; 0.41

268800|7.02_2 0.65

Gittermaschenweite in z-Richtung nicht verfeinert haben.

Analog zu Abschnitt 5.4 existiert auch hier keine analytiscbsung. Deshalb verwen-
den wir als Referenidsung die bsung, welche auf dem 480x 320 x 7-Gitter berechnet wur-
de, um die Approximationgge unseres numerischen Verfahren zu ermitteln. Hierbei berech-
nen wir den relativer.2-Fehlere!"”, wie in (5.9) definiert, fir die Geschwindigkeitskompo-
nentenu;, undwy, (wy, ist Null aufgrund des 2D-Charakters desdtungsproblems) und der
Level-Set-Funktionem,, und ¢;, und des globalen Druckfeldes. Zusatzlich betrachten
wir den relativen.>°-Fehler der Aufstiegsgeschwindigkeit des Zylinders.

Wir bestimmen die algebraischen Konvergenzraten nach Gleichung (5.8), so dass bei
diesem 2D-Problem die klassische Konvergenz zweiter Ordnung angenommen wird, wenn
n = list. Wir antizipieren eine Konvergenzordnung, die sich dem V)/ert% mit feiner wer-
dender Maschenweite aalnert, da die Dynamik der $tmung vom Zylinder aus induziert
wird. Je feiner das Gitter wird, dest@lmer wirdn an% liegen, da der Einflul3 der gégleten
Heaviside-Funktion sich auf die gesamte Approximati@gnsguswirkt.

Die gemessenen relativei?-Fehler [(5.9) und entsprechenden Konvergenzraten (5.8)
samtlicher berechneter GRen sind in Tabelle 8.1 aufdgéfrt. Die aufgeifihrten Werte bele-
gen unser erwartetes Konvergenzverhaltém.die Geschwindigkeitskomponenten beobach-
ten wir eine Konvergenzrate, welche mit feiner werdender Maschenweite geger/denmn
5 lauft. Die Konvergenzratenif den Druck und die Level-Set-Funktion der Zweiphasen-
stromung und des Stardkpers weisen dagegen einen leicbhlaren,-Wert als% auf.

Da in unserem numerischen Modell die Masse des Zylinders approximiert wird, erwar-
ten wir fur die auf den Zylinder wirkenden Auftriebsite eine gitterakdngige Konver-
genz. Mit anderen Worten, die Aufstiegsgeschwindigkeit des Zylinders sollte gegen einen
Grenzwert laufen. Dieses Verhalten geht deutlich aus Tabelle 8.2 hervor, in der der relati-
ve L>-Fehler der Aufstiegsgeschwindigkeit des Zylinders auff#fist. Dieser konvergiert
mit einem leicht Bbherery)-Wert als.
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Abbildung 8.8: Graph der Mittelschnittebene von der u- ur@eschwindigkeitskomponente
des aufsteigenden Zylinders, gerechnet auf détnx 160 x 7-Gitter zur Zeitt = 0.46s.

Eine weitere Beobachtung ist, dass die Geschwindigkeit innerhalb des Zylinders in je-
dem Zeitschritt konstant ist. Abbildung 8.8 zeigt die u- und v-Geschwindigkeitskomponente
der Mittelschnittebene des Rechengebietes, welche auf2dem 160 x 7-Gitter zur Zeit
t = 0.46s entnommen wurde. Der Graph der vertikalen Geschwindigkeitskomponemte
linken Bild von Abbildung 8.8 veranschaulicht, wie der Zylinder zur Zeit 0.46s mit einer
Geschwindigkeit von: = 0.2185m /s aufsteigt. Je nach Zylindergeschwindigkeit und Wahl
der Materialparameter der Fluide bilden sich entlang der Zylinderéloel Grenzschichten
aus, in denen die Fluidgeschwindigkeiten lokal stark variief@milen. Weiterhin zeigt der
Graph der horizontalen Geschwindigkeitskomponerite rechten Bild von Abbildung 8.8,
dass der Geschwindigkeitsbeitrag innerhalb des Zylinders exakt Null ist. Am Zylinderrand
aber nimmt seine Extremalwerte an, die mit wachsendem Abstand vom Zylinderrand stark
abklingen.

8.2.3 Statiorarer Fall: Kugel im Kr aftegleichgewicht an der freien Ober-
flache

Im Folgenden betrachten wir eine Kugel mit der halben Dichte von Wasser im hydrostati-
schen Gleichgewicht. Geif? des Archimedischen Prinzipdifite die Kugeliir alle Zeiten

zur Halfte ins Wasser eingetaucht ruhen. Da aber im Rahmen der Numerik die Masse der
Kugel und der Dichtébergang zwischen den zwei Fluidphasen in @dudiigkeit von der Git-
termaschenweite mit einer Genauigkeit erster Ordnung approximiert wird, erwarten wir ein
entsprechendes Ungleichgewicht zwischen dem Gewicht desangiten Wassers und dem
Gewicht der Kugel. Dieses Ungleichgewichithft dazu, dass die Kugel auf der Wassero-
berflache in Abkangigkeit von der Gittermaschenweite leicht vertikal zu oszillieren beginnt,
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Abbildung 8.9: Simulationstest des #iegleichgewichts einer Kugel auf der freien Ober-
flache. Zu Beginn der Simulation liegt die Kugel im hydrostatischen Gleichgewichtatir H
te im Wasser.

also der kinematische Zustand den stadi@m Zustand approximiert. Aufgrund der Massen-
approximation bexglich der Kugel und der Zweiphasenapproximation erwarten wiilr
hinaus, dass die Amplitude der Oszillationen mit feiner werdender Gittermaschenweite ent-
sprechend von erster Ordnung gegen den kinematisch stegioZustand, das heil3t gegen
Null, konvergiert.

Fur dieses numerische Experiment verwenden wir das Gebiet[0, 30cm]?, welches
Wasser, Luft und die Kugel erdlt. Die bis zur Hilfte im Wasser eingetauchte Kugel hat
ihren Mittelpunkt in(15¢m, 15em, 15¢m), besitzt einen Radius vasem und hat die halbe
Dichte von Wasser. Das Rechengeliiewvird mit drei uniform verfeinerteraquidistanten
Gittern bestehend au$?, 80° beziehungsweis&60® Zellen diskretisiert. Die entsprechen-
den Zeitschrittweiten werden auf jedem Gittdaer die Zeitschrittweitensteuerung aus Ab-
schnitt/ 4.4 berechnet. Abbildung 8/10 zeigt die Mittelschnittebene der Materialdizhte f
diesen Testfall in den drei betrachteten Gitterasifhgent0?, 80 und 1603. Diese Bilder
veranschaulichen, wie die Masse der Kugleér ihre gedittete Dichteverteilung mit feiner
werdendem Gitter approximiert wird. Diese Approximation konvergiert gegen das Gewicht
des von der Kugel verdngten Wasservolumens. Desweiteren erkennt man auch die Ap-
proximation des Dichi#ergangs zwischen Wasser und Luft. Dieggtiigleichfalls zu dem
Krafteungleichgewicht bei, da nur im Fall einer scharfen Tréahi fir die Dichte beider
Flussigkeiten die Kugel exakt zentriert an der Wasserdlobg schwimmen iwrde. Mit an-
deren Worten, die Approximation der globalen Dichteverteilung sordgirddaiss auch das
Kraftegleichgewicht von Schwimnikpern approximativ eingefangen werden kann. Diese
Vorhersage des physikalischen Verhaltens wird in Abbildung'8.1%atigsstdie den zeit-
lichen Verlauf des Kugelmittelpunktes hiegich der drei verschiedenen Gitteragiingen
zeigt. Hierbei entspricht die gestrichelte Linie dem Verlauf des Kugelmittelpunktes auf dem
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Abbildung 8.10: Mittelschnittebene der Materialdichte tien Testfall der Kugel an der
freien Oberfaiche in den drei betrachteten Gitteraafingert0?, 80° und 1603. Die blaue
Farbe ist die Dichte der Luft, rot die des Wassers urithglie der Starrérperkugel.
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Abbildung 8.11: Untersuchung des dftegleichgewichts einer an der freien Obacthe
schwimmenden Kugel. Abgebildet ist die vertikale Bewegung des Kugelmittelpunk-
tes besglich drei unterschiedlich feinen Gittern (gestrichelte Liniek46urchgezogene
Linie=80% und fette Linie=168 Gitterpunkte)iber einen Zeitraum von 1.9 Sekunden. Die
Wasseroberfiche befindet sich hierbei aufl 5 Hohe (gerade Linie).

grobsten Gitter mitt03-Gitterpunkten und die fette durchgezogene Linie dem Verlauf auf
dem feinsten Gitter mit603-Gitterpunkten. Die exaktedsung fir den Kugelmittelpunkt

ist eine gerade Linie mit dem konstanten Wei¢m. Aufgrund der Approximation des glo-
balen Dichtefeldeulert sich das Kifteungleichgewicht in einem vertikal oszillierenden
Verhalten der Kugel. Die Amplitude der Oszillationen konvergiert bei Gitterverfeinerung
gegen Null von der Ordnun@(%), denn wie aus Abbildung 8.11 ablesbar isthift eine
Halbierung der Gittermaschenweite etwa zu einer Halbierung der Amplitude. Der Grund
dafur, dass die Oszillationen ausschlie3lich unterhalb der Wasse#&athezfbtattfinden, be-
ruht auf der Dichteglttung entlang der Kugelobeifihe und entlang der Fluidobé&dhe und

der entsprechend wirkenden Gravitation.

8.3 Simulationsergebnisse mit komplexen Geometrien und
Large-Eddy-Turbulenzmodell

Nachdem wir in den letzten beiden Abschnitten einerseits unsere Simulationsergebnisse mit
Experimentaldaten verglichen haben und andererseits die drei physikalischen Haungkzust
einer Starrbrperkugel in Zweiphasensimungen hinsichtlich ihrer Konvergenzordnung un-
tersucht haben, zeigen wir im Folgenden praaisre Anwendungen. Mit anderen Worten,
im Gegensatz zu der bisher betrachteten Zylinder- und Kugelgeometrie werden wir nun deut-
lich komplexere Geometrien einsetzen.

Als erste Geometrie betrachten wir die eines Schiffes, welches unidirektional, das heif3t
zwangsgsdihrt, mit dem Wasser gekoppelt wird. Das Schiff wird im ersten Experiment mit
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einer vorgegebenen Rotationsgeschwindigkeit um seinen Mittelpunkt gedrehéhumdnf
einem anschlielienden Experiment mit einer vorgegebenen Translationsgeschwindigkeit ge-
radeaus.

Als zweite Geometrie betrachten wir die eines U-Bootes, welches bidirektional mit dem
Wasser gekoppelt wird. In diesem Fall wird kein Geschwindigkeitsfeld vorgegeben. Statt
dessen werden die Geschwindigkeiten aus den wirkenden hydrodynamiscétiemKm je-
dem Zeitschritt neu ermittelt. Hierbei wird das U-Boot mit einer Dichte versehen, die kleiner
ist als die des Wassers, sodass es schlief3lich aufgrund der Auftaétbskufsteigt.

Im Zusammenhang mit dem Einsatz komplexer Stapkrgeometrien wird auch die
Verwendung eines Turbulenzmodells ununglich, denn je komplexer eine Stairker-
geometrie ist, destodtker wirkt ihnre Obertiche im Verlauf von Fluid-Staridkper-Wechsel-
wirkungen als Turbulenzquelle. In [180] haben wir unser Simulationsprogramm um ein
Large-Eddy-Turbulenzmodell erweitert. Dieses Large-Eddy-Modell wird zur Simulation der
folgenden beiden Zweiphasen-Stamier-Wechselwirkungsprobleme miteinbezogen, da es
sich fur die hier untersuchten ingenieurstechnischen Anwendungen im Hinblick auf Rechen-
aufwand, Genauigkeit und Parallelisierbarkeit besonders gut eignet.

Im Rahmen der Large-Eddy-Turbulenz-Darstellung verwenden wir das Smagorinsky-
Modell [178] als Feinstruktur-Approximatioruf den Spannungstensor. Dieses ergibt sich
mittels Anwendung eines Raumfilters auf die Navier-Stokes-Gleichungen

plO(a) +V-(a®@ ) +Vp=V-uD+pg — V-1 (8.1)

wobeiu und p die gefilterten Gialzen sind. Gleichung (8.1) erh nun den zustzlichen
Feinstruktur-Spannungstenser= [r;;]. In Analogie zum molellbedingten Impulstrans-
port, der sich bei laminaren $mungen Newtonscher Fluide als Produkt von Viskdsind
Deformationstensor ausirken Bsst, wird @ir den durch die Feinstruktur-Turbulenz beding-
ten Transport ebenfalls eine Proportiorétliéwischen dem Feinstruktur-Tensgrund dem
Grobstruktur-Deformationstensor

_ ou; O

angenommen. Laut Smagorinsky [178] ist die Proportioagliber die Wirbelviskosiit v,

gegeben via
_ . — T ]' B B
7ij = —1Dy mit vy, =D und D = 5 DisDij (8.3)

wobeil die charakteristische Feinstruktuéhge ist, welche sich aus der lokalen Filtéfge
A und der Smagorinsky-Konstantén zu

[ =C,A (8.4)

ergibt. Hierbei bestimmt die lokale Filtekyse den Einflussgrad des Turbulenzmodels auf
die Navier-Stokes-Gleichungen und ist gitterabbig zu véahlen. Die Diskretisierung des
Feinstruktur-Spannungstensors aeift iber herbmmliche zentrale Differenzen, welche als
zusatzlicher Rechenschritt bei der Berechnung der Navier-Stokes-Impulsgleichungen an-
fallen. Die Wahl der Smagorinsky-Konstantéfy hangt im Allgemeinen stark von dem
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Abbildung 8.12: Das Forschungsschiff RV-Tangaroa in Fafien beachte, dass aufgrund
des Wustbugs kaum Bugwellen generiert werden. Das Bild stammt aus Quelle [1].

Stromungsproblem (homogen,inhomogen,isotrop,anisotrop), den Fluiden (Vigk@sih-

te) und den betrachteten Stairgergeometrien ab. Typische Werig die Smagorinsky-
Konstante, die sich bei praktischen Anwendungen des Modellgftevaaben, liegen im
Bereich0.065 < C, < 0.1, wir verwenden in unseren Simulationen den Wettfir beide
Fluidphasen. Man beachte, dass viar flie beiden Phasen auch verschiedene Smagorinsky-
Konstanten verwenderbknen, die entlang der freien Obédhe glatt ineinandeiberiihrt
werden. Die lokale Filterweité& wahlen wir als

A=(Az-Ay-Az)s =Az=Ay = Az, (8.5)

da wir in den betrachteterdfen einaquidistantes Diskretisierungsgitter verwenden.

8.3.1 Unidirektionale Kopplung: Rotation und Translation des Schiffes
RV-Tangaroa

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Zweiphasen-Simulationen mit der Geometrie des
Forschungsschiffes RV-Tangaroa [7]. Das erste Experiment, die Schiffsrotation, wurde auf-
grund fehlender Realdaten in Modellskalen, das zweite Experiment, die Schiffstranslation
hingegen, in Realskalen gerechnet. In beiden Experimenten wirdié Ghttungsregion

¢(x) aus Gleichung (4.4) erneut= 1.5 gesetzt. Die Dynamik des Schiffes wird unidirek-
tional mit dem Wasser gekoppelt, das heil3t, die Rotations- und Translationsgeschwindigkeit
des Schiffes werden als zeitabigige Funktionen explizit vorgeschrieben. Das Schiff wird

im ersten Simulationsexperiment mit einer vorgegebenen Rotationsgeschwindigkeit von
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Abbildung 8.13: Rechengebiet und Ausgangsposition der R\gdeoa @ir die Simulation
der Schiffs-Rotation.

Umdrehungen pro Sekunde um den Mittelpunkt des Gebieggsdreht und in einem zwei-
ten Simulationsexperimertlfirt es geradeaus mit einer vorgegebenen Translationsgeschwin-
digkeit von12 Knoten.

Rotation der RV-Tangaroa

Das Schiff hat in diesem Experiment einarige vor25.0cm, eine Breite vorb.0cm und ei-

ne Hohe von10.4cm. Unser betrachtetes Rechengebigtdie Schiffsrotation hat die GRe

40cm x 40em x 20cm und wird durch eimaquidistantes Gitter mi200 x 200 x 100 Git-
terpunkten diskretisiert. Zu Beginn ist das Schiff in der Mitte des Gebietes positioniert und
der Wasserpegel ist auf einédhkle von8cm gesetzt, sodass der Wulstbug des Schiffes sich
vollstandig im Wasser befindet. Wir verwenden Wasser und Luft mit den Materialparame-
tern aus Abschnitt 8.1.1iF die Ghttungsregion(x) aus Gleichung (4/4) ist= 1.5 gesetzt
worden. Die Simulation wird bis zur physikalischen Zeit 2s durchgetihrt. Wir betrach-

ten also eine vollgindige Rotation des Schiff§kpers um den Mittelpunkt des Gebietes
Diese Simulation ist parallel auf 24 Prozessoren berechnet worden.

Abbildung 8.13 zeigt die Startkonfiguration des Simulationsproblems. Der Wulstbug be-
findet sich vollsandig unter Wasser und die RV-Tangaroa ist mittig im Rechengebiet posi-
tioniert. Aufgrund dieser Lage des Schiffes erwarten wir, dass sich zu Beginn der Rotati-
on auf der Steuerbordseite am Wulstbug ein starkes Unterdruckgebiet bildet, welches einen
tiefen Wasserwirbel erzeugt, und auf der Backbordseite am Wulstbug das Wasser bis zu ei-
nem gewissen Grad angestaut wird und dort eine Bugwelle bildet. Der flache Anstieg der
Heckgeometrie sorgt daf, dass sich bei der Rotation des Schiffes das Wasser auf der Steu-
erbordseite am Hecks staut und anhebt bis es schlief3lich in Wellenform um das Schiff her-
um aushuft. Auf der Backbordseite am Heck entsteht im Gegensatz zu dan&tg am
Wulstbug kein ausgezeichneter Wasserwirbel, da dort die Geometrie deutlich flacher ist und
somit keinen starken Unterdruck produzieren kann, welcher zu einem Wassenivries f
wirde. Die Hauptstrmungsbereiche &hrend der Rotation der RV-Tangaroa entstehen am
Bug- und am Heckende des Schiffes, da hier aufgrund des Drehmomentrkistest Kafte
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Abbildung 8.14: Bug- und Heckansicht der rotierenden Sdtiiffsergeometrie aus Frontal-
und Vogelperspektive zur Zdit15s. Dargestellt ist die Schiffskpergeometrie und die Was-
seroberfhiche, die mit der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfeldes koloriert ist.

auf das Wasser und die Luibertragen werden. Insbesondere erwarten wir daher, dass das
Large-Eddy-Turbulenzmodell genau in diesen Bereichen einen entspreditesré Anteil
an turbulenter Viskosiit generiert.

Abbildung 8.14 zeigt die Bug- und Heckansicht der rotierenden Schiffetgeometrie
aus Frontal- und Vogelperspektive zur Zgit5s. Wie erwartet, bildet sich auf den Seiten-
abschnitten der Schiffsgeometrie, welche der Rotationsrichtung zugewandt sind, aufgrund
des Staudrucks eine Welle heraus. Auf den Seitenabschnitten der Schiffsgeometrie, welche
der Rotationsrichtung abgewandt sind, beobachten wir das erwartete Absinken der Wassero-
berflache bedingt durch den aufgrund der Rotation entstehenden Unterdruck. Higntbei f
erwartungsges? die Geomtrie des Wulstbugs dazu, dass sich auf der Bugseite des Schiffes
ein deutlich sarkerer Wasserwirbel abzeichnet als dies im Heckbereich der Fall ist. In den
Abbildungen 8.15, 8.16 und 8.17 ist der zeitliche Verlauf der vitidigen Rotation aus der
Vogel- und Fischperspektive aufgiirt. Diese zeigen sowohl die Schiffslpergeometrie als
auch die Wasserobeitthe, welche mit der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfeldes
koloriert ist. Dabei ist zu erkennen, dass auf der freien Chelté der zwei Phasen von der
Bug- und Heckgeometrie Geschwindigkeiten von big)Zf: generiert werden, wobei die
am Bug generierten Geschwindigkeiten erwartungsgesirker sind als die am Heck.
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Abbildung 8.15: Vogel- und Fischperspektive der rotieran8ehiffslkorpergeometrie zu den
Zeitent = 0s,0.25s,0.5s. Dargestellt ist die Schiffskpergeometrie und die Wasserober-
flache, welche mit der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfeldes koloriert ist.
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Abbildung 8.16: Vogel- und Fischperspektive der rotieren8ehiffskorpergeometrie zu den
Zeitent = 0.75s, 1.0s, 1.25s. Dargestellt ist die Schiffskpergeometrie und die Wasserober-
flache, welche mit der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfeldes koloriert ist.
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Abbildung 8.17: Vogel- und Fischperspektive der rotieran8ehiffslkorpergeometrie zu den
Zeitent = 1.5s,1.75s,2.0s. Dargestellt ist die Schiffskpergeometrie und die Wasserober-
flache, welche mit der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfeldes koloriert ist.
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Abbildung 8.18: Vogel- und Fischperspektive der rotieren8ehiffskorpergeometrie zu der
Zeit 2.0s. Dargestellt ist die Schiffskpergeometrie und die Wasserohifie, welche mit
den Werten der turbulenten Viskasif Eddy-Viskosiét) koloriert sind.

Abbildung 8.19: Vogel- und Fischperspektive der rotieren8ehiffskorpergeometrie zu der
Zeit 2.0s. Dargestellt ist die Schiffskpergeometrie, die Wasserobacthe und die Isdfiche

der turbulenten Viskosit (Eddy-Viskosiat) zum Niveauweri.5_¢. Im linken Bild ist der-
jenige Teil der Isofiche visualisiert, der sich in der Luft befindet. Das rechte Bild dagegen
zeigt den im Wasser liegenden Teil der |&cfie.
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Abbildung 8.20: Rechengebiet und Ausgangsposition der R\gdia @ir die Simulation
der Schiffs-Translation.

Weiterhin ist zu beobachten, wie die Wasserverwirbelungen sich im zeitlichen Verlauf vom
Bug und Heck spiralarig ausbreiten. Bedingt durch das Drehmoment nimmt zur Schiffsmitte
hin die Turbulenz deutlich ab. Diese Beobachtung wird in Abbildung 8.18, in der die Was-
seroberfhche und die Schiffskpergeometrie mit der turbulenten Visk@situr Zeitt = 2s
koloriert sind, nochmals besigt.

In Abbildung 8.19 ist die Niveaumenge der turbulenten Viskdgitim Niveauwert.5_g
zur Zeitt = 2s volumetrisch visualisiert. Dabei zeigt das linke Bild den in der Luft befindli-
chen Teil der Isofiche und das rechte Bild den im Wasser befindlichen Teil. Wie zu erwarten,
setzt sich die turbulente Viskoattsowohl in der gesamten Luft- als auch in der gesamten
Wasserphase spiralartig fort.

Translation der RV-Tangaroa

In der Reali&t hat die RV-Tangaroa einéhge vori70m und fahrt mit einer Reisegeschwin-
digkeit von12 Knoten. Sie veiiigt Uber einen Wulstbug, dessen Funktion darin besteht, die
Bildung von Bugwellen zu erschweren. Auf dem Foto in Abbildung 8.12 ist dieser Effekt
des Wulstbugs gut zu erkennen.

Um die Reali&t naturgerald abzubilden, haben wir in unserer Simulation die RV-Tanga-
roa auf70m Lange skaliert und diese mit einer Geschwindigkeit ¥drKnoten geradeaus
fahren lassen. i die zwei Phasen verwenden wir Wasser und Luft. Das betrachtete Rechen-
gebiet fir die Schiffs-Translation hat die GRe224m x 56m x 56m und wird mit einem
aquidistantem Gitter vo#i00 x 100 x 100 Gitterpunkten diskretisiert. Der Schwerpunkt des
Schiffes ist zu Beginn der Fahrt (174.4m, 28.0m, 24.46m) positioniert, und der Wasserpe-



146 KAPITEL 8. NUMERISCHE ERGEBNISSE BR BEWEGTE STARRKORPER
IN ZWEIPHASENSTROMUNGEN

gel ist auf eine Bhe von22.4m gesetzt, sodass der Wulstbug des Schiffes sich aoltig
im Wasser befindet, siehe Abbildung 8.20r Eie Ghttungsregior(x) aus Gleichung (4.4)
istc = 1.5 gesetzt worden. Diese Simulation ist bis zur physikalischentZei22s parallel
auf 64 Prozessoren berechnet worden.

Aufgrund der Miglichkeit, die Resultate der Simulation qualitativ mit dem Foto aus Ab-
bildung 8.12 zu vergleichen, erwarten wir, dass keine substantiellen Bugwellen erzeugt wer-
den. Weiterhin ist der im Wasser befindliche Teil der Schiffsgeometrie deutlich stromlini-
enformiger als der in der Luft befindliche Teil. Deshalb sind in der Luft mehr Turbulenzen
zu erwarten als im Wasser.

Abbildung 8.21 zeigt die Geradeausfahrt des RV-Tangaroa-Sabifisks mit einer Ge-
schwindigkeit von12 Knoten. Visualisiert ist die Schiffékpergeometrie, die Wasserober-
flache und die kolorierte turbulente Visk@diauf der Mittelschnittebene. Die Bilder zeigen
von oben nach unten die Positionen des Schiffes zu den Z@itdn9s, 3.9s,9.9s, 15.9s
und21.9s. Zur Zeitt = 1.9s beobachten wir, dass sich die Wasserobehié am Bug leicht
angehoben hat. Die Turbulenzen in der Luftphase entwiclibér die Zeit einen deutlich
ausgepagteren Nachlauf als die Turbulenzen in der Wasserphase. Das heil3t, der Turbulenz-
grad in der Luftphase ist erwartungsg@®toher als das im Geometrieabschnitt unter Wasser
der Fall ist. Weiterhin erkennt man, dass sich die Bugwelle zu Beginn der Simulation sich
erwartungsges? bis zu einem moderaten Grad anhebt und dann kontinuierlich auf dieser
Hohe in einer Art Gleichgewichtszustand erhalten bleibt.

Abbildung 8.22 zeigt die Geradeausfahrt der RV-Tangaroa aus der Fischperspekive. Vi-
sualisiert ist hierbei die Schiffékpergeometrie und die freie Wasserolztile mit kolorier-
ten Werten der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfeldes. Die Bilder sind von oben
nach unten entsprechend den Zeienl.9s, 3.9s,9.9s, 15.9s und 21.9s aufgefihrt. Zu be-
obachten ist, wie zu Beginn der Geradeausfahrt im Bild zur Zeit 1.9s die Bugwellen
sich konvex um den Bug formen. Im weiteren Verlauf wechselt die Ausbreitungsstruktur
der Bugwellen von einer aafglich konvexen hin zu einer konkaven Struktur, die schlie3-
lich Uber den gesamten Simulationszeitraum erhalten bleibt. Zudem ist die Entwicklung des
Nachlaufs der RV-Tangaroa zu sehen, der zu Beginn der Fahrt eine symmetrigchers-
struktur aufweist undiber die Zeit eine zunehmende Asymmetrie ausbildet. Die turbulente
Viskositat zur Zeitt = 21.9s ist in Abbildung 8.23 visualisiert. Im obersten Bild die Fisch-
perspektive der Geradeausfahrt des Schiffskrs zur Zeit = 21.9s zu sehen. Dort ist die
Schiffskbrpergeometrie und die Wasserobaefie, welche mit den Werten der turbulenten
Viskositat koloriert wurde, dargestellt. In den drei darauffolgenden Bildern ist dieakstud|
der turbulenten Viskosit zum Niveauwer®.003 aus der Seiten-, Vogel- und Fischperspek-
tive zusehen. Erwartungsgéfm weist die turbulente Viskoait eine asymmetrische Vertei-
lung auf und desweiteren ist klar zu erkennen, dass sich die turbulente gkt die
gesamte gefahrene Strecke des Schiffes erstreckt. Dabei nimmt sie, wie die kolorierte Was-
seroberéche deutlich zeigt, in ihrer Intengttkontinuierlich ab je weiter sie vom fahrenden
Schiff entfernt ist.

Abbildung/8.24 zeigt eine Studie zur Btnungsstruktur um den Schiffsbug herum zur
Zeitt = 21.9s. Zu sehen ist im oberen Bild die Schifislpergeometrie und die Wasserober-
flache, welche die Wellenstruktur um den Bug herum veranschaulicht. Dabei erkennt man,
dass keine substantielle Bugwelle vom Schiff generiert wird, sondern kurz vor dem Bug der
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Abbildung 8.21: Geradeausfahrt der RV-Tangaroa-Scliffsfrgeometrie mit 12 Knoten.
Zu sehen ist die Schiffékpergeometrie, die freie Wasserobécfie und die kolorierte tur-
bulente Viskos#t auf der Mittelschnittebene. Die Bilder sind chronologisch von oben nach
unten entsprechend den Zeitén 1.9s, 3.9s, 9.9s, 15.9s5 und 21.9s aufgefihrt.
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Abbildung 8.22: Fischperspektive der Geradeausfahrt deffda\aroa-Schiffsirpergeo-
metrie mit 12 Knoten. Zu sehen ist die Schiffsgergeometrie, die freie Wasserobictie
koloriert mit der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfeldes. Die Bilder sind chrono-
logisch von oben nach unten entsprechend den Zeéikeh9s, 3.9s,9.9s, 15.9s und 21.9s
aufgefihrt.
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Abbildung 8.23: Geradeausfahrt der RV-Tangaroa-Scliffsitrgeometrie mit2 Knoten.

Zu sehen ist in dem obersten Bild die Fischperspektive auf die Sabiffekgeometrie und

die Wasserobedkche zur Zeitt = 21.9s. Die Wasserobeidiche ist mit den Werten der
turbulenten Viskosit koloriert. In den unteren drei Bildern ist zum selben Zeitpunkt die
Schiffskdrpergeometrie, die freie Wasserohicfie und die Isdadiche der turbulenten Visko-
sitat zum Niveauwer3.0_3; aus der Seiten-, der Vogel- und der Fischperspektive dargestellt.
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Abbildung 8.24: Geradeausfahrt der RV-Tangaroa-Scliffsirgeometrie mit2 Knoten zur
Zeitt = 21.4s. Zu sehen ist im oberen Bild die Schiffspergeometrie und die Wasserober-
flache. Im mittleren Bild ist die Wasserobédhe mit der Vertikalgeschwindigkeitskompo-

nente koloriert. Im unteren Bild ist sie mit der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfel-
des koloriert.
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Abbildung 8.25: Initialisierung des aufsteigenden U-Bookssehen ist die Geometrie des
U-Bootes und das Wasser, in dem es sich zu Beginn befindet. Das obere Bild zeigt die Sei-
tenansicht, das untere Bild die Ansicht von oben.

Wulstbug des Schiffes das Wasser leicht anhebt. Im mittleren Bild ist die Wassekoberfl
koloriert mit der Vertikalgeschwindigkeitskomponente. Hier wird der Effekt des Wulstbugs
deutlich erkennbar, denn dieser sorgtidafiass das Wasser vor dem Bug leicht angeho-
ben wird und schlief3lich aufgrund der Gravitationskraft seitlich am Bug vorbeifliel3t, an-
statt sich wie im Fall eines hesknmlichen Bugs aufzustauen. Im unteren Bild ist die Was-
seroberthche mit der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfeldes koloriert. Dabei stellt
man fest, dass die Vertikalkomponente der Geschwindigkeit imayeris zur gesamten Ge-
schwindigkeit nur einen kleinen Beitrag liefert und das Schiff in seiner Geradeausfahrt somit
nur gering beeinflusst.

8.3.2 Bidirektionale Koppelung: Auftauchendes U-Boot

In diesem letzten Abschnitt betrachten wir die Geometrie eines U-Bootes [5], welches aus
dem Wasser aufsteigt. Das U-Boot besitzt eidade von355.0m, eine Breite vors6.4m

und eine Hhe von52.0m. Das betrachtete Rechengebiet hat ein&38rvorni00m x 56m x

150m und ist mit einemaquidistanten Gitter der Aufsung800 x 112 x 300 diskretisiert
worden. Weiterhin ist das Gebiet bis zu eingitteé vons80m mit Wasser gefllt und datiber
befindet sich Luft. Die MaterialparametdirfWasser und Luft &inen aus dem Abschnitt
8.1.1 entnommen werden. Die Dichte des U-Bootes setzen wifify/m?>. Zu Beginn



152 KAPITEL 8. NUMERISCHE ERGEBNISSE BR BEWEGTE STARRKORPER
IN ZWEIPHASENSTROMUNGEN

der Simulation befindet sich das U-Boot in waagerechter Lage, &otgy unter Wasser,
wobei sein Schwerpunkt i(28.0,207.5,36.30) positioniert ist. In Abbildung 8.25 ist die
Anfangskonfiguration des aufsteigenden U-Bootes aus der Seiten- und Vogelperspektive dar-
gestellt. Im weiteren zeitlichen Verlauf erwarten wir, dass das U-Boot aufsteigt, bis es die
Wasseroberfiche durchéi3t und sich dort in einen Gleichgewichtszustand einpendelt.

Dieser Vorgang ist in Abbildung 8.26 dargestellt. Dort ist der zeitlicher Verlauf des auf-
steigenden U-Bootes zu den Zeitesa 0s, 7s,9s und11s aufgefihrt. Dabei ist die U-Boot-
Geometrie, die Wasserobéthe und eine Mittelschnittebene, welche mit der euklidischen
Norm der Geschwindigkeitswerte koloriert ist, zu sehen. Wie zu erwarten, hebt das U-Boot
zu Beginn der Aufstiegsphase daser ihm befindliche Wasser leicht an. Der U-Boot-Turm
durchsbl3t hierbei als erstes die Wasserol@etile, wobei die seitlich vom Turm rausragen-
den Tiefenruder im weiteren Verlauf das Wasser in diesem Bereich stark verwirbeln. Wei-
terhin ist zu beobachten, wie sich mit zunehmender Aufsti@gshdie Wasserobe#ithe
vollstandig um die U-Boot-Geometrie legt und dieses mit eirigrneen Wasserschicht be-
deckt. In Bereichen wo die Geometrie des U-Bootes eine staréemnkiung aufweist, wie
beispielsweise am Turm, dem Tiefenruder und dem Steuerkr@®izsich die dnne Was-
serschicht erwartungsgéifd als erstes auf. Deweiteren treten im Bereich des Turms und des
Steuerkreuzes aufgrund der starken Turbulenzen, die von diesen Geometriebereichen ausge-
hen, lokale Geschwindigkeiten von bis ¥2m /s auf. Die anfinglich horizontale Lage des
U-Bootes geht whrend des Aufstiegs in eine leichte Neiguitger, die darauf hindeutet,
dass der Bug etwas schneller als das Heck aufsteigt. Der Grundrhsyfdass die vorde-
re Halfte des U-Bootes mit dem Turm insgesamt mehr Volumen einschliel3t als die hintere
Halfte. Dies wiederum induziert eine ungleich verteilte Auftriebskraft, die den vorderen Tell
etwas schneller aufsteigedsist als den hinteren Teil.

Abbildung|8.27 zeigt einen Vergleich der Wasseroletfenstruktur in der das U-Boot
einerseits seinendchsten Aufstiegspunkt erreicht (linkes Bild) und andererseits zu sinken
beginnt (rechtes Bild), um in den Gleichgewichtszustand auf der Wasse#aaherftu kon-
vergieren. Wie erwartet, bildet die Wasserolafle zum Zeitpunkt dedbhsten Aufstiegs
eine Rinnenstruktur um das U-Boot herum, die durch das von der U-Boot-&tjexfablau-
fende Wasser und das unterhalb des U-Bootes vorhandene Unterdruckgebiet erzeugt wird.
Wenn auch deutlich makroskopischer und bidirektional gekoppelt, so ist dieser Prozess doch
sehr artverwandt mit dem Zylinderexperiment aus Abschnitt 8.1.1 dieses Kapitels. Im rech-
ten Bild beginnt das U-Boot zu sinken und induziert somit eideerdruck auf das Wasser,
sodass erwartunsgéfd eine Wasserwelle von der U-Boot-Geometrie aus erzeugt wird und
sich radial von ihr ausbreitet. Man beachte, dass dieser Prozess auch auf dem sehr kleinska-
ligen Steuerruder im Heckbereich des U-Bootes deutlich zu erkennen ist.

In Abbildung 8.28 ist sowohl der zeitliche Verlauf dedbhk des U-Boot-Schwerpunktes
als auch die Aufstiegsgeschwindigkeit graphisch bis zuriZeitl 1.2s dargestellt. Die l8he
des U-Boot-Schwerpunktes nimmt zu Beginn der Simulation langsam zu &ctisivbis zur
Zeitt = 7.8s immer schneller an. Dann beginnen die wirkenden Auftriefis&nm Verlalt-
nis zu der wirkenden Gravitationskraft nachzulassen, sodass die Aufstiegsgeschwindigkeit
und damit der Mhenzuwachs der U-Boot-Geometrie substantiell abnimmt. Zur Zeit1s
erreicht der U-Boot-Schwerpunkt seine maximalihid, wobei dessen Aufstiegsgeschwin-
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Abbildung 8.26: Aufsteigendes U-Boot zu den Zeiten t=0s, s19s (von oben nach unten).

Zu sehen ist die U-Boot-Geometrie und die Wasserabet# und eine Mittelschnittebene,
welche mit der euklidischen Norm der Geschwindigkeitswerte koloriert ist.
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Abbildung 8.27: Vogelperspektive des aufsteigendes U-Bo@as linke Bild zeigt wie das
U-Boot gerade seinendichsten Aufstiegspunkt erreicht. Das rechte Bild zeigt wie das U-

Boot wieder absinkt, um in den Gleichgewichtszustand auf der Wasse&aberftu konver-
gieren.
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Abbildung 8.28: Aufsteigendes U-Boot: zeitlicher Verlaufrdelohe des U-Boot-
Schwerpunktes (oberer Graph) und die Aufstiegsgeschwindigkeit (unterer Graph).
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Abbildung 8.29: Aufsteigendes U-Boot zur Zeit.2s. Linke Bildspalte zeigt die Bug- und
Heckansicht der U-Boot-Geometrie inklusive einer Schnittebene, die mit der turbulenten
Viskositat (Eddy-Viskosiat) koloriert ist. In der rechten Bildspalte ist dieselbe Schnittebene
dargestellt, nur ohne die U-Boot-Geometrie.
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digkeit erwartungsge#t’ den Wert" durchlauft und damit der Sinkprozess des U-Bootes
beginnt. Dailber hinaus ist zu erkennen, dass die Graphen der Aufstibgaimd der Auf-
stiegsgeschwindigkeit konsistent verlaufen, da die Aufstiegsgeschwindigkeit der Ableitung
der Aufstiegsibhe entspricht.

Abschlie3end ist in Abbildung 8.29 die Verteilung der turbulenten ViskogEddy-
Viskositat) auf zwei Schnittebenen zur Zeit= 11.2s dargestellt, einmal durch den Turm und
Rumpf des U-Bootes in der oberen Bildreihe und einmal durch das Steuerkreuz im Heckbe-
reich des U-Bootes in der unteren Bildreihe. Wie auf der Schnittebene durch den Turm und
Rumpf des U-Bootes zu sehen, wird eine starke turbulente Viskagheriert, da das Was-
ser zu der Zeit sowohl vom Turm als auch vom Rumpf des U-Bootes abflief3t uattlals
das U-Boot mit seinem Sinkprozess starke Wellen erzeugt. Dahingatliedié turbulente
Viskositat auf der Schnittebene durch das Steuerkreuz des U-Bootes in weiten Teilen deut-
lich geringer aus. Aber aufgrund der Kreuzform des Hecks wirkt dieser Geometrieabschnitt
uber einen deutlichiingere Wegstrecke auf die Turbulenzstruktur deirB8tmg als das in der
oberen Bildreihe der Fall ist. Die turbulente Visk@sihat keine so starke Interditist aber
uber einen grofdichigeren Bereich psent. Schliel3lich beobachten wir in der rechten Bild-
spalte, dass innerhalb der U-Boot-Geometrie erwartungé@emine turbulente Viskosit
generiert wird, selbstir das feinskalige Steuerkreuz nicht.



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

Fur diese Arbeit ist ein paralleles, numerisches Simulationsprogramm erstellt worden, das
dreidimensionale, inkompressible Zweiphasedimatingen mit Obedchenspannung und be-
weglichen Starr&rpern in drei Raumdimensionen stabil berechnen kann. Dabei wurden rea-
le Zweiphasen-Stardpersysteme betrachtet, die an der Phasengrenze im Allgemeinen einen
Dichte- und Viskos#tssprung aufweisen.

Die Sttomungsgleichungen werden auf einem Eulerschen Gitter mittels der Chorin-Tem-
am-Projektionsmethode gdt. Die konvektiven Terme der Navier-Stokes-Gleichungen, der
Transportgleichung und der Level-Set-Reinitialisierung weligleer das WENO-Verfahren
funfter Ordnung diskretisiert.(F die Einbindung von uni- und bidirektional gekoppelten
komplexen Starrrpern in Zweiphasengimungen ist die Chorin-Temam-Projektionsme-
thode in drei Raumdimensionen um eineakKe- und eine Starikperdruck-Berechnungs-
routine erweitert und parallelisiert worden. Hierbei wird neben dem klassischen Druck-
Poisson-lbser, welcher als Lagrange-Multiplikator die Inkompressiiilder Zweiphasen-
stromung sichert, ein zagzlicher Druck innerhalb des Stadérpers ermittelt, der die De-
formationsfreiheit des Stardkpers wie auch dessen physikalische Bewegung in Form eines
zusatzlichen Lagrange-Multiplikators erzwingt.

Die freie Oberfdche der Zweiphasen8tnung und des beweglichen Stairgers wird
mit der Nivaumenge zum Niveuwert Null einer skalaren vorzeichenbehafteten Abstands-
funktion, der Level-Set-Funktion, identifiziert. Die diskrete Level-Set-Funktion zu einer ge-
gebenen triangulierten Stainipergeometrie berechnet sich hierbei in zwei Schritten. Zu-
erst wird in jedem Gitterpunkt das Vorzeiché@ber ein Polygonscan-Verfahren ermittelt
und anschliel3end eine effiziente Abstandsberechnung zu allen Dreiecken der triangulierten
Starrlorpergeometrie durchg#frt, die in ihrer entsprechenden "bounding-box” den jewei-
ligen Gitterpunkt enthalten. Das Minimun der Agte liefert schlief3lich in jedem Gitter-
punkt den gewnschten vorzeichenbehafteten Abstand.

Level-Set-Funktionen haben den Vorteil, dass sich aus ihnen geometrisaRerGwie
zum Beispiel die Kimmung des freien Randes, effizient berechnen lassen. Weiterliiti-ben
gen Level-Set-Methoden im Verlauf der Rechung keine explizite Rekonstruktion des frei-
en Randes. Sowohl der Dichte- und Viskatssprung als auch die Obé&dhenspannung
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konnen in Abfangigkeit von der Level-Set-Funktion auf tidiche Weise in die Navier-
Stokes-Impulsgleichungen eingebaut werden. Die Materiatg@ gehefiber eine gegitte-
te Heaviside-Funktion und die Obérthenspannung geht als lokaler Quellterm in Form ei-
nes geditteten Deltafunktionals in die Impulsgleichungen der Navier-Stokes-Gleichnungen
ein. Die GbRe der Gttungsumgebung ist von der Ordnuég,) ~ 2h und sie bleibt
wahrend der gesamten Simulationsberechnung, mittels einer Reinitialisierungstaohnik f
die Level-Set-Funktion, unvandert. Die Reinitialisierung erfolgt durch iterativegden ei-
ner zu&tzlichen Differentialgleichung, die dafsorgt, dass die Level-Set-Funktiober alle
Zeiten hinweg eine vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion bleibt. Untersuchungen ergaben,
dass durch die Reinitialisierung Probleme in der Masseerhaltung auftreten. Substantielle Ver-
besserungen wurden sowohl durch den Einsatz eines WENO-Verfabirdtes Ordnung als
auch durch eine geschicktere Approximation der in der Reintialisierungsfunktion enthalte-
nen signum-Funktion erreicht. Um ddrer hinaus die Masseerhalturig Langzeitsimula-
tionen, welche zur Berechnung staoar Zusande notwendig sind, zu sichern, ist nach
der Reinitialisierung eine Picard-Fixpunktiteratidir fie Level-Set-Funktion hinzugagt
worden, die die Masseerhaltuiier alle Zeiten hinweg garantiert.

Die zeitliche Entwicklung der freien Obeifthe der Zweiphasen8tnung erfolgtiiber
den Eulerschen Transport dieser Funktion mit dedr8tmgsgeschwindigkeiten. Die freie
Oberflache des Stardkpers wird aufgrund der Eins@mkung der Starikperbewegung auf
Translation und Rotatioaber eine semi-Lagrangesche Transportmethode duridhigebDie-
se hat in unserer Implementation den substantiellen Vorteil, dass eine zeitliche Akkumulation
von numerischen Diffusionsartefakten, welche die Verletzung der Deformationsfreiheit des
Starrlidpers zur Folge &itte, nicht auftreten.

Die Parallelisierung des gesamten Verfahrens erfolgte mit der ProgrammbibiMések
sage Passing Interfac@MPIl) basierend auf der Gebietszerlegungsmethadesimtliche
StromungsgdRen und der "Replicated-Data’-Technilir fden Starrkrper. Um den Kom-
munikationsaufwand minimal zu halten, wurden unterschiedlich viele Randitssrdir die
Teilgebiete bedtigt, die den verschieden grol3en Diskretisierungssternen angepasst sind.

Numerische Untersuchungen von Teilen des gesamten Zweipbasenlwie der Trans-
portgleichung und der Reinitialisierung der Level-Set-Funktion, zeigen deutlich, dass der
Einsatz eines WENO-Verfahrenarffter Ordnung iir die Disrektisierung der konvektiven
Terme, trotz stark verformter freier Obéthen, zu einer sehr guten Masseerhaltuirnytf
Eine Analyse der numerischen Konvergenzordnung des &otlg) gekoppelten dreidimen-
sionalen Zweiphasenédsers am Beispiel einer aufsteigenden Fluidblase inklusive Ober-
flachenspannung hat ergeben, dass dieser mit einer Ordnung nahe zwei konvergiert. Ein di-
rekter Vergleich mit zwei aktuellen Publikationen hat ergeben, dass unser Verfahren beiden
Methodeniberlegen ist, da unser Verfahren beiden Methoden in Bezug auf Masseerhaltung
und Konvergenzordnungberlegen ist. AbschlieRend haben wir den Zweiphdsemlim
Rahmen einer Parameterstudie am Beispiel eines Tropfens in einer Samnersyr unter-
sucht. Dabei konnten wir alle biéglich eines Phasendiagramm zu erwartenden Topologie-
veranderungen in den Simulationen wiedergeben.

Numerische Untersuchungen des vdlielig gekoppelten dreidimensionalen Zweipha-
sen-Starrlérper-Losers zeigen, dass die Ergebnisse des hier entwickelten Simulationspro-
gramms die Messdaten und Momentaufnahmen eines realen Laborexperimentes von Green-
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how & Lin sehr gut wiedergeben. PhysikalischeaRbmene, wie der von Pelegrin bezeich-
nete "breaking-waterfall’-Effekt konnten erfolgreich simuliert werden. Eine Analyse der nu-
merischen Konvergenzordnung am Beispiel eines aufgrund wirkender Auftiééteskuf-
steigenden Zylinders hat ergeben, dass dieses von der Ordnung eins konvergiert. Diese Ap-
proximationsgite wird auch im Fall einer auf der freien Obadhe im hydrodynamischen
Gleichgewicht schwimmenden Kugel angenommen. Der Grindlie im Vergleich zum
Zweiphaserdser etwas geringere Approximatiofisg besteht darin, dass sowohl die Inte-
gralauswertung der auf den Stabrger wirkenden Kafte als auch die Dichteg@ftung mit
einer Genauigkeit erster Ordnung durchidet wurde. AbschlieRend zeigen zwei um ein
paralleles Large-Eddy-Turbulenzmodell erweiterte Simulationsrechnungen, die eine mit der
Geometrie eines Schiftikpers und die andere mit der Geometrie eines U-Bootes, dass das in
dieser Arbeit entwickelte Simualtionsprogramm ingenieurstechnische Problemé&tsealt
simulieren kann.

All diese ermutigenden Ergebnisse geben Anlass zu einer Reihe égiichen Weiter-
entwicklungen, von denen nur einige im Folgenden aufigefwerden.

9.2 Ausblick

Eine vollséindig adaptive Behandlung des parallelen Zweiphasen-8tpaklLosers ist fir
Simulationen, in denen die freie Ob&dhe der Zweiphasen oder des Starpers grol3e
Skalenunterschiede aufweist, von groRem Vorteil. Hierbei ist neben den zu entwickelnden
Prolongations- und Restriktionsoperatorén die jeweiligen Gitterlevel insbesondere auch
eine dynamische adaptive Lastbalancierung essentiell, beispielsibeisaumiillende Kur-

ven.

Von grol3em Interesse ist auch die Erweiterung dieses Simulationsprogramms um einen
Formoptimierungsalgorithmus, sodass zum Beispiel der Schiffsrumpf von Wasserfahrzeugen
hinsichtlich Wasserwiderstand und Kraftstoffverbrauch optimiert werden kann.

Eine weitere interessante Aufgabe lieste darin, das Shikhmurzaev-Modell [171,172]
fur die Simulation von Vorhangbeschichtungen mit diesem Simulationsprogramm zu kop-
peln und damit insbesondere Fluid-Stémber-Untersuchungen vorzunehmen. Denn der auf
das Substrat wirkende Fluidimpuls istim Modell von Shikhmurzaev niclitdksichtigt und
die in Form von Vibrationen resultierende Wechselwirkung mit dem Fluidvorhang kann den
gesamten Beschichtungsprozess hinsichtlich homogener Beschichtungsdicke atthasilit
Fluidvorhangs etc. substantiell beeinflussen.
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