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Kapitel 1

Einfiithrung

“We are drowning in information but starved for knowledge.”

— John Naisbitt

Wir befinden uns in einem Zeitalter, in welchem Tag fiir Tag mehr Daten generiert werden.
Im Jahr 2019 wurden pro Minute mehr als 500,000 Tweets auf Twitter gesendet, mehr als
250,000 Stories auf Instagram gepostet und ungefahr 4.5 Millionen Suchanfragen bei Google
ausgefiihrt [DOM19]. Ein Riickgang dieser Entwicklung ist dabei nicht in Sicht. Im Gegenteil
wurden mehr als 90% der Daten auf der Welt in den letzten zwei Jahren (Stand: 2017) erzeugt
[[BM17]. Das exponentielle Datenwachstum erfordert die Entwicklung und Analyse von
modernen Verfahren, welche mit dieser Masse an Daten umgehen konnen. Big Data ist ohne
solche Methoden nutzlos.

Motivation

Das Objekt von Interesse ist oft in riesigen Datensdtzen verborgen bzw. nur von Teilen da-
von abhéngig. In diesem Zusammenhang konnen Computer helfen, relevante Informatio-
nen zu extrahieren. Dies verlangt eine Identifizierung der signifikanten Variablen und das
Verstdandnis deren Zusammenspiels. Im Bereich des maschinellen Lernens ergeben sich hau-
tig zwei Ziele. Einerseits mochte man einen bestehenden Trainingsdatensatz genauer verste-
hen, strukturieren und vereinfachen. Andererseits interessiert man sich dafiir, die erlernten
Gesetzmaifligkeiten des Datensatzes auf neue, ungesehene Testdaten zu verallgemeinern.

Fiir derartige Aufgaben sind bereits viele effiziente Algorithmen entwickelt worden. Hoch-
dimensionale Datensitze, in welche eine Vielzahl an Variablen einfliefSen, konnen solche
Methoden aber hdufig vor Probleme stellen [Don+00; DT09]. Dieses Phanomen ist unter
dem sogenannten Fluch der Dimensionen bekannt, welcher sich in vielen verschiedenen Fa-
cetten niederschldagt [Bel61]. Ein offensichtliches Problem ist die Visualisierung von Daten-
sdtzen mit mehr als drei Dimensionen. Wir Menschen konnen Zusammenhénge in einem
anschaulichen Kontext viel besser verstehen als in einer Tabelle voller Zahlen. Viele Eigen-
schaften des zwei- oder dreidimensionalen Raums lassen sich nicht auf hherdimensionale
Radume tibertragen. Im Zuge einer explorativen Datenanalyse kann sich die Projektion in
niedrigdimensionale Rdume daher als niitzlich erweisen. Ein weiterer Gesichtspunkt be-
schaftigt sich mit der Verallgemeinerung eines Modells auf neue Daten. Ohne vereinfachen-
de Annahmen muss die Anzahl an Beobachtungen exponentiell im Vergleich zu der Anzahl
an Dimensionen wachsen, um weiterhin akkurate Vorhersagen zu treffen. In vielen Situatio-
nen verfligen wir zwar iiber eine Vielzahl an Variablen, aber nicht {iber gentigend Beobach-
tungen, da die Beschaffung unter Umstdnden hohe Kosten verursachen kann.



2 Kapitel 1. Einfiihrung

Dimensionsreduktionsverfahren

Um den Fluch der Dimensionen zu umgehen, konnen Dimensionsreduktionsverfahren hilf-
reich sein. Sie zielen darauf ab, Daten in eine einfachere Reprasentation zu iibersetzen, wel-
che die Struktur trotz drastischer Reduktion moglichst genau wiedergibt. Dadurch kénnen
hochdimensionale Datensédtze veranschaulicht und fiir weitere Analysezwecke verwendet
werden. Anwendung finden Dimensionsreduktionsverfahren vor allem in der Bildverar-
beitung, der Biologie und der Ingenieurwissenschaft. Einige interessante Beispiele beinhal-
ten die Klassifizierung handgeschriebener Zahlen [HTF(09], die Gesichtserkennung [HBB96]
oder die Genexpressionsanalyse [ABB00].

Allgemein fallen Dimensionsreduktionsverfahren in zwei verschiedene Klassen, feature se-
lection und feature extraction. Erstere erreichen eine Reduktion vor allem durch eine Filterung
nach relevanten Variablen. Anstatt unwichtige Variablen zu vernachlédssigen beabsichtigen
feature extraction Verfahren die Ausgangsvariablen geeignet zusammenzufassen. Sowohl
die klassische Hauptkomponentenanalyse als auch die diinnbesetzte Variante, welche im
Fokus dieser Arbeit steht, gehoren zu dieser Klasse.

Transparenz des Modells

Modelle des maschinellen Lernens konnen trainiert werden, weitreichende und komplexe
Aufgaben auszufiihren. Jedoch handelt es sich dabei hdufig um einen Black-Box-Ansatz, d.h.
der Nutzer hat wenig bis keine Einsicht darin, wie Entscheidungen mithilfe dieses Modells
getroffen werden. Besonders in sicherheitskritischen Anwendungen sollte man aber nicht
blind auf gute Ergebnisse vertrauen, sondern in der Lage sein, gefdllte Entscheidungen im
Detail nachzuvollziehen. Wirklich wertvoll werden Modelle erst dann, wenn wir sie verste-
hen und erkliren konnen.

Im Laufe dieser Arbeit werden wir feststellen, dass die klassische Hauptkomponentenanaly-
se ein solches Verstandnis nicht ermoglicht. Haufig ist es unklar, was die neu kombinierten
Variablen im Kontext reprasentieren. Die Moglichkeit einer Interpretation ist von wesent-
licher Bedeutung bei der Verwendung der diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse. In
diesem Rahmen kann es fiir viele Anwendungen von Vorteil sein, einen Teil der Aussage-
kraft des Modells fiir mehr Transparenz einzutauschen.

Aufbau der Arbeit

Wir méchten einen kurzen Uberblick iiber den Aufbau dieser Arbeit geben. Ein Grofiteil
der Mathematik der klassischen Hauptkomponentenanalyse beruht auf Methoden der li-
nearen Algebra. In Anhang A stellen wir daher Grundbegriffe, Matrixzerlegungen sowie
ausgewdhlte Approximationsprobleme zum Nachschlagen bereit. Ein in diesem Bereich be-
wanderter Leser kann mit Kapitel 2 starten, welches eine umfassende Einfiihrung in ge-
neralisierte lineare Modelle gibt. Fiir den spéteren Verlauf der Arbeit ist das Konzept von
Straftermen von wesentlicher Bedeutung. In Kapitel 3 beschiftigen wir uns mit der weitver-
breiteten Hauptkomponentenanalyse. Neben der mathematischen Konstruktion ergénzen
wir theoretische Aussagen und zeigen Grenzen der Methode in der Praxis auf. An dieser
Stelle wird sich ein Kernproblem herausstellen, welches zur Idee der diinnbesetzten Haupt-
komponentenanalyse fiihrt. Dieser ist Kapitel 4 gewidmet, welches die klassische Variante
durch Inspiration von generalisierten linearen Modellen erweitert. Eine naheliegende ma-
thematische Formulierung des Problems wird sich als NP-vollstiandig erweisen, so dass ver-
schiedene Moglichkeiten der Relaxation in der Literatur vorgeschlagen wurden. Im Rahmen
dieser Arbeit fiihren wir einen dieser Anséitze detailliert aus und zeigen, wie ein geeignetes



Kapitel 1. Einfiihrung 3

Modell entwickelt werden kann. Anschlieflend wenden wir uns in Kapitel 5 einer numeri-
schen Losung des Problems zu, in welchem wir zudem eine eigene Implementierung in Py-
thon vorstellen. Mithilfe dieser Implementierung steuern wir in Kapitel 6 einen praktischen
Teil bei und wenden die diinnbesetzte Hauptkomponentenanalyse auf Frequenzdaten an.
In diesem Zusammenhang konnten wir beachtliche Ergebnisse unter Gewahrleistung eines
transparenten Modells erzielen. Zum Schluss diskutieren wir Starken wie Schwiachen des
Modells und geben einen Ausblick auf mogliche Verbesserungen in Kapitel 7.

Eigene Beitrdge

Ein Grofiteil der Arbeit zur diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse beruht auf dem von
Zou et al. in [ZHT06] eingefiihrten Ansatz. Er ist in der Literatur der wohl weitverbreiteste
und hat den Grundstein fiir eine Verwendung der Methode in der Praxis gelegt. Wir moch-
ten an dieser Stelle darauf hinweisen, dass wahrend der Entstehung dieser Arbeit einige Kri-
tikpunkte durch eine Veroffentlichung von Camacho et al. [Cam+20] geduflert wurden. Wir
haben Anderungen wie Korrekturen eingearbeitet und werden Unterschiede im Folgendem
deutlich machen. Insgesamt haben wir in dieser Arbeit folgende Eigenbeitrdge geleistet.

e Detaillierte Aufarbeitung der mathematischen Grundlagen

Erlduterung der Konstruktion der diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse und
Einarbeitung von theoretischen Resultaten

Eigene, beschleunigte Implementierung des Algorithmus in Python

Anwendung des Verfahrens auf Frequenzdaten

Empirische Validierung der von Camacho et al. gewonnenen Kenntnisse

Vergleich mit anderen Ansitzen sowie Ausblick auf mogliche Verbesserungen






Kapitel 2

Generalisierte lineare Modelle

In diesem Kapitel werden wir die wichtigsten mathematischen Grundlagen, welche wir im
Rahmen dieser Arbeit benétigen, einfiihren. Ein Grofiteil dieses Kapitels ist generalisier-
ten linearen Regressionsmodellen gewidmet, welche sowohl eine sehr enge Verbindung zur
klassischen als auch zur diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse aufweisen. Fiir die Ein-
fiihrung generalisierter linearer Modelle sowie die Angabe von Resultaten richten wir uns
vor allem nach dem Buch von Hastie et al. [HTF09]. Ab Abschnitt 2.4 werden wir die Model-
le zu Zwecken der Regularisierung mit verschiedenen Straftermen versehen. Anhand eines
Beispiel-Datensatzes, welchen wir in Abschnitt 2.7 vorstellen, konnen wir deren Effekte vi-
suell nachvollziehen und miteinander vergleichen. Fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit
ist das Verstdandnis der Strafterme von entscheidender Bedeutung.

2.1 Norm

Definition 2.1 ([Hie19]). Eine Abbildung ||-|| : R" — R heifit Norm, falls fiir alle Vektoren
x,y € R" und alle Skalare & € IR die folgenden drei Axiome gelten:

@ |Ix] =0 < x=0 (Definitheit)
@) |le- x| = |af - || x| (Homogenitit)
(i) |lx+y| < |lx|+ |lyll (Subadditivitat)

Definition 2.2 (£,-Norm [SW04]). Auf dem R" sind die /,-Normen fiir 1 < p < oo definiert
als

n g
I, := Y |xil? x € R"
i=1

und fiir p = oo als
||| := max |x;] x € R".
1<i<n
Im Fall p = oo spricht man auch von der Maximumsnorm und im Fall p = 2 von der euklidi-
schen Norm.

Um Verwirrung auszuschlieflen, werden wir im Folgenden von der £,-Norm sprechen, da
wir mit p die Anzahl an Variablen in einem Modell bezeichnen. Eine weitere wichtige Norm,
die wir im Zuge dieser Arbeit verwenden werden ist die £p-"Norm". Diese zdhlt die von Null
verschiedenen Eintrége eines Vektors und misst, ob ein Vektor diinnbesetzt ist.

Definition 2.3 (¢p-"Norm" [FR13]). Die sogenannte ¢p-"Norm" ist definiert durch

Ixllo == Hi: x #0, 1<i<n}.
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Die tibliche Schreibweise ||x||, - die Notation ||x]|8 wére angemessener - entspringt der Be-
obachtung, dass

n n
HXHZ:Z‘xi‘q m El{xi#O}:Hi: Xi#o, 1§l§1’l}‘
i=1 i=1

Wir wollen betonen, dass die £p-"Norm" keine wirkliche Norm ist, da die Abbildung nicht
homogen ist. Trotzdem ist diese "Norm" in der Theorie der komprimierten Erfassung sehr
niitzlich. Des Weiteren werden wir die Notation ||-||, gem&f der Definition in 2.2 auch fiir
Werte 0 < g < 1 verwenden, obwohl durch diese Abbildung ebenfalls keine Norm gegeben
ist.

2.2 Grundlagen aus der Statistik

Definition 2.4 (Stichprobenkovarianz [Riis14]). Seien (x1,y1),...(Xn, yn) zweidimensionale
Daten. Dann ist die Stichprobenkovarianz durch

1 i _ _
Sxy = n_1 ;(xi — %) (Yi — n)

gegeben, wobei ¥, = 1 Y | x; das Strichprobenmittel bezeichnet.

Der Faktor —1; wird als Bessel-Korrektur bezeichnet und stellt die Erwartungstreue des Schit-
zers sicher. Im Folgenden werden wir diesen Faktor allerdings ignorieren, da er fiir die von
uns betrachteten Optimierungsprobleme in Kapitel 3 und 4 aufgrund der Normierung ir-
relevant ist. Fiir einen Datensatz X € IR"*P mit p zentrierten Variablen werden wir haufig
von der Stichprobenkovarianzmatrix X sprechen, welche nach obiger Definition bis auf die
Bessel-Korrektur durch XX gegeben ist.

Sei g: ® — R eine zu schdtzende reelle Parameterfunktion in einem statistischem Modell
(X, A, P), wobei ® C R eine Parametermenge und P = {Py: & € ©} ist. Wir werden
nun einige wichtige Grundbegriffe fiir einen Schatzer d: (X, A) — (R,B(R)) in L}(P)
einfiihren.

Definition 2.5 (Verzerrung [Riis14]). Die Verzerrung (Englisch: Bias) des Schétzers d bei ¢ ist
definiert durch
Biasy|d] := Eg[d] — g(9).

Um verschiedene Schétzer miteinander zu vergleichen bedienen wir uns hdufig des mittleren
quadratischen Fehlers. Dieser gibt an, welche Abweichung zwischen dem Schitzer und dem
wahren Parameter zu erwarten ist. Damit bietet sich uns eine Moglichkeit, den erwarteten
Fehler eines Lernalgorithmus zu analysieren.

Definition 2.6 (Mittlerer quadratischer Fehler [Koh05]). Der mittlere quadratische Fehler (Eng-
lisch: Mean Squared Error (MSE)) ist definiert durch

MSE(d, 8) := Es [(d - g(ﬁ))z} .

Theorem 2.7 (Verschiebungssatz [KohO5]). Der mittlere quadratische Fehler zerfillt in Varianz
und Bias, d.h.
MSE(d, §) = Varg[d] + (Biasg[d])*
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Modellkomplexitat

Optimale
I | (N [ S S

Fehler

Komplexitat des Modells

ABBILDUNG 2.1: Das Verzerrung-Varianz-Dilemma beschreibt den Kompro-
miss zwischen Unter- und Uberanpassung an den Trainingsdatensatz, wel-
chen man fiir ein robustes Modell eingehen muss.

Fiir die Bewertung eines Schétzers ist also sowohl Verzerrung als auch Varianz zu bertick-
sichtigen. Leider ist in der Praxis selten moglich, beide Fehlerquellen zeitgleich zu mini-
mieren. Im Bereich des tiberwachten maschinellen Lernens ist dieser Konflikt unter dem
Verzerrung-Varianz-Dilemma (Englisch: bias-variance tradeoff) bekannt. Idealerweise versucht
man ein Modell zu wihlen, welches sowohl die Gesetzméfsigkeiten in den Trainingsdaten
genau erfasst, als sich auch auf ungesehene Testdaten generalisieren ldsst. Aufgrund von
falschen Annahmen kann es bei einem Lernalgorithmus jedoch zu einer hohen Verzerrung
kommen. Beziehungen zwischen Eingabe und Ausgabe konnen nicht geeignet modelliert
werden und es kommt zu einem Fehler zwischen System und Modell. Man spricht in die-
sem Fall von einer Unteranpassung (Englisch: underfitting). Demgegentiber sind Modelle mit
hoher Varianz meist komplexer und ermdglichen eine prézise Darstellung der Trainingsda-
ten. Dadurch lauft man aber Gefahr, sich dem Rauschen der Daten anzupassen und nicht die
Gesetzmafiigkeiten der Trainingsdaten zu erkennen. Wir bezeichnen dieses Phdnomen als
Uberanpassung (Englisch: overfitting), was in ungenauen Vorhersagen auf Testdaten miin-
den kann.

Die Frage nach einem giinstigen Modell liegt also in der Modellkomplexitdt und es gilt eine
Balance zwischen den beiden beschriebenen Extrema zu finden. Diese Idee haben wir in
Abbildung 2.1 veranschaulicht.

2.3 Lineare Regression
Bei der Regressionsanalyse werden Zusammenhénge zwischen mehreren Merkmalen un-

tersucht. Man versucht eine unabhéngige Variable Y durch eine oder mehrere abhédngige
Variablen Xi, ..., X}, zu erkldren. Ein lineares Regressionsmodell hat also die Form

p
f(X)=Bo+)_ XBj (2.1)
=1

wobei B; die Regressionskoeffizienten sind. Bei der Verwendung dieses Modells nehmen wir
an, dass die Regressionsfunktion E(Y|X) linear ist bzw. ein lineares Modell eine geeignete
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Approximation ist [HTF09].

Typischerweise verfiigen wir tiber eine Menge von Trainingsdaten (x1,y1), ..., (Xx, Yn). Je-
des x; = (xj1,. .., xilg)T stellt eine Beobachtung dar, die wir fiir die Schdatzung der Parameter
Bj benutzen. Die bekannteste Methode fiir diesen Zweck ist sicherlich die Methode der kleins-
ten Quadrate (Englisch: (Ordinary) Least Squares), in welcher wir B = (By, ..., B,) " wihlen,
dass die Summe der Residuenquadrate (Englisch: Residual Sum of Squares (RSS)) minimiert
wird. Wir definieren

RSS(8) = Y (vi — f(x:))? 22)

[ey

I
™=

[y

p
(yi — o — Z; xiiB;j)*
i j=

=(y—XB) (y—XB)
ly — XBl13

und das dazugehorige Minimierungsproblem

BOLS = arg min RSS(B) (2.3)
B

wobei X € R"*(P*1) die Matrix der x; mit einer 1 an erster Stelle istund y = (y1,...,y,) . An
dieser Stelle mochten wir erwidhnen, dass bei Verwendung dieser Methode keine Aussage
tiber die Giiltigkeit des Modells getroffen, sondern lediglich die beste lineare Approximation
gefunden wird.

Falls X vollen Rang hat zeigt man leicht, dass (2.3) die eindeutige Losung
BOLS — (XTX)"1X Ty (2.4)
besitzt. Die Zielgrofie i ergibt sich dann durch
7= XA = X(X"X)"1XTy (2.5)

Die Matrix P = X(X"X) !XT kennen wir bereits aus Abschnitt A.1. Sie projiziert y ortho-
gonal auf den durch die Spalten von X aufgespannten Unterraum. Dies ermoglicht eine
geometrische Interpretation der linearen Regression.

Wenn X keinen vollen Rang hat, ist die Losung von (2.3) nicht mehr eindeutig. Dieser Art
Probleme ereignen sich hédufig in der Bild- und Signalanalyse, bei welcher wir meist tiber
mehr Variablen als Beobachtungen verfiigen. Um ein gewtinschtes Verhalten der Regressi-
on zu gewdhrleisten, bestehen verschiedene Moglichkeiten der Filterung oder Regularisie-
rung. In letzterem Fall versehen wir den Regressionsterm mit sog. Straftermen, welche eine
bedeutende Rolle in den folgenden Kapitel spielen werden. Wir mochten diese mithilfe der
linearen Regression einfiihren.

Die von uns eingefiihrten Strafterme werden vor allem eine Schrumpfung der Regressions-
koeffizienten verursachen. Daher mochten wir zunidchst motivieren, in welchen Situationen
eine derartige Regularisierung hilfreich sein kann. Falls wir {iber mehr Variablen als Beob-
achtungen verfiigen, neigen lineare Regressionsmodelle haufig zu einer Uberanpassung an
die Trainingsdaten. Um die Vorhersagegenauigkeit fiir ungesehene Testdaten zu verbessern,
kann eine Erhohung des Bias im Sinne des Verzerrung-Varianz-Dilemmas sinnvoll sein. Dies
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konnen wir beispielsweise dadurch erreichen, dass wir die Regressionskoeffizienten verklei-
nern oder sogar auf Null setzen. Des Weiteren erschwert eine hohe Anzahl an Variablen, die
in das Modell einflieffen, unzweifelhaft eine Interpretation. Daher kann es von Vorteil sein,
nur einen Teil der Variablen fiir das Modell auszuwéhlen. Optimalerweise selektiert man
solche, die eine moglichst genaue Vorhersage ermdoglichen.

Ein naheliegender Ansatz zur Losung dieser Probleme wire eine k-Teilmenge der Variablen
zu finden, die eine minimale Summe der Residuenquadrate aufweist. In [HTF09] werden
verschiedene Methoden zur exakten und approximativen Berechnung dieser Teilmenge be-
schrieben. Nicht immer wird die Genauigkeit der Vorhersagen durch Verwendung dieses
Ansatzes besser. Dies liegt vor allem daran, dass Variablen fiir das Modell entweder aus-
gewdhlt oder verworfen werden. Daher beschiftigen wir uns nun mit Methoden, die eine
kontinuierliche Schrumpfung der Regressionskoeffizienten erlauben.

2.4 Ridge Regression

Zu diesem Zweck kann die Tikhonov Regularisierung, die auch unter dem Namen Ridge Re-
gression bekannt ist, genutzt werden. Mithilfe eines Ridge-Strafterms opfern wir einen Teil
des Bias fiir verbesserte Vorhersagen im Sinne des Verzerrung-Varianz-Dilemmas. Wir for-
mulieren das Ridge Regression Problem in der Lagrange Form

‘ n p P
pridee — argmin ) (y; — Bo— Y x;iB)* + A2 ) B2, (26)
B i=1 j=1 j=1

wobei Ay > 0 ein Hyperparameter ist, der die Stdarke der Schrumpfung der Regressionsko-
effizienten kontrolliert. Hyperparameter werden zur Steuerung des Trainingsalgorithmus
verwendet und miissen vorab festgelegt werden. Je grofier A,, desto starker ist die Schrump-
fung der B;. Durch die Einfiihrung des ¢,-Strafterms garantiert (2.6) auch fiir p > n eine
eindeutige Losung, da ||- ||§ streng konvex ist. Da B nicht im Strafterm vorkommt, schitzen
wir zundchst Bo = 7 = 1 Y| y; und zentrieren die Eingaben x;; = x;j — ¥;. Die eindeutige
Losung der zentrierten Version von (2.6) ist dann durch

pridse — (XTX 4+ A1) IX Ty 2.7)

gegeben, wobei 8 = (B1,...,By) und X € R"*? die Matrix der x;. Die durch die Ridge Re-
gression erzeugten Koeffizienten sind also um den Faktor ﬁ gegeniiber denen der klas-
sischen linearen Regression skaliert. Eine Diinnbesetzung der Koeffizienten wird erst fiir
A> — oo erreicht.

2.5 Lasso

Um eine bessere Interpretation des Modells zu ermdglichen, versucht man bei der Lasso Re-
gression eine Losung zu finden, bei welcher viele Koeffizienten gleich Null sind. Das Lasso
wurde erstmals von Tibshirani in [Tib96] eingefiihrt und ist in der Signalanalyse unter dem
Namen Basis Pursuit [CDS98] bekannt. Mathematisch gesehen erreichen wir eine Diinnbe-
setzung durch Einbettung eines ¢;-Strafterms

R n p p
ﬁlasso = arg;nin Z(yi —Bo — Z xij,Bj)z +M Z ‘51‘ : (2.8)
i=1 =1 j=1
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ABBILDUNG 2.2: Die Abbildung zeigt die Beschrdankungen der ¢;-Norm
(links) und der #>-Norm (rechts) zusammen mit den Hohenlinien der RSS-

Funktion im R?. Verdeutlicht wird hier die geometrische Findung von plasso
(links) und B98¢ (rechts). (Abbildung basiert auf [HTF09])

Es wird also im Vergleich zu (2.6) lediglich die /,-Norm durch eine /;-Norm ausgetauscht.
Bevor wir uns mit der Losung dieses Problems beschiftigen, mochten wir erklaren, warum
die ¢1-Norm eine Diinnbesetzung der Koeffizienten hervorruft. Zunachst geben wir eine
geometrische Erklarung, welche in Abbildung 2.2 zu sehen ist. Dort sind die ¢;- und /,-
Beschrankungen, sowie die Hohenlinien der RSS-Funktion in zwei Dimensionen aufge-
zeichnet. Die optimalen Koeffizienten von Ridge und Lasso Regression ergeben sich nun
aus dem Schnittpunkt der Hohenlinien mit der Begrenzung der jeweiligen Norm. Wéahlen
wir die ¢1-Norm, ist dieser Schnittpunkt mit einer hohen Wahrscheinlichkeit an eine der
Ecken, so dass einer der beiden Koeffizienten auf Null gesetzt wird. Im Gegensatz dazu
gibt es bei einer /-Begrenzung keine Ecken, weshalb jeder Randpunkt der Begrenzung als
Schnittpunkt in Frage kommt. Dadurch wird lediglich eine kontinuierliche Schrumpfung
der Koeffizienten hervorgerufen. Dieser Effekt verstarkt sich in héheren Dimensionen.

An dieser Stelle kann man auf den Gedanken kommen, andere Strafterme zu verwenden,
welche bei geometrischer Betrachtung die Wahrscheinlichkeit erhdhen eine Diinnbesetzung
der Koeffizienten hervorzurufen. So kann man zum Beispiel die £;,-Normen als Strafterm
fiir Werte q < 1 in Betracht ziehen. In Abbildung 2.3 sind die Begrenzungen der /,-Normen
fiir verschiedene Werte von g eingezeichnet. Fiir ¢ — 0 entstehen sternférmige Hohenlinien,
welche immer weiter zum Ursprung gedriickt werden. Somit wird es immer wahrscheinli-
cher, dass die Hohenlinien der RSS-Funktion eine Ecke treffen und wir diinnbesetzte Koef-
fizienten erhalten. Daher kann man folgendes Berechnungsproblem definieren

R n 4 p
e —argmin (0 fo - L1338+ 4 1 B @9
i=1 j=1 j=1

Leider ist dies nur in der Theorie ein guter Ansatz. Das Problem liegt nicht im Effekt der
Strafterme, sondern in der Berechnung. Fiir g < 1 ist (2.9) ein nicht-konvexes Optimie-
rungsproblem, da ||-||, keine Norm gemaf Definition 2.1 ist. Im Extremfall der ¢p-"Norm"
wird (2.9) sogar NP-schwer [FR13]. Somit besteht keine effiziente Methode zur Berechnung
von f%P¥s¢ zur Verfiigung. Der Wert ¢ = 1 ist eine Art Kompromisslosung, die einerseits
effizient zu berechnen ist und andererseits noch immer eine diinnbesetzte Losung liefert.
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g=05 g=1 qg=2 g=4

ABBILDUNG 2.3: Die Abbildung zeigt die Begrenzungen der ¢,-Norm im RR?
fiir verschiedene Werte von g, also die Mengen {x € R?: [x][; < c}. (Abbil-
dung basiert auf [HTF09])

Um eine mathematisch griindliche Erkldarung fiir die Diinnbesetzung zu liefern, wenden
wir uns der Lésung von (2.8) zu. Falls die Spalten von X orthonormal sind, ergibt sich

~ . " ~ A—
}asso — sign( ]'OLS) <"B]OLS‘ _ 21> . , (2.10)

wobei (-); = max(-,0) ist. Der Beweis kann in [Mur12] nachgelesen werden. Die Losung ist
also durch den sog. soft thresholding operator gegeben, welcher allgemein durch

softs(x) = sign(x)(|x| — &)+ (2.11)

definiert wird, wobei § ein Schwellwert ist. Dieser steht im Gegensatz zum hard-thresholding
Operator und wird in Abbildung 2.4 dargestellt. Durch den soft-thresholding Operator wer-
den Koeffizienten in O entweder auf Null gesetzt oder um % geschrumpft. Nun sind wir
auch in der Lage zu verstehen, warum Tibshirani [Tib96] den Begriff Lasso eingefiihrt hat,
welcher fiir Least absolute selection and shrinkage operator steht.

Fiir den allgemeinen Fall wird (2.8) mithilfe von Ndherungsverfahren gelost. Da || ||, nicht
differenzierbar ist wenn B; = 0, sind wir mit einem nicht glattem Optimierungsproblem
konfrontiert. Seit der Problemformulierung wurde eine Vielzahl an Algorithmen entwickelt
bzw. adaptiert, die eine numerische Losung liefern. Dazu gehoren Least-angle Regression
(LARS) [Tib+04b], Koordinaten-Abstiegsverfahren [FHT10], Subdifferential-Methoden und
Naherungs-Gradientenverfahren [Yan+13; Van19]. Letztere sind eine natiirliche Erweite-
rung von Gradientenverfahren falls die Zielfunktion nicht differenzierbar ist. In Abschnitt
2.6 werden wir auf ein Koordinaten-Abstiegsverfahren weiter eingehen.

Es wurde herausgearbeitet, dass das Lasso zwei wesentliche Nachteile besitzt. Falls es im
Datensatz Gruppen stark korrelierter Variablen gibt, tendiert die Methode dazu nur eine
Variable je Gruppe statt die Gruppe als Ganzes auszuwéhlen. Zum Beispiel bei der Suche
nach Genen, welche mit einer bestimmten Krankheit verbunden sind, ist man aber daran
interessiert, alle assoziierten Koeffizienten zu finden. Dartiber hinaus fiihrt dieser Effekt zu
verschlechterten Vorhersagen. Um diesem Problem zu begegnen, kann man das sog. Group
Lasso verwenden [YL06], bei welcher man Gruppen vorab im Datensatz festlegen kann. Der
im Zuge dieser Arbeit aber wichtigere Nachteil ist, dass das Lasso maximal n Variablen
selektieren kann, falls p > n ist. In diesem Fall hat X maximal Rang 7, weshalb wir y mithilfe
von n Variablen perfekt vorhersagen konnen. Das Lasso wihlt dann die n Variablen, welche
A1 ||B]]; minimieren. Fiir moderne Datensédtze mit p >> n ist es aber oft nicht ausreichend,
nur 1 von Null verschiedene Koeffizienten zuzulassen.



12 Kapitel 2. Generalisierte lineare Modelle

ABBILDUNG 2.4: Gezeigt werden zwei verschiedene Methoden fiir ein

Schwellenwertverfahren. Bei der soft-thresholding-Operation softs(x) (links)

und hard-thresholding-Operation hard;(x) (rechts) werden alle Eintrdge von

x kleiner als ¢ auf Null gesetzt. Der Unterschied besteht darin, dass softs(x)
die verbliebenen Eintrage um |4| schrumpft.

2.6 Elastic Net

Damit im Fall p > n mehr als n Variablen fiir das Modell selektiert werden konnen, betrach-
ten wir eine Kombination von Lasso und Ridge Regression. Durch die Einbettung einer ¢;
und />-Norm erhalten wir das sog. Elastic Net [ZH05]

. n 4 P p
P = afg;nin Y (vi—Bo— Y xiiB)* + A1) B + A2 ) BT (2.12)
=1 = i =

Wie zuvor wird durch den /;-Strafterm ein diinnbesetztes Modell generiert. Dagegen for-
dert der ¢>-Strafterm den Gruppeneffekt, stabilisiert den Regularisierungspfad und erlaubt
eine beliebige Anzahl zu selektierender Variablen. Um eine doppelte Schrumpfung der Ko-
effizienten zu vermeiden, kann das Elastic Net mit dem Faktor (1 + A,) korrigiert werden.

Ahnlich wie bei der Lasso Regression kann nur dann eine explizite Lésung von (2.12) ange-
geben werden, wenn die Spalten von X orthonormal sind. Fiir eine allgemeine numerische
Losung wurden zum Beispiel LARS-EN [ZHO05], welches auf dem LARS Algorithmus fiir
das Lasso basiert, und ein Koordinaten-Abstiegsverfahren [FHT10] vorgeschlagen. Die Im-
plementierung des Elastic Nets in scikit-learn [Ped+11] beruht auf letzterem Verfahren mit
einer leicht abgednderten mathematischen Formulierung

n

. 1 P A
arg;nmRA(ﬁ) =agming, > (yi—Bo— ) xiiBj)* + A ||Blly + 5 (1 - ) IBl5,  (213)
i=1 j=1

wobei a € [0,1] das Verhiltnis zwischen ¢3- und ¢,-Norm ist. Wahrend wir mit « das Ver-
héltnis der beiden Regressionen bestimmen, konnen wir mit A die Starke der Bestrafung
kontrollieren. Setzt man

(2.14)
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entspricht (2.13) unserem urspriinglich formulierten Problem. Durch die Reparametrisie-
rung konnen wir das Verhiltnis der Bestrafungen flexibel anpassen. Mit &« = 0 reduziert
sich (2.13) auf Ridge und fiir « = 1 auf die Lasso Regression.

Oft ist es schwer, alle Koeffizienten gleichzeitig zu optimieren. Daher nutzt man bei einem
Koordinaten-Abstiegsverfahren aus, dass eine partielle Optimierung iiber den j-ten Koef-
fizienten einfach zu berechnen ist, wenn alle anderen fixiert sind. Mithilfe der bisherigen
Schétzer By und f; fiir | # j, 16st man also

,3] = argﬁmin RA(Bo, ‘e ,,g]'_l,,B]', B]'-i—lr ‘e ,Bp). (215)

Da Ry(Bo, - .-, Bj-1,Bj, Bj+1,- - -, Bp) fiir Bj = 0 nicht differenzierbar ist, werden zur Losung
von (2.15) Subdifferentiale benutzt, welche eine Verallgemeinerung des Gradienten auf nicht
differenzierbare konvexe Funktionen ist. Wir werden uns auf die Angabe einer Losung be-
schranken und verweisen fiir eine Herleitung dieser auf [D]94]. Der Ubersichtlichkeit halber
nehmen wir zusétzlich an, dass die Variablen standardisiert wurden, d.h. }_}" x;j = 0 und
ﬁ Yitq x?j = 1. Somit ist eine explizite Losung von (2.15) durch

- softa (3 ity Xij(yi — (Bo + Lz xuPr)))

pi= 14+A(1—a) (2.16)

gegeben. Dabei ist y; — (Bo + Y Xil B;) das partielle Residuum der i-ten Beobachtung bei
Anpassung von fj, d.h. das Residuum bei bestmoglicher Vorhersage ohne Einbeziehung
von B;. Der Term 1 Yy xii(y; — (Bo + Y14 Xil B1)) ist ein MaR dafiir, ob eine Einbeziehung
von f; in das Modell die Vorhersagen verbessert. Nach Berechnung dieses Werts, wenden
wir soft-thresholding gemdfS der ¢;-Bestrafung an und schrumpfen die Koeffizienten mit
dem Faktor 1 + A(1 — «) fiir den Beitrag der /,-Norm. Wegen der Standardisierung gilt

% Y xii(yi — (Bo+ Y_xufi)) = % Y xijri + B; (2.17)
i=1 17 i=1

wobei r; das aktuelle Residuum der i-ten Beobachtung ist. Anhand von (2.17) kénnen wir er-
kennen, warum das Koordinaten-Abstiegsverfahren effizient ist. Viele der Koeffizienten, die
zuvor Null waren, bleiben nach der soft-thresholding Operation Null, wenn die Residuen
beziiglich §; nicht zu grofs sind. Daher muss §; in vielen Fillen nicht aktualisiert werden. Fiir
die Wahl des Koeffizienten, welcher als ndchstes minimiert werden soll kann man zyklisch,
zuféllig oder in die Richtung des steilsten Abstiegs entlang der Koordinaten vorgehen. In
Algorithmus 1 haben wir das zyklische Koordinaten-Abstiegsverfahren zusammengefasst.

Algorithm 1 Koordinaten-Abstiegsverfahren fiir das Elastic Net

1: procedure ELASTICNET(X,y, A, x)
2 Initialisiere B = (XTX + A1)~ !XTy
3: while nicht konvergiert do
4 forj=1,...,pdo
1yvn
5 ¢j < w Xim1 Xij(yi — (Bo + Lz xuB1))

. SOft/\A’(Cj)
ﬁ] 1+A(1—a)

SN

Auch wenn klassische Kriterien fiir die Konvergenz von Koordinaten-Abstiegsverfahren
aufgrund der fehlenden Differenzierbarkeit nicht zutreffen, besitzt (2.13) eine andere cha-
rakterisierende Eigenschaft, fiir welche das Verfahren konvergiert [Tse+88].
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AGE SEX BMI BP ... Blutproben ... | Zielgrole
Patient x1 x2 x3 x4 x5 X6 x7 x8 x9 x10 y
1 59 2 321 101 157 932 38 4 49 87 151
2 48 1 216 87 183 1032 70 3 39 69 75
3 72 2 305 93 156 936 41 4 47 85 141
4 24 1 253 84 198 1314 40 5 49 89 206
441 36 1 30.0 95 201 1252 42 5 51 85 220
442 36 1 196 71 250 1332 97 3 4.6 92 57

TABELLE 2.1: Uberblick {iber den Diabetes Datensatz aus [Tib+04a]. In diesem
wurden fiir n = 442 Diabetes Patienten p = 10 verschiedene Variablen gemes-
sen. Dazu gehoren Alter (AGE), Geschlecht (SEX), Body Mass Index (BMI),
Blutdruck (BP) und verschiedene Blutproben (51, ..., S6). Die Zielgrofie y ent-
hilt Werte fiir den Krankheitsfortschritt ein Jahr nach Behandlungsbeginn.

2.7 Vergleich der Regressionsmethoden

Zur Veranschaulichung der oben eingefiihrten Methoden werden wir diese nun anwenden.
Dabei greifen wir auf einen durch scikit-learn [Ped+11] bereitgestellten Datensatz, der erst-
mals durch [Tib+04b] 6ffentlich gemacht worden ist, zurtick. Ein Ausschnitt des Datensatzes
befindet sich in Tabelle 2.1.

In Abbildung 2.5 sehen wir die Ergebnisse der verschiedenen Regressionsmethoden. An-
hand von 2.5 kénnen wir die Schrumpfung der Regressionskoeffizienten mit Verdnderung
der Regularisierungsparameter A;, A bzw. A visuell nachvollziehen. Deutlich zu erkennen
ist, dass bei der Ridge Regression eine kontinuierliche Schrumpfung der Koeffizienten statt-
findet, d.h. sie werden erst fiir A, — oo auf Null gesetzt. Im Gegensatz dazu erkennt man
bei der Lasso Regression, dass schon fiir kleine A; einzelne Koeffizienten auf Null gesetzt
werden und wir eine Diinnbesetzung erhalten. Das Elastic Net bildet eine natiirliche Briicke
zwischen Ridge und Lasso Regression. Einerseits konnen wir sehen, dass einzelne Koeffi-
zienten auf Null gesetzt werden und andererseits eine Stabilisierung der Regularisierungs-
pfade.

Um ein geeignetes Modell zu erhalten, miissen die Hyperparameter A;, A; bzw. A geeignet
gewdhlt werden. Zu diesem Zweck kann ein k-faches Kreuzvalidierungsverfahren einge-
setzt werden. Hierbei wird der Datensatz in k moglichst gleich grofie Teilmengen Ty, ..., Tj
zerlegt. Anschlieflend werden k Durchldufe gestartet, wobei die jeweils i-te Teilmenge T; als
Testmenge und die verbleibenden k — 1 Teilmengen {Tj, ..., Ty} \ {T;} als Trainingsmenge
verwendet werden. Mittelt man die mittleren quadratischen Fehler der Testmengen, erhalt
man ein Mafs fiir dem Gesamtfehler. Man wihlt dann den Regularisierungsparameter mit
minimalem Gesamtfehler, welcher in Abbildung 2.5 eingezeichnet ist.
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(c) Verhalten der Koeffizienten bei der Elastic Net Regression mit festem a0 = 0.99.

ABBILDUNG 2.5: Jede Linie entspricht dem Wert (y-Achse) des jeweiligen Re-

gressionskoeffizienten in Abhingigkeit der Regularisierungsparameter A, A4

bzw. A (x-Achse). Zu sehen ist die unterschiedliche Art der Schrumpfung fiir

die verschiedenen Strafterme. Die vertikalen Linien entsprechen dem Wert

des jeweiligen Hyperparameters, der durch ein 10-faches Kreuzvalidierungs-
verfahren bestimmt worden ist.
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Kapitel 3

Hauptkomponentenanalyse

Die Hauptkomponentenanalyse (Englisch: Principal Component Analysis (PCA)) ist ein weitver-
breitetes multivariates statistisches Verfahren zur Dimensionsreduktion. Allgemein zielen
derartige Verfahren darauf ab, die in einem Datensatz enthaltene Zahl an Variablen zu ver-
ringern, ohne dabei die darin enthaltene Information zu verlieren. Durch die Verringerung
der Dimension konnen umfangreiche Datensédtze strukturiert, veranschaulicht und verein-
facht werden. Damit ist das Verfahren Teil der explorativen Statistik, welche Datensitze
hinsichtlich ihrer Zusammenhénge analysiert.

Aus diesem Grund hat die Hauptkomponentenanalyse in vielen Bereichen erfolgreich An-
wendung gefunden. So kann es in der Bildverarbeitung beispielsweise zur Rauschunter-
driickung [BSP12] oder zur Gesichtserkennung [Tai+17] genutzt werden. Um Bilder fiir
solch ein Verfahren nutzbar zu machen, werden einzelne Pixel oder patches, also lokale
Gruppierungen von Pixeln, als Variable interpretiert.

Mathematisch gesehen, kann die Hauptkomponentenanalyse auf verschiedene Weisen for-
muliert werden. Zunichst stellen wir die Idee des minimalen Informationsverlusts in den
Vordergrund. Anschlieffend werden wir die Verbindung zur Regressionsanalyse demons-
trieren, welche als Grundlage fiir Kapitel 4 dient. Dariiber hinaus wird die geometrische In-
terpretation des Verfahrens verdeutlicht und Grenzen in der Praxis aufgezeigt. Zum Schluss
runden wir das Kapitel mit Erweiterungen und theoretischen Aussagen ab.

3.1 Konstruktion

Gegeben sei ein Datensatz mit n Beobachtungen und p Variablen. Die zentrale Idee der
Hauptkomponentenanalyse besteht darin, die p bestehenden Variablen in k neue, unkorre-
lierte Variablen zu tiberfithren. Um eine Reduktion der Dimension, also k < p zu erreichen,
miissen die bestehenden Variablen zusammengefasst werden. Idealerweise sollte bei diesem
Prozess moglichst wenig Information verloren gehen. Als Maf fiir den Informationsgehalt
der Daten wird hierbei die Varianz verwendet. Das heifit, je grofier die Varianz einer Varia-
ble, desto mehr Information birgt sie und desto wichtiger ist sie. Dagegen sind Variablen mit
niedrigere Varianz bei der Suche nach Unterschieden und Struktur im Datensatz nicht von
Nutzen.

Um die Dimension zu reduzieren, konnte man einfach nach Eigenschaften grofiter Varianz
suchen und alle Variablen unterhalb eines festgelegten Grenzwertes verwerfen. Derartige
Vorgehen fallen allgemein unter die Kategorie feature selection. Sowohl die Hauptkomponen-
tenanalyse als auch viele weitere Dimensionsreduktionsverfahren verwenden allerdings ein
anderes Prinzip. Anstatt Eigenschaften mit hoher Varianz auszuwihlen, konstruiert man
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ABBILDUNG 3.1: Die Abbildung zeigt das Ergebnis einer Hauptkomponen-

tenanalyse auf simulierten Daten. Die roten Linien stellen die beiden Haupt-

achsen, also die Richtungen grofiter Varianz des Datensatzes dar. Diese sind
nach Konstruktion orthogonal.

neue Variablen, die sich aus den Bestehenden durch Linearkombinationen zusammenset-
zen. Variablen mit hoher Varianz werden in dieser Konstruktion einen grofieren Beitrag
spielen als solche mit niedriger Varianz. Dieser Ansatz ist der Kategorie feature extraction
zuzuordnen.

Um dieses Prinzip zu veranschaulichen, wenden wir uns einem simplen Beispiel zu. Ge-
geben seien simulierte Daten, welche Gewicht und Grofle zu 1000 Personen beinhalten. Bei
Betrachtung der Abbildung 3.1a fallt schnell auf, dass die beiden Variablen positiv korreliert
sind, d.h. prinzipiell erkennt man folgende Tendenz: Je grofier eine Person, desto schwerer
ist sie. Somit lasst sich ein Grofsteil an Information in nur einer neuen Variable zusammen-
fassen, die sich aus einer Linearkombination von Gewicht und GrofSe ergibt. Die Koeffizi-
enten der Linearkombination ergeben sich aus der ersten Hauptachse, welche in Richtung
grofiter Varianz zeigt. Projizieren wir unsere Daten auf die erste Hauptachse erhalten wir
eine eindimensionale Darstellung. Somit sind Personen, die dhnliches Gewicht oder Grofse
haben auch im transformierten Raum nahe beieinander. Nach der Transformation kénnen in
diesem Beispiel noch immer knapp 90% der Varianz des urspriinglichen Datensatzes erklart
werden.

Vorverarbeitung der Daten

Bevor wir die Hauptkomponentenanalyse auf einen Datensatz anwenden, gibt es einen
wichtigen Bearbeitungsschritt zu beachten. Wenn eine Variable aufgrund der verwendeten
Einheit oder Skala weniger variiert als eine andere, kann dies zu ungewollten Ergebnissen
fiihren. Ohne eine Vorbehandlung der Daten hat so im obigen Beispiel eine Anderung von
lcm die gleiche Bedeutung wie eine Anderung von 1kg. Daher werden die Daten haufig ei-
nem Vorverarbeitungsschritt unterzogen. Ein zu diesem Zweck oft verwendetes Verfahren
ist die Standardisierung oder auch z-Transformation genannt. Hierbei werden die Variablen
X; zentriert und anschliefsend auf Einheitsvarianz gebracht. Dies wird erreicht, indem man

X; durch XiEIXi] orsetzt.
ar[Xj]
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3.1.1 Maximale Varianzerhaltung

Wir wollen nun die Intuition des minimalen Informationsverlusts mathematisch beschrei-
ben. Gegeben sei dazu eine Matrix X € R"*?, wobei n die Anzahl der Beobachtungen und
p die Anzahl der Variablen ist. Fiir eine simplere Darstellung nehmen wir im Folgenden an,
dass die Variablen zuvor zentriert wurden. Aufgabe der Hauptkomponentenanalyse ist es
nun sukzessive Richtungen grofiter Varianz zu finden, die sog. Hauptachsen. Die Koeffizi-
enten spiegeln dabei den Beitrag jeder einzelnen Variable zur Hauptachse wider. Anschlie-
end werden die Hauptkomponenten definiert, welche die Darstellung der Daten beziiglich
der neuen Hauptachsen sind. Wir erhalten die erste Hauptachse 77, indem wir die Varianz
entlang dieser maximieren, d.h.

%1 = arg max Var[Xv] = argmaxov ' Lo (3.1)
[ofl,=1 [ofl,=1

wobei & = X' X die Stichprobenkovarianzmatrix bis auf die Bessel-Korrektur -1 ist. Die
restlichen Hauptachsen werden sequentiell definiert

;11 = argmaxov ' Lo
lof|=1 (3.2)
unter der Nebenbedingung, dass 9,9, =0 V1 <[ <i.

Man sucht also unter den Richtungen, die orthogonal zu allen bisherigen Hauptachsen sind,
diejenige, die die Varianz maximiert. Durch Transformation der Daten Z; = Xv; erhdlt man
dann die Hauptkomponenten [VMS16].

Aufgrund der schrittweisen Konstruktion gibt es eine natiirliche Ordnung der Hauptkom-
ponenten. Da keine Restriktion an die erste Hauptachse gestellt wird, erklart die erste Haupt-
komponente den grofiten Teil der Varianz des Datensatzes. Weitere Hauptachsen miissen
orthogonal zu den Vorherigen sein und kénnen somit nur einen geringeren Anteil erklaren.
Ab einem gewissen Punkt erhalten wir durch Berechnung einer weiteren Hauptkomponente
also nur geringfiigig mehr Information iiber den Datensatz. Es gilt einen Punkt der Balan-
ce zwischen erklédrter Varianz und Modellkomplexitit zu finden. Mit dieser Fragestellung
werden wir uns in Abschnitt 3.2 weiter beschaftigen.

Fiir die Maximierungsprobleme (3.1) und (3.2) existiert eine erstaunlich einfache Losung.
Leiten wir (3.1) in der Langrange-Form L(v,A) = v'Zv + A(1 — v'v) nach v ab, erhalten
wir die notwendige Bedingung

dL(v, A)

=2Yv—2Av =0
Jv

und somit den stationdren Punkt £ = A10;. Das bedeutet, dass die erste Hauptachse ge-
nau dem Eigenvektor des grofiten Eigenwertes A der Stichprobenkovarianzmatrix X ent-
spricht. Durch Linksmultiplikation mit z?f sehen wir, dass durch fJ\I X0, = Aq die Varianz der
ersten Hauptkomponente gegeben ist. Analog zeigt man, dass auch die folgenden Haupt-
achsen, die durch (3.2) definiert sind, den Eigenvektoren von X entsprechen [Bis06].

Daher kdonnen wir anstatt sukzessiver Berechnung einzelner Hauptachsen die Matrix X di-
rekt diagonalisieren. Aufgrund der Symmetrie von X konnen wir eine Eigenwertzerlegung
wie in Abschnitt A.2 angeben

L =VAVT,
wobei A eine Diagonalmatrix mit Eigenwerten A; und V die Matrix der Eigenvektoren ist.
Somit kénnen die Hauptachsen direkt aus V abgelesen werden. Die Hauptkomponenten
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werden dann wie zuvor durch Multiplikation der Beobachtungen mit den Eigenvektoren
erreicht
Z =XV.

Die i-te Spalte in Z entspricht also der i-ten Hauptkomponente und die Beobachtungen be-
ziiglich der neuen Darstellung sind die Zeilen von Z.

Es gibt einen engen Zusammenhang zwischen der Eigenwertzerlegung von XX und der
Singuldarwertzerlegung von X. Diese Beziehung konnen wir nutzen, um die Losung noch
einfacher zu gestalten. Eine Singuldrwertzerlegung ergibt

X =UDV'

wobei D die Diagonalmatrix der Singulirwerte, U eine orthogonale 1 x 1 und V eine ortho-
gonale p x p Matrix ist. Nun sieht man aufgrund der Orthogonalitdt von U, dass

L=X'X=VDU'UDV' =VD*V'".

Zusammengefasst konnen also alle relevanten Ergebnisse einer Hauptkomponentenanalyse
mithilfe einer einzelnen Singuldrwertzerlegung von X angegeben werden. Die Hauptachsen
entsprechen den Eigenvektoren in V, die Hauptkomponenten der Matrix Z = XV = UD
und die zugehorigen Varianzen sind durch ¢? gegeben. Fiir die Berechnung einer solchen
Zerlegung stehen duflert effiziente Verfahren zur Verfiigung, welche sowohl den n > p als
auch den p > n Fall in O(np - min{n, p}) 16sen kénnen.

3.1.2 Verbindung zur Regressionsanalyse

Wir widmen uns nun einer anderen Sichtweise auf die Hauptkomponentenanalyse, welche
einen Zusammenhang zur linearen Regression herstellt und eine geometrische Interpretati-
on ermoglicht. Hierbei mochte man einen k-dimensionalen Unterraum finden, der die Da-
ten bestmoglich approximiert. Mathematisch ausgedriickt minimieren wir also die Residuen
der Projektion auf den Unterraum.

Sei dazu x; die i-te Beobachtung und Vj = [vl e Uk] eine p X k orthonormale Matrix.
Wie in Abschnitt A.1 beschrieben, wird durch den Operator V, V] jede Beobachtung ortho-
gonal auf den durch vy, ..., v, aufgespannten Unterraum projiziert. Eine bestmogliche /-
Approximation der Daten ist gegeben, wenn wir die Distanz zwischen jeder Beobachtung
und seiner Projektion minimieren [ZHTO06]:

2
Vka xl
Vi =1 (3.3)

unter der Nebenbedingung, dass VkTVk = Tk

V=

Ein mathematisch rigoroser Beweis, dass die Losung von (3.3) genau den ersten k Haupt-
achsen entspricht, befindet sich in [VMS16]. Wir mochten hier eine intuitive Erklarung fiir
diese Aquivalenz geben. Sprechen wir von der Varianz eines Datensatzes, meinen wir die
Summe der Varianzen der einzelnen Variablen. Somit ist die Gesamtvarianz durch HXH% ge-
geben. Aufgrund der orthogonalen Projektion erhalten wir mithilfe des verallgemeinerten
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Aximiere Varianz der

projizierten Punkte entlang

Minimiere Residuen deyx
orthogonalen Projektion in
. dieser Richtung

diese Richtung

ABBILDUNG 3.2: Die Abbildung zeigt die Aquivalenz von Maximierung der
Varianz und Minimierung der Residuen in zwei Dimensionen.

Satzes von Pythagoras
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Weiter sehen wir, dass
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= tr (V{xTka)

k
= ZUT (X" X)v;
i=1

und somit
2 T k TivT
IXIIF = X = xvivi |+ Yol (XTX)on
i=1

Nun sind wir in der Lage, die Verbindung zur urspriinglichen Konstruktion in (3.1) und
(3.2) zu sehen. Dort haben wir den Term viT (X" X)v;, der die Varianz der i-ten Hauptkom-
ponente beschreibt, sequentiell maximiert. Mathematisch gesehen macht es keinen Unter-
schied, ob wir die Varianz der Hauptkomponenten y¥_ o] (XTX)v; maximieren oder die

Residuen der Projektion HX — XV, V] Hi minimieren. Diese Idee ist in Abbildung 3.2 geo-
metrisch veranschaulicht. Im linken Bild versucht man eine Richtung durch den Datensatz
zu finden, welche die Varianz entlang dieser maximiert. Im Gegensatz dazu sucht man im
rechtem Bild nach einer Richtung, welche die Summe der Distanzen zwischen Datenpunkt
und seiner Projektion minimiert. In beiden Féllen resultiert dieselbe Hauptachse.
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Da die Daten auf den niedrigdimensionaleren Raum linear transformiert werden, gehort
die Hauptkomponentenanalyse zu den linearen Dimensionsreduktionsverfahren. Anhand
von (3.3) erkennt man zudem einen starken Zusammenhang zur linearen Regression, bei
welcher ebenfalls die Summe der Residuenquadrate minimiert werden. Neben der abwei-
chenden Motivation der beiden Verfahren liegt der entscheidende Unterschied in der Art
der Projektion. Wahrend bei linearer Regression die Projektion orthogonal beziiglich der
unabhéngigen Koordinatenachsen ist, werden die Daten bei der Hauptkomponentenanaly-
se orthogonal auf die Hauptachsen projiziert. Ausgehend von (3.3) werden wir in Kapitel 4
die Variante der diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse einfiihren.

3.1.3 Weitere Formulierungen

Wir werden nun kurz auf zwei weitere Formulierungen eingehen, anhand welcher weitere
Eigenschaften der Hauptkomponentenanalyse deutlich werden. Ersetzt man in (3.3) XV,

durch die Hauptkomponenten Z erhilt man

(Zi, Vi) = arg min HX Z.V, H
Zu Vi (34)

unter der Nebenbedingung, dass V; Vi = .

Durch Zkf/,j ist eine bestmogliche Rekonstruktion der Datenmatrix X gegeben. In anderen
Worten wird in (3.4) also der />-Rekonstruktionsfehler minimiert. Diese Formulierung wird
haufig fiir Verallgemeinerungen der Hauptkomponentenanalyse gewidhlt und werden wir
in Abschnitt 4.4 gebrauchen.

Fiir elne letzte Formuherung erinnern wir uns, dass die abgeschnittene Singuldrwertzerle-
gung X; = UkaVT € R™* die optimale Losung fiir die Hauptkomponentenanalyse liefert.
Diese ist aufgrund des Eckart-Young-Mirsky-Theorem aus Abschnitt A.3 ebenfalls Losung
des Problems

X; = arg min || X — XkH%
X (3.5)
unter der Nebenbedingung, dass rank (Xy) < k.

Somit ist X diejenige Matrix mit Rang k, die X am Besten approximiert. Mithilfe des Theo-
rems konnen wir den Fehler, der durch die Dimensionsreduktion entsteht, explizit angeben

p

~ 2
=%, = 2 o
i=

Infolgedessen konnen wir Bewertungskriterien definieren, welche es uns ermoglichen, ver-
schiedene Modelle miteinander zu vergleichen. Wir wollen uns nun mit der Frage beschif-
tigen, wie stark wir die Dimension eines Datensatzes reduzieren kénnen.

3.2 Selektion der Hauptkomponenten

Optimale Hyperparameter fiir ein Modell zu finden ist selten einfach. Auch bei Dimensions-
reduktionsverfahren kennen wir oft die intrinsische Dimension unserer Daten a priori nicht.
Daher ist es schwer zu sagen, wie viele Hauptkomponenten benétigt werden, um die Daten
passend zu modellieren. Es gilt einen Punkt der Balance zwischen Rekonstruktionsfehler
und Modellkomplexitédt zu finden, welcher vom Anwendungsfall abhdngen kann. Als Maf3
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fur die Modellkomplexitdt eignet sich aufgrund der natiirlichen Ordnung in diesem Fall
die Anzahl an Hauptkomponenten k bzw. der Rang von )/Zk. Arbeiten wir auf rauschfreien
Daten konnen wir k durch rank (X) schdtzen. In der Regel ist unser Datensatz aber durch
Rauschen gestort, weshalb X vollen Rang hat.

Aufgrund der Effizienz der Singuldrwertzerlegung berechnet man haufig zunéichst alle k <
min{n, p} Hauptkomponenten. Die eigentliche Dimensionsreduktion findet dann durch Se-
lektion statt. Bewertet werden die verschiedenen Modelle mithilfe des Rekonstruktionsfeh-
lers bzw. der erkldrten Varianz (71.2 der einzelnen Hauptkomponenten. So konnen wir k zum
Beispiel so wéhlen, dass der Rekonstruktionsfehler durch einen Parameter T beschrankt ist

~ P ~
k:mkin{k: Y o7 <T} oder k:mkin{kza,f+1 <T}. (3.6)
i=k+1

Das zweite Auswahlkriterium wird in Abbildung 3.3 veranschaulicht. In der Praxis ist es
aber sehr schwer, T angemessen zu wihlen, da die Singuldrwerte von X nicht invariant
unter Skalierung sind. Daher werden die Singuldrwerte meist normiert

~ Zp o2 - o2
k = min { k: l:kkiﬂzl <Tp oder k=min{ k: kkH S <T¢. (3.7)
k Yi-10; k Y10

Ersteres Auswahlkriterium in (3.7) ist weit verbreitet. Man wihlt genau so viele Hauptkom-
ponenten aus, dass hochstens ein gewisser Anteil der Varianz verloren geht. Typische Werte
fir T liegen zwischen 10% und 20%.

In manchen Fillen gibt es eine klare Trennung in der Grofse der Singuldrwerte. Vidal et al.
[VMS16] definieren ein Kriterium

k= argmin  aog,; + Bk, (3.8)
k

welches im Wesentlichen nach einem starken Einbruch der Singuldrwerte sucht. Mita, § > 0
haben wir damit direkten Einfluss auf das Verhiltnis zwischen Rekonstruktionsfehler und
Modellkomplexitét. In Abbildung 3.3 haben wir die resultierende Gerade eingezeichnet.

3.3 Grenzen der Anwendbarkeit

Obwohl die Hauptkomponentenanalyse in vielen Situationen helfen kann, Datensitze zu
veranschaulichen und zu strukturieren, gibt es keine Garantie fiir sinnvolle Ergebnisse. Im
Folgenden werden wir Szenarien beschreiben, bei denen unerwiinschte Effekte bei der Ver-
wendung dieses Verfahrens auftreten. Daher gilt es den Datensatz vorerst hinsichtlich fol-
gender Gesichtspunkte zu untersuchen:

Existenz linearer Beziehungen zwischen Variablen

Vollstandigkeit des Datensatzes

Ausreifler in den Daten

e Anzahl an Beobachtungen in Relation zu Anzahl an Variablen

Bei der Hauptkomponentenanalyse konnen lineare Korrelationen zwischen Variablen sehr
gut eingefangen werden. Andere Beziehungen, die durchaus in der Praxis vorkommen, wer-
den dabei nicht beriicksichtigt bzw. als linear angenommen. Vidal et al. [VMS16] zeigen am
Beispiel von Portrat-Fotos auf, dass nichtlineare Strukturen in der Tat verloren gehen. In
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quadratische Singuldrwerte
~

min(ay + px)

=)
~

Dimension des Unterraumes

ABBILDUNG 3.3: Die Abbildung zeigt einen sog. Scree Plot, welche die quadra-

tischen Singuldrwerte bzw. die erklédrte Varianz jeder einzelnen Hauptkompo-

nente zeigt. Die Darstellung wird hdufig genutzt, um zu entscheiden wie viele

Hauptkomponenten fiir ein geeignetes Modell auszuwihlen sind. (Abbildung
basiert auf [VMS16])

manchen Fillen kdnnen wir mithilfe geeigneter Koordinatentransformationen dieses Hin-
dernis umgehen. Bei der Anwendung des sog. Kernel Tricks transformiert man die Daten in
einen hoherdimensionalen Raum, in welchem sie besser linear separierbar sind. Kernel PCA
wendet die Hauptkomponentenanalyse in diesem Raum an bevor die Daten wieder zuriick
transformiert werden. Andere Erweiterungen, die unter der Kategorie manifold learning zu-
sammengefasst werden konnen, versuchen die lokale Geometrie der Mannigfaltigkeit di-
rekt zu approximieren. So kann man ohne die Nutzung eines hoherdimensionalen Raumes
unmittelbar die niedrigdimensionale Struktur erhalten. Verfahren, die diesen Ansatz verfol-
gen, sind zum Beispiel die multidimensionale Skalierung oder ISOMAP [LV07].

Falls wir einen unvollstindigen Datensatz vorliegen haben, bei welchem manche Werte
korrupt oder nicht vorhanden sind, kénnen wir die klassische Hauptkomponentenanalyse
nicht anwenden. Falls dies nur einen Bruchteil der Daten betrifft, konnen durch entspre-
chende Erweiterungen mit hoher Wahrscheinlichkeit noch immer exakte Ergebnisse erzielt
werden [Can+11]. Des Weiteren ist das Verfahren sehr sensitiv gegentiber Ausreifsern. Be-
sonders wenn nur wenige Beobachtungen zur Verfiigung stehen, konnen Ausreifier die Re-
sultate drastisch beeinflussen. Um eine Verfalschung der Ergebnisse zu vermeiden, entfernt
man diese meist vor der Anwendung. Allerdings ist es nicht immer einfach Ausreifier zu
identifizieren. Daher wird in [Kri+08] vorgeschlagen, die Datenpunkte basierend auf deren
geschitzten Relevanz vorab zu gewichten. Die Behandlung dieser Art Probleme wird mit
dem Begriff Robust PCA verbunden.

Viele gegenwirtige Datensétze besitzen eine vergleichsweise hohe Anzahl an Variablen im
Vergleich zur Anzahl an Beobachtungen. Typische Anwendungsgebiete sind die Bildbear-
beitung, Signal- oder Genexpressionsanalyse, in welchen viele Variablen in Form von Pixeln,
Frequenzen oder Genen vorkommen. Auch wir werden uns in Kapitel 6 mit einem Daten-
satz dieser Art beschaftigen. In Theorem 3.2 werden wir sehen, dass es in einer solchen
Situation zur Inkonsistenz der Hauptkomponentenanalyse kommen kann. Deswegen muss
in diesen Fallen genau tiberpriift werden, ob den Ergebnissen getraut werden kann.
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Das wohl wichtigste Hindernis im Zuge dieser Arbeit sind sicherlich die durch die Trans-
formation entstehenden Interpretationsschwierigkeiten. Da jede Hauptkomponente durch
eine Linearkombination aller Ausgangsvariablen entsteht, ist es in hochdimensionalen Fal-
len fast unmoglich diesen eine Bedeutung im Kontext zuzuweisen. Dieser Interpretations-
verlust ist Ausgangspunkt der Idee der diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse (kurz: Sparse
PCA), welchem das folgende Kapitel 4 gewidmet ist.

3.4 Theoretische Aussagen

Zum Abschluss dieses Kapitels werden wir interessante Eigenschaften sowie Theoreme pra-
sentieren. Der Fokus wird vor allem auf der Inkonsistenz der Hauptkomponentenanalyse
in hochdimensionalen Féllen liegen.

Eine wichtige Eigenschaft ist die Unkorreliertheit der Hauptkomponenten. Dies ldsst sich
anhand der Stichprobenkovarianzmatrix der Hauptkomponenten Z'7 = (XV)'XV =
V'LV sehen, welche aufgrund der Orthogonalitit von V eine Diagonalmatrix ist. Somit
konnen wir von einer Hauptkomponente und deren erklédrte Varianz sprechen, ohne uns
dabei auf andere beziehen zu miissen.

Fiir unseren Anwendungsfall in Kapitel 6 befinden wir uns in einem p >> n Szenario. Es gibt
eine Reihe theoretischer Aussagen, welche eine Inkonsistenz im asymptotischen Fall zeigen.
Asymptotische Studien der Hauptkomponentenanalyse fallen in verschiedene Kategorien
abhéngig vom Verhéltnis zwischen n und p.

e In der klassischen Asymptotik untersucht man die Effekte fiir n — co mit fixierter
Dimension p.

e In der Theorie der Zufallsmatrizen erhohen wir sowohl 7 als auch p mit der Voraus-
setzung, dass das Verhiltnis £* asymptotisch konstant ist.

o In einem high dimension low sample size setting (HDLSS) betrachten wir die Asymptotik
fir p — oo mit fixierter Anzahl an Beobachtungen 7.

Zunichst gilt es den Begriff der Inkonsistenz in Bezug auf die Hauptkomponentenanalyse
genauer zu verstehen. In dieser Arbeit haben wir eine Stichprobenversion der Hauptkompo-
nentenanalyse eingefiihrt. Indem man die Stichprobenkovarianzmatrix X durch die Kovari-
anzmatrix in (3.1) ersetzt, erhdlt man eine Populationsversion der Hauptkomponentenana-
lyse. Unter der Annahme, dass die gegebenen Daten ein endliche, zuféllige Stichprobe einer
meist unbekannten Verteilung sind, stellt sich die Frage in welcher Relation die Ergebnisse
stehen. Genauer gesagt interessiert man sich dafiir, ob die Hauptachsen der Stichproben-
und der Populationsversion identisch sind. Um die Hauptachsen miteinander zu verglei-
chen beziehen wir uns auf den Winkel zwischen beiden.

Definition 3.1 (Konsistenz [SSM13]). Die Stichprobenhauptachse v; ist mit der Populations-
hauptachse v;

e konsistent, falls angle(9;, v;) — 0

o marginal inkonsistent, falls angle(7;,v;) — c € (0, %)

o stark inkonsistent, falls angle(9;, v;) — 7
flirn — cobzw. p — .

Abhidngig von 1, p und der Starke des Rauschens im Modell ergeben sich unterschiedliche
Ergebnisse fiir die Konsistenz der Hauptkomponentenanalyse. Allgemein ist die Tendenz,
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dass eine hohe Anzahl an Beobachtungen die Konsistenz der Hauptachsen férdert, wéh-
rend eine erhohte Dimension eine Inkonsistenz hervorruft. Nicht iiberraschend kann man
zeigen, dass die Eigenvektoren der Stichprobenkovarianzmatrix ; konsistente Schétzer fiir
die Eigenvektoren der Kovarianzmatrix v; sind, falls wir die Dimension fixieren und die An-
zahl an Beobachtungen erhohen n — co [And03]. Fiir unser Szenario jedoch interessanter
sind hochdimensionale Fille. Weil eine Betrachtung einer HDLSS-Situation die Einfiihrung
zu vieler neuer Prinzipien erfordern wiirde, prasentieren wir zum Abschluss dieses Ka-
pitels ein Inkonsistenz-Theorem fiir den Fall eines asymptotisch konstanten Verhiltnisses
zwischen n und p. Dafiir betrachten wir ein single component model [JY09]

xi=Lvi4+or, i=1,...n, (3.9)

in welchem v; € R? der zu schitzende Eigenvektor ist. Dabei sind I; ~ N(0,1) unabhén-
gig gleichverteilte Gaufische Zufallseffekte und r; ~ N, (0, 1) unabhéangige Rauschvektoren.
Wegen der Rauscheffekte hat die Stichprobenkovarianzmatrix X fast sicher min{n, p} von
Null verschiedene Eigenvektoren. Sei 7; der grofite Stichprobeneigenvektor von X. Mit dem
folgendem Theorem haben wir eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Kon-
sistenz der ersten Stichprobenhauptachse.

Theorem 3.2 (Inkonsistenz der Hauptkomponentenanalyse bei konstantem asymptotischem
Verhiltnis von n und p [JY09]). Sei o die Stiirke des Rauschens im Modell (3.9) und w das limi-

2
tierende Signal-Rausch-Verhiiltnis w = lim,_co o™ < 0. Weiterhin sei

0—2
R(91,v1) = ( o ,£> = cos (angle(71,v1)).
[o1]]” [[o1 ]
Unter der Annahme, dass lim, .. £ = c gilt

n— 00

P [hm R2(51,v1) = Rgo(w,c)} =1

(w—c)+

wobei R2,(w, c) = e

Wir sehen, dass R(%o(w, c) < 1 genau dann, wenn ¢ > 0. Daher ist 7; genau dann ein kon-
sistenter Schétzer fiir v;, wenn ¢ = 0. Fiir ¢ > 0 ist die Hauptkomponentenanalyse somit
inkonsistent.

Ein sehr dhnliches Resultat hélt auch fiir ein sog. spiked covariance model, in welcher meh-
rere Komponenten betrachtet werden [Pau07]. Des Weiteren zeigen Jung und Marron eine
starke Inkonsistenz der Stichprobenhauptachsen in einer HDLSS-Situation unter geeigneten
Modellannahmen. In diesem Fall kann Konsistenz nur dann gewéahrleistet werden, wenn es
eine deutliche Trennung in der Grofle der Eigenwerte gibt. Fiir Details weiterer spezieller
Bedingungen verweisen wir auf [JM09].
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Kapitel 4

Diinnbesetzte
Hauptkomponentenanalyse

Ein wesentlicher Nachteil der Hauptkomponentenanalyse besteht darin, dass sich die neuen
Variablen aus einer Linearkombination aller bestehenden Variablen zusammensetzt. Dies er-
schwert besonders fiir hochdimensionale Daten eine Interpretation der Hauptachsen. Wah-
rend zuvor jede Variable eine Bedeutung hatte, sind wir nach der Transformation meist
nicht in der Lage den Hauptachsen eine Bedeutung im Kontext zuzuweisen. Um zu ver-
stehen, was die Hauptachsen im Modell reprédsentieren, kann es besonders hilfreich sein,
wenn diese diinnbesetzt sind, sich also nur aus wenigen Variablen zusammensetzen. Daher
sind wir oft bereit, einen Teil der Varianz fiir eine vereinfachte Interpretation einzutauschen.

Zu Anfang dieses Kapitels werden wir eine naheliegende mathematische Formulierung des
Problems beschreiben. Leider wird sich diese als NP-vollstandig herausstellen, weshalb wir
in Abschnitt 4.2 verschiedene Wege aufzeigen, dass Problem zu relaxieren. In 4.3 mochten
wir uns dem von Zou et al. in [ZHT06] eingefiihrten Ansatz intensiv beschéftigen, welcher
sicherlich zu den meistverbreitesten Varianten der diinnbesetzten Hauptkomponentenana-
lyse gehort. In einem erst vor Kurzem erschienenen wissenschaftlichen Artikel werden eini-
ge Probleme des Ansatzes deutlich. Darum erldutern wir in Abschnitt 4.4 Neuerungen und
Korrekturen der Methode durch Camacho et al. [Cam+20]. Zum Schluss dieses Kapitels
werden wir Moglichkeiten fiir eine automatisierte Wahl der Modellparameter prasentieren
und die Konsistenz in hochdimensionalen Fillen darlegen.

4.1 Problemformulierung

Wir mochten nun Hauptachsen eines gegebenen Datensatzes identifizieren mit der Zu-
satzbedingung, dass diese diinnbesetzt sind. Die wohl einfachste Vorgehensweise ist, eine
Schwellenwertmethode auf die durch die klassische Hauptkomponentenanalyse entstande-
nen Hauptachsen anzuwenden. Hierbei vernachldssigt man alle Koeffizienten, die kleiner
als ein bestimmter Schwellenwert sind, indem man sie auf 0 setzt. Eine solche Prozedur
kann aber in vielen Fillen irrefithrend sein, unter welcher die Qualitdt der Ergebnisse lei-
det [C]95]. Die Wichtigkeit einer Variable in den Hauptachsen wird nicht allein durch den
Koeffizienten bestimmt. Zu berticksichtigen sind unter anderem sowohl die Standardabwei-
chung als auch die Korrelationen mit anderen Variablen. Bei einer Schwellenwertmethode
werden diese Faktoren nicht beachtet, weshalb den Ergebnissen im Allgemeinen nicht ver-
traut werden darf.

Anstelle eines zweischrittigen Ansatzes kann die Diinnbesetzung direkt in die Problemfor-
mulierung mit eingebaut werden. Gegeben sei dazu wieder eine Datenmatrix X € R"*7,
wobei n die Anzahl an Beobachtungen und p die Anzahl an Variablen ist. Des Weiteren
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gehen wir davon aus, dass die Matrix X zuvor spaltenweise zentriert wurde. Dann kann
die diinnbesetzte Hauptkomponentenanalyse als sukzessives Maximierungsproblem for-
muliert werden:

Uy = argmax v Lo
l[oll,=1
wobei vl =0 V1<I<k firk>2
und  [[ogl[p < ¢

(4.1)

wobei £ = XX die Stichprobenkovarianzmatrix ist. Der einzige Unterschied zur klassi-
schen Hauptkomponentenanalyse in (3.1) und (3.2) besteht in der Einfithrung der ¢p-Norm.
Somit beschranken wir uns auf die Suche von Hauptachsen, welche hochstens ¢ von Null
verschiedene Eintrdge haben. Wahlen wir t = p, reduziert sich das Problem auf (3.1) und
(3.2). Wahrend (4.1) eine sehr schone und einfache mathematische Formulierung ist, wur-
de gezeigt, dass dieses Problem NP-vollstindig ist [FR13]. Zur Berechnung diinnbesetzter
Hauptachsen sind wir also angehalten eine geeignete Relaxation zu finden.

4.2 Relaxation

Inspiriert von der Lasso Regression [Tib96] schlugen Jolliffe et al. [[TU03] vor, die /;-Norm
anstelle der ¢/p-Norm als Strafterm zu verwenden. Wie haben bereits in Abschnitt 2.5 be-
obachten konnen, dass die /;-Norm genutzt werden kann, um diinnbesetzte Vektoren zu
erhalten. Somit liegt es nahe das Problem wie folgt zu formulieren

U = argmaxv ' Lo
l[ofl,=1
wobei vlv; =0 V1<I<k firk>2
und  [[ogl <t

(4.2)

Wie in (4.1) hat man mit dem Hyperparameter t Einfluss auf die Diinnbesetzung der Haupt-
achsen. Aufgrund der hohen Berechnungskosten ist SCOTLASS allerdings fiir hochdimen-
sionale Daten ungeeignet. Diese sind vor allem darauf zuriickzufiihren, dass (4.2) kein kon-
vexes Optimierungsproblem ist. Des Weiteren ergeben sich Schwierigkeiten bei der Wahl
des Hyperparameters t. Auch wenn eine passende Wahl eine gewiinschte Diinnbesetzung
hervorruft, gibt es kaum Orientierungshilfen. Zuséatzlich hat ScoTLASS dasselbe grundle-
gende Problem wie das Lasso. Die Anzahl von Null verschiedener Eintrage ist durch die
Anzahl der Beobachtungen im Datensatz limitiert, welches die Brauchbarkeit des Modells
deutlich einschrankt. Zusammen mit den hohen Berechnungskosten ist dieser Ansatz in der
Praxis daher meist impraktikabel.

Weitere Relaxationsideen

Weitere Ideen zur Relaxation von (4.1) beruhen auf den unterschiedlichen Formulierungen
der Hauptkomponentenanalyse. Durch die Einbettung von Straftermen sind die verschie-
denen Sichtweisen bei der diinnbesetzten Variante aber nicht mehr dquivalent. Daher haben
wir eine selektive Ubersicht der verschiedenen Ansitze erstellt. Ein interessierter Leser sei
auf die folgenden Quellen verwiesen.

e eine iterative Schwellenwertmethode [SH08;, WTH09]

e eine verallgemeinerte Potenzmethode [Jou+10]



4.3. Konstruktion 29

ein alternierendes Maximierungs-Netzwerk [Ric12]

Vorwirts- und Riickwirts-Suche mittels Branch-and-Bound-Verfahren [MWAO06]

Konvexe Relaxation mittels semidefiniter Programmierung [dAs+07]

e eine Bayes-Formulierung [GD09]

4.3 Konstruktion

Wir werden uns nun mit dem von Zou, Hastie und Tibshirani in [ZHTO06] eingefiihrten An-
satz ausfiihrlich beschiftigen. Ausgangspunkt ist die Verbindung zur Regression, welche
wir in (3.3) beschrieben haben. Im Folgenden bezeichnet k die Anzahl an Hauptkompo-
nenten, die wir extrahieren mochten und x; die i-te Zeile von X. Mit B werden wir die
diinnbesetzten Hauptachsen bezeichnen, um sie von den klassischen Hauptachsen V zu
unterscheiden. Das folgende Theorem erweitert die bisherige Formulierung, indem nicht
nur ausschliefilich orthogonale Projektionen erlaubt werden.

Theorem 4.1 ([ZHTO06]). Sei A,k = (w1, ..., ak] und B, = [B1, ..., Bx). Fiir ein Ay > 0 sei

n
(A,B) = argmin )

2 k
o= A8 42 ) A

unter der Nebenbedingung, dass ATA =T
Dann ist pj o« 9 fiir j = 1,2,..., k.

Fordern wir A = B reduziert sich die Verlustfunktion Y/, ||x; — AB " x; H2 auf die klassische
Hauptkomponentenanalyse in (3.3). Theorem 4.1 zeigt, dass wir die Bedingung A = B unter
Einfithrung eines Ridge-Strafterms vernachldssigen konnen. Mithilfe dieser Verallgemeine-
rung konnen wir die Hauptkomponentenanalyse flexibel modifizieren.

Um diinnbesetzte Hauptachsen zu erhalten, konnen wir einen ¢;-Strafterm in die Zielfunk-
tion einbetten. Dafiir definieren wir das Sparse PCA Kriterium mit den Hyperparametern Ay
und Ay

n
(A,B) = argmin )

’xi — ABTx,-‘

2 k , &
02 LB+ 3 8
= j=

unter der Nebenbedingung, dass AT A = 1.

(4.3)

Die normierten Spalten von B nennen wir die diinnbesetzten Hauptachsen. Um die Diinnbeset-
zung fiir jede Hauptachse unterschiedlich wahlen zu konnen, erlauben wir unterschiedliche
Bestrafungen A4 ;. Im Gegensatz dazu lassen wir fiir den Ridge-Strafterm keine differenzier-
te Behandlung zu, der fiir die Reduktion von (4.3) auf (3.3) benotigt wird falls A,; = 0.
Allerdings hat die ¢>-Bestrafung noch einen weiteren Vorteil, welcher in der Praxis relevant
ist. Es bewdltigt das Lasso-Defizit, so dass auch mehr als n Variablen im Fall p > n ausge-
wahlt werden konnen.

Wir mochten darauf hinweisen, dass durch (4.3) im Gegensatz zu manch anderen Varianten
der diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse eine zeitgleiche anstatt einer sequentiellen
Berechnung der Hauptachsen erfolgt. Dies wird im folgendem Abschnitt von entscheiden-
der Bedeutung sein.
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4.4 Anpassung der Transformation, Residuen und Varianzen

Bei der Verwendung der diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse iibertragen sich viele
der Eigenschaften der klassischen Variante nicht [Cam+20]. Daher gilt es folgende Punkte
zu berticksichtigen.

Korrelation der Hauptkomponenten

Bei einer klassischen Hauptkomponentenanalyse sind die Hauptkomponenten aufgrund
der orthogonalen Hauptachsen unkorreliert. Letztere Eigenschaft fordern wir bei der diinn-
besetzten Variante in (4.3) nicht, so dass durchaus eine starke Korrelation zwischen den
Hauptkomponenten auftreten kann. Wahrend dies eine flexiblere Modellierung ermoglicht,
wird eine geeignete Visualisierung schwieriger. Besonders bei der Verwendung von Streu-
diagrammen, welche genutzt werden, um den Beitrag der Ausgangsvariablen zu den Haupt-
achsen zu visualisieren, kann dies zu Problemen fithren. Hierbei unterstellt man die Or-
thogonalitdt der Hauptachsen, was zu Verzerrungen der Distanzen im Bild fithren kann
[GMLO03]. Des Weiteren kann die Berechnung der erfassten Varianz des Datensatzes, wel-
ches haufig als Maf$ fiir die Qualitdt eines Modells genutzt wird, nicht analog zur klassi-
schen Variante durchgefiihrt werden.

Varianzverlust der Hauptkomponenten

Der Erfolg der Hauptkomponentenanalyse beruht vor allem darauf, dass die Hauptkom-
ponenten optimal beziiglich der erkldrten Varianz ist. Oft kann ein Grofiteil an Informati-
on eines Datensatzes durch eine geringe Anzahl an Hauptkomponenten beschrieben wer-
den, welches die Komplexitdt hochdimensionaler Daten verringert. Bei der diinnbesetzten
Hauptkomponentenanalyse opfern wir einen Teil der erkldrten Varianz fiir simplere, einfa-
cher zu interpretierende Hauptachsen. Um einen genauso grofien Teil an Information des
Datensatzes zu erkldren, benotigen wir daher eine grofiere Anzahl an Hauptkomponenten
in unserem Modell. Somit konnen wir die Dimension des Datensatzes unter Umstanden
nicht all zu stark reduzieren.

Camacho et al. zeigen, dass viele der Varianten der diinnbesetzten Hauptkomponentenana-
lyse beziiglich dieser Aspekte Probleme aufweisen. Insbesondere wurde die Berechnung der
Hauptkomponenten, Residuen und der erklédrten Varianz bislang falsch durchgefiihrt. Wir
mochten an dieser Stelle die Unterschiede detailliert erklaren.

Typischerweise wurden die Hauptkomponenten Z bislang wie bei der klassischen Haupt-
komponentenanalyse berechnet, indem man Z = XB setzt [ZHTO06]. Allerdings vernach-
lassigt man in diesem Fall, dass die Hauptachsen nicht orthogonal zueinander sind. Dies
wird deutlich, wenn wir die Hauptkomponentenanalyse wie in (3.4) als eine bestmdogliche
Rekonstruktion der Datenmatrix X auffassen

X=Z7ZB" +E, (4.4)

wobei E die Matrix der Residuen ist. Ist uns eine volle Rang Approximation X = ZB' gege-
ben, konnen wir beide Seiten mit B multiplizieren, um die Hauptkomponenten zu erhalten
XB = ZB' B = Z. Letzterer Schritt ist aber nur giiltig, falls die Hauptachsen orthogonal zu-
einander sind. Daher muss bei der diinnbesetzten Variante mit der Moore-Penrose-Inversen
(B"B)* korrigiert werden. Demnach sollten die Hauptkomponenten durch

Z* =XB(B'B)* (4.5)
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berechnet werden. Wir mochten an dieser Stelle anmerken, dass durch (4.5) keine sequenti-
elle Berechnung der Hauptkomponenten mehr moglich ist. Es konnen also nicht ohne weite-
res mehr Hauptkomponenten zum Modell hinzugefiigt werden, da jede Hauptkomponente
von allen Hauptachsen abhdngt und somit eine Neuberechnung erfordert. Im Gegenzug
zeigen Camacho et al. empirisch, dass die Korrelation zwischen den Hauptkomponenten
durch (4.5) deutlich sinkt, was fiir viele Anwendungen von Vorteil sein kann.

Fiir die Modellbewertung wird oft der Anteil erklédrter Varianz des Datensatzes herangezo-
gen, wie in Abschnitt 3.2 beschrieben. Zou et al. erkennen, dass aufgrund der Korrelation
der Hauptkomponenten die Varianzen nicht wie gewohnt errechnet werden kénnen und
schlagen folgende Methode vor. Die erklirte Varianz fiir die ersten j + 1 Hauptkomponenten
sollte sich aus der Summe der ersten j und der erklédrten Varianz der j + 1-ten Hauptkom-
ponente Z]+1 ergeben. Aufgrund der Korrelation erhilt die Varianz von Z]H aber Beitrdage
anderer Hauptkomponenten. Um nur die zusétzlich durch Z; j+1 erhaltene Varianz zu erhal-
ten und lineare Abhéngigkeiten zu entfernen, nutzen Zou et al. eine Projektion

~ ~ ~

Zja,.j-1=2;j— P, j17Z; (4.6)

.....

wobei Py ;1 die orthogonale Projektionsmatrix auf {Z}Jfl ist. Mit Z]-.Lm,j,l bezeichnen
wir also die Residuen nach Anpassung von Z]- durch 21, e, 2]-,1. Man beachte, dass (4.6)

von der Reihenfolge der Z; abhingt. Aufgrund der natiirlichen Ordnung bei der Haupt-
komponentenanalyse stellt dies aber kein Problem dar. Somit ergibt sich die Gesamtvarianz
der ersten k Hauptkomponenten durch

(4.7)

Mithilfe einer QR-Zerlegung von Z= OR, wobei Q orthonormal und R eine recht obere

N 2
Dreiecksmatrix ist, konnen wir (4.7) schnell berechnen, denn H Zja,.,j-1 H = R]2] Auch wenn

dieser Ansatz zundchst sinnvoll scheinen mag, werden wir in Kapitel 6 anhand unseres Da-
tensatzes zeigen, dass durch (4.7) keine korrekte Berechnung der erklarten Varianz erfolgt.
Das Problem des Ansatzes liegt darin, dass der Bezug zum Rekonstruktionsfehler unklar ist.
Anders als bei der klassischen Hauptkomponentenanalyse stimmen erklédrte Varianz und
Rekonstruktionsfehler bei der diinnbesetzten Variante nicht mehr tiberein.

Eine korrekte Methode wird von Camacho et al. eingefiihrt. Hierbei zerlegen wir die Varianz
des Modells X = ZB'" + E in zwei Teile.

5aT 2 2
= |87+ ] 48)
F F

Damit kann die Varianz eines Datensatzes in Rekonstruktion und Residuum aufgeteilt wer-
den. Ersterer Teil entspricht der erkldrten Varianz unseres Modells und wird daher mit

HzﬁT Hi berechnet.
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4.5 Wahl der Hyperparameter

Bei der diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse sind mehrere Hyperparameter zu wah-
len. Dazu gehoren die Anzahl an Hauptkomponenten k und die Regularisierungsparameter
A1 und A;. Im Folgenden mochten wir verschiedene Vorgehensweisen niher erldutern und
eine Ubersicht iiber mogliche Verfahren geben. Bevor man die Regularisierungsparameter
festlegt, ist es sinnvoll zundchst die Anzahl an Hauptkomponenten fiir das Modell zu be-
stimmen, da sich bei einer Anderung von k alle Hauptkomponenten verdndern konnen.
Hierbei kann man analog zur klassischen Variante wie in Abschnitt 3.2 vorgehen. Aufgrund
der Recheneffizienz bestimmen wir k meist mithilfe der klassischen Variante.

Empirische Studien zeigen, dass sich die Ergebnisse bei Verdnderung von A, kaum dndern.
Ist n > p fiir unseren Datensatz, konnen wir den Hyperparameter auf Null setzen, da das
Lasso-Defizit in diesem Fall nicht auftritt. In der Praxis wird A, auf eine kleine positive
Zahl in der Grofienordnung 10~ gesetzt, um mogliche Kollinearititsprobleme zu vermei-
den [ZHTO06]. Falls p > n werden wir eine spezielle Wahl von A, in Kapitel 5 treffen.

Komplizierter gestaltet sich eine Wahl von A, ;, welche die Modellkomplexitdt wesentlich
beeinflusst. Im Prinzip kdnnte man die A ; durch ein Kreuzvalidierungsverfahren bestim-
men. Je nach Grofie des Datensatzes kann dies aber sehr rechenintensiv sein, weshalb wir
hier einen alternativen Ansatz beschreiben mochten. In der Literatur wird meist ein Bayes-
Informationskriterium (BIC) angegeben, welches aber je nach Anwendung und Generalisie-
rung verschieden formuliert wird. Folgende Variante beruht auf [Hub+16; AM11]

BIC(A4 /) = log HX H log(;lp ) (4.9)

wobei df(Ayj) = H,B]'HO die Anzahl von Null verschiedener Eintrdge sind. Dabei steht df
fir degrees of freedom, welches die Anzahl freier Parameter darstellt [HTF09]. Klar erkennbar
in (4.9) ist der Kompromiss zwischen Rekonstruktionsfehler der j-ten Hauptkomponente
und der Dtinnbesetzung durch df(A; ;). Mit steigendem A, ; wird der Rekonstruktionsfehler
grofser und die Anzahl freier Parameter geringer. Wir sind angehalten A, ; zu finden, welche
eine Balance zwischen den beiden Termen herstellt. Um nicht iiber k Hyperparameter opti-
mieren zu miissen, kann man Ay ; = Ay fiir alle 1 < j < k setzen. Eine weitere Moglichkeit

wird in [CFF13] beschrieben. Fiir j > 1 sei §]{ 1 die Matrix, deren Spalten eine orthonorma-
le Basis fiir das orthogonale Komplement fiir den durch fy, ..., B; 1 aufgespannten Raum
sind. Wir berechnen xfj_l) = (]A3].L_1)Txi fiiri = 1,...,n und setzen A1 ; = Aq Var[X\)], wobei
XU) aus den auf das orthogonale Komplement der ersten j — 1 Hauptachsen projizierten Da-
ten x( Y besteht. Mithilfe dieses Ansatzes kénnen wir eine vergleichbare Diinnbesetzung

fiir alle Hauptachsen erreichen. Nun muss lediglich A; gewéhlt werden. Hierfiir wird von
[CEF13; Guo+10] ein dhnliches BIC-Kriterium vorgeschlagen

BIC(A;) = HX _ XﬁKTHF +df(A )IOgn("). (4.10)

Hx XVVTH

Fiir die log-likelihood-Funktion wird in (4.10) das Verhdltnis des Rekonstruktionsfehlers
zwischen diinnbesetzter und der klassischer Hauptkomponentenanalyse gewihlt. Welche
der beiden BIC-Kriterien genutzt werden sollte, kommt auf den Anwendungsfall an.
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Typischerweise wird fiir die Minimierung der BIC-Kriterien eine Rastersuche fiir A1 im Wer-
tebereich [0, A]"™*] durchgefiihrt, wobei eine Wahl von A}** in Hauptachsen mit nur einem
von Null verschiedenem Eintrag resultieren. Andere Suchverfahren wie die Zufallssuche,
Bayessche oder gradientenbasierte Optimierung sind an dieser Stelle denkbar.

4.6 Theoretische Aussagen

Zum Abschluss dieses Kapitels mochten wir uns mit theoretischen Aussagen zur diinnbe-
setzten Hauptkomponentenanalyse auseinandersetzen. Von wesentlicher Bedeutung ist die
Konsistenz der Methode im Vergleich zur klassischen Variante fiir hochdimensionale Da-
tensdtze.

In Kapitel 5 werden wir sehen, dass das Sparse PCA Kriterium nur von der Kovarianzma-
trix abhdangt. Um eine Populationsversion der diinnbesetzen Hauptkomponete zu erhalten,
ersetzen wir wie zuvor X' X durch die Kovarianzmatrix . Weil eine Betrachtung einer high
dimension low sample size (HDLSS) Situation die Einfiihrung zu vieler neuer Prinzipien erfor-
dern wiirde, prasentieren wir ein Konsistenz-Resultat von Johnstone und Lu [JY09], falls die
Hauptkomponentenanalyse auf eine Teilmenge der Variablen angewendet wird. Dies liefert
eine theoretische Rechtfertigung der diinnbesetzten Variante. Dazu wenden wir uns wieder
einem single component model zu

xi:l]-vl—l—ari i=1,...n, (411)

in welchem v; € R? der zu schitzende Eigenvektor ist. Dabei sind /; ~ N(0,1) unabhéngig
gleichverteilte Gaufssche Zufallseffekte und r; ~ N, (0, 1) unabhingige Rauschvektoren. Wir
bezeichnen mit T = {j : cAT].Z > 0?(1+a,)} die Indexmenge der zu selektierenden Variablen,
wobei 3]-2 die Stichprobenvarianz der j-ten Variable und &, = a(n~!log(max{n, p}))? fiir

ein hinreichend grofles « ist. Da die groflen Eintrdge von ¥; mit Variablen grofier Varianz
korrespondieren, wahlen wir

" oy jel

5 — { 1]

Y7 lo el
. Mit dieser Selektion der Variablen erhalten wir die Konsistenz fiir hochdimensionale Fille
unter geeigneten Modellannahmen.

Theorem 4.2 (Konsistenz der diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse [JY09]).
Fiir n — oo sei die Signalstiirke ||v1||* — p asymptotisch stabil und n~'log(max{n, p}) — 0.

Bezeichne mit vgr) den r-grofiten Eintrag von v;. Unter der Annahme, dass die Eintrige der Haupt-
achsen fiir alle n schnell abfallen, d.h.

]vgy)\ <cri fiir g € (0,2) und ¢ < oo
ist die diinnbesetzte Hauptkomponentenanalyse fast sicher konsistent

P [lim angle(?1,01) = O} =1

n—oo

In einer HDLSS-Situation zeigen Shen et al. die Konsistenz einer dhnlichen Variante von
Sparse PCA mithilfe eines spiked covariance models [SHO8]. Der einzige Unterschied zu dem
Ansatz von Zou et al. ist, dass die Hauptachsen dort sequentiell statt simultan berechnet
werden. Fiir Details beztiglich der speziellen Bedingungen fiir eine Konsistenz verweisen
wir auf [SSM13].
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Kapitel 5

Implementierung

In diesem Kapitel werden wir einen Algorithmus beschreiben, der das Sparse PCA Kriteri-
um (4.3) minimiert. Dabei sehen wir uns mit einem nicht-konvexem Optimierungsproblem
konfrontiert. Allerdings konnen wir ausnutzen, dass (4.3) konvex beztiglich der beiden Ma-
trizen A und B ist, falls wir die jeweils andere fixieren. Im Folgenden werden wir zunachst
eine allgemeine numerische Losung prasentieren und die Komplexitit des assoziierten Al-
gorithmus bestimmen. In einer HDLSS-Situation werden wir diesen in 5.4 leicht abdndern,
um eine effiziente Berechnung zu garantieren. Zum Schluss dieses Kapitels diskutieren wir
Details einer eigenen Implementierung in Python.

51 Numerische Losung

Fiir eine einfache Ubersicht werden wir das Sparse PCA Kriterium hier wiederholen.

n
(A,B) = argmin )

’xi — ABTXZ"

By k , &
a1+ 2 8
= j=

unter der Nebenbedingung, dass AT A = 1.

(5.1)

Wie im Einstieg erwdhnt handelt es sich bei (5.1) um ein bikonvexes Optimierungsproblem.
Daher liegt es nahe einen alternierenden Ansatz zu wihlen, um das Problem numerisch zu
16sen. Somit fixieren wir im Folgenden eine der beiden Matrizen.

B gegeben A:

Wir wenden uns zunichst der Verlustfunktion zu. Hierfiir sei A | € RP*(?=K) eine orthonor-
male Matrix, so dass [A; A ] p X p orthonormal ist. Dann gilt

n T 2 T 2
Y |[xi—AB x| = [x—xBAT|
i=1 2 F

= [|IXA L[| + | XA — XB|3

k
— |IXA L |2+ Y. I — X3
]:
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Somit reduziert sich (5.1) fiir fixes A auf das Losen von k Elastic Net Problemen

y (5.2)

. ) . 2 5
pj = arg min |7 = X8| + A2 1B5[15 + A 18]
j
wobei Y/ = Xa; fiir alle 1 < j < k. In Abschnitt 2.6 haben wir uns ausfiihrlich mit Ela-

stic Nets beschiftigt und ein effizientes Koordinaten-Abstiegsverfahren zur Losung dieser
présentiert.

A gegeben B:

Fixieren wir die Matrix B, konnen wir uns auf das Minimieren von HX — XBAT Hi beschrin-
ken, da die Bedingungen an B; nicht von Relevanz beim Optimieren iiber A sind. Somit
reduziert sich (5.1) fiir fixes B auf das Losen von

~ 2
A = argmin Hx - XBATH
A F (5.3)

unter der Nebenbedingung, dass AT A = T ;.

Fiir dieses Optimierungsproblem lédsst sich eine explizite Losung angeben. Es ist eine Form
von Procrustes Rotationsproblem, welches wir in Abschnitt A.3 beschrieben haben. Die Ma-
trix XB soll durch Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix A in X iiberfiihrt werden.
Berechnen wir eine Singulirwertzerlegung von (X' X)B = UDV'', ist die Losung von (5.3)
gegeben durch

A=UV'. (5.4)

5.2 Algorithmus

Durch die Vorarbeit im vorangegangenem Abschnitt konnen wir einen effizienten Algorith-
mus zur Losung des Sparse PCA Kriteriums angeben. Zuerst initialisieren wir A mit den
ersten k gewohnlichen Hauptachsen. Anschlieffend minimieren wir abwechselnd tiber die
Matrizen A und B bis ein geeignetes Konvergenzkriterium erfiillt ist oder wir eine maximale
Anzahl an Iterationen erreicht haben. Durch abschlieffende Normalisierung der Spalten von
B erhalten wir die diinnbesetzten Hauptachsen. Eine Ubersicht haben wir in Algorithmus 2
erstellt.

Es stellt sich nun die Frage nach einem passendem Abbruchkriterium. Da fiir uns am Schluss
des Algorithmus nur die diinnbesetzten Hauptachsen relevant sind, liegt es nahe ein Kon-

vergenzkriterium fiir B zu wahlen. Zou et al. brechen die Iteration in ihrer Implementierung

ab, falls

(1+1) 0
max Py - P <€
i<isp | |IBill - N1Bill|

1<j<k

(0
i
also die Anderung in B klein genug ist, kann die while-Schleife beendet werden. Um die
Laufzeit des Algorithmus zu beschranken, ist es sinnvoll ein zusatzliches Abbruchkriterium
zu definieren. So werden wir bei Anwendung des Algorithmus eine maximale Anzahl an

Iterationen /., festlegen, die nicht tiberschritten werden darf.

wobei .. der j-te Eintrag der diinnbesetzten Hauptachse g, in der [-ten Iteration ist. Sobald
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Algorithm 2 Sparse Principal Component Analysis
1: procedure SPCA(A, B, k, Az, Ay )
2: A + V]|, 1: k|, die ersten k Hauptachsen
3: while nicht konvergiert do
4: Gegeben festes A = [a, ..., ax], l6se das elastic net Problem

Bj = argmin || Xa; — XBj||* + Az || B> + Avy ||Bj]|, fiirj=1,....k

j
5: Gegeben festes B = [B1, . .., Bx], berechne die Singuldrwerzerlegung von
X'XB =UDV'
A« UV'

6: V% forj=1,...,k

||ﬁ |

5.3 Komplexitat

Wir werden uns nun mit der Komplexitdt von Algorithmus 2 beschiftigen. Dabei werden
wir wieder einmal zwischen den Féllen n > p und p > n unterscheiden.

Fall: n > p

In diesem Fall ldsst sich ein Trick fiir die Berechnung von (5.2) anwenden. Indem wir
= ) N 2 2
B =argﬁmmun = X[, + A2 1Bl + A 1Bl

= afg,gmm( = Bi) X X(wj = Bj) + 22 HﬁJHz + A1 185l (5.5

umformen, hingen beide Subprobleme (5.2) und (5.3) nur von der Kovarianzmatrix XX
ab. Daher ist es sinnvoll, diese vorab zu berechnen, um die Anzahl an Multiplikationen je
Iteration zu verringern. Allerdings ist (5.5) mit X" X nicht direkt ein Elastic Net Problem.
Definieren wir Y** = (XTX)%zxj und X** = (XTX)2 kénnen wir (5.5) aber in ein Elastic Net
Problem transformieren

w . *ok % (12 2
Bj = arg;nm Y™ = XTB5 + A2 [[Bll2 + A 1Bl -

Um die Laufzeit des Algorithmus zu bestimmen, wenden wir uns Tabelle 5.1 zu, welche den
Rechenaufwand fiir die verschiedenen Berechnungsschritte zeigt. Die Initialisierung von A
durch die ersten k gewohnlichen Hauptachsen wird durch eine abgeschnittene Singular-
wertzerlegung von X berechnet. Zudem berechnen wir vorab die Kovarianzmatrix X' X. Pro
Iteration 16sen wir k Elastic Net Probleme und ein Procrustes Rotationsproblem. Insgesamt
ergibt sich daher aufgrund k < min{n,p} und j < p eine Laufzeit von np? + mk - O(p?),
wobei m die Anzahl an Iterationen und j die Anzahl von Null verschiedener Eintrage ist.

Fall: p > n

Fiir diesen Fall ist eine Berechnung der Kovarianzmatrix X" X nicht mehr sinnvoll, da dies
eine p x p-Matrix ist. Daher werden wir X' (XB) in jeder Iteration naiv berechnen. Die
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Berechnung Komplexitat
Singuldrwertzerlegung von X O(npk)
XTX O(np?)
(XTX)B O(p*k)

X" (XB) O(npk)
Singularwertzerlegung von X' XB O (pk?)
Elastic Net Problem O(pnj + %)

TABELLE 5.1: Die Tabelle zeigt die Komplexitét fiir die in Algorithmus 2 vor-
kommenden Berechnungsschritte. Dabei ist j die Anzahl von Null verschie-
dener Koeffizienten.

Laufzeit des Algorithmus wird in diesem Fall von der Losung der k Elastic Net Proble-
me dominiert, besonders wenn wir viele von Null verschiedene Eintrdge zulassen. Dies
schlagt sich auch in der Komplexitdt des Algorithmus nieder, welche in diesem Fall durch
mk - O(pnj+ j°) gegeben ist. Fiir grofe j bzw. p sind die Berechnungskosten somit sehr hoch,
weshalb wir im folgenden Abschnitt eine spezielle Form der diinnbesetzten Hauptkompo-
nentenanalyse kennenlernen werden.

5.4 Numerische Losung in hochdimensionalen Fallen

Fiir viele Anwendungen kann die Menge an Variablen die Anzahl an Beobachtungen deut-
lich iibersteigen. Um auch in diesem Fall eine effiziente Berechnung zu ermdglichen, formu-
lieren wir einen Spezialfall von Algorithmus 2. Dazu beobachten wir, dass Theorem 4.1 fiir
alle Ap > 0 gilt. Fiir A, — oo erhalten wir eine interessante Charakterisierung.

Theorem 5.1 ([ZHTO06]). Seien % die diinnbesetzten Hauptachsen aus (4.3) in Abhingigkeit
(A2

von Ay und (A, B) die Losung des Optimierungsproblems

k k
(A,B) = arg min —2tr (ATXTXB> + Z; H:B]H§ + Z%/\l,j Hﬁ;”l
= =

AB (5.6)

unter der Nebenbedingung, dass ATA =1

Fiir Ay — oo konvergieren die diinnbesetzten Hauptachsen
(5.6).

—

Bi(A B; .
||§j§)\3 I HZH gegen die Losung von

Daher konnen wir das vereinfachte Optimierungsproblem (5.6) benutzen, um das Sparse
PCA Kriterium fiir den Fall A; = oo zu 16sen. Fixieren wir wie in Algorithmus 2 die Matrix
A, verbleiben wir mit dem Problem

B = argmin 20/ (X"X)B; + [|B; 15 + A, 1B - (5.7)

]

Fiir (5.7) existiert aufgrund des Wegfalls von A, eine explizite Losung

~ A1
Bj = softy,; (a] X'X) = (|¢ijXTX| — 2”) Sign(a/ X" X). (5.8)
2 +
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Somit konnen wir die Berechnung in Schritt 4 von Algorithmus 2 durch (5.8) ersetzen. Folg-
lich miissen keine Elastic Net Probleme berechnet werden, weshalb wir ein effizientes Ver-
fahren im hochdimensionalen Fall gewdhrleisten konnen. Diese Modifikation werden wir
im Folgenden mit Algorithmus 2* bezeichnen.

Bei einer derartigen Ersetzung ist aber besondere Vorsicht zu geniefien. Wir mochten kurz
erkldaren, was die Modifikation in Anwendung bewirkt. Mit (5.8) wird im Wesentlichen
der soft-thresholding-Operator auf die j-te Hauptachse angewendet. Alle Eintrdge in der

Hauptachse, welche im Betrag kleiner als % sind, werden dadurch auf Null gesetzt. Mit

A1,; kontrollieren wir also weiterhin den Grad der Diinnbesetzung. Allerdings werden Ab-
hiangigkeiten zwischen Variablen dabei vollig aufser Acht gelassen und die Variablen als
unabhingig angenommen. Auch wenn dies zunédchst unzuldssig scheinen mag, findet man
ein derartiges Vorgehen auch in anderen Verfahren wieder [Tib+02]. Eine Rechtfertigung
dieses Ansatzes beruht vor allem auf guten empirischen Ergebnissen. Daher muss im An-
wendungsfall entschieden werden, ob eine Verwendung von Algorithmus 2* sinnvoll ist.

5.5 Eigene Implementierung in Python

Momentan existieren Implementierungen der diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse
in R und Python. Zou et al. stellen das elasticnet package mit einer spca-Funktion, wel-
che auf ihrem Ansatz beruht, in der Programmiersprache R zur Verfiigung. Fiir die Lo-
sung des Subproblems (5.2) wird der LARS-EN Algorithmus gewdhlt, welche eine Erweite-
rung des LARS-Algorithmus fiir das Elastic Net ist [ZHO05]. Dagegen bietet scikit-learn eine
SparsePCA-Variante in Python, welche auf [JOB10] zuriickgeht und einen anderen Ansatz
verfolgt.

Um ein genaues Verstandnis der Ergebnisse zu garantieren, haben wir uns dazu entschie-
den, eine eigene Implementierung in Python vorzunehmen, die auf dem Ansatz von Zou
et al. beruht. Es wurde kritisch tiberpriift, dass der von uns implementierte Code korrek-
te Ergebnisse erzielt. Dazu haben wir den Pitprops Datensatz aus [ZHT06], welcher oft als
Benchmark genutzt wird, und zusitzlich den eigenen Datensatz, welchen wir in Kapitel 6
beschreiben, verwendet. Gegeniiber der Implementierung im elasticnet package haben
wir zweil entscheidende Anderungen vorgenommen, welche die Laufzeit in der Praxis ver-
kiirzen. Statt das Subproblem (5.2) mit LARS-EN zu losen, wéhlen wir das randomisierte
Koordinaten-Abstiegsverfahren aus Abschnitt 2.6. Des Weiteren wird in der Implementie-
rung von Zou et al. die Gram-Matrix X X immer vorab berechnet, um fiir das Subproblem
(5.3) nur eine Multiplikation pro Iteration (X"X)B durchfiihren zu miissen. Da die Gram-
Matrix aber in IR”*? liegt, ist es fiir den Fall p >> n sinnvoller, X' (XB) in jeder Iteration naiv
zu berechnen, damit keine p x p-Matrix zwischengespeichert werden muss. Dies ermdog-
licht fiir unseren hochdimensionalen Datensatz eine Laufzeit, die im Mittel um den Faktor
4 besser ist.

Beziiglich der Aufrufstruktur der Methode haben wir eine Reparametrisierung vorgenom-
men, um die Notation mit der ElasticNet-Klasse in scikit-learn zu vereinheitlichen. Ahnlich
wie in Abschnitt 2.7 definieren wir

2A + A AM
=———— und «

A 2n T2+ A

(5.9)

wobei A die Starke der Bestrafung und a das Verhiltnis des /1 zum ¢,-Strafterm beschreibt.
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Kapitel 6

Anwendung

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Anwendung der diinnbesetzten Haupt-
komponentenanalyse auf Frequenzdaten einer Miihle. Dafiir stehen uns Zeitreihen von Be-
schleunigungssensoren und Mikrofonen zur Verfiigung, welche an der Maschine angebracht
sind, um die Vibration bzw. die Akustik zu messen. Wir sind interessiert daran herauszufin-
den, ob sich mithilfe der Zeitreihen Aussagen tiber die Partikelgrofie des Materials treffen
lassen. Aufgrund der geringen Beobachtungszahl des Datensatzes sind viele {iberwachte
Lernverfahren in diesem Zusammenhang unbrauchbar. Im Zuge einer explorativen Analy-
se kann daher eine Dimensionsreduktion sinnvoll sein. Dabei sind wir nicht unbedingt an
der niedrigdimensionalen Reprasentation der Daten interessiert, sondern viel mehr an der
Herausfilterung wichtiger Frequenzen. Idealerweise konnen wir Frequenzen dem Material
oder der Maschine zuordnen, so dass wir zwischen Material- und Maschineneigenschaften
unterscheiden konnen. Die Moglichkeit der Interpretation und die Konsistenz in hochdi-
mensionalen Féllen waren Anlass fiir die Verwendung der diinnbesetzten Hauptkompo-
nentenanalyse in diesem Zusammenhang.

Zunichst werden wir den Datensatz in Abschnitt 6.1 ndher beschreiben und Vorverarbei-
tungsschritte in 6.2 erldutern. Nachdem wir in 6.3 erkldren, welche Experimente durchge-
fiihrt worden sind, werden wir uns den Ergebnissen in 6.4 zuwenden. Zu einer detaillierten
Auswertung gehort sowohl ein Vergleich mit der klassischen Hauptkomponentenanalyse,
als auch eine Analyse des Verhaltens des Algorithmus. Dazu werden wir die Wahl der Hy-
perparameter, die Laufzeit und die Konvergenz thematisieren. Zum Abschluss dieses Ka-
pitels werden wir die Korrektheit der von Camacho et al. [Cam+20] berechneten Varianzen
empirisch validieren. Ob eine derartige Methode fiir diesen Datensatz ein sinnvoller Ansatz
war, diskutieren wir in Kapitel 7.

6.1 Beschreibung des Datensatzes

Wir verfiigen iiber Zeitreihen verschiedener Sensoren, die an unterschiedlichen Positionen
einer Miihle angebracht sind. Insgesamt wurden n ~ 30 Messungen bei laufendem Mahl-
prozess gestartet. Bei jeder dieser wurde dasselbe Material verwendet und ein festgelegter
Zeitraum betrachtet. Um eine Trennung von Maschine und Material in den Daten zu ermog-
lichen, wurden Messungen sowohl mit als auch ohne Material durchgefiihrt. Des Weiteren
wurden verschiedene Betriebszustande der Maschine variiert, damit ein moglicher Zusam-
menhang mit dem Mahlergebnis hergestellt werden kann. Durch eine hohe Abtastrate ha-
ben wir es mit einem hochdimensionalen Datensatz zu tun. Fiir jeden angebrachten Sensor
erhalten wir Auslenkungswerte fiir p ~ 5,000,000 Zeitpunkte. Mit einer geringen Beobach-
tungszahl, wobei Messungen mit Material mehrmals aufgezeichnet worden sind, sehen wir
uns mit einer high dimension low sample size Situation konfrontiert.
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Amplitude

ke 1

ABBILDUNG 6.1: Ergebnis einer Fouriertransformation fiir einen Beschleuni-
gUNZSSensor.

Frequenz [Hz]

Frequenz [Hz]

Zeit [sec]

ABBILDUNG 6.2: Zeitlicher Verlauf der beobachteten Frequenzen.

6.2 Vorverarbeitung der Daten

Vor der Anwendung der diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse haben wir einige Vor-
verarbeitungsschritte vorgenommen. Da die Messungen zu zufilligen Zeitpunkten bei lau-
fendem Mahlprozess gestartet worden sind, konnen einzelne Zeitpunkte nicht direkt mit-
einander verglichen werden. Mit einer Fouriertransformation der Daten kénnen wir anstatt
auf der Zeitachse auf den Frequenzen arbeiten, welche uns tiefere Einblicke ermdglichen.
Auf diesem Wege sind sowohl Unterschiede zwischen Messungen als auch mogliche Raus-
cheffekte leichter zu erkennen. In Abbildung 6.1 zeigen wir das Ergebnis einer Fouriertrans-
formation beispielhaft fiir eine Messung eines Beschleunigungssensors.

Es wird sich zeigen, dass der Algorithmus fiir die diinnbesetzte Hauptkomponentenana-
lyse sehr rechenintensiv sein kann. Folglich haben wir uns entschieden, nur einen Teil der
urspriinglichen Zeitreihe zu verwenden. Mithilfe eines Blicks auf das Spektrogramm in Ab-
bildung 6.2 erkennen wir anhand der horizontalen Linien, dass sich die Frequenzen tiber
den Messzeitraum kaum verdndern. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass der Maschine
konstant Material zugefiihrt wird. Daher konnen wir die Dimension um einen Faktor 100
reduzieren ohne wichtige Informationen zu verlieren. Des Weiteren wurden Teile der Fre-
quenzen, welche aufSerhalb des Frequenzbereichs des jeweiligen Sensors liegen, abgeschnit-
ten. Somit verbleiben wir mit p ~ 15,000 bzw. p ~ 20,000 Variablen fiir die verschiedenen
Sensorarten. Um die Varianzen der Frequenzen vergleichbarer zu machen, haben wir die
Daten dhnlich wie bei der klassischen Hauptkomponentenanalyse zentriert.
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6.3 Anwendung auf Frequenzdaten

In Abschnitt 5.4 haben wir uns mit einem Spezialfall des Algorithmus fiir die diinnbesetzte
Hauptkomponentenanalyse beschiftigt, welcher im Fall p >> n genutzt werden kann. Al-
lerdings ist aufgrund der Unabhéngigkeitsannahme der Variablen zunichst unklar, ob er
in diesem Zusammenhang Verwendung finden sollte. Fiir die uns nach 6.2 vorliegenden
Frequenzen gibt es diesbeziiglich zwei Details zu berticksichtigen. Einerseits, konnen Ab-
hangigkeiten durch Obertone auftreten. Trifft ein Partikel wahrend des Mahlprozesses auf
die Maschinenwand, wird meist eine Kombination aus harmonischen und unharmonischen
Frequenzen angeregt. Andererseits, kommt es bei einer diskreten Fouriertransformation
zum Leck-Effekt [K]08]. Aufgrund eines endlichen, diskreten Beobachtungszeitraums kon-
nen Frequenzen lokal verschmieren, so dass Variablen lokal stark korrelieren konnen. Um
ein allgemeines Bild der diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse zu vermitteln, haben
wir uns im Rahmen dieser Arbeit dazu entschieden, den nicht modifizierten Algorithmus
zu verwenden. In Abschnitt 6.4.4 werden wir kurz darauf eingehen, wie sich die Ergebnisse
unter Verwendung der Modifikation verdndern.

Unsere allgemeine Implementierung ermoglicht eine Wahl verschiedener Parameter beziig-
lich des Modells bzw. des Algorithmus. Fiir eine Beschrankung der Laufzeit setzen wir eine
maximale Anzahl an Iterationen von 500 und eine Toleranz von 10~*. Falls nach 500 Iteratio-
nen die vorgegebene Toleranz noch immer nicht erreicht ist, werden wir dies im Folgenden
kenntlich machen. Ein Modellparameter, den es zu wéhlen gilt, ist die Anzahl zu berechnen-
der Hauptkomponenten. Wie bereits in 4.5 beschrieben, wird dazu meist das Ergebnis einer
klassischen Hauptkomponentenanalyse verwendet. Hierbei hat sich gezeigt, dass 2 Haupt-
komponenten fiir die meisten Sensoren ausreichen, um einen Grofiteil des Datensatzes zu
erkldaren. Zu Analysezwecken haben wir uns entschieden einen Durchlauf mit 2 und einen
mit 10 Hauptkomponenten zu starten.

Interessanter ist die Wahl der Hyperparameter A und a, welche wesentlichen Einfluss auf
die Ergebnisse besitzen. Auch wenn prinzipiell die Moglichkeit besteht, differenzierte Be-
strafungen je Hauptkomponente A;; auszuwéhlen, beschrdnken wir uns der Einfachheit
halber auf eine einheitliche Bestrafung. Fiir die Wahl von A haben wir sowohl mehrere Wer-
te ausprobiert, als auch eine Rastersuche beziiglich der in 4.5 beschriebenen BIC-Kriterien
durchgefiihrt. Dafiir verwenden wir auf einer log-Skala gleichverteilte Werte im Bereich
zwischen 1077 und 10°. Dagegen wiahlen wir fiir das Verhéltnis zwischen Lasso und Ridge-
Bestrafung die Werte [0.1, 0.5, 0.7, 0.9, 0.95, 0.99, 1|. Es hat sich in den Anwendungen ge-
zeigt, dass eine geeignete Liste fiir « mehr Werte nahe 1 hat, da sich dort die grofiten Ande-
rungen ergeben. Damit starken wir den Lasso-Strafterm im Vergleich zum Ridge-Strafterm.

6.4 Auswertung der Ergebnisse

Im Rahmen dieser Arbeit konnen wir nun einen begrenzten Teil der Ergebnisse prasentie-
ren. Dennoch versuchen wir einen allgemeinen Uberblick zu geben und alle wesentlichen
Effekte zu erldutern. Exemplarisch werden wir uns nun mit einem der Beschleunigungssen-
soren weiter beschéftigen.

6.4.1 Klassische Analyse der Hauptachsen

Zunidchst wollen wir eine klassische Analyse durchfiihren, wie sie oft fiir ein derartiges Ver-
fahren gemacht wird. Um einen Vergleich zu ermoglichen, haben wir sowohl die klassische
als auch die diinnbesetzte Hauptkomponentenanalyse durchgefiihrt.
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Fiir einen ersten Einblick in die Ergebnisse betrachten wir Abbildung 6.3a bzw. 6.3b, in wel-
cher die ersten beiden Hauptkomponenten gegeneinander aufgezeichnet sind. Dies ist die
Darstellung der Daten beziiglich der neu gefundenen Variablen. Zuerst wenden wir uns den
Ergebnissen der klassischen Hauptkomponentenanalyse zu. Man sieht schnell, dass sich
vier Gruppierungen ergeben. Durch die Transformation sehen wir eine deutliche Trennung
zwischen Messungen mit und ohne Material, welche im Bild durch verschiedene Farben
markiert sind. Des Weiteren sind die Messungen mit bzw. ohne Material in zwei Untergrup-
pen geteilt. Die Unterschiede sind auf verschiedene Betriebszustdnde der Maschine zurtick-
zufiihren, auf welche wir hier nicht genauer eingehen konnen. Vergleichen wir dieses Ergeb-
nis mit der diinnbesetzten Variante in Abbildung 6.3b, erkennen wir viele Gemeinsamkei-
ten. Es treten dieselben Gruppierungen wie zuvor auf, so dass noch immer eine Trennung
der Messungen beziiglich der Befiillung moglich ist. Ein kleinerer Unterschied ist in der
zweiten Hauptkomponente zu sehen, da bei der diinnbesetzten Variante drei Messungen
noch stiarker separiert werden.

Nun gilt es, das Zustandekommen dieses Bildes zu erklaren. Wir wollen verstehen, warum
wir eine Trennung zwischen Messungen beziiglich der Befiillung sehen. Vor allem interes-
sieren wir uns dafiir, welche Frequenzen fiir diesen Unterschied verantwortlich sind. Zu
diesem Zweck betrachten wir Abbildung 6.3c bzw. 6.3d, in welcher die Hauptachsen der
beiden Varianten zu sehen sind. Anhand der Hauptachsen konnen wir erkennen, welche
Frequenzen eine entscheidende Rolle bei der Erhaltung der maximalen Varianz spielen.
Demnach sind die grofiten Unterschiede im Datensatz auf die Frequenzen mit der grofiten
Amplitude zuriickzufiithren. Auch wenn es in den niederen Frequenzen nicht leicht zu er-
kennen ist, sind bei der klassischen Hauptachse alle 15,000 Eintrdge von Null verschieden.
Eine Erkldrung der beschriebenen Effekte ist hier quasi unmoglich. Wir kénnen lediglich
aussagen, dass die hoheren Frequenzen in einer gewissen Weise wichtig sind. Genau hier
liegt das Problem der klassischen Variante, denn eine Interpretation der Hauptachsen ist
selten aufschlussreich. Es fliefien einfach zu viele Koeffizienten in das Modell ein. Dagegen
reduziert sich bei der diinnbesetzten Variante die Anzahl von Null verschiedener Eintrage
auf 40 fir A = 0.1 und « = 0.1. Durch die eingeschrankte Modellkomplexitdt erkennen
wir drei Peaks im Frequenzspektrum. Im Wesentlichen sind also nur viel weniger Frequen-
zen fiir die beschriebene Trennung verantwortlich. Daher konnen wir folgern, dass genau
diese Frequenzen durch die Maschine verursacht werden. Mit diesem Verfahren ist es also
moglich Frequenzen zu identifizieren, welche eine klare Bedeutung im Kontext besitzen.

Zuletzt betrachtet man Abbildung 6.3e, welche einen sog. scree plot zeigt und oft als Be-
wertungsmittel fiir die Hauptkomponentenanalyse dient. Mithilfe dieses Bildes kann man
einsehen, welcher Anteil der Varianz des Datensatzes mit der niedrigdimensionalen Repra-
sentation erkldrt wird. Zur Verdeutlichung der Effekte haben wir 10 Hauptkomponenten
berechnet. Es zeichnet sich ein klarer Varianzverlust je Hauptkomponente ab, wenn wir die
diinnbesetzte Hauptkomponentenanalyse nutzen. Hier erhalten wir nur 25% der Informa-
tion des Datensatz, wahrend es im Gegensatz dazu 95% bei der klassischen Variante sind.
Besonders deutlich wird der Kompromiss, den wir hier eingehen miissen. Dadurch, dass
unsere Hauptachsen einfacher zu interpretieren sind, verlieren wir an erklérter Varianz. Ein
geeignetes Mafs zwischen Modellkomplexitdt und Rekonstruktionsfehler zu finden, kann
von der Anwendung und der Intention abhdngen. In unserem Fall ist die Moglichkeit ei-
ner Interpretation der Hauptachsen deutlich wichtiger als die Varianzerhaltung. Wir haben
durch Abbildung 6.3a bzw. 6.3b gesehen, dass uns durch einen Riickgang der Varianz nicht
zwangsldufig Informationen verloren gehen miissen. Wir konnten trotz geringer Varianz ein
dhnliches Bild mit denselben Gruppierungen erzielen.
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ABBILDUNG 6.3: Vergleich der klassischen Hauptkomponentenanalyse mit
der diinnbesetzten Variante fiir A = 10~ und « = 0.95.
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6.4.2 Wahl der Hyperparameter

Im vorangegangenem Abschnitt haben wir beispielhaft gezeigt, wie die Ergebnisse einer
diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse zu interpretieren sind. Fiir die Analyse haben
wir bestimmte Werte von &« und A vorgegeben, die moglichst gute Ergebnisse erzielen. Es
stellt sich jedoch die Frage, wie sich die einzelnen Hauptachsen und Hauptkomponenten
verdndern, falls wir andere Werte fiir die Hyperparameter wihlen. Zu diesem Zweck wen-
den wir uns Abbildung 6.4 zu. Hier haben wir die Anzahl an Hauptkomponenten fixiert und
versucht, die Effekte in Abhédngigkeit von A fiir einen akustischen Sensor zu beschreiben.

Abbildung 6.4a zeigt wie sich df(A), also die Anzahl von Null verschiedener Eintrége in den
Hauptachsen, bei Verdnderung von A bzw. a verhilt. Klar erkennbar ist der relativ gleich-
maéflige Abfall der Freiheitsgrade, d.h. fiir wachsendes A werden unsere Hauptachsen zu-
nehmend diinnbesetzt. Dies entspricht unseren Erwartungen aus Kapitel 4. Verschieben wir
das Verhiltnis der Bestrafung von der ¢; zur ¢,-Norm, sprich kleineres «, steigt die Anzahl
der Freiheitsgrade. Dies bestétigt, dass die /;-Norm im Gegensatz zur ¢,-Norm eine Diinn-
besetzung hervorruft. Ab einem gewissem Punkt A ~ 1072 fiir « > 0.5 bzw. A ~ 10~! fiir
a = 0.1 ist die Bestrafung zu stark, so dass die Hauptachsen dem Nullvektor entsprechen
und keine Anpassung an den Datensatz mehr stattfindet.

Interessant ist nun, wie sich die erklarte Varianz des Datensatzes im Vergleich verhilt, wel-
che in Abbildung 6.4b zu sehen ist. Auffillig ist, dass sich fiir A im Bereich von [1077,1073]
kaum Anderungen in der Varianz ergeben. In diesem Bereich sind wir nur leicht unter dem
Niveau der klassischen Variante. Im Umkehrschluss konnen wir aufgrund der kontinuier-
lichen Stagnation der Freiheitsgrade die Modellkomplexitdt verringern, aber zeitgleich den
Rekonstruktionsfehler auf konstantem Niveau halten. Erst nahe A ~ 1072 fiir & > 0.5 bzw.
bei A ~ 107! fiir « = 0.1 zeichnet sich ein deutlicher Einbruch ab. Dieser ist dadurch zu
erkldren, dass die Hauptachsen dann dem Nullvektor entsprechen. Aus der Kombination
der beiden Abbildungen konnen wir schliefsen, dass nur wenige Frequenzen zur Erkldarung
der Varianz des Datensatzes notwendig sind.

Um eine automatisierte Wahl von A und « zu ermoglichen, haben wir in Abschnitt 4.5 Vor-
gehensweisen mithilfe eines BIC-Kriteriums beschrieben. Eine Anwendung des Kriteriums
nach [CFF13; Guo+10] befindet sich in Abbildung 6.4c. Hier zeichnet sich ein Minimum im
Bereich von A € [107%,107%] fiir « > 0.5 bzw. nahe A ~ 1072 fiir « = 0.1 ab, welches wir
nach obiger Analyse erwarten konnten. Es wird ein Punkt gewéhlt, an welchem die erklirte
Varianz gerade noch auf sehr hohem Niveau, aber die Modellkomplexitit gering ist. Letzte-
re Abbildung ist also eine Kombination der Erkenntnisse und kann genutzt werden, um eine
Balance zwischen Diinnbesetzung und erklérter Varianz zu finden. An dieser Stelle mochten
wir erwdhnen, dass die Resultate des BIC-Kriteriums nicht fiir alle Sensoren zufriedenstel-
lend waren. Genauer gesagt sehen wir in manchen Fillen, dass die Gewichtung zwischen
Modellkomplexitit und Rekonstruktionsfehler nicht passend gewdhlt ist. Dies mag daran
liegen, dass BIC-Kriterien in hochdimensionalen Fillen versagen konnen [Gir15]. Fiir unse-
re Zwecke haben wir daher die betroffenen Sensoren mit manuellen Gewichten korrigiert.

6.4.3 Verhalten des Algorithmus

Im Zuge dieser Arbeit mochten wir nicht nur die Ergebnisse einiger Experimente, sondern
auch das Verhalten des Algorithmus an sich beschreiben. Dafiir sehen wir uns verschiedene
Grofien wie Laufzeit, Anzahl an Iterationen und Toleranz an. Um ein Gefiihl fiir die diinnbe-
setzte Hauptkomponentenanalyse zu bekommen, haben wir einen Uberblick dieser Groen
in Tabelle 6.1 erstellt. Interessant dabei ist vor allem die Abhidngigkeit vom Hyperparame-
ter A. Je kleiner wir die Bestrafung wahlen, desto langer dauert der Algorithmus und desto
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(c) Wert des BIC-Kriteriums in Abhéngigkeit von A.

ABBILDUNG 6.4: Die Abbildung zeigt wie sich eine Wahl der Hyperparame-

ter « und A mithilfe eines BIC-Kriteriums gestalten kann. Wahrend A auf der

x-Achse aufgetragen ist, sind die unterschiedlichen Werte fiir « farblich mar-
kiert. Zu beachten ist die logarithmische Skala fiir A.
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A Laufzeit Iterationen Toleranz
10~ 65235.76 sec > 500 2.271780 - 101
107° 9158.24 sec > 500  4.132993-10*
1074 777.36 sec 99 4.233382-107°
1073 201.49 sec 54 5.531939 - 10~°
1072 20.19 sec 5 0
101 4.65 sec 1 0

TABELLE 6.1: Die Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Veridnderung von
Laufzeit, Iteration und Toleranz in Abhéingigkeit von A. Dabei wurde & = 0.5
und die Anzahl an Hauptkomponenten k = 10 fest gewéhlt.
Gerechnet wurde auf einem Intel Xeon Gold 6130F@2.10GHz.

ncalls  tottime  percall cumtime filename:lineno(function)
5010  979.584 0.196 985.357  _coordinate_descent.py:266(enet_path)
26073 7.443 0.000 7443  method reduce’ of numpy.ufunc’ objects
502 1.149 0.002 1.165  linalg.py:1468(svd)
6524 1.090 0.000 1.090  method 'dot” of 'numpy.ndarray” objects

TABELLE 6.2: Die Tabelle zeigt die Ergebnisse eines Profilers fiir die eigene
Implementierung mit A = 1074, &« = 0.9 und k = 10.
Gerechnet wurde auf einem Intel Xeon Gold 6130F@2.10GHz.

mehr Iterationen werden bendtigt. Da bei kleinem A mehr von Null verschiedene Eintrage
j in den Hauptachsen erlaubt werden, stimmen diese Beobachtung mit unseren Erwartun-
gen iiberein. Der Anstieg der Zahl der Iterationen ist dadurch zu erkldren, dass sich das
Konvergenzkriterium auf alle Koeffizienten bezieht. Somit miissen bei einer Erh6hung von
j effektiv mehr Bedingungen erfiillt werden. Beziiglich der Laufzeit stimmen die Ergebnis-
se mit der Komplexitit des Algorithmus von Abschnitt 5.3 {iberein. Diese wird dabei nicht
tiberraschend von der Losung der Elastic Nets dominiert. Hingegen sind die Kosten fiir das
Minimieren {iber A unabhingig von den Hyperparametern und im Wesentlichen durch eine
Singuldrwertzerlegung bestimmt, welche fiir diesen Datensatz in einem Bruchteil einer Se-
kunde geldst werden kann. Ein Blick auf Tabelle 6.2 zeigt die Ergebnisse eines Profilers und
bestatigt unsere Behauptungen. Wiahrend insgesamt jeweils eine Sekunde fiir die Singular-
wertzerlegungen (Zeile 3) und fiir die Multiplikationen X' (XB) (Zeile 4) benotigt werden,
sind es fast 1000 Sekunden beim Koordinatenabstiegsverfahren (Zeile 1) fiir die Losung der
Elastic Net Probleme.

Logischerweise erhoht sich mit der Anzahl an Iterationen auch die Laufzeit des Algorith-
mus. Aus Tabelle 6.1 ldsst sich aber nicht direkt erkennen, ob sich auch die Laufzeit pro
Iteration mit A verdndert. In Abbildung 6.5 beobachten wir im Mittel eine Zunahme der
Laufzeit pro Iteration bei Senkung von A. Des Weiteren steigt die Laufzeit, wenn mehr Ge-
wicht auf eine Lasso-Bestrafung gelegt wird, also a nahe 1 gewihlt wird. Auch hier ldsst
sich das Verhalten auf die erhohte Anzahl von Null verschiedener Eintrége zurtickfiihren.

Da wir eine maximale Anzahl von 500 Iterationen festgelegt haben, kommt es bei Werten
A < 107° zu einer erhohten Toleranz. Eine Erhohung der Anzahl an Iterationen kann die
Toleranz verringern, jedoch steigt damit auch die Laufzeit. Diese Obergrenze scheint fiir
unsere Anwendung eine sinnvolle Wahl zu sein, muss aber fiir jeden Datensatz geeignet
angepasst werden. Denkbar sind auch schwichere Konvergenzkriterien, die gegebenenfalls
die Laufzeit verringern konnen.
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1001

Laufzeit pro Iteration [sec]

1000

ABBILDUNG 6.5: In dieser Abbildung ist die Laufzeit pro Iteration bei Veran-
derung des Hyperparameters A auf einer logarithmischen Skala zu sehen. Da
auch « in unseren Experimenten variiert worden ist und mehrere Sensoren
betrachtet werden, sehen wir mehrere Punkte je A. Im Mittel klar zu erkennen
ist ein Anstieg der Laufzeit bei Verringerung der Stirke der Bestrafung A.

Sparse PCA PCA
Sensor df ev ev® df ev
0 3 72.6% 72.3% 20000 84.3%

4  451%  42.6% 20000  62.54%
50 7.2% 6.3% 15000  58.36%
50 7.6% 5.3% 15000  57.83%
50 2.9% 2.9% 15000  68.95%
50 3.9% 3.8% 15000  69.46%

QL W IN -

TABELLE 6.3: Die Tabelle zeigt die unterschiedlichen Ergebnisse beziiglich der
erkldrten Varianz (ev) des Datensatzes bei vorgegebenem Freiheitsgrad (df).
Der Stern bei ev* kennzeichnet die Verwendung des modifizierten Algorith-
mus. Um eine bessere Einordnung zu ermoglichen, wird zusétzlich das Re-
sultat einer klassischen Hauptkomponentenanalyse gegeniibergestellt.

6.4.4 Verinderung der Ergebnisse bei modifiziertem Algorithmus

Eine Reduktion der Laufzeit kann auch durch die Nutzung des in Abschnitt 5.4 beschriebe-
nen Vorgehens erreicht werden. Selbst unter Verwendung der gesamten Zeitreihe benétigt
Algorithmus 2* meist unter einer Sekunde. Aufgrund der vereinfachenden Annahmen ha-
ben wir uns bisher ausschliefilich mit der allgemeinen Variante auseinandergesetzt. Bei der
Verwendung von 2* haben sich fiir unseren Datensatz meist sehr dhnliche Ergebnisse er-
geben. Tabelle 6.3 zeigt, wie sich die erkldrte Varianz bei gleichbleibendem Freiheitsgrad df
zwischen den beiden Varianten verdandert. Zu erkennen ist, dass die Resultate fiir alle Senso-
ren nur geringfiigig schlechter sind. In unserer Anwendung interessieren wir uns zusétzlich
datfiir, ob sich wichtige Frequenzen im Kontext herausfiltern lassen. Vergleichen wir die ent-
stehenden diinnbesetzten Hauptachsen, sind viele Peaks bei den gleichen Frequenzen zu
verzeichnen. Meist ergeben sich kleinere Unterschiede in den Frequenzen mit geringerem
Beitrag zur Hauptachse. Die leicht verdnderten Hauptachsen sind Grund fiir den Varianz-
verlust aus Tabelle 6.3.

Da eine vollstindige Analyse des modifizierten Verfahrens wie in den vorangegangenen
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ABBILDUNG 6.6: Zu sehen sind die Ergebnisse der unterschiedlichen Vorge-
hensweise bei der Berechnung der Hauptkomponenten und der erklarten Va-
rianz. Jeder Punkt entspricht eines unserer Experimente aus Abschnitt 6.3.

Abschnitten den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, beschranken wir uns auf die Anga-
be dieser Erkenntnisse. Zusammenfassend kdnnen wir bestéitigen, dass Algorithmus 2* trotz
theoretischer Bedenken zufriedenstellende empirische Ergebnisse liefert. Die Aussagekraft
des Modells ist allerdings kritisch zu hinterfragen und ein Abgleich mit der allgemeinen
Variante sinnvoll.

6.4.5 Experimentelle Uberpriifung der berechneten Varianzen

In Abschnitt 4.4 haben wir unterschiedliche Wege zur Berechnung der Hauptkomponenten
und deren erklédrte Varianz gezeigt. Um die Arbeit von Camacho et al. [Cam+20] experimen-
tell zu tiberpriifen, werden wir vier Kriterien definieren, welche auf den unterschiedlichen
Vorgehensweisen basieren. Fiir jede dieser wird die Varianz der Residuen addiert und mit
der Gesamtvarianz des Datensatzes normalisiert.

Yi_y R+tr(ETE)

e TotQR: = (XX)

(Vorgehensweies Zou et al.)
tr(BZTZBT)+tr(E'E)

e TotZB: . ( XX

(Vorgehensweise Camacho et al.)

Beziiglich der Notation haben wir uns an Abschnitt 4.4 gehalten. Zwei weitere Kriterien Tot-
QR* und TotZB* ergeben sich durch die Korrektur der Hauptkomponenten mit der Moore-
Penrose-Inverse Z* = XB(B'B)*. Falls alle Vorgehensweisen korrekt sind, konnen wir er-
warten, dass jedes Kriterium den Wert 1 hat. In Abbildung 6.6 haben wir die Kriterien fiir
unsere Experimente berechnet. Klar zu sehen ist, dass ohne eine Korrektur mit der Moore-
Penrose-Inversen beide Varianten fiir die Varianzberechnung im Allgemeinem falsch sind.
Auch wenn wir die Hauptkomponenten korrigieren, liefert die QR-Zerlegung keine richti-
gen Ergebnisse. Nur TotZB* hat in allen Fillen den Wert 1 und ist damit der einzig korrekte
Weg, Hauptkomponenten und Varianzen zu berechnen. Die von Zou et al. in [ZHT06] vor-
geschlagenen Varianten sind also falsch und sollten nicht verwendet werden. Somit kénnen
wir die Erkenntnisse aus [Cam+20] experimentell bestdtigen.
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Fazit

Im Zuge dieser Arbeit haben wir die Konstruktion, Theorie und Anwendung der diinnbe-
setzten Hauptkomponentenanalyse detailliert erldutert. Nach einer kurzen Einfithrung in
die Thematik und deren Relevanz in der Praxis haben wir uns mit den mathematischen
Grundlagen des Verfahrens beschiftigt. Besonders wichtig waren Kenntnisse aus der li-
nearen Algebra und verallgemeinerter Regressionsmodelle. Anschlieffend wurde das wohl
weitverbreiteste Dimensionsreduktionsverfahren, die Hauptkomponentenanalyse, in ver-
schiedenen Formen vorgestellt. Grenzen, mogliche Erweiterungen und theoretische Aussa-
gen des klassischen Verfahrens wurden beschrieben, um ein umfassendes Bild zu vermit-
teln. Im weiteren Verlauf wurde ein Kernproblem herausgestellt, was zur Idee der diinn-
besetzten Hauptkomponentenanalyse fiihrte. Zu diesem Zweck wurde ein in der Literatur
vorgeschlagener Ansatz detailliert erkldart und eine numerische Losung entwickelt. Mithil-
fe einer eigenen Implementierung haben wir die diinnbesetzte Hauptkomponentenanaly-
se auf Frequenzdaten angewandt. Die beachtlichen Ergebnisse wurden kritisch hinterfragt
und validiert. Dariiber hinaus haben wir herausgearbeitet, wie das Verfahren in der Praxis
einzusetzen ist.

7.1 Diskussion

Wir besitzen nun ein sehr gutes Verstdndnis iiber die Rolle der Diinnbesetzung und deren
Einsatz fiir die Entwicklung transparenter Modelle. Allerdings gibt es noch immer Details
und Zusammenhinge, welche es ndher zu verstehen gilt. So ist man fiir die diinnbesetzte
Hauptkomponentenanalyse noch immer auf der Suche nach Kriterien, welche eine auto-
matisierte Wahl der Modellparameter ermoglichen. Teilweise mussten wir in unserer An-
wendung manuelle Gewichtungen vornehmen, um brauchbare Ergebnisse zu erzielen. An
dieser Stelle ist die Verwendung weiterer Kriterien aus der Informationstheorie denkbar.
Vorerst sind wir aber dazu angehalten eigene Analysen durchzufiihren und automatisierte
Kriterien kritisch zu hinterfragen.

In Kapitel 4.2 haben wir erwéhnt, dass es durchaus andere Wege gibt, das Problem der
diinnbesetzten Hauptkomponentenanalyse zu relaxieren. Allgemein gibt es leider keinen
besten Weg bzw. einen besten Algorithmus, so dass eine Wahl situationsabhéngig getroffen
werden muss. Bislang haben wir keine Kritik an dem von uns vorgestellten Ansatz durch
Zou et al. [ZHT06] gedufiert. Jedoch gibt es auch hier Schwierigkeiten, die bei der Verwen-
dung zu beachten sind. Im Vergleich zu anderen Methoden produziert der Algorithmus
starker korrelierte Hauptkomponenten. In der Praxis wére es aber wiinschenswert, wenn
jede Hauptkomponente eine eigene Bedeutung im Kontext besitzt. Durch die Korrektur der
Hauptkomponenten mit der Moore-Penrose-Inversen, wie es in [Cam+20] vorgeschlagen
wurde, wird eine Verringerung der Korrelation erreicht. Folglich ist das Niveau der Korre-
lation mit anderen Methoden vergleichbar.
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Weitere Kritik bezieht sich auf die Art der Modellierung. Das Sparse-PCA-Kriterium aus Ka-
pitel 4 ist ein Optimierungsproblem iiber zwei Matrizen A und B. Da sowohl A durch die
Orthogonalitdtsbedingung als auch B durch die verschiedenen Strafterme eingeschrankt ist,
fehlt es dem Modell an Flexibilitit. Je nach Starke der Bestrafungen konnen wir daher nie die
gesamte Varianz des Datensatzes erklaren. Des Weiteren sind die diinnbesetzten Hauptach-
sen nicht wie tiblich normalisiert. Zou et al. normalisieren die Hauptachsen daher am Ende
des Algorithmus. Allerdings miisste die Matrix A dementsprechend angepasst werden, was
in ihrer Arbeit nicht beriicksichtigt wird und zu einem hohen Rekonstruktionsfehler fiihren
kann. Daran erkennen wir, dass die Autoren primér an den diinnbesetzten Hauptachsen
interessiert waren. Andere Verfahren erlauben eine flexiblere Modellierung, erreichen aber
nicht immer eine vergleichbare Diinnbesetzung oder Laufzeit. Es fehlt der Literatur an ei-
nem weitreichendem Vergleich der verschiedenen Methoden in der Praxis.

7.2 Ausblick

In unserer Implementierung des Algorithmus haben wir bereits eine Verbesserung der Lauf-
zeit gegentiber der von Zou et al. fiir hochdimensionale Datensétze erreicht. Wir konnen den
Algorithmus weiter beschleunigen, indem wir einen Teil parallelisieren. Zwar miissen die
Iterationen hintereinander ausgefiihrt werden, jedoch kann das Elastic Net Subproblem fiir
jede Hauptachse unabhédngig voneinander berechnet werden. Mithilfe dieser Parallelisie-
rung ist es moglich noch bessere Laufzeiten in der Praxis zu erhalten.

Auch wenn algorithmische Reduktionen in der theoretischen Informatik haufig genutzt
werden, bleiben sie im Bereich des maschinellen Lernens oft unberticksichtigt. In unserem
Fall ist es tatsdchlich moglich, das Elastic Net auf ein anderes weitverbreitetes tiberwach-
tes Lernverfahren zuriickzufiihren, eine sog. Support Vector Machine (SVM). Diese kommen
sehr haufig fiir Mustererkennung bzw. Klassifikation der Beobachtungen in einem Daten-
satz zum Einsatz. In [Zho+15] wird gezeigt, dass zu jeder Elastic Net Instanz ein binéres
Klassifikationsproblem konstruiert werden kann, so dass die trennende Hyperebene eine
identische Losung nach Skalierung liefert. Dies ermoglicht die Nutzung schneller paral-
lelisierter CPU/GPU-basierter SVM-Loser. Dadurch ldsst sich in der Praxis eine um zwei
Grofienordnungen bessere Laufzeit erreichen. Fiir eine zukiinftige Nutzung des von uns
implementierten Algorithmus kann es daher sinnvoll sein, eine derartige Reduktion zu nut-
zen.
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Anhang A

Lineare Algebra

Die Mathematik der Hauptkomponentenanalyse beruht im Wesentlichen auf Methoden der
linearen Algebra. Daher stellen wir Grundbegriffe, Matrixzerlegungen sowie ausgewahlte
Approximationsprobleme zum Nachschlagen zur Verfiigung. Aufgrund des Anwendungs-
falls beschranken wir uns auf die Einfiihrung der Grundbegriffe in reellen Vektorraumen.

A.1 Orthogonalitit

Definition A.1 (Skalarprodukt [Jin07]). Sei V ein reeller Vektorraum. Ein Skalarprodukt in V
ist eine Abbildung (-,-) : V x V — R mit den drei Eigenschaften:

(i) Fiirjedes x € V sind die folgenden Abbildungen linear.  (Bilinearitét)

(vx):V—R (x,"):V—R
v +— (v, ) v — (x,0)

(i) (x,y) = (y,x) furallex,y € V  (Symmetrie)
(iii) (x,x) > O0fiirallex #0 (Positive Definitheit)

Allgemein versteht man unter einem euklidischem Vektorraum ein Paar (V, (-,-)), welches
aus einem reellem Vektorraum V und einem Skalarprodukt (-, -) auf V besteht. Durch das
Skalarprodukt wird eine Norm auf V induziert

[0l := 4/ (v, ).
Definition A.2 (Orthogonalitit [Jan07]). Zwei Elemente v, w eines euklidischen Vektorrau-
mes V heifSen orthogonal (geschrieben v 1 w) wenn ihr Skalarprodukt Null ist, d.h.
vlw < (v,w)=0.
Eine Familie (vy,...,v,) in V hei8t orthogonal oder Orthogonalsystem, wenn
v; Lo; fiuralle i#j.

Gilt zusatzlich (v;,v;) = 1 fur alle 1 < i < n, so spricht man von einem Orthonormalsystem.

Theorem A.3 (Verallgemeinerter Satz des Pythagoras [Ant98]). Fiir orthogonale Vektoren u, v
in einem euklidischem Vektorraum V gilt

2 2 2
[ 4[] = [[ul|” + o]l
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Definition A.4 (Orthogonale Matrix [Ant98]). Eine Matrix A € IR"*" heifst orthogonal, falls
deren Zeilen- und Spaltenvektoren paarweise orthonormal beziiglich des Standardskalar-
produkts sind, d.h.

ATA =1,.

Definition A.5 (Orthogonalprojektion [Ant98]). Eine Orthogonalprojektion auf einen Unter-
vektorraum U eines Vektorraumes V ist eine lineare Abbildung Py: V. — V, die fiir alle
Vektoren v € V die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) Pu(v) e U (Projektion)
(i) (Py(v) —v,u) =0firalleu € U (Orthogonalitit)

Mithilfe einer Orthogonalbasis fiir U ldsst sich aus dieser Definition eine explizite Losung
fiir die Orthogonalprojektion Py;(v) herleiten.

Theorem A.6 ([Ant98]). Ist (uy,...,u,) eine Orthogonalbasis von U, so gilt fiir allev € V

In Kapitel 3 und 4 nutzen wir die Orthogonalprojektion in einer anderen Form. Wir kénnen
die Projektion als Matrix-Vektor-Produkt auffassen. Verwenden wir das Standardskalarpro-
dukt gilt mit einer Orthogonalbasis (u, ..., u,) von U

"oty Louu
Py(v) = Lup = Lov=AA"y, (A1)
wobei A = [H%H e ”Zf:” € R™"*". Die Orthogonalititsbedingung in Theorem A.6 kann

auch weggelassen werden. Ist (11, ..., u,) eine beliebige Basis von U, so gilt
Py(v) =A(ATA) Ao (A.2)

Wir nennen P = A(ATA)'AT die orthogonale Projektionsmatrix. Mithilfe von Theorem A.3
lasst sich zeigen, dass der orthogonal auf den Unterraum projizierte Vektor den Abstand
zwischen dem Ausgangsvektor und dem Unterraum minimiert.

Theorem A.7 ([Ant98]). Sei U ein Unterraum eines euklidischen Vektorraumes V. Dann ist Py (v)
die beste Nitherung von u in U, d.h.

|Pu(v) —o||* < ||u—o|* firalleu e U

A.2 Matrixzerlegungen

Definition A.8 (Eigenwert, Eigenvektor [Ant98]). Sei A € R"*". Ein von Null verschiedener
Vektor x € R" heifst Eigenvektor von A, falls

Ax = Ax

fiir einen Skalar A € IR. Die Zahl A heifit Eigenwert von A.
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Definition A.9 (Diagonalisierbarkeit [Ant98]). Eine quadratische Matrix A € R"*" heifst
diagonalisierbar, falls eine invertierbare Matrix V existiert, so dass A = V1AV Diagonalge-
stalt hat.

Es gibt verschiedene Kriterien fiir die Diagonalisierbarkeit von Matrizen. Fiir unsere An-
wendung interessieren wir uns vor allem fiir die Frage, ob es zu einer gegebenen Matrix
A € R"*" eine orthogonale Matrix V gibt, die A diagonalisiert. Eine derartige Diagonalisie-
rung wird auch als Hauptachsentransformation bezeichnet. Dieser Name stammt urspriinglich
aus der Theorie der Kegelschnitte. Hierbei ist eine Hauptachsentransformation eine ortho-
gonale Abbildung, welche die Koordinatenachsen in die Richtungen der beiden Hauptachsen
tiberfiihrt. Wir wollen uns aber nicht mit dieser geometrischen Interpretation beschéaftigen,
sondern mit einem mathematisch dquivalenten, in den Anwendungen aber wichtigeren Pro-
blem.

Theorem A.10 (Hauptachsentransformation [Jan07]). Sei A € IR"*" eine symmetrische Matrix.
Dann gibt es eine orthogonale Transformation V, welche A in eine Diagonalmatrix A := V~'AV
der Gestalt

A

)\r_

iiberfiihrt. Hierbei sind A4, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von A.

Zusammenfassend besitzt eine symmetrische Matrix immer eine Zerlegung A = VAV,
Man kann V konstruieren, so dass die Spalten genau den Eigenvektoren von A entsprechen.
Im Rahmen dieser Arbeit werden wir diese Umformung unter dem Begriff Eigenwertzerle-
gung (Englisch: Eigenvalue Decomposition) verwenden.

Eine eng verwandte, aber vielseitigere Faktorisierung von Matrizen ist die Singulirwertzer-
lequng. Sie ermoglicht eine allgemeine Zerlegung auch von nicht quadratischen oder nicht
symmetrischen Matrizen.

Theorem A.11 (Singuldrwertzerlegung [SW04]). Jede Matrix A € R™*" besitzt eine Singulir-
wertzerlegung
A=UDV'

mit orthogonalen Matrizen U € R™* ™ und V € R"*", sowie der Diagonalmatrix D = (0jd;;) €
]RmXTl.

Definition A.12 (Singuldrwert). Die positiven Diagonaleintrdge ¢; > 0 von D werden Sin-
gulirwerte genannt.

Singuldrwerte einer Matrix A sind eindeutig bestimmt und stehen durch o; = \/A; in einer
engen Beziehung mit den Eigenwerten A; von ATA. Konventionell werden die Singulér-
werte von D absteigend sortiert, d.h. oy > - - - > 0,. Geometrisch bedeutet diese Zerlegung,
dass sich die Matrix A in zwei Drehungen U, V und eine Streckung unterteilen ldsst. Dabei
korrespondieren die Streckungsfaktoren mit den Eintrdgen der Diagonalmatrix D.
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A.3 Matrix Approximation

In diesem Abschnitt werden wir zwei Approximationsprobleme fiir Matrizen formulieren,
die eine explizite Losung besitzen. Zundchst fithren wir dafiir eine Matrixnorm ein, von
welcher wir in dieser Arbeit sehr hdufig Gebrauch machen.

Definition A.13 (Frobeniusnorm [SW04]). Fiir eine Matrix A € R™*" ist die Frobeniusnorm
definiert durch

lAllr = (i i\ﬂiﬂz) % :

i=1j=1
Man zeigt leicht, dass ||A||> = tr (AT A) gilt. Eine weitere wichtige Eigenschaft von Matri-
zen ist der Rang.

Definition A.14 (Rang [Ant98]). Die Dimension des Zeilen- und des Spaltenraumes einer
Matrix A heifit Rang von A und wird mit rank (A) bezeichnet.

Wir mochten nun eine Matrix A durch eine andere, simplere Matrix A mit niedrigerem Rang
approximieren. Dieses Problem fillt unter die Kategorie low rank approximation, welche eine
enge Verbindung zur Hauptkomponentenanalyse aufweist. Mithilfe der Singuldrwertzerle-
gung kdonnen wir eine explizite Losung angeben.

Theorem A.15 (Eckart-Young-Mirsky-Theorem [EY36]). Sei A € R™*" mit m < n und
A=UDV'
eine Singulirwertzerlequng von A. Wir partitionieren U, D und V wie folgt:

D; O

U = [Ul Uz], D:|:O D2

}, V=[V; V],

wobei Uy € R™*", Dy € R und Vi € R"™". Dann l0st die abgeschnittene Singulirwertzerle-
gung (Englisch: truncated singular value decomposition)

A* =U;D,V/,

das Approximationsproblem

min |A—Alr=||[A—-A"|p= /02, + - +0, A3
min A=Al = A=Al = /o2, 2 (A3

wobei 0; die Singulirwerte von A sind. Der Minimierer A* ist genau dann eindeutig, wenn 0,1 #
0’7"

Das Eckart-Young-Mirsky-Theorem ermoglicht uns in Abschnitt 3.4 eine wertvolle Eigen-
schaft der Hauptkomponentenanalyse zu zeigen. In Anwendung korrespondieren die Sin-
guldrwerte mit dem Rekonstruktionsfehler und die Rang-Bedingung an A mit der Komple-
xitdat des Modells.

Ein anderes Approximationsproblem fiir Matrizen ist das orthogonale Procrustes Rotations-
problem. Hierbei sind uns zwei Matrizen M und N gegeben, welche durch eine orthogonale
Transformation ineinander {tiberfiihrt werden sollen. Wieder hilft uns die Singuldrwertzer-
legung bei der Findung einer Losung.
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Theorem A.16 (Procrustes Rotationsproblem [GD+04]). Seien M € R™?, N € R"* und
MTN = UDV' cine Singulirwertzerlegung. Dann lost

A=UV'
das Approximationsproblem
~ T2
A = argmin HM —NA H
A F (A.4)
unter der Nebenbedingung, dass A" A = Ti4.

In Abschnitt 5.1 stellt sich (A.4) als Subproblem der diinnbesetzten Hauptkomponentenana-
lyse heraus.

A.4 Pseudoinverse

In vielen Anwendungen der numerischen Mathematik benotigt man fiir die Angabe einer
expliziten Losung die Inverse einer Matrix. Allerdings sind diese nur fiir quadratische,
nichtsinguldre Matrizen definiert. Daher ist eine Verallgemeinerung des Konzepts notig.
Verallgemeinerte Inversen werden in der Literatur nicht einheitlich gehandhabt und ori-
entieren sich haufig an der zu l6senden Aufgabenstellung. Fiir unseren Anwendungsfall in
Kapitel 4 benutzen wir die Moore-Penrose-Inverse. in dieser Arbeit verwenden wir die beiden
Begriffe Pseudoinverse und Moore-Penrose-Inverse daher synonym.

Definition A.17 (Moore-Penrose-Inverse [Isr03]). Die Moore-Penrose-Inverse einer Matrix A €
R™*" jst die eindeutig bestimmte Matrix At € R"*™", welche die folgenden vier Eigenschaf-
ten erfiillt

(i) AATA = A

(i) ATAAT = A+
(iii) (AAT)T = AAT
(iv) (ATA)T =ATA
Fiir quadratische, nichtsinguldre Matrizen entspricht die Pseudoinverse der reguldren In-
versen AT = A~1. Sind die Spalten bzw. Zeilen der Matrix A linear unabhingig, gilt A* =
(ATA)'AT bzw. At = AT(AAT)~!. Im Allgemeinen kann die Pseudoinverse mithilfe ei-
ner Singuldrwertzerlegung berechnet werden. Ist A = UDVT eine Singulirwertzerlegung

von A, gilt AT = VD*UT. Fiir eine Diagonalmatrix D entsteht die Pseudoinverse durch
Transponieren und Invertieren der von Null verschiedenen Elemente

N L fallsi=jAo; #0
(D)ij = Ol
sonst
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